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Anotace

KMÍNEK,T.Analýza ocelové nádrºe pro uskladn¥ní vody: diplomová práce. Ostrava: V�B
- Technická univerzita Ostrava, Fakulta strojní, Katedra aplikované mechaniky,2018,65 stran.
Vedoucí práce: Mar²álek,P.

Diplomová práce se zabývá pevnostní analýzou ocelové nádrºe pro uskladn¥ní vody. Cí-
lem práce je tvorba n¥kolika procedur tvo°ících výpo£etní algoritmus pro rychlé a korektní
pevnostní posouzení konstrukce nádrºe. První £ást práce se zabývá rozborem zatíºení nádrºí.
Druhá £ást se v¥nuje matematickému popisu rámu nádrºe, kde je vyuºito metody kone£ných
prvk·, konkrétn¥ sko°epinových prvk·. Ve t°etí £ásti je proveden rozbor a návrh výpo£et-
ního algoritmu. Podrobn¥ jsou popsány procedury slouºící k vytvo°ení kone£noprvkové sít¥
a zatíºení rámu nádoby. �tvrtá £ást je v¥nována aplikaci výpo£etního algoritmu na kon-
krétní technické °e²ení skute£né nádrºe na vodu typu EQ2a, vyrobené spole£ností Vítkovice
Machinery Group. V záv¥ru práce je provedena pevnostní kontrola a porovnání výsledk· s
komer£ním softwarem ANSYS Workbench 18.0.

Anotation

KMÍNEK,T.Analysis of Steel Tank for Water Storage: Master Thesis. Ostrava: V�B -
Technical University of Ostrava, Faculty of Mechanical Engineering, Department of Applied
Mechanics,2018,65 pages. Head of Thesis: Mar²álek,P.

This thesis deals with Analysis of Steel Tank for Water Storage. The main object of this
thesis is making a few procedures which create computational algorithm for quick and correct
strength veri�cation of Water Storage construction. First part is focused on analysis of Water
Storage loads. Second part describes mathematic formulation of this Water Storage where is
used FEM method especially shell elements. Third part is focused on analysis and suggestion
of computational algorithm. All procedures that create FEM mesh and construction loads
are described in detail. Fourth part is focused on aplication of computational algorithm
especially technical solution of Water Storage type EQ2a which was made by Vítkovice
Machinery Group. In the last part of the thesis it is described strength veri�cation and own
algorithm is compared to commercial software ANSYS Workbench 18.0.
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Úvod

Pro uskladn¥ní kapalných nebo sypkých hmot vyrábí spole£nost Vítkovice Machinery
Group jiº od roku 1966 ocelové nádrºe, které jsou sestaveny z tenkých plech· (Obr. 1). Jed-
notlivé plechy jsou spojeny pomocí ²roubových spoj· a ut¥sn¥ny tmelem. Aby byla zvý²ena
antikorozní ochrana nádrºe, jsou plechy smaltovány. Dno nádrºe m·ºe být tvo°eno ºelezo-
betonovou deskou, ocelovou konstrukcí nebo stejn¥ jako plá²´ ze smaltovaných plech·. Tyto
nádrºe lze rozd¥lit do dvou hlavních skupin a to na nádrºe se st°echou a bez st°echy. Tato
diplomová práce se zabývá nádrºemi bez st°echy s pevným ºelezobetonovým dnem.

Obr. 1: Smaltovaná nádrº

V²eobecn¥ platí, ºe kaºdý výrobce se snaºí vyráb¥t své produkty s co nejniº²ími náklady,
ale samoz°ejm¥ tak, aby spl¬oval v²echny zákazníkovy poºadavky. To znamená variabilita
vstupních dat (pr·m¥r nádrºe, vý²ky jednotlivých vrstev plech· a jejich tlou²´ky), rychlé a
p°ehledné pevnostní vyhodnocení, vyuºití voln¥ dostupných skriptovacích a gra�ckých pro-
gram·. Ve výpo£etním algoritmu budou zahrnuty zatíºení od hydrostatického tlaku, vlastní
tíhy a tlaku v¥tru. Protoºe tento typ nádrºí na vodu je bez st°echy, není nutné uvaºovat se
zatíºením od sn¥hu.

P°edpoklady °e²ení:

• Spodní uloºení nádrºe je de�nováno jako ideální vetknutí.
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• Nebude docházet k velkým posunutím ani deformacím.

• Je uvaºován izotropní elastický materiál.

• Jedná se o statické zat¥ºování konstrukce nádrºe.

• V modelu nejsou uvaºovány ²roubové spoje jednotlivých plech·.

Z vý²e uvedených p°edpoklad· °e²ení smaltované nádrºe je de�nován hlavní cíl, který bude
realizován pomocí n¥kolika díl£ích cíl·.

Hlavní cíl:

• Vytvo°it výpo£etní algoritmus pro rychlé pevnostní posouzení navrhované nádrºe pro
uskladn¥ní vody.

Díl£í cíle:

• Vytvo°it proceduru pro sestavení matice tuhosti vybraného elementu.

• Vytvo°ení procedury pro na£tení sít¥ a okrajových podmínek z programu LS-PrePost-
4.3 pro testovací úlohy.

• Vytvo°ení procedury pro generaci sít¥ s volitelnými parametry pro geometrii nádrºe.

• Vytvo°ení procedury pro aplikaci zatíºení p·sobící na nádrº (hydrostatický tlak, tlak
od v¥tru a vlastní tíha).

• Vytvo°ení procedury pro zápis výsledk· exportovaných do programu ParaView 4.3.1
ke gra�cké vizualizaci.
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Kapitola 1

Re²er²e problematiky zatíºení nádrºe

V této kapitole bude proveden rozbor, který se bude zabývat zatíºením v¥trem, hydrosta-
tickým tlakem a vlastní tíhou.

1.1 Zatíºení v¥trem

K p°ibliºnému popsání silových ú£ink· p·sobení v¥tru na ocelovou nádrº se vyuºívá
norma �SN EN 1991− 1− 4. Zabývá se nejenom velikostí výsledného zát¥ºného tlaku, ale i
jeho rozloºením na dané st¥ny nádrºe.

Ur£ení velikosti tlaku

Základní rychlost v¥tru lze ur£it podle Tab. 1.1 (Lit. [8]). Hodnota základní rychlosti
v¥tru m·ºe být rovn¥º ur£ena m¥°ením.

Oblast I II III IV V

vb 22.50 25.00 27.50 30.00 36.00

Tab. 1.1: Hodnoty základních hodnot rychlosti v¥tru vb [ms−1]

Ze základní rychlosti v¥tru je dále pot°eba ur£it st°ední rychlost v¥tru

Vm = vb Co Cr, (1.1)

kde Co = 1 je sou£initel orogra�e, který závisí na sklonu terénu. Sou£initel drsnosti terénu
Cr lze vypo£ítat ze vztahu

Cr = kr ln (
ze
z0

), (1.2)

kde ze je referen£ní vý²ka, z0 lze ur£it podle Tab. 1.2 a sou£initel terénu kr lze vypo£íst ze
vztahu

kr = 0.19 (
z0
0.05

)−0.07. (1.3)
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Oblast Popis z0[m]

0 Mo°e nebo pob°eºní oblasti vystavené otev°enému
mo°i.

0.003

I Jezera nebo vodorovné oblasti se zanedbatelnou vege-
tací a bez p°ekáºek.

0.010

II Oblasti s nízkou vegetací jako je tráva a s izolova-
nými p°ekáºkami (stromy, budovy), jejichº vzdálenost
je v¥t²í neº 20násobek vý²ky p°ekáºek.

0.050

III Oblasti rovnom¥rn¥ pokryté vegetací nebo budovami
nebo s izolovanými p°ekáºkami, jejichº vzdálenost je
maximáln¥ 20násobek vý²ky p°ekáºek (jako jsou ves-
nice, p°edm¥stský terén, souvislý les).

0.300

IV Oblasti, ve kterých je nejmén¥ 15% povrchu pokryto
pozemními stavbami, jejichº pr·m¥rná vý²ka je v¥t²í
neº 15m.

1.000

Tab. 1.2: Kategorie terén· a jejich parametry

Pro ur£ení intenzity turbulence v¥tru Iv je nejprve nutné ur£it sou£initel �uktua£ní sloºky
tlaku cfl z Tab. 1.3 podle kategorií terénu. Potom lze intenzitu vypo£ítat ze vztahu

Iv =
cfl

7 Cr C0
. (1.4)

Oblast I II III IV

cfl 1.188 1.330 1.508 1.640

Tab. 1.3: Pomocný sou£initel �uktua£ní sloºky tlaku cf l

Základní dynamický tlak v¥tru qb v [Nm−2] lze ur£it pomoci vztahu

qb =
1

2
ρ v2b , (1.5)

kde ρ = 1.25 kgm−3 je m¥rná hmotnost vzduchu. Maximální dynamický tlak lze ur£it ze
základního pomocí vztahu

qp = qb ce, (1.6)

kde ce je sou£initel expozice a podle Eurokódu je de�nován vztahem

ce = c20 c
2
r (1 + 7 Iv). (1.7)
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Pro�l zatíºení tlaku na válcovou nádrº

Pro ur£ení tlaku v¥tru na vn¥j²í stranu válcové nádrºe we se vyuºívá vztahu

we = qp cpe, (1.8)

kde cpe je sou£initel vn¥j²ího tlaku. Pro tento sou£initel platí

cpe = cp,0 ψλα, (1.9)

kde cp,0 je sou£initel vn¥j²ího tlaku bez vlivu proud¥ní kolem volných konc· a jeho rozloºení
je vid¥t na Obr. 1.1. Konkrétní ur£ující hodnoty pro dané k°ivky jsou uvedeny v Tab. 1.4
pro r·zné hodnoty Reynoldsova £ísla Re.

Směr působení větru

0°

pe=cp,0·Ψλα

180°

1

0.5

0

-1

-0.5

-1.5

-2

-2.5
0 30 60 90 120 150 180 α[°]

cp,0[-]··

5·105

2·106

107

Obr. 1.1: Rozloºení cp,0 po st¥n¥ válcové nádrºe

Re αmin cp,0,min αA cp,0,h

5 · 105 85 −2.2 135 −0.4

2 · 106 80 −1.9 120 −0.7

107 75 −1.5 105 −0.8

Tab. 1.4: Konkrétní hodnoty pro r·zné hodnoty Re

ψλα je sou£initel koncového efektu pro úhel α a jeho velikost se m¥ní v závislosti na velikosti
úhlu α podle následujících vztah·

ψλα = 1 pro 0◦ ≤ α ≤ αmin, (1.10)

ψλα = ψλ + (1− ψλ) cos (
π

2
(
α− αmin

αA − αmin
)) pro αmin < α < αA, (1.11)

ψλα = ψλ pro αA ≤ α ≤ 180◦. (1.12)

ψλ je sou£initel koncového efektu a je závislý na efektivní ²tíhlosti λ a sou£initeli plnosti ϕ
Obr. 1.2. Efektivní ²tíhlost pro válcové nádrºe do vý²ky 15 m se ur£í jako men²í hodnota z
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hodnot λ =
d

h
nebo λ = 70, kde h je vý²ka nádrºe a d je pr·m¥r nádrºe. Sou£initel plnosti

pro plné tvary je ϕ = 1.

1

0.9

0,8

0.6

0.7

1 10 70 200 λ [-]

ψλ [-]··

φ=1

Obr. 1.2: Závislost koncového efektu na efektivní ²tíhlosti

1.2 Zatíºení hydrostatickým tlakem

Toto zatíºení p·sobí vºdy kolmo na vnit°ní stranu nádrºe a je ovlivn¥no vý²kou hladiny
vody ode dna nádrºe. Vztah pro výpo£et hydrostatického tlaku

phyd = ρ g Vh, (1.13)

kde ρ je hustota kapaliny, g je tíhové zrychlení a Vh je vý²ka hladiny ode dna nádrºe.

1.3 Zatíºení vlastní tíhou

Jedná se o silové zatíºení nádrºe, které má smysl uvaºovat pro nádrºe s v¥t²í hmotností.
Vztah pro tíhovou sílu

Fg = m g, (1.14)

kde m je hmotnost nádrºe a g je tíhové zrychlení.
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Kapitola 2

Studium metody °e²ení

Po d·kladné analýze typu úlohy bylo stanoveno, ºe pro matematický popis této úlohy
bude vhodné pouºít sko°epinový 4-uzlový izoparametrický prvek. Toto °e²ení má oproti po-
uºití prostorových prvk· výhodu v tom, ºe není pot°eba tak velkého mnoºství element·
a proto jsou výpo£etní i £asové nároky niº²í. Pro výslednou formulaci se p°edpokládá, ºe
nebude docházet k velkým posuv·m ani deformacím. Výsledná lokální matice tuhosti
sko°epinového prvku Kc se bude skládat ze t°í díl£ích submatic a to z matice tuhosti úlohy
rovinné napjatosti Kp, deskové tuhosti Kd a matice tuhosti v krutu Kk.

Kc = Kp +Kd +Kk (2.1)

Jednotlivé díl£í matice budou detailn¥ rozebrány v dal²ích kapitolách a pro kaºdou z nich je
uveden testovací p°íklad. Procedury pouºité pro °e²ení p°íklad· jsou dále v textu ov¥°eny.

Izoparametrický 4-uzlový element

K popisu 4-uzlového parametrického elementu jsou vyuºity £ty°i tvarové funkce, které
jsou získány na základ¥ Lagrangeovy formulace. Rodi£ovský element je jednotkový £tverec,
který lze získat za pomoci izoparametrického mapování. Skute£ný element znázorn¥ný na
Obr. 2.1 vlevo je mapován na rodi£ovský element na Obr. 2.1 vpravo.
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x

y

1
2

3
4

s

t
4(-1,1) 3(1,1)

1(-1,-1) 2(1,-1)

izoparametrické mapování 

Obr. 2.1: Skute£ný a rodi£ovský element

Pole posuv· u je popsáno aproxima£ní rovnicí

u = N α, (2.2)

kdeN je matice tvarových funkcí aα je vektor zobecn¥ných uzlových posunutí. Jejich skladba
se li²í podle typu úlohy. Jednotlivé tvarové funkce v rodi£ovském sou°adném systému jsou
popsány rovnicemi

N1 =
1

4
(1− s) (1− t), (2.3)

N2 =
1

4
(1 + s) (1− t), (2.4)

N3 =
1

4
(1 + s) (1 + t), (2.5)

N4 =
1

4
(1− s) (1 + t). (2.6)

Vztahy pro geometrii skute£ného elementu jsou de�novány za pomocí tvarových funkcí

x =
[
N1 N2 N3 N4

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1
x2
x3
x4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (2.7)

y =
[
N1 N2 N3 N4

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1
y2
y3
y4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (2.8)

Derivací Rov. 2.7, 2.8 v rodi£ovském sou°adném systému s, t je získáno
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∂x

∂s
=

1

4

[
−1 + t 1− t 1 + t −1− t

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1
x2
x3
x4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (2.9)

∂y

∂s
=

1

4

[
−1 + t 1− t 1 + t −1− t

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1
y2
y3
y4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (2.10)

∂x

∂t
=

1

4

[
−1 + s −1− s 1 + s 1− s

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1
x2
x3
x4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (2.11)

∂y

∂t
=

1

4

[
−1 + s −1− s 1 + s 1− s

] ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1
y2
y3
y4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (2.12)

K p°evodu derivací mezi jednotlivými sou°adnými systémy

⎧⎨⎩
∂Ni
∂s

∂Ni
∂t

⎫⎬⎭ =

⎡⎣∂x
∂s

∂y
∂s

∂x
∂t

∂y
∂t

⎤⎦ ⎧⎨⎩
∂Ni
∂x

∂Ni
∂y

⎫⎬⎭ =
[
J
] ⎧⎨⎩

∂Ni
∂x

∂Ni
∂y

⎫⎬⎭ (2.13)

slouºí Jakobián transformace

[
J
]
=

⎡⎣∂x
∂s

∂y
∂s

∂x
∂t

∂y
∂t

⎤⎦ . (2.14)

Gaussova kvadratura

Pro n¥které druhy funkcí je sloºité ur£it jejich primitivní funkci analyticky. Z toho d·vodu
se b¥ºn¥ pouºívá Gaussova kvadratura, která nahrazuje integra£ní po£et sou£tem. Z d·vodu
p°esnosti této metody je nutno volit správný stupe¬ kvadratury. Protoºe element má dva
body v kaºdém sm¥ru, je volen druhý stupe¬ kvadratury pro £ty°i integra£ní body (N = 4).
Integrace funkce f(x, y)

I =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(x, y) ds dt ≈

m∑
i=1

n∑
j=1

wi wj f(si, tj), (2.15)
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kde si, tj jsou sou°adnice integra£ních bod· a wi, wj jsou váhy kvadraturního vzorce. Tab.
2.1 popisuje hodnotu jednotlivých vah pro daný po£et bod· a sou°adnice integra£ních bod·.
Integra£ní body jsou znázorn¥ny na Obr. 2.2 £ervenou barvou pro druhý stupe¬ kvadratury
a modrou pro první stupe¬.

s

t
(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,-1)

Obr. 2.2: Zobrazení polohy integra£ních bod· na rodi£ovském elementu

N s, t w m, n

1 0 4 1

4
√

1
3 1 2

Tab. 2.1: Hodnoty konstant kvadraturního vzorce

Vý²e popsané vztahy jsou aplikovány pro získání díl£ích matic tuhosti.

2.1 Matice tuhosti úlohy rovinné napjatosti

Tato úloha je charakterizována jako p°ípad rovinné napjatosti, kde je jeden rozm¥r h
podstatn¥ men²í neº zbývající dva a zatíºení p·sobí pouze ve sm¥ru osy x a y, viz Obr. 2.3
vlevo. Na Obr. 2.3 vpravo jsou znázorn¥ny jednotlivé stupn¥ volnosti v rovin¥ x, y.
Vektor uzlových posunutí α má pro p°ípad rovinné napjatosti tvar

α =

{
u
v

}
. (2.16)

Odpovídající vektor deformací ε má tvar

ε =

⎧⎨⎩
εx
εy
γxy

⎫⎬⎭ (2.17)
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x

yz
h

x

y

1 2

3
4

u2

v2

u4

v4

u3

v3

u1
v1

Obr. 2.3: Prvek rovinné napjatosti a zobrazení jednotlivých stup¬· volnosti

a vektor nap¥tí σ tvar

σ =

⎧⎨⎩
σx
σy
τxy

⎫⎬⎭ . (2.18)

Konstitu£ní vztah pro rovinnou napjatost lze v maticovém zápisu zapsat

{
σ
}
=

[
C
] {

ε
}
, (2.19)

kde C je maticí materiálových konstant

C =
E

1− µ2

⎡⎣1 µ 0
µ 1 0

0 0 1−µ
2

⎤⎦ . (2.20)

V Rov. 2.20 p°edstavuje E modul pruºnosti v tahu a µ Poissonovo £íslo. Rovnici 2.2 mezi
polem posuv·, maticí tvarových funkcí a vektorem zobecn¥ných uzlových posunutí lze pro
tento p°ípad rozepsat

{
u
v

}
=

[
N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1
v1
u2
v2
u3
v3
u4
v4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.21)
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Vztah mezi vektorem deformací ε a polem posuv· u lze pomoci Cauchyho vztah· vyjád°it

ε =

⎧⎨⎩
εx
εy
γxy

⎫⎬⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂x

∂v
∂y

∂u
∂y + ∂v

∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎡⎣1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0

⎤⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.22)

Pro p°evod mezi derivacemi pole posunutí ze sou°adnic x, y do sou°adnic s, t je vyuºito
determinantu jakobiánu J

⎧⎨⎩
∂u
∂x

∂u
∂y

⎫⎬⎭ =
1

det J

⎡⎣ ∂y
∂t −∂y

∂s

−∂x
∂t

∂x
∂s

⎤⎦ ⎧⎨⎩
∂u
∂s

∂u
∂t

⎫⎬⎭ , (2.23)

⎧⎨⎩
∂v
∂x

∂v
∂y

⎫⎬⎭ =
1

det J

⎡⎣ ∂y
∂t −∂y

∂s

−∂x
∂t

∂x
∂s

⎤⎦ ⎧⎨⎩
∂v
∂s

∂v
∂t

⎫⎬⎭ . (2.24)

Vztah pro J je uveden vý²e v rovnici 2.14. Slou£ením Rov. 2.23, 2.24 vznikne rovnice

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

1

det J

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y
∂t −∂y

∂s 0 0

−∂x
∂t

∂x
∂s 0 0

0 0 ∂y
∂t −∂y

∂s

0 0 −∂x
∂t

∂x
∂s

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂s

∂u
∂t

∂v
∂s

∂v
∂t

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= A

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂s

∂u
∂t

∂v
∂s

∂v
∂t

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, (2.25)

kde po roznásobení dostaneme vztah pro matici A de�nován jako

A =
1

det J

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂y
∂t −∂y

∂s 0 0

0 0 −∂x
∂t

∂x
∂s

∂x
∂t

∂x
∂s

∂y
∂t −∂y

∂s

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.26)

Pro ur£ení geometrické matice B je nutné sestavit matici derivací tvarových funkcí

12



G =
1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 + t 0 1− t 0 1 + t 0 −1− t 0

−1 + s 0 −1− s 0 1 + s 0 1− s 0

0 −1 + t 0 1− t 0 1 + t 0 −1− t

0 −1 + s 0 −1− s 0 1 + s 0 1− s

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.27)

s vyuºitím rovnic 2.9, 2.11, 2.10, 2.12. Vztah pro vektor deformace nyní lze zapsat

ε =

⎧⎨⎩
εx
εy
γxy

⎫⎬⎭ = A

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂s

∂u
∂t

∂v
∂s

∂v
∂t

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= A G α = BT α, (2.28)

kde geometrická maticeBT = A G. Matice tuhostiKp úlohy rovinné napjatosti v p·vodních
sou°adnicích x, y odpovídá

Kp = h

∫∫
S

B C BT dS, (2.29)

kde h je tlou²´ka elementu, S je plocha elementu. Z d·vodu jednodu²²í integrace se matice
tuhosti ur£uje v sou°adnicích s, t rodi£ovského elementu

Kp = h

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B C BT det J B ds dt, (2.30)

kde J je jakobián transformace viz. rovnice 2.14. Z d·vodu rychlej²ího a snadn¥j²ího ur£ení
matice tuhosti se vyuºívá Gaussova kvadratura (Kap. 2). Proto lze p°epsat integrální tvar
do formy

Kp = h

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B C BT det J ds dt ≈ h

m∑
i=1

n∑
j=1

wi wj B(si, tj) C BT(si, tj) det J(si, tj).

(2.31)
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Pro sestavení lokální matice tuhosti byla v programovacím jazyce Python vytvo°ena Pro.
2.1.

1 de f matTuhosti_p ( x1_loc , x2_loc , x3_loc , x4_loc , y1_loc , y2_loc , y3_loc , y4_loc ,m, n ,E, h , nu) :
#poloha in t e g r a cn i ch bodu#

3 int_body=np . array ( [ [ 1 / ( np . sq r t (3 ) ) ,1/( np . sq r t (3 ) ) ] , [−1/(np . sq r t (3 ) ) ,1/( np . sq r t (3 ) ) ] , \
[−1/(np . sq r t (3 ) ) ,−1/(np . sq r t (3 ) ) ] , [ 1 / ( np . sq r t (3 ) ) ,−1/(np . sq r t (3 ) ) ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

5 ws=1
wt=1

7 x1=x1_loc
x2=x2_loc

9 x3=x3_loc
x4=x4_loc

11 y1=y1_loc
y2=y2_loc

13 y3=y3_loc
y4=y4_loc

15 k_loc=np . z e ro s ( ( 8 , 8 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
f o r i in range (4) :

17 t=int_body [ i , 0 ]
s=int_body [ i , 1 ]

19 X=np . array ( [ [ x1 ] , [ x2 ] , [ x3 ] , [ x4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #vektor x−ovych souradnic#
Y=np . array ( [ [ y1 ] , [ y2 ] , [ y3 ] , [ y4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #vektor y−ovych souradnic#

21 dx_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)
dy_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)

23 dx_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)
dy_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)

25 J=np . array ( [ [ dx_ds [ 0 , 0 ] , dy_ds [ 0 , 0 ] ] , [ dx_dt [ 0 , 0 ] , \
dy_dt [ 0 , 0 ] ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #jakobian trans formace#

27 det_J=np . l i n a l g . det ( J )
i f ( det_J<0) :

29 det_J=−1∗det_J
A=(1/det_J )∗np . array ( [ [ dy_dt,−dy_ds ,0 , 0 ] , [ 0 , 0 , −dx_dt , dx_ds ] , \

31 [−dx_dt , dx_ds , dy_dt,−dy_ds ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
G=(1/4)∗np . array ([[−1+t ,0 ,1− t ,0 ,1+ t ,0,−1−t ,0] , [−1+ s ,0,−1−s ,0 ,1+ s ,0 ,1− s , 0 ] , \

33 [0,−1+t ,0 ,1− t ,0 ,1+ t ,0,−1− t ] , [0 ,−1+ s ,0,−1−s ,0 ,1+ s ,0 ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
B_t=np . dot (A,G)

35 B=B_t . t ranspose ( )
C=E/(1−nu∗∗2)∗np . array ( [ [ 1 , nu , 0 ] , [ nu , 1 , 0 ] , [ 0 , 0 , ( 1 − nu) / 2 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #matice

mater ia lovych konstant#
37 U1=np . dot (B,C)

V1=np . dot (U1 ,B_t)
39 W1=np . dot (V1 , det_J )

k_loc+=h∗ws∗wt∗W1 #l o k a l n i matice tuho s t i#
41 return k_loc

Pro 2.1: Lokální matice tuhosti úlohy rovinné napjatosti KP

Testovací p°íklad

Pro ov¥°ení Pro. 2.1 byl p°evzat testovací p°íklad (Lit. [2]) p°edstavující oboustrann¥
vetknutý nosník zatíºený spojitým zatíºením, který je zobrazen na Obr. 2.4. Rozm¥ry a ma-
teriálové konstanty jsou uvedeny v Tab. 2.2.

q

a ab

x

y

Obr. 2.4: Geometrie nosníku

Z d·vodu symetrie byl zvolen polovi£ní model a zavedena podmínka symetrie. Na Obr. 2.5 je
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Ozna£ení neznámé Hodnota Jednotka

a 48 in

b 12 in

c 5 in

d 12 in

tlou²´ka 4 in

E 3x106 lb/in2

q 50 lb/in2

ν 0.3 −

Tab. 2.2: Hodnoty zadání

znázorn¥no £íslování uzl· a element·. Uzly jsou ozna£eny pouhým £íslem a elementy £íslem
v krouºku. Výsledky získané pomocí procedury v Pythonu jsou porovnány s literaturou viz.
Tab. 2.3. Posunutí u je ve sm¥ru osy x a posunutí v je ve sm¥ru y.

1

0

2

3

4

5 7

6

0

1
2

Obr. 2.5: Zobrazení element· a uzl·
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Vlastní algoritmus Literatura

�íslo uzlu u [in] v [in] u [in] v [in] Rozdíl [%]

0 0 −0.018 0 −0.018 0.00

1 0 −0.018 0 −0.018 0.00

2 0.003 0.017 0.003 0.017 0.00

3 0.001 −0.016 0.001 −0.016 0.00

4 0.003 −0.011 0.003 −0.011 0.00

5 −0.002 −0.012 −0.002 −0.012 0.00

6 0 0 0 0 0.00

7 0 0 0 0 0.00

Tab. 2.3: Posunutí jednotlivých uzl·

Z Tab. 2.3 je z°ejmé, ºe výsledky získané vlastní procedurou jsou totoºné s Lit. [2], proto
lze takto vytvo°enou Pro. 2.1 povaºovat za ov¥°enou. Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno
300× je zobrazeno na Obr. 2.6.

Obr. 2.6: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 300×

2.2 Desková tuhost

Pro popis deskové tuhosti se pouºívá °ada teorií, jako je nap°íklad Kirchofova nebo Mind-
linova. Pro vytvo°enou proceduru bude pouºita Mindlinova teorie, která je vhodná pro popis
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nejenom tenké desky, ale i st°edn¥ tenké desky. Tuto teorii lze pouºít, pokud je spln¥na
podmínka

1

10
≤ tlou²´ka desky

charakteristický rozm¥r
≤ 1

5
. (2.32)

Na Obr. 2.7 jsou znázorn¥ny vektory posunutí a nato£ení jednotlivých uzl·.

x

z

3
φx3

w3

y

φy3

2 φx2

w2 φy2

1 φx1

w1 φy1

4
φx4

φy4
w4

Obr. 2.7: Zobrazení posuv· a nato£ení

Vektor uzlových posunutí α má pro tento p°ípad tvar

α =

⎧⎨⎩
w
ϕx

ϕy

⎫⎬⎭ , (2.33)

kde w je pr·hyb, ϕx odpovídající βy je nato£ení okolo osy x a ϕy odpovídající βx je nato£ení
okolo osy y. Vektor deformací ε má tvar

ε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
εx
εy
γxy
γyz
γzx

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (2.34)

a vektor nap¥tí σ má tvar

σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σx
σy
τxy
τyz
τzx

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . (2.35)
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Vztahy pro pole posunutí v závislosti na tvarových funkcích a zobecn¥ných posuvech jednot-
livých uzl· elementu lze napsat

{
u
}
=

[
N1 0 0 N2 0 . . .

]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

ϕx1

ϕy1

w2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
≡ NT

w α, (2.36)

{
βx

}
=

[
0 0 −N1 0 0 . . .

]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

ϕx1

ϕy1

w2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
≡ NT

βx
α, (2.37)

{
βy

}
=

[
0 N1 0 0 N2 . . .

]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

ϕx1

ϕy1

w2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
≡ NT

βy
α. (2.38)

Výpo£tem derivací a rozd¥lením na smykovou £ást a ohybovou £ást vzniknou vektory ψs a
ψb

ψs =

⎧⎨⎩
∂w
∂x − βx

∂w
∂y − βy

⎫⎬⎭ =

⎡⎣∂N1
∂x 0 N1

∂N2
∂x . . .

∂N1
∂y −N1 0 ∂N2

∂y . . .

⎤⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

ϕx1

ϕy1

w2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= BT

sp α, (2.39)

ψb =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂βx

∂x

∂βy

∂y

∂βx

∂y +
∂βy

∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −∂N1

∂x 0 . . .

0 ∂N1
∂x 0 0 . . .

0 ∂N1
∂x −∂N1

∂x 0 . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

ϕx1

ϕy1

w2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= BT

bp α. (2.40)

P°i pouºití vztahu 2.14 pro Jakobián transformace lze p°evést matice derivací BT
sp,B

T
bp ze

sou°adného systému x, y na geometrické matice BT
s ,B

T
b v sou°adné soustav¥ s, t.
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BT
s =

⎡⎣ 1
det J

(
J22

∂N1
∂s − J21

∂N1
∂t

)
0 N1

1
det J

(
J22

∂N2
∂s − J21

∂N2
∂t

)
. . .

1
det J

(
−J12 ∂N1

∂s + J11
∂N1
∂t

)
−N1 0 1

det J

(
−J12 ∂N2

∂s + J11
∂N2
∂t

)
. . .

⎤⎦ (2.41)

BT
b =

1

det J

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −

(
J22

∂N1
∂s − J21

∂N1
∂t

)
0 . . .

0 −J12 ∂N1
∂s + J11

∂N1
∂t 0 0 . . .

0 J22
∂N1
∂s − J21

∂N1
∂t −

(
−J12 ∂N1

∂s + J11
∂N1
∂t

)
0 . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (2.42)

Lokální matice tuhosti smyku se ur£í za pomocí Gaussovy kvadratury. Z d·vodu numerické
dominance smykové matice tuhosti Kds je nutné pouºít kvadraturu prvního stupn¥ (viz.
Tab. 2.1 pro m = n = 1), aby se tento jev, zvaný smykové zadrºení, £áste£n¥ odstranil.

Kds = κ G h

∫ 1

−1

∫ 1

−1
Bs B

T
s det J ds dt ≈ κ G h

m∑
i=1

n∑
j=1

wi wj Bs(si, tj) B
T
s (si, tj) det J(si, tj)

(2.43)

Kde κ = 5
6 , h je tlou²´ka elementu a G je modul pruºnosti ve smyku.

G =
E

2(1 + µ)
(2.44)

Pro ur£ení matice tuhosti ohybu Kdb se pouºije Gaussova kvadratura druhého stupn¥ (viz.
Tab. 2.1 pro m = n = 2)

Kdb = D

∫ 1

−1

∫ 1

−1
Bb BT

b det J ds dt ≈ D
m∑
i=1

n∑
j=1

wi wj Bb(si, tj) B
T
b (si, tj) det J(si, tj),

(2.45)

kde D je koe�cient deskové tuhosti

D =
E h3

12 (1− µ2)
. (2.46)

Celková matice tuhosti Kd se ur£í jako sou£et t¥chto dvou díl£ích matic.

Kd = Kds +Kdb (2.47)
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Pro ur£ení nap¥tí se pouºily vztahy 2.39 a 2.40. Tyto vztahy lze dosadit do následujících
rovnic pro výpo£et nap¥tí, kde E je modul pruºnosti v tahu, µ je Poissonovo £íslo, G je
modul pruºnosti ve smyku a z je vzdálenost od st°ednice pr·°ezu. Pro nap¥tí na st°ednici
platí z = 0, pro horní stranu elementu platí z = h/2 a pro spodní stranu z = −h/2.

σx =
E

1− µ2
(εx + µεy) = − E z

1− µ2

(
∂βx

∂x + µ
∂βy

∂y

)
(2.48)

σy =
E

1− µ2
(εy + µεx) = − Ez

1− µ2

(
∂βy

∂y + µ ∂βx

∂x

)
(2.49)

τxy = G γxy = −G z
(
∂βx

∂y +
∂βy

∂x

)
(2.50)

τyz = κ G γyz = κ G
(
∂w
∂y + βy

)
(2.51)

τzx = κ G γzx = κ G
(
∂w
∂x − βx

)
(2.52)

Pro sestavení lokální matice tuhosti byla v programovacím jazyce Python vytvo°ena Pro.
2.2.

1 de f matTuhosti_o ( x1_loc , x2_loc , x3_loc , x4_loc , y1_loc , y2_loc , y3_loc , y4_loc ,m, n ,E, h , nu) :
x1=x1_loc

3 x2=x2_loc
x3=x3_loc

5 x4=x4_loc
y1=y1_loc

7 y2=y2_loc
y3=y3_loc

9 y4=y4_loc
#poloha in t e g r a cn i ch bodu#

11 int_body=np . array ( [ [ 1 / ( np . sq r t (3 ) ) ,1/( np . sq r t (3 ) ) ] , [−1/(np . sq r t (3 ) ) ,1/( np . sq r t (3 ) ) ] , \
[−1/(np . sq r t (3 ) ) ,−1/(np . sq r t (3 ) ) ] , [ 1 / ( np . sq r t (3 ) ) ,−1/(np . sq r t (3 ) ) ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

13 kapa=5/6
C=np . array ( [ [ 1 , nu , 0 ] , [ nu , 1 , 0 ] , [ 0 , 0 , ( 1 − nu) / 2 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #matice mater ia lovych
konstant#

15 D=(E∗h∗∗3) /(12∗(1−nu∗∗2) ) #deskova tuhost#
G=E/(2∗(1+nu) )

17 ws_b=1 #vaha kvadraturniho prav id l a ve smeru s#
wt_b=1 #vaha kvadraturniho prav id l a ve smeru t#

19 kb=np . z e ro s ( (12 , 12 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
k_loc=np . z e ro s ( (12 , 12 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

21 f o r i in range (4) :
t=int_body [ i , 0 ]

23 s=int_body [ i , 1 ]
X=np . array ( [ [ x1 ] , [ x2 ] , [ x3 ] , [ x4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #vektor x−ovych souradnic#

25 Y=np . array ( [ [ y1 ] , [ y2 ] , [ y3 ] , [ y4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #vektor y−ovych souradnic#
dx_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)

27 dy_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)
dx_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)

29 dy_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)
#jakobian trans formace#

31 J=np . array ( [ [ dx_ds [ 0 , 0 ] , dy_ds [ 0 , 0 ] ] , [ dx_dt [ 0 , 0 ] , dy_dt [ 0 , 0 ] ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
dN1_ds=(1/4) ∗( t−1)

33 dN1_dt=(1/4) ∗( s−1)
dN2_ds=(−1/4)∗( t−1)

35 dN2_dt=(−1/4)∗( s+1)
dN3_ds=(1/4) ∗( t+1)

37 dN3_dt=(1/4) ∗( s+1)
dN4_ds=(−1/4)∗( t+1)

39 dN4_dt=(−1/4)∗( s−1)
J11=dx_ds

41 J12=dx_dt
J21=dy_ds

43 J22=dy_dt
N1=1/4∗( s−1)∗( t−1)

45 N2=−1/4∗( s+1)∗( t−1)
N3=1/4∗( s+1)∗( t+1)

47 N4=−1/4∗(s−1)∗( t+1)
det_J=np . l i n a l g . det ( J )

49 i f ( det_J<0) :
det_J=−1∗det_J
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51 kon=(1/det_J )
Bb1=np . array ( [ [0 ,0 , − J22∗dN1_ds+J21∗dN1_dt ] , [0 ,− J12∗dN1_ds+J11∗dN1_dt , 0 ] , \

53 [ 0 , J22∗dN1_ds−J21∗dN1_dt , J12∗dN1_ds−J11∗dN1_dt ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
Bb2=np . array ( [ [0 ,0 , − J22∗dN2_ds+J21∗dN2_dt ] , [0 ,− J12∗dN2_ds+J11∗dN2_dt , 0 ] , \

55 [ 0 , J22∗dN2_ds−J21∗dN2_dt , J12∗dN2_ds−J11∗dN2_dt ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
Bb3=np . array ( [ [0 ,0 , − J22∗dN3_ds+J21∗dN3_dt ] , [0 ,− J12∗dN3_ds+J11∗dN3_dt , 0 ] , \

57 [ 0 , J22∗dN3_ds−J21∗dN3_dt , J12∗dN3_ds−J11∗dN3_dt ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
Bb4=np . array ( [ [0 ,0 , − J22∗dN4_ds+J21∗dN4_dt ] , [0 ,− J12∗dN4_ds+J11∗dN4_dt , 0 ] , \

59 [ 0 , J22∗dN4_ds−J21∗dN4_dt , J12∗dN4_ds−J11∗dN4_dt ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
Bb_t=(1/det_J ) ∗(np . concatenate ( (Bb1 , Bb2 , Bb3 , Bb4) , ax i s=1) )

61 Bb=Bb_t . t ranspose ( ) #geometr icka matice ohybove tuho s t i#
B1=np . dot (Bb ,C)

63 kb+=D∗ws_b∗wt_b∗np . dot (B1 ,Bb_t)∗det_J # matice tuho s t i v ohybu #

65 t=0
s=0

67 ws=4
X=np . array ( [ [ x1 ] , [ x2 ] , [ x3 ] , [ x4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

69 Y=np . array ( [ [ y1 ] , [ y2 ] , [ y3 ] , [ y4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
dx_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)

71 dy_ds=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+t ,1−t ,1+t ,−1−t ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)
dx_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,X)

73 dy_dt=np . dot (1/4∗np . array ([[−1+s ,−1−s ,1+s ,1− s ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 ) ,Y)
J=np . array ( [ [ dx_ds [ 0 , 0 ] , dx_dt [ 0 , 0 ] ] , [ dy_ds [ 0 , 0 ] , dy_dt [ 0 , 0 ] ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

75 det_J=np . l i n a l g . det ( J )
i f ( det_J<0) :

77 det_J=−1∗det_J
dN1_ds=(1/4) ∗( t−1)

79 dN1_dt=(1/4) ∗( s−1)
dN2_ds=(−1/4)∗( t−1)

81 dN2_dt=(−1/4)∗( s+1)
dN3_ds=(1/4) ∗( t+1)

83 dN3_dt=(1/4) ∗( s+1)
dN4_ds=(−1/4)∗( t+1)

85 dN4_dt=(−1/4)∗( s−1)
J11=dx_ds

87 J12=dx_dt
J21=dy_ds

89 J22=dy_dt
N1=1/4∗( s−1)∗( t−1)

91 N2=−1/4∗( s+1)∗( t−1)
N3=1/4∗( s+1)∗( t+1)

93 N4=−1/4∗(s−1)∗( t+1)
kon=(1/det_J )

95 Bs1=np . array ( [ [ kon ∗ ( ( J22∗dN1_ds)−(J21∗dN1_dt) ) ,0 ,N1 ] , [ kon∗((−J12∗dN1_ds)+(J11∗dN1_dt) ) ,−N1 , 0 ] ] \
, dtype=np . f l o a t 6 4 )

97 Bs2=np . array ( [ [ kon ∗ ( ( J22∗dN2_ds)−(J21∗dN2_dt) ) ,0 ,N2 ] , [ kon∗((−J12∗dN2_ds)+(J11∗dN2_dt) ) ,−N2 , 0 ] ] \
, dtype=np . f l o a t 6 4 )

99 Bs3=np . array ( [ [ kon ∗ ( ( J22∗dN3_ds)−(J21∗dN3_dt) ) ,0 ,N3 ] , [ kon∗((−J12∗dN3_ds)+(J11∗dN3_dt) ) ,−N3 , 0 ] ] \
, dtype=np . f l o a t 6 4 )

101 Bs4=np . array ( [ [ kon ∗ ( ( J22∗dN4_ds)−(J21∗dN4_dt) ) ,0 ,N4 ] , [ kon∗((−J12∗dN4_ds)+(J11∗dN4_dt) ) ,−N4 , 0 ] ] \
, dtype=np . f l o a t 6 4 )

103 Bs_t=np . concatenate ( ( Bs1 , Bs2 , Bs3 , Bs4 ) , ax i s=1)
Bs=Bs_t . t ranspose ( ) #geometr icka matice smykove tuho s t i#

105 ks=kapa∗G∗h∗ws∗np . dot (Bs , Bs_t)∗det_J # matice tuho s t i ve smyku #

107 k_c=ks+kb # ce lkova matice #
k_loc+=k_c

109 return k_loc

Pro 2.2: Lokální matice deskové tuhosti Kd

Testovací p°íklad

Jako testovací p°íklad byl vybrán nosník zatíºený silou viz. Obr. 2.8. Na hran¥ 2 bylo
zamezeno v²em posuv·m i nato£ením a na hranu 1 byla zavedena síla F . V Tab. 2.4 jsou
uvedeny hodnoty neznámých veli£in.
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Obr. 2.8: Schéma úlohy

Ozna£ení neznámé Hodnota Jednotka

a 20 mm

b 5 mm

h 1 mm

E 210 000 MPa

F 10 N

ν 0.3 −

Tab. 2.4: Hodnoty zadání

Pro analýzu p°íkladu byly vytvo°eny t°i rozdílné sít¥. Jejich výsledné maximální posunutí
v absolutní hodnot¥ je závislé na po£tu element· a jsou porovnány s komer£ním softwarem
ANSYS v Tab. 2.5. Pro sí´ s nejv¥t²ím po£tem element· je vykresleno rozloºení celkových
posunutí na Obr. 2.9.

Po£et element· Vlastní algoritmus ANSYS Rozdíl [%]

4 0.295 0.294 0.34

14 0.298 0.297 0.34

100 0.299 0.299 0.00

Tab. 2.5: Maximální celkové posunutí v [mm] a jeho závislost na po£tu element·
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Obr. 2.9: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 10×

Porovnáním hodnot z Tab. 2.5 je z°ejmé, ºe výsledky získané vlastní procedurou se tém¥°
shodují s komer£ním softwarem ANSYS, proto takto sestavenou proceduru lze povaºovat za
ov¥°enou.

2.3 Sko°epinová tuhost

Výsledná sko°epinová matice tuhosti Kc je sestavena z p°ede²lých dvou matic tuhosti
(Kp a Kd popsaných v Kap. 2.1 a 2.2) a matice tuhosti v krutu Kk. Matice tuhosti rovinné
napjatosti popisuje posuvy u, v a desková matice tuhosti popisuje posuvy w a nato£ení
ϕx, ϕy. Poslední pot°ebný stupe¬ volnosti je nato£ení ϕz. Toto nato£ení je popsáno maticí
tuhosti v krutu. Výsledný element tvo°ený £ty°mi uzly, kde kaºdý uzel obsahuje ²est stup¬·
volnosti, je znázorn¥n na Obr. 2.10.

3

2 φx21 φx1

w1

u1

φz1

u2

φx3

w3

φy3

u3

v3

φz3

w4

φy4

v4

φz4

x

z
y

Obr. 2.10: Zobrazení moºných zobecn¥lých posuv· sko°epinového prvku

Vektor zobecn¥ných uzlových posunutí α má tvar
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α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1
v1
w1

ϕx1

ϕy1

ϕz1

u2
...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.53)

Matice tuhosti sko°epinového prvku Kc má rozm¥r 24× 24 a skládá se ze 3 matic tuhosti

Kc = Kp +Kd +Kk, (2.54)

kde Kp je matice tuhosti rovinné napjatosti, Kd je desková tuhost a Kk je matice tuhosti
v krutu. Matice Kk je diagonální matice, kde Kk1,1 = Kk2,2 = Kk3,3 = Kk4,4 = αk E h S.
Koe�cient αk = 10−10, E je modul pruºnosti v tahu, S je obsah elementu a h je tlou²´ka
elementu. Obsah elementu lze spo£ítat nap°. za pomoci Gaussovy metody pro n = 4 ze
sou°adnic krajních bod·

S =
1

2
|

n∑
i=1

(xi yi+1 − xi+1 yi)|. (2.55)

Pro výpo£et nap¥tí lze vyjít z principu superpozice, kde index p zna£í nap¥tí pro p°ípad
rovinné napjatosti a index d ozna£uje nap¥tí vypo£tené podle deskové teorie. Nap¥tí v krutu
bylo zanedbáno z d·vodu minimálního vlivu.

σx = σxp + σxd (2.56)

σy = σyp + σyd (2.57)

τxy = τyx = τxyp + τxyd (2.58)

τyz = τzy = τyzd (2.59)

τzx = τxz = τzxd (2.60)

K ur£ení redukovaného nap¥tí podle hypotézy HMH je výhodné vyuºít vlastností invariant
tenzoru napjatosti a oktaedrické roviny.

24



i1 = σx + σy + σz (2.61)

i2 = σx σy + σy σx + σz σx − τ2xy − τ2xz − τ2zy (2.62)

τokt =
1

3

√
2 (i21 − 3 i2) (2.63)

σHMH =
3√
2
τokt (2.64)

Pro sestavení lokální matice tuhosti sko°epiny je v programovacím jazyce Python vytvo°ena
Pro. 2.3.

1 de f matTuhosti_c (m, n ,P,T, nu ,E, nonID , vyska1 , vyska2 , vyska3 , h1 , h2 , h3 ) :

3 f o r j in range (n) :
K_loc_c=np . z e ro s ( (24 , 24 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

5
# Nacteni matice tuho s t i rov inne nap j a t o s t i#

7 index_p1=np . arange (0 ,24 ,6 )
index_p2=index_p1+1

9 index_pc=np . z e ro s ( ( 4 , 2 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
index_pc [ : , 0 ]= index_p1 [ : ]

11 index_pc [ : , 1 ]= index_p2 [ : ]
index_pcc = index_pc . r av e l ( )

13 index_pcc=index_pcc . astype (np . in t32 )
vel_ID=np . s i z e ( index_pcc )

15 f o r k in range ( vel_ID ) :
f o r l in range ( vel_ID ) :

17 K_loc_c [ index_pcc [ k ] , index_pcc [ l ]]+=k_loc_p [ k , l ]

19 # Nacteni matice deskove tu sho t i #
index_o1=np . arange (2 ,24 ,6 )

21 index_o2=index_o1+1
index_o3=index_o1+2

23 index_oc=np . z e ro s ( ( 4 , 3 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
index_oc [ : , 0 ]= index_o1 [ : ]

25 index_oc [ : , 1 ]= index_o2 [ : ]
index_oc [ : , 2 ]= index_o3 [ : ]

27 index_occ = index_oc . r av e l ( )
index_occ=index_occ . astype (np . in t32 )

29 vel_ID=np . s i z e ( index_occ )
f o r k in range ( vel_ID ) :

31 f o r l in range ( vel_ID ) :
K_loc_c [ index_occ [ k ] , index_occ [ l ]]+=k_loc_o [ k , l ]

33
# Nacteni matice tuho s t i v krutu #

35 index_k=np . arange (5 ,24 ,6 )
vel_ID=np . s i z e ( index_k )

37 f o r e in range ( vel_ID ) :
K_loc_c [ index_k [ e ] , index_k [ e ]]+=k_loc_k

39
return K_loc_c

Pro 2.3: Lokální matice tuhosti sko°epinového elementu Kc

Transforma£ní matice

Pro popsání prostorových sko°epin je výhodné vyuºít transforma£ní matice H, která
slouºí k p°epo£tu z lokálního do globálního sou°adného systému. Jednotlivé prvky transfor-
ma£ní matice jsou sm¥rové kosiny mezi t°emi osami globálního sou°adného systému x, y, z a
t°emi osami lokálního sou°adného systému s, t, r. Tyto systémy jsou znázorn¥ny na Obr. 2.11.

⎧⎨⎩
s
t
r

⎫⎬⎭ = H

⎧⎨⎩
x
y
z

⎫⎬⎭ =

⎡⎣ls ms ns
lt mt nt
lr mr nr

⎤⎦⎧⎨⎩
x
y
z

⎫⎬⎭ (2.65)
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Obr. 2.11: Lokální a globální sou°adný systém

K ur£ení prvního °ádku transforma£ní matice bylo nutné sestavit jednotkový vektor V̄s mezi
prvním a druhým bodem elementu.

V12 =

⎧⎨⎩
x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

⎫⎬⎭ (2.66)

Délka vektoru V12

L12 =

√
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2 (2.67)

a jednotkový vektor V̄s je

V̄s =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2−x1
L12

y2−y1
L12

z2−z1
L12

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎨⎩
ls
ms

ns

⎫⎬⎭ . (2.68)

Pro ur£ení t°etího °ádku bylo nejprve nutné sestavit vektor V13 a z d·vodu kolmosti osy r
k ose s byl pouºít vektorový sou£in.

V13 =

⎧⎨⎩
x3 − x1
y3 − y1
z3 − z1

⎫⎬⎭ (2.69)

Vr = V12 × V13 =

⎧⎨⎩
y3 (z1 − z2) + y1 (z2 − z3) + y2 (z3 − z1)
x3 (z2 − z1) + x2 (z1 − z3) + x1 (z3 − z2)
x3 (y1 − y2) + x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
Xr

Yr
Zr

⎫⎬⎭ (2.70)
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Obdobn¥ délka vektoru Vr

Lr =

√
Xr

2 + Yr
2 + Zr

2. (2.71)

Jednotlivé prvky t°etího °ádku jsou potom

lr =
Xr

Lr
, (2.72)

mr =
Yr
Lr
, (2.73)

nr =
Zr

Lr
. (2.74)

Pro prost°ední °ádek se vyuºije toho, ºe osa t je kolmá k ob¥ma osám s a r.

Vt =

⎧⎨⎩
lr
mr

nr

⎫⎬⎭×

⎧⎨⎩
ls
ms

ns

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
lt
mt

nt

⎫⎬⎭ (2.75)

P°i znalosti transforma£ní matice lze psát následující vztah pro p°epo£et mezi globálními a
lokálními uzlovými posunutími. K rozli²ení lokálních posunutí od globálních byly ty lokální
ozna£eny indexem l.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1l
v1l
w1l

ϕx1l

ϕy1l

ϕz1l

u2l
...

ϕz4l

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

H 0 0 0 0 0 0 0
0 H 0 0 0 0 0 0
0 0 H 0 0 0 0 0
0 0 0 H 0 0 0 0
0 0 0 0 H 0 0 0
0 0 0 0 0 H 0 0
0 0 0 0 0 0 H 0
0 0 0 0 0 0 0 H

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1
v1
w1

ϕx1

ϕy1

ϕz1

u2
...
ϕz4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒ αl = T α (2.76)

Maticovou rovnici pro element v lokálním sou°adném systému lze psát

Kl αl = fl, (2.77)

po dosazení s pouºitím vztahu 2.76 lze rovnici upravit
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Kl T α = fl. (2.78)

Po vynásobení obou stran rovnice zleva TT vznikne vztah

TT Kl T α = TT fl. (2.79)

Z p°ede²lého vztahu vyplývá, ºe vztah pro matici tuhosti K v globálním sou°adném systému
bude

K = TT Kl T (2.80)

a pro vektor zatíºení f v globálním sou°adném systému lze psát

f = TT fl. (2.81)

Výsledná rovnice s vyuºitím p°ede²lých substitucí je

K α = f . (2.82)

Testovací p°íklad

Jako testovací p°íklad byla vybrána trubka. Tato trubka je na jedné hran¥ 1 zatíºena
silou F a dokonale vetknuta na hran¥ 2. Schéma soustavy je znázorn¥no na Obr. 2.12 a
jednotlivé hodnoty zadání v Tab. 2.6.
V Tab. 2.7 je porovnána závislost výsledného maximálního posunutí na po£tu element· a
s komer£ním softwarem ANSYS. Vykreslení celkového posunutí pro sí´ s nejv¥t²ím po£tem
element·, zv¥t²eno 100× je znázorn¥no na Obr. 2.13.

28



x

z
y

1

Fh

2

l

⌀d

Obr. 2.12: Schéma úlohy

Ozna£ení neznámé Hodnota Jednotka

l 300 mm

d 50 mm

h 1 mm

E 210 000 MPa

F 1000 N

ν 0.3 −

Tab. 2.6: Hodnoty zadání

Po£et element· Procedura v Pythonu ANSYS Rozdíl [%]

128 1.015 1.044 2.78

480 0.950 0.957 0.73

1892 0.938 0.939 0.11

Tab. 2.7: Porovnání maximálního celkového posunutí [mm] a jeho závislost na po£tu element·
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Obr. 2.13: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 100×

Z Tab. 2.7 je z°ejmé, ºe výsledky získané vlastní procedurou se tém¥° shodují s výsledky
komer£ního softwaru ANSYS a proto takto sestavenou proceduru m·ºeme povaºovat za
ov¥°enou.

30



Kapitola 3

Návrh algoritmu

Po zadání vstupních dat viz Tab. 3.1 a Obr. 3.2 bude navrºený výpo£etní algoritmus
schopen ur£it výsledky posunutí u a redukovaného nap¥tí σ podle hypotézy HMH a to jak
nepr·m¥rované, tak i pr·m¥rované. Výpo£etní algoritmus je navrºen tak, ºe je nádrº sesta-
vena ze t°í r·zných vrstev plech· r·zných tlou²t¥k. Posloupnost výpo£etního algoritmu je
znázorn¥na na Obr. 3.1 a jednotlivé procedury budou detailn¥ji rozebrány v dal²ích kapi-
tolách. Pr·m¥rování nap¥tí do bod· se provádí tak, ºe se pro kaºdý bod sít¥ ur£í sousedící
elementy. Výsledné pr·m¥rované nap¥tí je pak ur£eno jako aritmetický pr·m¥r nap¥tí sou-
sedících element·.

Vstupní data

Generace konečno-

prvkové síťě
Sestavení matice

tuhosti

Aplikace okrajových 

podmínek
Vlastní řešení 

Sestavení vektoru

zatížení

Pro. 3.1 Pro. 2.1, 2.2, 2.3

Pro. 3.2, 3.3, 3.4

Tab. 3.1, obr. 3.1

elementy

uzly

inform
ace

 o s
íti

informace o zatížení

plná matice tuhosti

plný vektor zatížení

globální matice tuhosti

globální vektor zatížení

Paraview 

vykreslení výsledků

posunutí
napětí

vtk formát

Obr. 3.1: Posloupnost algoritmu
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SKUPINA POPIS PROM�NNÉ OZNA�ENÍ

MATERIÁL

Modul pruºnosti v tahu E

Poissonovo £íslo µ

Hustota materiálu ρm

GEOMETRIE

Pr·m¥r nádrºe D

Vý²ka 1. vrstvy plech· V1

Tlou²´ka 1. vrstvy plech· h1

Vý²ka 2. vrstvy plech· V2

Tlou²´ka 2 vrstvy plech· h2

Vý²ka 3. vrstvy plech· V3

Tlou²´ka 3. vrstvy plech· h3

SÍ�

Po£et element· na spodní hran¥ Po£et_el_d

Po£et element· 1. vrstvy plech· na bo£ní hran¥ Po£et_el_h1

Po£et element· 2. vrstvy plech· na bo£ní hran¥ Po£et_el_h2

Po£et element· 3. vrstvy plech· na bo£ní hran¥ Po£et_el_h3

ZATÍ�ENÍ HYD-
ROSTATICKÝM
TLAKEM

Hustota kapaliny ρ

Vý²ka hladiny od dna nádrºe Vh

ZATÍ�ENÍ V�TREM

Základní rychlost vzduchu vb

Pomocný sou£initel �uktua£ní sloºky tlaku cfl

Charakteristika pouºité kategorie terénu z0

Sou£initel orogra�e C0

Sou£initel koncového efektu ψλα

VYHODNOCENÍ Pozice vyhodnocovaného nap¥tí na sko°epin¥ Nap¥tí_pozice

Tab. 3.1: Vstupní parametry
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ØD

V1

V2

V3

h1

h2

h3

Počet_el_h1

Počet_el_h2

Počet_el_h3

Počet_el_d

Obr. 3.2: Schéma ocelové nádrºe

3.1 Tvorba kone£noprvkové sít¥ a okrajových podmínek

Protoºe geometrie úlohy i zatíºení je symetrické, je výhodné vyuºít pouze polovi£ní model
a okrajových podmínek symetrie. Procedura pro tvorbu kone£noprvkové sít¥ byla navrºena
tak, aby dokázala ze vstupních parametr· vytvo°it kone£noprvkovou sí´ a automaticky ur£ila
pozici okrajových podmínek. Pro válcové nádrºe je vhodné vyuºít polárních sou°adnic, které
jsou posléze p°epo£ítány do kartézských. �íslování jednotlivých uzl·, element· a jednotlivé
vstupní parametry pro kone£noprvkovou sí´ jsou znázorn¥ny na Obr. 3.3.

Počet_el_h1

Počet_el_h2

Počet_el_h3

Počet_el_d/2
0

1
2 3 4 5 6

7

8

10 11 12 13 14
150 1 2 3 4 5 6

7
8 9 10 11 12

13
9

Obr. 3.3: �íslování uzl· a element·
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Pro sestavení kone£noprvkové sít¥ byla v programovacím jazyce Python vytvo°ena Pro.
3.1, která zprost°edkovává dal²ím procedurám informaci o sou°adnicích uzl·, skladb¥ ele-
ment· a pozici okrajových podmínek.
def s i t a r (D, vyska1 , vyska2 , vyska3 , pocet_el_d , pocet_el_h1 , pocet_el_h2 , pocet_el_h3 ) :

2 pocet_el_hc=pocet_el_h1+pocet_el_h2+pocet_el_h3
r=D/2

4 d_alfa=180/pocet_el_d
a l f a=np . z e ro s ( ( pocet_el_d+1 ,1) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

6 f o r i in range ( pocet_el_d+1) :
a l f a [ i ,0]=180−d_alfa∗ i

8 #prevod na radiany#
alfa_rad=a l f a ∗np . p i /180

10 #prepocet od po la rn i ch osuradnic#
x=np . z e ro s ( ( pocet_el_d+1 ,1) , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #x−ova souradn ice#

12 y=np . z e ro s ( ( pocet_el_d+1 ,1) , dtype=np . f l o a t 6 4 ) #y−ova souradn ice#
f o r i in range ( pocet_el_d+1) :

14 x [ i ,0 ]= r∗np . cos ( al fa_rad [ i , 0 ] )
y [ i ,0 ]= r∗np . s i n ( al fa_rad [ i , 0 ] )

16 z1=np . z e ro s ( ( pocet_el_h1+1 ,1) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
z2=np . z e ro s ( ( pocet_el_h2 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

18 z3=np . z e ro s ( ( pocet_el_h3 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
d_z1=vyska1/pocet_el_h1

20 d_z2=vyska2/pocet_el_h2
d_z3=vyska3/pocet_el_h3

22 f o r i in range ( pocet_el_h1+1) :
z1 [ i ,0 ]=d_z1∗ i

24 f o r i in range ( pocet_el_h2 ) :
z2 [ i ,0 ]=d_z2∗( i +1)+z1 [ pocet_el_h1 , 0 ]

26 f o r i in range ( pocet_el_h3 ) :
z3 [ i ,0 ]=d_z3∗( i +1)+z2 [ pocet_el_h2−1 ,0]

28 z=np . concatenate ( ( z1 , z2 , z3 ) , ax i s=0) #z−ova souradn ice#
#Vytvoreni matice souradnic j edno t l i vy ch uzlu P#

30 n=(pocet_el_d+1)∗( pocet_el_hc+1)
P=np . z e ro s ( ( 3 , n) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

32 f o r i in range ( pocet_el_hc+1) :
f o r j in range ( pocet_el_d+1) :

34 P[ 0 , ( pocet_el_d+1)∗ i+j ]=x [ j , 0 ]
P [ 1 , ( pocet_el_d+1)∗ i+j ]=y [ j , 0 ]

36 P[ 2 , ( pocet_el_d+1)∗ i+j ]=z [ i , 0 ]
#Vytvoreni matice T, ve kte r e j e uvedeno kte r e body t v o r i dany element#

38 m=(pocet_el_d ) ∗( pocet_el_hc )
T=np . z e ro s ( ( 4 ,m) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

40 T1=np . z e ro s ( ( 1 ,m) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
f o r i in range ( pocet_el_hc ) :

42 f o r j in range ( pocet_el_d ) :
T1 [ 0 , ( pocet_el_d )∗ i+j ]= j+(pocet_el_d+1)∗ i

44 T2=T1+1
T3=T1+pocet_el_d+2

46 T4=T3−1
T[ 0 , : ]=T1 [ 0 , : ]

48 T[ 1 , : ]=T2 [ 0 , : ]
T[ 2 , : ]=T3 [ 0 , : ]

50 T[ 3 , : ]=T4 [ 0 , : ]
#Pozice uchyceni ID#

52 ID=np . z e ro s ( ( 1 , pocet_el_d+1) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
f o r i in range ( pocet_el_d+1) :

54 ID [ 0 , i ]= i
#Pozice symetr i e SYM#

56 SYM1=np . z e ro s ( ( 1 , pocet_el_hc+1) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
f o r i in range ( pocet_el_hc+1) :

58 SYM1[ 0 , i ]= i ∗( pocet_el_d+1)

60 SYM2=np . z e ro s ( ( 1 , pocet_el_hc+1) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
f o r i in range ( pocet_el_hc+1) :

62 SYM2[ 0 , i ]= i ∗( pocet_el_d+1)+(pocet_el_d )
SYMETRY=np . concatenate ( (SYM1,SYM2) , ax i s=1)

64 return (P,T, ID ,SYMETRY)

Pro 3.1: Tvorba kone£noprvkové sít¥
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3.2 Zatíºení hydrostatickým tlakem

Hydrostatický tlak pat°í do skupiny stálých zatíºení a proto se jeho vliv zvy²uje o 35%.
P·sobí vºdy ve sm¥ru normály ke kaºdému elementu, proto je výhodné jej zadávat v lokálních
vektorech zatíºení fl. Hydrostatický tlak se dá p°epo£ítat do uzlových sil kaºdého elementu.
Tyto uzlové síly se do lokálního vektoru zatíºení zadávají na pozici, která reprezentuje sm¥r
osy z.

Hladina

Elem n

1 2

34

h1
h2

h4
h3

Obr. 3.4: Znázorn¥ní vzdáleností h1, h2, h3, h4

fl =
{
0, 0, fp1, 0, 0, 0, . . . 0, 0, fp4, 0, 0, 0

}T
(3.1)

Jednotlivé uzlové síly fp1, fp2, fp3, fp4 lze ur£it z následujících vztah·

fp1 =
ρ g h1 S

4
, (3.2)

fp2 =
ρ g h2 S

4
, (3.3)

fp3 =
ρ g h3 S

4
, (3.4)

fp4 =
ρ g h4 S

4
. (3.5)

(3.6)

S ozna£uje obsah daného elementu, ρ je hustota vody, g je gravita£ní zrychlení a h1, h2, h3, h4
jsou vzdálenosti jednotlivých bod· elementu od hladiny. Tyto vzdálenosti jsou znázorn¥ny
na Obr. 3.4. Pro sestavení lokálního vektoru zatíºení od hydrostatického tlaku byla v pro-
gramovacím jazyce Python vytvo°ena Pro. 3.2.

1 de f vektZatizeniLoc_p ( idx ,T, x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 , p ,m, n ,E, nu ,P, hladina , rho , g ) :
F_loc_p=np . z e ro s ( ( 24 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

3 #### PREVOD NA LOKALNI SOURADNICE ####
H_loc=matTransformace ( x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 ,m, n ,E, nu)

5 h_loc=np . z e ro s ( ( 3 , 3 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
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index_h1=np . arange (0 , 3 , 1 )
7 vel_ID_h1=np . s i z e ( index_h1 )

f o r e in range ( vel_ID_h1 ) :
9 f o r f in range ( vel_ID_h1 ) :

h_loc [ index_h1 [ e ] , index_h1 [ f ]]+=H_loc [ e , f ]
11 bod1=np . array ( [ [ x1 ] , [ y1 ] , [ z1 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

bod2=np . array ( [ [ x2 ] , [ y2 ] , [ z2 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
13 bod3=np . array ( [ [ x3 ] , [ y3 ] , [ z3 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

bod4=np . array ( [ [ x4 ] , [ y4 ] , [ z4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
15 bod1_loc=np . dot ( h_loc , bod1 )

bod2_loc=np . dot ( h_loc , bod2 )
17 bod3_loc=np . dot ( h_loc , bod3 )

bod4_loc=np . dot ( h_loc , bod4 )
19 x1_loc=bod1_loc [ 0 , 0 ]

y1_loc=bod1_loc [ 1 , 0 ]
21 z1_loc=bod1_loc [ 2 , 0 ]

x2_loc=bod2_loc [ 0 , 0 ]
23 y2_loc=bod2_loc [ 1 , 0 ]

z2_loc=bod2_loc [ 2 , 0 ]
25 x3_loc=bod3_loc [ 0 , 0 ]

y3_loc=bod3_loc [ 1 , 0 ]
27 z3_loc=bod3_loc [ 2 , 0 ]

x4_loc=bod4_loc [ 0 , 0 ]
29 y4_loc=bod4_loc [ 1 , 0 ]

z4_loc=bod4_loc [ 2 , 0 ]
31 #### URCENI VZDALENOSTI OD HLADINY ####

vyska_1=hladina−z1
33 vyska_2=hladina−z2

vyska_3=hladina−z3
35 vyska_4=hladina−z4

#### VYPOCET OBSAHU ELEMENTU ####
37 Z=(x1_loc∗y2_loc−x2_loc∗y1_loc )+(x2_loc∗y3_loc−x3_loc∗y2_loc )+(x3_loc∗y4_loc−x4_loc∗y3_loc ) \

+(x4_loc∗y1_loc−x1_loc∗y4_loc )
39 S=1/2∗np . abs (Z)

#### VYPOCET HYDROSTATICKEHO TLAKU ####
41 i f vyska_1>0:

F_h1=rho∗g∗vyska_1∗S/4
43 e l s e :

F_h1=0
45 i f vyska_2>0:

F_h2=rho∗g∗vyska_2∗S/4
47 e l s e :

F_h2=0
49 i f vyska_3>0:

F_h3=rho∗g∗vyska_3∗S/4
51 e l s e :

F_h3=0
53 i f vyska_4>0:

F_h4=rho∗g∗vyska_4∗S/4
55 e l s e :

F_h4=0
57 F_loc_p[2 ,0]=−F_h1

F_loc_p[8 ,0]=−F_h2
59 F_loc_p[14 ,0]=−F_h3

F_loc_p[20 ,0]=−F_h4
61 return F_loc_p

Pro 3.2: Lokální vektor zatíºení od hydrostatického tlaku

3.3 Zatíºení v¥trem

Zatíºení v¥trem pat°í do skupiny náhodných zatíºení, proto se jeho vliv zv¥t²uje o 50%.
Na rozdíl od zatíºení hydrostatickým tlakem, které je ovlivn¥no vý²kou hladiny, je zatíºení
v¥trem závislé na úhlu (Kap. 1.1). Protoºe pro sou£initel vn¥j²ího tlaku bez vlivu proud¥ní
kolem volných konc· cp,0 není k°ivka p°esn¥ dána rovnicí, bylo nutné vytvo°it p°ibliºnou
k°ivku tak, ºe se kaºdých 5o ur£ila p°ibliºná hodnota cp,0. Vzniklé body se poté lineárn¥
interpolovaly. Toto bylo provedeno se v²emi t°emi k°ivkami v dané norm¥ a výsledek je
zobrazen na Obr. 3.5. Procedura byla sestavena tak, aby po zadání vb [ms−1] byla schopna
ur£it na základ¥ Reynoldsova £ísla, jakou k°ivku a konkrétní hodnoty cp,0 pouºít pro ur£ení
správné hodnoty tlaku, který p·sobí na vn¥j²í povrch nádrºe.
Pro sestavení lokálního vektoru zatíºení od tlaku v¥tru na vn¥j²í povrch nádrºe byla v pro-
gramovacím jazyce Python vytvo°ena Pro. 3.3.
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Obr. 3.5: Závislost sou£initele cp,0 na úhlu α

def vektZat i zen iLoc_vi t r ( idx ,T, x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 , p_vzduch ,m, n ,E, nu , x0 , y0 , F_cpo ,
psi_k , alfa_min , al fa_a ) :

2 #### PREVOD NA LOKALNI SOURADNICE ####
F_loc_vitr=np . z e ro s ( ( 24 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

4 H_loc=matTransformace ( x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 ,m, n ,E, nu)
h_loc=np . z e ro s ( ( 3 , 3 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

6 index_h1=np . arange (0 , 3 , 1 )
vel_ID_h1=np . s i z e ( index_h1 )

8 f o r e in range ( vel_ID_h1 ) :
f o r f in range ( vel_ID_h1 ) :

10 h_loc [ index_h1 [ e ] , index_h1 [ f ]]+=H_loc [ e , f ]
bod1=np . array ( [ [ x1 ] , [ y1 ] , [ z1 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

12 bod2=np . array ( [ [ x2 ] , [ y2 ] , [ z2 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
bod3=np . array ( [ [ x3 ] , [ y3 ] , [ z3 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

14 bod4=np . array ( [ [ x4 ] , [ y4 ] , [ z4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
bod1_loc=np . dot ( h_loc , bod1 )

16 bod2_loc=np . dot ( h_loc , bod2 )
bod3_loc=np . dot ( h_loc , bod3 )

18 bod4_loc=np . dot ( h_loc , bod4 )
x1_loc=bod1_loc [ 0 , 0 ]

20 y1_loc=bod1_loc [ 1 , 0 ]
x2_loc=bod2_loc [ 0 , 0 ]

22 y2_loc=bod2_loc [ 1 , 0 ]
x3_loc=bod3_loc [ 0 , 0 ]

24 y3_loc=bod3_loc [ 1 , 0 ]
x4_loc=bod4_loc [ 0 , 0 ]

26 y4_loc=bod4_loc [ 1 , 0 ]
#### VYPOCET OBSAHU ELEMENTU ####

28 Z=(x1_loc∗y2_loc−x2_loc∗y1_loc )+(x2_loc∗y3_loc−x3_loc∗y2_loc )+(x3_loc∗y4_loc−x4_loc∗y3_loc )+(
x4_loc∗y1_loc−x1_loc∗y4_loc )
S=1/2∗np . abs (Z)

30 #### URCENI SPRAVNEHO cpo VE VSECH UZLECH ####
c_po_c=np . z e ro s ( ( 4 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
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32 al fa_c=np . z e ro s ( ( 4 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
#### URCENI UHLU APLHA PRO KAZDY BOD ####

34 al fa_c [0 ,0 ]=np . arctan2 ( y1−y0 , x1−x0 )
al fa_c [1 ,0 ]=np . arctan2 ( y2−y0 , x2−x0 )

36 al fa_c [2 ,0 ]=np . arctan2 ( y3−y0 , x3−x0 )
al fa_c [3 ,0 ]=np . arctan2 ( y4−y0 , x4−x0 )

38 alfa_deg=180−al fa_c ∗180/np . p i
f o r k in range (4) :

40 a l f a=(alfa_deg [ k , 0 ] )
c_po_c [ k ,0 ]= cpo ( a l f a , F_cpo)

42 c_po1=c_po_c [ 0 , 0 ]
c_po2=c_po_c [ 1 , 0 ]

44 c_po3=c_po_c [ 2 , 0 ]
c_po4=c_po_c [ 3 , 0 ]

46 #### URCENI SPRAVNEHO SOUCINITELE KONCOVEHO EFEKTU VE VSECH UZLECH ####
i f al fa_deg [0 ,0] < alfa_min or alfa_deg [0 ,0]== alfa_min :

48 psi_k_a1=1
i f al fa_deg [0 ,0] > alfa_min and alfa_deg [0 ,0] < alfa_a :

50 psi_k_a1=psi_k+(1−psi_k )∗np . cos ( ( ( np . p i ) /2) ∗ ( ( al fa_deg [0 ,0]− alfa_min ) /( alfa_a−alfa_min ) ) )
i f al fa_deg [0 ,0] > alfa_a or alfa_deg [0 ,0]== alfa_a :

52 psi_k_a1=psi_k
i f al fa_deg [1 ,0] < alfa_min or alfa_deg [1 ,0]== alfa_min :

54 psi_k_a2=1
i f al fa_deg [1 ,0] > alfa_min and alfa_deg [1 ,0] < alfa_a :

56 psi_k_a2=psi_k+(1−psi_k )∗np . cos ( ( ( np . p i ) /2) ∗ ( ( al fa_deg [1 ,0]− alfa_min ) /( alfa_a−alfa_min ) ) )
i f al fa_deg [1 ,0] > alfa_a or alfa_deg [1 ,0]== alfa_a :

58 psi_k_a2=psi_k
i f al fa_deg [2 ,0] < alfa_min or alfa_deg [2 ,0]== alfa_min :

60 psi_k_a3=1
i f al fa_deg [2 ,0] > alfa_min and alfa_deg [2 ,0] < alfa_a :

62 psi_k_a3=psi_k+(1−psi_k )∗np . cos ( ( ( np . p i ) /2) ∗ ( ( al fa_deg [2 ,0]− alfa_min ) /( alfa_a−alfa_min ) ) )
i f al fa_deg [2 ,0] > alfa_a or alfa_deg [2 ,0]== alfa_a :

64 psi_k_a3=psi_k
i f al fa_deg [3 ,0] < alfa_min or alfa_deg [3 ,0]== alfa_min :

66 psi_k_a4=1
i f al fa_deg [3 ,0] > alfa_min and alfa_deg [3 ,0] < alfa_a :

68 psi_k_a4=psi_k+(1−psi_k )∗np . cos ( ( ( np . p i ) /2) ∗ ( ( al fa_deg [3 ,0]− alfa_min ) /( alfa_a−alfa_min ) ) )
i f al fa_deg [3 ,0] > alfa_a or alfa_deg [3 ,0]== alfa_a :

70 psi_k_a4=psi_k
#### URCENI SPRAVNE UZLOVE SILY OD TLAKU VETRU ####

72 F_vitr1=(S/4)∗c_po1∗psi_k_a1∗p_vzduch
F_vitr2=(S/4)∗c_po2∗psi_k_a2∗p_vzduch

74 F_vitr3=(S/4)∗c_po3∗psi_k_a3∗p_vzduch
F_vitr4=(S/4)∗c_po4∗psi_k_a4∗p_vzduch

76 F_loc_vitr [2 ,0 ]= F_vitr1
F_loc_vitr [8 ,0 ]= F_vitr2

78 F_loc_vitr [14 ,0 ]= F_vitr3
F_loc_vitr [20 ,0 ]= F_vitr4

80 return F_loc_vitr

Pro 3.3: Lokální vektor zatíºení od tlaku v¥tru fv

3.4 Zatíºení vlastní tíhou

Zatíºení vlastní tíhou pat°í do skupiny stálých zatíºení a proto se jeho vliv navy²uje o
35%. Tíhová síla kaºdého elementu Gel se dá ur£it z

Gel = m g = ρm S h g, (3.7)

kde h je tlou²´ka elementu, S je obsah elementu, ρm je hustota materiálu plechu a g je tíhové
zrychlení. Tíhová síla má p·sobi²t¥ v t¥ºi²ti daného elementu a bylo ji t°eba rozd¥lit do
jednotlivých uzl·, viz. Obr. 3.6.
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Obr. 3.6: Rozd¥lení tíhové síly od uzl·

Pro sestavení lokálního vektoru zatíºení od vlastní tíhy byla v programovacím jazyce
Python vytvo°ena Pro. 3.4.

1 de f vektZatizeniLoc_g ( idx ,T, x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 , p ,m, n ,E, nu ,P, rho_mat , g , h1 , h2 , h3 ,
vyska1 , vyska2 , vyska3 ) :
F_loc_g=np . z e ro s ( ( 24 , 1 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )

3 #### PREVOD NA LOKALNI SOURADNICE ####
H_loc=matTransformace ( x1 , x2 , x3 , x4 , y1 , y2 , y3 , y4 , z1 , z2 , z3 , z4 ,m, n ,E, nu)

5 h_loc=np . z e ro s ( ( 3 , 3 ) , dtype=np . f l o a t 6 4 )
index_h1=np . arange (0 , 3 , 1 )

7 vel_ID_h1=np . s i z e ( index_h1 )
f o r e in range ( vel_ID_h1 ) :

9 f o r f in range ( vel_ID_h1 ) :
h_loc [ index_h1 [ e ] , index_h1 [ f ]]+=H_loc [ e , f ]

11 bod1=np . array ( [ [ x1 ] , [ y1 ] , [ z1 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
bod2=np . array ( [ [ x2 ] , [ y2 ] , [ z2 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

13 bod3=np . array ( [ [ x3 ] , [ y3 ] , [ z3 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )
bod4=np . array ( [ [ x4 ] , [ y4 ] , [ z4 ] ] , dtype=np . f l o a t 6 4 )

15 bod1_loc=np . dot ( h_loc , bod1 )
bod2_loc=np . dot ( h_loc , bod2 )

17 bod3_loc=np . dot ( h_loc , bod3 )
bod4_loc=np . dot ( h_loc , bod4 )

19 x1_loc=bod1_loc [ 0 , 0 ]
y1_loc=bod1_loc [ 1 , 0 ]

21 z1_loc=bod1_loc [ 2 , 0 ]
x2_loc=bod2_loc [ 0 , 0 ]

23 y2_loc=bod2_loc [ 1 , 0 ]
z2_loc=bod2_loc [ 2 , 0 ]

25 x3_loc=bod3_loc [ 0 , 0 ]
y3_loc=bod3_loc [ 1 , 0 ]

27 z3_loc=bod3_loc [ 2 , 0 ]
x4_loc=bod4_loc [ 0 , 0 ]

29 y4_loc=bod4_loc [ 1 , 0 ]
z4_loc=bod4_loc [ 2 , 0 ]

31 #### VYPOCET OBSAHU ELEMENTU ####
Z=(x1_loc∗y2_loc−x2_loc∗y1_loc )+(x2_loc∗y3_loc−x3_loc∗y2_loc )+(x3_loc∗y4_loc−x4_loc∗y3_loc ) \

33 +(x4_loc∗y1_loc−x1_loc∗y4_loc )
S=1/2∗np . abs (Z)

35 stredni_vyska=(z1+z2+z3+z4 ) /4
i f stredni_vyska<vyska1 :

37 h=h1
i f stredni_vyska >(vyska1+vyska2 ) :

39 h=h3
i f stredni_vyska>vyska1 and stredni_vyska <(vyska1+vyska2 ) :

41 h=h2
hmotnost=rho_mat∗S∗h

43 F_loc_g[2]=−hmotnost∗g/4
F_loc_g[8]=−hmotnost∗g/4

45 F_loc_g[14]=−hmotnost∗g/4
F_loc_g[20]=−hmotnost∗g/4

47 return F_loc_g

Pro 3.4: Lokální vektor zatíºení od vlastní tíhy fg
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Kapitola 4

Pevnostní kontrola

Pro pevnostní kontrolu s vyuºitím popsaného vlastního algoritmu byla vybrána nádrº
na vodu typ EQ2a od spole£nosti Vítkovice Machinery Group. Výsledky získané vlastním
algoritmem byly pro kaºdý zát¥ºný stav srovnány s komer£ním softwarem ANSYS. Jednotlivé
rozm¥ry nádrºe, konkrétní hodnoty zatíºení a zavedení okrajových podmínek bude rozebráno
dále v textu.

4.1 Schéma úlohy

Nádrº o pr·m¥ru D se skládá ze t°í vrstev plech· o vý²kách V1, V2, V3 a tlou²´kách
h1, h2, h3. Schéma úlohy je znázorn¥no na Obr. 4.1 a jednotlivé hodnoty rozm¥rových para-
metr· jsou zapsány v Tab. 4.1. P°edpokládá se, ºe nádrº bude napln¥na vodou aº po horní
okraj a vítr bude proudit zleva doprava.

ØD

V1

V2

V3

h1

h2

h3

Hladina

v

Obr. 4.1: Schéma úlohy
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Popis parametru Zna£ení parametru Hodnota Jednotka

Pr·m¥r nádrºe D 15.43 m

Vý²ka první vrstvy plech· V1 1.455 m

Vý²ka druhé vrstvy plech· V2 1.455 m

Vý²ka t°etí vrstvy plech· V3 1.455 m

Tlou²´ka první vrstvy plech· h1 4.000 mm

Tlou²´ka druhé vrstvy plech· h2 4.000 mm

Tlou²´ka t°etí vrstvy plech· h3 3.000 mm

Tab. 4.1: Hodnoty parametr·

4.2 Kone£noprvková sí´

Zvolená kone£noprvková sí´ byla získána pomocí Pro. 3.1. Vstupní parametry pro tuto
proceduru byly voleny tak, aby se tvar jednotlivých element· co nejvíce blíºil £tverci. Po£et
element· byl postupn¥ navy²ován, dokud rozdíl v získaných výsledcích (posunutí, nap¥tí)
byl men²í neº 5% oproti p°edchozímu po£tu element·. Kone£noprvková sí´ zvolená pro tento
konkrétní p°ípad je znázorn¥na na Obr. 4.2 a její parametry jsou shrnuty v Tab. 4.2.

Popis parametru Zna£ení parametru Hodnota

Po£et element· na spodní hran¥ Po£et_el_d 200

Po£et element· plech· 1. vrstvy Po£et_el_h1 12

Po£et element· plechu 2. vrstvy Po£et_el_h2 12

Po£et element· plechu 3. vrstvy Po£et_el_h3 12

Po£et uzl· m 3737

Po£et element· n 3600

Tab. 4.2: Hodnoty parametr· sít¥
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Obr. 4.2: Zvolená kone£noprvková sí´

4.3 Okrajové podmínky

Protoºe dno nádrºe je zalito do betonu, je na spodní hran¥ nádrºe 1 p°edepsáno nulové
posunutí a nato£ení ve v²ech sm¥rech. Na hrany 2 a 3 je zavedena podmínka symetrie, takºe
je zde zamezeno posunutí ve sm¥ru osy y a nato£ení okolo osy z. Tyto okrajové podmínky
jsou znázorn¥ny na Obr. 4.3.

1

2
3

x

z
y

Obr. 4.3: Znázorn¥ní okrajových podmínek

4.4 Materiálová data

Jak uº bylo zmín¥no v jedné z p°edchozích kapitol, je uvaºován izotropní elastický ma-
teriál. Pouºitý materiál je ocel KOSMALT-E 300T. Její mechanické vlastností jsou shrnuty
v Tab. 4.3.
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Tab. 4.3: Mechanické vlastnosti

Mechanická vlastnost Zna£ka Hodnota Jednotka

Mez kluzu Re 300− 450 MPa

Mez pevnosti Rm 350− 550 MPa

Poissonovo £íslo µ 0.3 -

Modul pruºnosti v tahu E 210 000 MPa

Hustota oceli ρ 7850 kgm3

4.5 Analýza výsledk·

V následujících kapitolách budou rozebrány jednotlivé zát¥ºné stavy a bude vid¥t jejich
porovnání s komer£ním softwarem ANSYS. Posuzovat se budou pr·m¥rovaná nap¥tí. Pozice
nap¥tí na sko°epinovém elementu mohou být trojího typu, a to na spodní nebo horní plo²e
a na st°ednici. Ve výpo£etním algoritmu lze zadat, které nap¥tí má být vyhodnocováno dle
Tab. 4.4. Horní plocha sko°epiny je na vnit°ní stran¥ nádrºe a spodní plocha je na vn¥j²í
stran¥. Pro kaºdý konkrétní typ zatíºení bude uvedeno, na jaké plo²e bude nap¥tí vyhodno-
ceno.

Poloha nap¥tí Nap¥tí_pozice

Horní plocha 1

St°ednice 0

Spodní plocha −1

Tab. 4.4: Nastavení vyhodnocovaného nap¥tí

4.5.1 Vliv zatíºení hydrostatickým tlakem

V tomto konkrétním p°ípad¥ je nádrº napln¥na vodou aº po její horní okraj. Porovná-
vané nap¥tí bude vyhodnocováno na vnit°ním plá²ti nádrºe, protoºe zde dosahuje nejvy²²ích
hodnot. Porovnání maximálních celkových posunutí a nap¥tí podle hypotézy HMH je zná-
zorn¥no v Tab. 4.5. Rozloºení celkových posunutí zv¥t²eno 100× je znázorn¥no na Obr. 4.4.
Rozloºení redukovaného nap¥tí podle hypotézy HMH je znázorn¥no na Obr. 4.5.
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Popis Vlastní algoritmus ANSYS Rozdíl [%]

Maximální celkové posunutí
[m]

3.906 · 10−3 4.019 · 10−3 2.81

Maximální nap¥tí podle hypo-
tézy HMH [MPa]

108.6 122.1 11.06

Tab. 4.5: Porovnání maximálního celkového posunutí a nap¥tí

Obr. 4.4: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 100×

Obr. 4.5: Rozloºení redukovaného nap¥tí podle HMH hypotézy
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4.5.2 Vliv zatíºení vlastní tíhy

Toto zatíºení má smysl uvaºovat u struktur, kde jejich hmotnost dosahuje pom¥rn¥ vyso-
kých hodnot. Nap¥tí bude vyhodnocováno na vn¥j²ím plá²ti nádrºe. Porovnání maximálních
celkových posunutí a nap¥tí podle hypotézy HMH je znázorn¥no v Tab. 4.6. Rozloºení celko-
vých posunutí zv¥t²eno 100 000× je znázorn¥no na Obr. 4.6. Rozloºení redukovaného nap¥tí
podle hypotézy HMH je znázorn¥no na Obr. 4.7.

Popis Vlastní algoritmus ANSYS Rozdíl [%]

Maximální celkové posunutí
[m]

4.388 · 10−6 4.509 · 10−6 2.68

Maximální nap¥tí podle hypo-
tézy HMH [MPa]

0.449 0.458 1.97

Tab. 4.6: Porovnání maximálního celkového posunutí a nap¥tí

Obr. 4.6: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 100 000×
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Obr. 4.7: Rozloºení redukovaného nap¥tí podle HMH hypotézy

4.5.3 Vliv zatíºení v¥trem

Pevnostní posouzení od zatíºení v¥trem navazuje na kap. 3.3, kde je popsán zp·sob zadá-
vání výsledného tlaku. Pro tuto konkrétní nádrº jsou v Tab. 4.7 uvedeny hodnoty parametr·
zatíºení s vyuºitím vztah· z kap. 1.1. Pro sou£initel vn¥j²ího tlaku bez vlivu proud¥ní kolem
volných konc· cp,0 byla vybrána modrá k°ivka viz. Obr. 3.5. Porovnání maximálního celko-
vého posunutí a nap¥tí podle hypotézy HMH je znázorn¥na v Tab. 4.8. Rozloºení celkového
posunutí zv¥t²eno 100× je znázorn¥no na Obr. 4.8. Rozloºení redukovaného nap¥tí podle
hypotézy HMH je znázorn¥no na Obr. 4.9. Toto nap¥tí je vyhodnocováno na vn¥j²ím plá²ti
nádrºe, protoºe zde nabývá nejvy²²ích hodnot.
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Popis Ozna£ení parametrus Hodnota Jednotka

Základní rychlost v¥tru Vb 44.500 ms−1

St°ední rychlost v¥tru Vm 37.800 ms−1

Sou£initel orogra�e C0 1.000 -

Referen£ní vý²ka ze 4.365 m

Charakteristika poºité katego-
rie terénu

z0 0.050 m

Sou£initel terénu kr 0.190 -

Sou£initel drsnosti terénu Cr 0.850 -

Pomocný sou£initel �uktua£ní
sloºky tlaku

cfl 1.330 -

Intenzita turbulence Iv 0.220 -

Základní dynamický tlak gb 1237 Nm−2

Sou£initel expozice ce 1.850 -

Maximální dynamický tlak gp 2290 Nm−2

Reynoldsovo £íslo Re 4.58 · 107 -

Efektivní ²tíhlost λ 3.530 -

Sou£initel koncového efektu ψλ 0.650 -

Tab. 4.7: Konkrétní hodnoty parametr· zatíºení

Popis Vlastní algoritmus ANSYS Rozdíl [%]

Maximální celkové posunutí
[m]

7.691 · 10−3 7.478 · 10−3 2.85

Maximální nap¥tí podle hypo-
tézy HMH [MPa]

31.7 32.4 2.16

Tab. 4.8: Porovnání maximálního celkového posunutí a nap¥tí
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Obr. 4.8: Rozloºení celkového posunutí zv¥t²eno 100×

Obr. 4.9: Rozloºení redukovaného nap¥tí podle HMH hypotézy

4.5.4 Vliv kombinace zatíºení

Celkové zatíºení nádrºe se bude skládat z výstup· z Kap. 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, které p°ed-
stavují zatíºení hydrostatickým tlakem, v¥trem a vlastní tíhou. Princip metody kone£ných
prvk· dovoluje velmi jednodu²e tyto jednotlivé zatíºení spojit a to tak, ºe se se£tou jednotlivé
lokální vektory zatíºení. Porovnání maximálních celkových posunutí a nap¥tí podle hypotézy
HMH je znázorn¥no v Tab. 4.9. Rozloºení celkových posunutí zv¥t²eno 100× je znázorn¥no
na Obr. 4.10. Rozloºení redukovaného nap¥tí podle hypotézy HMH je znázorn¥no na Obr.
4.11. Toto nap¥tí je vyhodnocováno na vnit°ním plá²ti nádrºe, protoºe zde nabývá nejvy²²ích
hodnot.
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Popis Vlastní algoritmus ANSYS Rozdíl [%]

Maximální celkové posunutí
[m]

7.701 · 10−3 7.495 · 10−3 2.75

Maximální nap¥tí podle hypo-
tézy HMH [MPa]

130.7 148.1 11.75

Tab. 4.9: Porovnání maximálního celkového posunutí a nap¥tí

Obr. 4.10: Rozloºení celkových posunutí zv¥t²eno 100×

Obr. 4.11: Rozloºení redukovaného nap¥tí podle HMH hypotézy
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4.5.5 Zhodnocení bezpe£nosti

Pro pevnostní posouzení nádrºe zat¥ºované kombinovaným zatíºením pomocí vlastního
algoritmu lze vyuºít koe�cient bezpe£nosti kbez ur£ený v·£i mezi kluzu

kbez =
Re

σmax
=

300

131

.
= 2.3, (4.1)

kde Re je spodní hodnota meze kluzu pouºitého materiálu a σmax je maximální hodnota
redukovaného nap¥tí podle hypotézy HMH. Pro hodnotu kbez = 2.3 lze usoudit, ºe nádrº
pevnostn¥ spl¬uje poºadavky bezpe£nosti. Nap¥tí zp·sobené vlastní tíhou pro tento typ
nádrºe je °ádov¥ podstatn¥ men²í neº od zbylých dvou zatíºení, m·ºeme proto vliv tohoto
zatíºení zanedbat.
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Kapitola 5

Zhodnocení a záv¥r

Podn¥t ke zhotovení této práce dala spole£nost Vítkovice Machinery Group, která výrábí
nádrºe pro uskladn¥ní vody. Protoºe pot°ebují pevnostn¥ zkontrolovat jenom jeden typ úlohy,
u které se pouze m¥ní vstupní parametry (geometrie, materiál, vý²ka hladiny, lokalita), je
pro tuto spole£nost zbyte£né kupovat komer£ní software, který dostate£n¥ nevyuºijí. Proto
byl dle jejich poºadavk· sestaven výpo£etní algoritmus ve voln¥ dostupném programovacím
jazyce Python. Celá tato práce se zabývá postupným vývojem algoritmu, od vstupních údaj·
aº po pevnostní vyhodnocení.
V první £ásti bylo rozebráno zatíºení nádrºí a p°edev²ím byla rozebrána norma �SN EN
1991 − 1 − 4, která popisuje p·sobení v¥tru na vn¥j²í plá²´ nádrºe. Ve druhé £ásti se do-
sp¥lo k záv¥ru, ºe nejvhodn¥j²í bude pouºít sko°epinové prvky a proto je zde rozebrán jejich
matematický popis i s testovacími p°íklady, které jsou pak porovnány s komer£ním soft-
warem ANSYS nebo p°ímo s literaturou. Ve t°etí £ásti je popsáno schéma algoritmu, tvorba
jednotlivých procedur pro tvorbu kone£noprvkové sít¥ a jednotlivých zát¥ºných stav·. V
poslední £ásti jsou uvedeny výsledky jednotlivých zát¥ºných stav· a jejich porovnání s ko-
mer£ním softwarem. Kone£ným výstupem je rozloºení celkových posunutí a nap¥tí podle
hypotézy HMH. Tyto výsledky jsou gra�cky realizovány pomocí voln¥ dostupného programu
ParaView.

5.1 Porovnání výsledk·

Jak uº bylo uvedeno, jednotlivé zát¥ºné stavy z p°edchozích kapitol byly °e²eny vlastním
algoritmem a porovnány s komer£ním softwarem ANSYS. Pro posouzení rozdílu v jednot-
livých p°ístupech je zavedena relativní odchylka. Tato odchylka v procentech je po£ítána
pomocí vztahu

Err =
|XA −XP |

XA
· 100, (5.1)

kde X zna£í konkrétní posuzovanou hodnotu (nap¥tí, posunutí), index A ozna£uje výsledek
z komer£ního softwaru ANSYS a index P ozna£uje výsledek získaný vlastní procedurou v
Pythonu. Porovnání pro jednotlivé zát¥ºné stavy je uvedeno v Tab. 5.1.
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ZÁT��NÝ STAV VELI�INA VLASTNÍ
ALGORITMUS

ANSYS Err [%]

HYDROSTATICKÝ
TLAK

Posunutí [m] 3.906 · 10−3 4.019 · 10−3 2.81

HMH nap¥tí
[MPa]

108.6 122.1 11.06

VLASTNÍ
TÍHA

Posunutí [m] 4.388 · 10−6 4.509 · 10−6 2.68

HMH nap¥tí
[MPa]

0.449 0.458 1.97

ZATÍ�ENÍ
V�TREM

Posunutí [m] 7.691 · 10−3 7.478 · 10−3 2.85

HMH nap¥tí
[MPa]

31.7 32.9 2.16

KOMBINACE
ZATÍ�ENÍ

Posunutí [m] 7.701 · 10−3 7.495 · 10−3 2.75

HMH nap¥tí
[MPa]

130.7 148.1 11.75

Tab. 5.1: Srovnání vlastního algortimu s komer£ním softwarem ANSYS

Z uvedené tabulky vyplývá, ºe rozdíl mezi posunutími vypo£tenými vlastním algoritmem
a komer£ním softwarem ANSYS je do 3%, coº je zanedbatelná odchylka. U nap¥tí se uº pak
odchylka pohybuje p°ibliºn¥ 12%, která m·ºe být zp·sobena následujícími vlivy

• Ve vlastním algoritmu byla zanedbána £ást nap¥tí, která se týká krutové sloºky.

• Komer£ní software ANSYS má oproti vlastní procedu°e lépe propracované pr·m¥rování
nap¥tí.

• Komer£ní software ANSYS pouºívá jinou teorii pro popis sko°epinového prvku.

I p°es tyto odchylky je navrºený algoritmus vhodný pro rychlou pevnostní kontrolu navrºené
nádrºe s dostate£nou p°esností, proto jsou v²echny cíle této diplomové práce spln¥ny. Výstupy
diplomové práce budou prezentovány na mezinárodní konferenci ICNAAM 20181.

5.2 Dal²í vývoj

Pokud by vývoj této procedury dále pokra£oval, bylo by vhodné se dále vydat t°emi
sm¥ry.
První sm¥r by m¥l vy°e²it zvý²ení její p°esnosti a rychlosti. Ke zvý²ení p°esnosti by mohlo
pomoci vyuºití element· s meziuzly, návrh lep²ího pr·m¥rování nap¥tí nebo dopln¥ní nap¥tí
o krutovou sloºku. V¥t²í rychlosti výpo£tu by se dalo docílit vhodnou volbou °e²i£e, jako je
nap°íklad metoda sdruºených gradient· s vhodným p°edpodmín¥ním.

116-th International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics
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V druhém sm¥ru by bylo moºné uvaºovat o modi�kaci geometrie, která by se týkala druhého
typu nádrºí se st°echou, kde by se také p°idalo zatíºení sn¥hem.
V posledním sm¥ru by se dalo uvaºovat o modi�kaci algoritmu pro nelineární úlohy a to jak
pro velká posunutí, tak t°eba i pro velké deformace nebo p°ejít na dynamické úlohy.
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Seznam p°íloh

P°íloha A - CD nosi£

• Text diplomové práce.

• Vytvo°ená procedura v programovacím jazyce Python pro pevnostní kontrolu nádrºí
na vodu.
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