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Abstrakt

Tato prace se zabyva algoritmy k reseni iloh kvadratického programovani bez omezeni, konkrétné
se jedna o gradientni metody, kterymi jsou metoda nejvétsiho spadu, metoda Barzilai-Borwein
a metoda sdruzenych gradientti. Vénovat se bude i predpodminénim téchto metod. Cilem této
prace je seznamit se s algoritmy kvadratického programovani, jejich implementaci a také aplika-

cemi.

Klicova slova: Optimalizacni tloha, Kvadratické programovani bez omezeni, Metoda nejvét-
stho spadu, Metoda Barzilai-Borwein, Metoda sdruzenych gradienti, Metoda predpodminénych

sdruzenych gradientt, Pfedpodminéni SSOR

Abstract

This thesis deals with algorithms for solving unconstrained quadratic programming problems, in
particular is about gradient methods as steepest descent method, Barzilai-Borwein algorithm and
conjugate gradient method and preconditioning of these mothods. The goal of this thesis is to

deal with algorithms of quadratic programming, their implementation and also their application.

Key Words: Optimization problem, Unconstrained quadratic programmnig, Method of steep-
est descent, Barzilai-Borwein method, Conjugate gradient method, Preconditioned conjugate

gradients method, SSOR precondition
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1 Uvod

Obor optimalizace si klade za cil nalézt nejlépe podminény prvek ¢i metodu na zkoumané mno-
ziné, respektive procesu. Z matematického hlediska se jednd o maximalizaci ¢i minimalizaci dané
funkce, kterou nazyvame funkci cenovou. Z fyzikalniho hlediska mutze mit feseni minimalizace
cenové funkce vyznam energie systému v rovnovazném stavu.

Za predpokladu, ze predpis cenové funkce je kvadraticky, nazyvame nasi tlohu tlohou kva-
dratického programovani (QP), na které v praxi vedou riuzné teoretické i praktické ulohy. Z
konkrétnich oblasti mizeme zminit lohy kontaktnich problémi, optimélniho Fizeni, ipravy ob-
razu, strojového uceni nebo umélé inteligence.

Zakladnim délenim tloh QP je na tlohy s omezenim a bez omezeni, timto se nam blize
specifikuje mnozina, na které budeme reseni hledat. V této praci budou popsany tlohy QP bez
omezeni a konkrétné pro minimalizace. Algoritmy k feSeni tiloh QP s omezenim jsou vSak ¢asto
zalozeny na obdobnych principech, lisi se ipravami pro odlisné vstupni podminky.

Dalsi déleni tloh QP muze byt podle jejich zadani ve smyslu velikosti tlohy, jinak samo-
zfejmé budeme pristupovat k tloham o jednotkich proménnych nez k dlohdm o milionu a vice
proménnych, kde se v dnesni dobé bézné uziva riznych predpodminéni, rozkladt a diskretizaci
pro dosazeni lepsich podminek vypocitatelnosti. Kritériem pro algoritmy fesici tyto tlohy bude
jednoznacné jejich rychlost nalezeni reseni nebo také rychlost konvergence, avsak dalsimi dule-
zitymi aspekty bude jejich vypocetni slozitost, jejich naroky na pamét, naroc¢nost implementace
nebo také presnost dosazeného reseni v urcitém casovém horizontu.

V této praci se budeme vénovat tfem metoddm k feseni vyse specifikovanych tloh, kterymi
jsou metoda nejvétsiho spadu (SD), metoda Borzilai-Borwein (BB) a také velmi pouzivana me-
toda sdruzenych gradientu (CG). Prvni uvedend metoda SD je piikladem velmi jednoduchého a
robustniho algoritmu, ktery vsak neni vhodny pro velké nebo Spatné podminéné tlohy. Metoda
BB je také pomérné jednoduchd a robustni, ale dosahuje vyrazné lepsich rychlosti konvergence
a pri ur¢ité adaptaci je vhodné ji pouzit i pro Teseni velkych tloh, avsak ve vétsiné pripada
je nejefektivnéjsi posledni uvedena metoda CG, kterd se zaklada na sdruzenych smérech. Uve-
deme si predpodminéni vyse zminénych metod, které ndm mohou za urcitych podminek zlepsit
konvergence vybranych metod.

V zavéru prace se budeme vénovat numerickym experimentiim pro porovnani vsech po-
psanych metod na modelovych dlohach, které byly také motivaci pro vytvoreni této prace. K
porovnani metod si vytvorime tii tlohy, prvni z nich bude dvoudimenzionalni, abychom mohli
sledovat konvergenci feseni na vrstevnicich funkce, nasledovat bude tloha se vstupni malou,
fidkou a dobfe podminénou matici a posledni tloha bude metody porovnavat na ridké, avsak
Spatné podminéné matici.

K implementaci algoritmt a feseni tloh byl pouzit software MatLab.
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2 Ulohy kvadratického programovani

Ulohy kvadratického programovani (QP) jsou popsény kvadratickou cenovou funkei f

flz) = %xTAx — bl (2.0.1)

definovanou na mnoziné D C R™, kde A € R™*" je symetrickou matici (4 = AT) ¥adu n a

b € R™ je vektorem pravych stran. Gradientem funkce f pro dané z je
Vf(x)=Ax—b (2.0.2)
a hessidnem pak je

V2f(x) = A.

Vektor d € R™ budeme nazyvat vektorem poklesu za predpokladu, ze pro kazdé dostatecné

malé nenulové € € R bude platit, ze

f(x+ed) < f(x).

7 Taylorova rozvoje je mozné odvodit také
flz+d) = f(z)+ (Az — b)Td + Ld" Ad.

stejné jako

2
flz+ed) = f(z) + e(Ax — b)Td + %dTAd. (2.0.3)
Pak tedy plati, ze d bude vektorem poklesu jen tehdy, kdyz
(Az —b)Td < 0.

2.1 Minimalizaéni dlohy kvadratického programovani
Resenim minimalizace funkce f (2.0.1) je takové z € D, které spliuje nésledujici podminku
f(@) < f(z),x € R™.

V piipadé hledani feseni minimalizacni tlohy s omezenim by feseni & pochazelo z mnoziny

Q C D, které by byla popsana linedrnimi rovnostmi a nerovnostmi. Reseni by spliiovalo, ze

f(@) < f(z),x € Q.

Tuto minimalizaci funkce f muzeme znadit také jako

mingep f(z), (2.1.1)

respektive
mingeq f (l’) :
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2.2 Podminky minima tlohy kvadratického programovani bez omezeni

Véta 1 Vektor & bude resenim QP tlohy bez omezeni (2.1.1) pouze a jen tehdy, kdyZ matice A

bude pozitivné semidefinitni a zdroven bude platit, Ze

Vf(x)=Az—-b=o. (2.2.1)

Dikaz Pokud z a d € R", € € R, pak muzeme z rovnice (2.0.3) usoudit, ze

f(Z+ed) — f(z) = e(Az — b)Td + deAd. (2.2.2)

a pokud je ¥ Fesenim, tak je prava strana rovnice (2.2.2) nezdpornd pro libovolna € i d. Pro
dostatecné velké € bude z nezépornosti pravé strany vyplyvat d’ Ad > 0, tedy A bude pozitivné
semidefinitni. V pripadé dostatecné malych € bude z nezapornosti pravé strany vyplyvat

(Az — b)Td = 0 pro libovolné d € R™. Pak tedy Az — b = o. Z toho nam plyne, Ze pro

semidefinitni matici A je & FeSenim (2.1.1) a pro libovolné d plati

f(@+d)— f(z) = 3dTAd < 0.

Véta 2 Vektor x bude jedingm tesenim tlohy bez omezeni (2.1.1) pouze a jen tehdy, kdyz

matice A bude pozitivné definitni.

Dikaz Pokud Z je jedinym feSenim (2.1.1) a A je podle (2.2) pozitivné semidefinitni, stejné
jako je Z jedinym vektorem, ktery spliuje Ax = b, tedy A je regularni a zaroven pozitivné
semidefinitni, plyne z toho, ze A je pozitivné definitni. Z pozitivni defintnosti A a z (2.2.1) zase

plyne jedinec¢nost reseni. |
Véta 3 Necht matice A bude pozitivneé definitni, reSeni soustavy Ax = b bude ekvivalentni s
resenim minimalizacni dlohy (2.1.1).

Dukaz Budeme-li predpoklddat, ze = + ad je prirustkem bodu z, kde z,v € R” a o € R, pak

rozdil prirastku od bodu x mizeme vyjadrit jako

flx+ av) — f(x) = %(A(x +av),z + av) — (b, + av) — %(Aa:,:v) — (b, )
= a(Az,v) — a(b,v) + %O&Z(A’U,’U)

1
= 5042(141), v) + a(Az — b,v).
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Budeme déle predpokladat, Ze T je feSenim soustavy Ax = b a tudiz i Ax — b = o, coz spliuje
nutnou podminku minima existence nulové parcidlni derivace , tj. Vf(z) = 0 a zaroven

Vf(z) = Az — b. Z pozitivni definitnosti mizeme odvodit, ze
f(z+av)— f(z)= %aQ(Av,U) >0, Va € R, Vv € R™.
Coz muzeme prepsat také jako
f(@+av) > f(2), Va € R, Vv € R?,

pricemz z této nerovnosti plyne, ze v libovolném sméru v z bodu z funkéni hodnota roste nebo
nabyva stejnych hodnot, pak tedy mizZeme nazvat r minimem funkce f a zaroven resenim

soustavy Ax = b.

25



26



3 Gradientni metody

Obecnym pravidlem pro gradientni metody je, ze k dosazeni feSeni tlohy QP kombinuji
aproximace s iteracemi, diky ¢emuz je dosazeno postupné dostatecné presného odhadu reseni

minimaliza¢ni tlohy. Proménné x v pfislusné iteraci bude znacena

Tk

a pro linearnitho model gradientnich metod bude platit, ze

Tkl = Tk + apdg, (3.0.1)

kde ai € R je délkou kroku v dané iteraci a dy € R™ je smér vektoru poklesu v dané iteraci,
ktery je zavisly na sméru gradientu nebo je jim gradient samotny, z ¢ehoz je odvozen nazev
téchto metod.

Jesté muzeme doplnit, Ze pro metody zaloZené na linearnim modelu plati, ze maji nizkou
cenu iterace a jsou robustni, tedy jsou aplikovatelné na Sirsi spektrum tloh, coz ma ale za
nasledek velky pocet iteraci algoritmu k dosazeni pozadované presnosti feseni. Tento fakt vsak
neni prekvapenim, jelikoz nepracuji napr. oproti metodé sdruzenych gradientt s informacemi z

predeslych iteraci.

Volba sméru poklesu

Uvedeme si smér, ve kterém funkce nejvice klesd, tedy smér nejvétsiho spadu. Odvodime ho z

derivace funkce f ve sméru vy

df (zx)

dvk

= (Vf(@k), vr) = cos(e)l|grlll|vwl], (3.0.2)
kde hodnota derivace bude nejmensi, pokud cos p = —1 < ¢ = w. Pokud tedy vektory v; a gx

sviraji thel 7, pak vy = —gg.

Volba délky kroku

Jeden z pristupi, jak definovat délku kroku je volba tzv. optimalniho kroku opt. Takovato
délka kroku minimalizuje hodnotu cenové funkce f v daném sméru poklesu d. To si muzeme

odvodit z nasledujici derivace

diteod) — oqT Ad — b7d — 27 Ad = ad” Ad — d¥(Az — b) = ad” Ad — d"g,

z podminky minima pak vychézi,ze

Qoptd! Ad —dT'g = 0 & agp, = d’ g/d" Ad. (3.0.3)
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Problém takovéto délky kroku je zaruka pouze lokalniho poklesu, avsak globdlni pokles nemusi
byt vyrazny pii spatné podminénosti matice A nebo jeji dostatecné velké dimenzi, algoritmus
pak musi iterovat krok az prilis mnohokrat a redlné ukonceni algoritmu pri dosazeni
pozadované presnosti nemusi nastat v rozumném case.

Pro krok aopt v uvedeném sméru d plati, ze minimalizuje f(zy — ad) pro o > 0, pro

takovéto « a teseni x plati

f(@r = aopid) = f(x) < f(zr — ad) = f(2).
Budeme-li zkoumat energetickou normu pro z € R”, kterou muzeme vyjadrit jako
lz|% = 2" Az,
potom
|z —2[[% = (z = 2)TA(z — 2) = (v — A70)T A(z — A7'b) = 2(f(2) — f(2)),
a pro libovolné o > 0
|2k = 2[5 < |z — age — ]34

Z tohoto vyjadieni mizeme usoudit, Ze py neminimalizuje vzdalenost od feseni.
Jinym pristupem k volbé délky kroku pro gradientni metodu muze byt volba pevného

(konstantniho) kroku a, pak plati, Ze pro libovolnou iteraci k je ax, = @ a

Tkl = Tk + adg.

7 vlastnosti normy a soustavy Ax = b, kde Z je fesenim soustavy muzeme odvodit

|zhsr = 2| = [lan — agr — Z|| = [J2 — (A = b) — 7 — a((AZ - b))|| =
= [[(I = ad)(zy — )| < ||(I = aA)|[l[(zx — 2)|| =

= max)\iEU(A)|l — aXil|[(zx — 2)|| = max{1 — GAmin, ¥Amax — L}H|[(z — 2)][,

kde A\ppin & Apmaz jsou nejmensim a nejvétsim vlastnim éislem matice A a o(A) je jejim
spektrem. Lze pak odvodit, ze absolutni hodnota vyrazu je mensi nez jedna pro
a € (0,2\,.L,)

max

Nejmensi hodnoty pak bude nabyvat, kdyz
1- &)\min = &Amax - 17

odkud odvodime, ze délka kroku apy ma predpis
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&opt — 2/()\min + )\max)-

Poznamka 1 Konkrétné pro metodu nejvétsiho spadu, ktera bude blize popsana v

podkapitole 3.1, jeSté mizeme zminit volbu délky kroku oy jako

1
Q. = 477~
k= TTAT

Tato volba kroku se nazyva Richardsonovou metodou, kterd souvisi s odhadem posloupnosti

koeficientt pomoci vlastnich ¢isel a samotné koeficienty se nazyvaji Rayleighovymi podily.

Odlisné pristupy volby délky kroku budou uvedeny u konkrétnich vybranych algoritmii.

Ukoncovaci podminky

Pro ukoncovaci podminku algoritmu se nabizi nékolik variant, jedna z intuitivnich podminek je
zména funkéni hodnoty v poslednim kroce, tedy ||f(zr) — f(xx—1)||. Alternativou pak muze
byt délka posledniho kroku ||z — zk_1|| nebo jen velikost gradientu ||gx||.

Avsak pro tlohy o vétsi dimenzi n matice A je slozité ocekdvat exaktni presnost reseni,

takze vhodnéjsi je pozadovat slabsi podminku pro dostatecné velkou presnost

llgrll <,

kde € € R je dostatecné malé a zaroven € > 0. Obdobné vhodnou podminkou, ktera byla také
pouzita pri implementaci algoritmi v ramci této prace, je podminka relativni velikosti

gradientu, tj.
[lg!1/119, || < €.

Algoritmus gradientni metody s optimalni pevnou délkou kroku

Uvedeme si piiklad algoritmu s vyse zminénou volbou optimalni pevné délky kroku

Gopt = 2/(Amin + Amax), smérem poklesu zvolime —gj.

Je ddana SPD matice A € R™*", jeji nejmensi a nejvétsi vlastni ¢isla Apin @ Amaz,
vektor b € R", dostatecne malou presnost e € R Ae >0 a xg € R™.
input: A, b, x9, €, \min, Amaz
go = AxO - b, k= 07 &opt - 2/(Amin + Amax)

while [lgil/||gs|| < € do

Tr+1 = Tk — QoptJk

Gky1 = Axp1 —b

k=k+1
end

Tr = T
Algoritmus 1: Gradientni metoda s optimalni pevnou délkou kroku
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Konvergence tohoto algoritmu pii dané pevné délce kroku c je

: A)—1
llexall <1 — 2me—ller] = 27 llexll,

kde e =z — & a k(A) je spektralni ¢islo podminénosti matice A, které je definovano jako
K(A) - )\min/)\max~[ ]

3.1 Metoda nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu (SD) vychézi z jiz popsanych pristupt, vychazi z predpisu 3.0.1, tedy

Tht1 = T + ogdy,

kde smérem poklesu di bude smér nejvétsiho spadu, kterym je zdporny smér gradientu — gy,

délkou kroku v dané iteraci je ap 3.0.3 lokdlné minimalizujici funkei f 2.0.1
Qopt = g3 di./d} Ad,.
Po dosazeni sméru poklesu —g; do vzorce délky kroku v dané iteraci dostaneme

ok = —9} g1/ 9t Agr.

Dosazenim do linedrnitho modelu dostaneme

T
91 9k
Thtl = Tk + Ol = T — Qe = Tk + PGk

Je ddna SPD matice A € R™™", vektor b € R"™, dostatecné malou presnoste € RAe >0
a g € R™.
input: A,b, xg, €
go=Axg—bk=0

while [|g4/|/llgi, || < € do

ar = —gi 9/ 9f. Ag

Tk+1 = Tk — QLJGk

Gk+1 = Axpi1 — b

k=k+1
end

T =T

Algoritmus 2: Metoda nejvétsiho spadu
Poznamka 2 Iteraci gradientu gx41 je pro implementaci mozné definovat jako
Grv1 = Az — b= A(xg — aggr) — b= Az + arAgr — b = gr + ar Agr,

vyuzijeme tak spoc¢teného Agi z vypoctu délky kroku a nemusime tak nasobit Azy.
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Metoda SD konverguje pro libovolné pocatecni xy € R™ linearné a rychlosti zavislou na
¢isle podminénosti matice A, z ¢ehoz plyne, Ze pri Spatné podminénosti je tato metoda velmi

pomala. Pro odhad konvergence plati

K(A)—
llexlla < (5877 )elleolla,

kde ey = z — T predstavuje chybu v dané iteraci.|[]

Poznamka 3 Metoda SD vyhleddva pomoci vlastnich vektort a to odpovidajicim od
nejvétsich po nejmensi vlastni ¢isla matice A s normovanym gradientem blizicim se stiidaveé

dvéma smérum p a p’, které definujeme jako

= lim w2k g p/ = lim L
b k—00 Tgax]] D k—00Tlgapia ] ?

a od kterych se odviji typicky stiidavé cyklicky pokles.[3]

3.2 Metoda Barzilai-Borwein

Metoda Barzilai-Borwein vychézi z metody SD, zaklada se obdobném linearnim modelu a
uziva i stejného sméru poklesu, avsak lisi se délkou kroku v dané iteraci. Pravdépodobnou
motivaci pro vznik této metody bylo, krom snahy o prekonédni rychlosti konvergence metody
SD, zakomponovani informace z predeslych krokt algoritmu a odstranéni cyklického chovani
metody SD pravé pomoci vhodnéjsi volby délky kroku, ktera vychézi z prepisu

Th+1 = T — Dygr,

kde Dy = apl. Pak k dosazeni Quasi-Newtonovy vlastnosti hledame «j jako
o = argming ||sg—1 — Dryr—1]|-

Po tpravach dojdeme k tomu, ze

ap = (nglyk—l)
(y]zllyk:—l) ’

kde
Sk—1 = Lk — Tk—1, Yk—1 = Gk — Gk—1-
Symetricky miZeme minimalizovat oy = argmin,||D 'sg—1 — yx—1|| , odkud vyjadiime ay, jako

(Sg_lsk—l) [ ]

A = .
k (S{,lykfl)

Délku kroku «,, muzeme prepsat také na

ok =gt 1gk-1/9% 1 Agr_1,
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ze které je jiz patrna ndvaznost na metodu SD, zatimco ta pracuje s gradientem z daného

kroku, metoda BB pouziva gradientu z kroku ptredchoziho.

Je ddna SPD matice A € R™*", vektor b € R"™, dostatecné malou presnoste € R Ae >0
a o € R™.
input: A,b, xg, €
go=Axg—bk=0

while ||gk(|/[lgx,|| < € do

if k=0 then

ay = —gi 95/ 9% Ak
else

O = (sk_156-1)
k (nglyk—l)

end
Th+1 = Tk — LGk
Sk = Tk41 — Tk
Gk+1 = Azpy1 — b
Y = Gk+1 — Gk

k=k+1
end

:i:xk

Algoritmus 3: Metoda Barzilai-Borwein

Konvergenci této metody pro dobfe podminénou matici A, kde Apinaidmax budou jeji extrémni

vlastni ¢isla splnujici podminku
)\max S 2% )\mina
je mozné vyjadrit pomoci chyby er41 jako

llexral < eflexl;

kde ¢ bude konvergenéni faktor, ktery mtizeme vyjadrit jako

c = Amax—Amin S 1[ ]

)\min

3.3 Sdruzené gradienty

Oproti jiz uvedenym algoritmim metoda sdruzenych gradientd neni zaloZzena pouze na
linedrnim modelu, ale vyuziva tzv. sdruzenych sméri, diky kterym se jeji konvergence
zrychluje v kazdém kroce. Definujme si tedy nejdrive sdruzené sméry a Gramtv-Schmidttv

ortogonalizacni proces, ¢ehoz je treba pro pochopeni samotné metody.
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Volba sdruzenych sméra
Mnozinu nenulovych nezévislych n-vektoru {pi,...,p,} takovych, ze
(pi,pj)a = (pi)TAp; =0 pro i # 7.

kde A je SPD matice, si definujeme jako mnozinou sdruzenych (A-ortogonalnich) vektoru,

pokud budou jednotlivé vektory na sobé nezavislé a pro libovolné z € R™ bude platit, ze

T=mp1+ -+ nPn-

Vyuzitim téchto vektortt dostaneme po substituci do funkce f 2.0.1

f(@) = (37 p) "  Apr — b pr) + -+ + (372 (Pn) T Apn — b pn) = (1) + -+ + F(mpn),

odkud pro feseni = plati, ze

f(j) = minxeR"f(x) = min’yleRf(’Ylpl) + -+ min’ynERf(’ann)'

Pivodni dlohu 2.1.1 nyni mtizeme rozlozit na n jednorozmérnych tloh, jelikoz
d i
RPL| = yi(ps) T Aps — bTp; = 0,

feseni Z ulohy 2.1.1 mizeme prespat na

T =mp1+ -+ Ynbn, v = bTp; /(pi)T Ap;, i=1,...,n.

Opét vsak budeme narazet na problém nalezeni presného feseni v ptipadé velké dimenze tlohy.
Proto se pokusime nalézt aproximaci & k feSeni x zaloZené na volbé xg a nékolika vektoru
Py, Pn, k <€ n. Prirozenou volbou je volba aproximace je minimum x; funkce

f € Sk = zo + Span{pi,...,pr}, kde Span znaéi linedrni obal.
Poznamka 4 Prvek linedrniho obalu x € Si je mozné vyjadrit pomoci

T =0+ YV1p1 + -+ VEPk-
Po dosazeni sdruzenych sméru do funkce f dostaneme

f(@) = f(@o) + (373 (p1)T Ap1 — v (Azo — b)Tp1) + -+ - + (572 (ow) T Apr — ve(Azo — b)),
pfi¢emz z rovnic go = g(zo9) = Vf(xo) = Azg—b a
folz) = %mTAx +27g
dostaneme, ze
f(@) = f(xo) + folvip1) + -+ folvkpr)
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f(zr) = minges, f(z) = f(20) + miny, er fo(y1p1) + - - - + ming, er fo(ykpk)-
Ulohu se nam tak povedlo zjednodusit a jeji feSeni pomoci aproximace xj, nyni mazeme
vyjadrit jako
Tk = o+ Mpi+ -+ VP vi = —(90)"pi/ (p:)" Api, i=1,....k (3.3.1)
jelikoz
d i
(2| = i(pi)” Aps — (90) s = 0.

Z rovnice 3.3.1 tak pro k > 1

f(zr) = mingeg, f(2) = f(rp—1) + minyer fo(ypr)

dostaneme postupné aproximace xj, které budou zac¢inat od pocatec¢niho odhadu zg a bude

pro né platit predpis

Tk = Tp-1 — APk, o = (90)" pi/ (pi)" Ap;.
Jelikoz f(xg_1 + vpr) nabyva minima, kdyz v = —ay, a metoda zarucuje, Ze postupné iterace
2 minimalizuji f na podprostoru Sj.

Dosud jsme si popsali spise uziti sdruzenych smeért nez to, jak konkrétné by mély byt
zvoleny. Pojdme se tedy zamérit na generovani téchto smért, pricemz klicové bude vyuziti
Gramova-Schmidtova procesu. Budeme tedy predpokladat, ze p1,...,pr, 1 < k < n jsou
nenulové sdruzené sméry, do jejichz linedrniho obalu nebude patrit vektor

hi, hi ¢ Span{pi,...,pr}, a pokusime se nalézt novy prvek pgi1 jako

Pk+1 = hie + Brap1 + -+ - + BrkDr- (3.3.2)

Samoziejmé musi byt pr11 sdruzené k vektorim p, ..., pg, tudiz bude platit

0= (p))" Aprr1 = ()T Ahg + Bra (pi) T Ap1 + - -+ + Brr(pi) T Apy,
= (p;)" Ahy + Bri(pi)" Ap;, i=1,.... k.

Z ¢ehoz muzeme odvodit

)T Ah .
ﬂki:_((ii))TApIZv Z:la"'ak'

Pak tedy
Span{pla s 7pk‘apk’+1} = Span{pla -y Pk, hk}
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Tento postup je mozné zopakovat pro libovolné nezavislé vektory hy, ..., hi_1, kde pocatkem
bude p; = hg. Vytvorime tim mnozinu vzajemné A-sdruzenych sméru k pi, ..., pg
Span{hg,...,hi—1} = Span{p1,...,pr}, i=1,...,k.

Jedinym tskalim tohoto postupu je jeho implementace, pii které by dochéazelo k naroénym

nasobenim. Proto se jesté vyuziva sdruzené baze Krylova prostoru
Ky, = Ki(4, g0) = Span{go, Ago, - - - » Ak-190}, k=1,...,n,

kde go = Axo — b pro vhodné zp a Ky = {o}. Nyni budeme predpokladat, ze p1,...,p; tvori
sdruzenou bézi prostoru K;,i =1,...,k, a ze gradient g = V f(xx) je ortogonalni Krylovu

prostoru K, tedy

(gp)Tz =0 pro libovolné x € K.

Poznamka 5 Pokud tedy g # o,pak

gk ¢ K.

MiuzZeme si vS§imnout, ze bude platit také pro libovolné x € Kj, pro k > 1, ze

Ax € K,

nebo obecné AKy_1 C Ky. Jelikoz také p; € K; C Ki_1,i=1,...,k — 1, dostaneme, Ze

(Api)Tgk = (pi)TAgk = 0, 1= 1, ooy k—1.
Odkud plyne
()T Agk _ c_
Bkl_—(pi)TAplj_(L i=1,...,k—1.
Pro shrnuti, mnozina sdruzenych vektoru p1, ..., pg takovych, ze
Span{pi,...,pi} = K, 1=1,...,k,

po dosazeni do prepisu 3.3.2 s parametrem hjy = gj, ktery sdruzenou béazi, vede k

Prt1 =g — k + Brpr (3.3.3)
a
(pe)" Agy,
Bk = Brk = — 3.3.4
(p)" Apy (3.34)
Koneéné diky ortogonalité g na Span{pi,...,px} a 3.3.3 dostaneme, zZe
|Prs |l = [lgrll-

Poznamka 6 Pokud tedy gi_1 # o, pak ani pi # o, coz potvrzuje dobfe utvoreny predpis pro
Bk
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3.3.1 Metoda sdruzenych gradienta

Metoda sdruzenych gradienti je se zaklada na vysledcich dvou pozorovani a to, ze pomoci
sdruzenych sméru jsme schopni konvexni ilohu QP rozlozit na reseni posloupnosti
jednodimenzionalnich tloh a Ze jsme schopni tyto sméry generovat velmi efektivné.
Vstupnimi parametry metody jsou pocatecni odhad zg, gradientgy = Axg — b a vektor
p1 = go. Pro k > 1 pri danych xx_1 a gp_1 se presvédéime, zda xj_1 neni feSenim, pokud ne,

algoritmus vygeneruje

Ty = Tp—1 — agpy spolu s ag = (gx) " pi/(pk)” Apk

a nasledné

gr = Axy, — b= A(zp—1 — agpr) — b= (Azp_1 — b) — . Apy,
= gk—1 — aApy.

Novy sdruzeny smér p pak vzejde z rovnice 3.3.3 a 3.3.4.

Je ddna SPD matice A € R™", vektor b € R™, dostatecné malou presnost e € R Ae >0
a g € R™.
input: A,b, xg, ¢
go = Ao — b,z = Mg, p1 = 20,k = 1
while |[g4/|/I[gc,|| < € do
ak = [lgr—1]1*/ ()" Apy,
T = Tp—1 — QgPL
9k = gk—1 — . Apy
2= Mgy,
B = Mgl P /l1gr—111* = —(Apr) " gr/ ()" Apr)
Pr+1 = gk + BrDk

k=k+1
end

f:l’k

Algoritmus 4: Metoda sdruzenych gradientu

Odhad rychlosti konvergence pii volbé g € R™ u této metody je mozné vyjadrit jako

Kk(A)—1
lexlla < 20725 Dxlleolla

kde e, = x; — & je chyba v dané iteraci a Py je mnozinou polynomu k-tych stupnu (poz.

p(0) = 1).[1]
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4 Predpodminéni gradientnich metod

P1i analyze konvergence jednotlivych gradientnich metod je patrné, Ze se konvergence odviji od
rozlozeni vlastnich ¢isel matice A, kterd je hessidnem funkce f. V pripadé, ze vlastni ¢isla
matice A jsou rozlozena na okoli jednoho bodu, pfipadné ¢islo podminénosti x(A) se blizi
hodnoté jedna, je konvergence obecné rychlejsi. V této kapitole si ukazeme, ze pii uziti vhodné
matice M takové, ze M 'z je mozné snadno vyéislit pro libovolné x a M aproximuje A tak, Ze
M~1A je blizké matici identity I, jsme schopni tilohu minimalizace jesté zjednodusit. Bézné je
cilem takového predpodminéni zmenseni ¢isla podminénosti tlohy.
Matice predpodminéni
Meéjme matici M ve formé

M=LL",

piicemz M 1A je blizké L~YAL™T a vyslednd matice pak je blizkd matici identity. Po dosazeni

do predpisu kvadratické funkce f 2.0.1 dostaneme
fla) = 5(LT2)T (LT AL™T) (L") — (L7'0)" (LT 2)
a nasi puvodni tlohu 2.1.1 si tak prevedeme na predpodminénou tlohu

minyepe F (1), (4.0.1)
pro kterou jsme uzili substituci y = LTz, jeji kvadraticky predpis tak ma podobu

fy) = 5y" (LT AL )y — (L7'0)"y.
Reseni ptivodni tlohy tak z té nové (4.0.1) dostaneme pii zndmém Feseni ¢ jako

z=L"Tyg.

Predpodminéni SSOR
V pripadé predpodminéni SSOR je matice M vyjadiena pomoci
M= (D+L)D YD+ L)T,
coz vychézi z rozkladu matice A na diagondlni, horni a dolni trojihelnikovou matici, tedy
A=D+ L+ LT

Toto predpodminéni vychazi z metody SOR (succesive over-relaxation), ktera je adaptaci
Gauss-Seidelovy metody k feseni linearni soustavy rovnic, na kterych zaznamenava rychlejsi
konvergenci nez puvodni verze. Pro SSOR se vyuziva symetrie rozkladané matice a pti jeho

vhodné implementaci neni rozklad vypocetné naroc¢ny.
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4.1 Predpodminéna metoda nejvétsiho spadu

Pokud bychom pouzili metodu SD k fesSeni tilohy 4.0.1, za predpokladu znamého yg bychom

nejprve definovali

dale pak

ay = ||gs-111?/(GE LY AL Tgy,),
Yk = Yk—1 — QGk,
Gk = gr—1 — ax LT AL T g,

7 nasledujici substituce

a definice
2= LL g, = M~ gy

dostaneme predpodminénou metodu nejvétsiho spadu (PSD), nékdy také nazyvanou jako

gradientni metodu s dynamickym parametrem.[]

Je ddana SPD matice A € R™*", jeji aproximace M € R™* ™, vektor b € R™, dostatecné
malou presnost e E RAe >0 a xg € R™.
input: A,b, xg,¢
go=Axg—b,zo=M"1gy, k=0

while |[|gk||/||gk,|| < € do

o = g 2/ 2F Az,

Tyl = Tk — Qg2k

k1 = gk — aAzp

Zhp1 = Mg

k=k+1
end

T = Tk

Algoritmus 5: Pfedpodminénd metoda nejvétsiho spadu (PSD)

4.2 Predpodminéna metoda Barzilai-Borwein

V pripadé uziti metody BB k feseni tlohy 4.0.1 je predefinovani proménnych obdobné jako v
pripadé metody SD, vyjimkou je samoziejmé délka kroku, kterd bude opét pocitat se sméry z

kroku predchoziho

38



k= gt 1 2k-1/zt 1 Az,
kde
2 = LL g, = Mg,

dostaneme predpodminénou metodu Barzilai-Borwein (PBB). [7]

Je dana SPD matice A € R™", jeji aproximace M € R™ ", vektor b € R", dostatecné
malou presnost e e RAe >0 a zg € R™
input: A,b, xg, €
go=Axg—b,zo=M"1g0, k=0

while ||gk||/[lgx,|| < € do

ok = gh_12k-1/2_ 1 Azpa

Tk+1 = Tk — Q2L

Gk+1 = gk — g Azg

Zhp1 = Mg

k=k+1
end

i‘zxk

Algoritmus 6: Predpodminénd metoda Barzilai-Borwein(PBB)

4.3 Predpodminéni metody sdruzenych gradienti

Pokud bychom pouzili metodu CG k feseni ilohy 4.0.1, za predpokladu znamého yy bychom

nejprve definovali
yo = LTz, go=LYAL Tyy — L' = L~ gy, P =go
déle pak
ay = ||gr—1l1?/(PE L~ AL T py,),
Yk = Yk—1 — Qi Pk,
Gk = k-1 — ax LY AL Ty,

Bk = llgul1?/|Ibarge—1][%,
Pk+1 = Gk + PPk

7 nésledujici substituce

a definice



vyplyva predpodminénd metoda sdruzenych gradientu (PCG).

Je dana SPD matice A € R™", jeji aproximace M € R™ ", vektor b € R", dostatecné
malou presnost e e RAe >0 a xg € R”
input: A,b, xg, €
go = Azg —b,z9 = M go,p1 = 20,k =1

while |[gi|/gk,|| < € do

ap = (zr-1)" g1/ ()" Api

Tk = Tk—1 — QkDk

gk = gk—1 — . Apg

2= Mgy

B = (21) g/ (z1-1)" gr1

Pk+1 = 2k + BrDk

k=k+1
end

i‘:xk

Algoritmus 7: Pfedpodminénd metoda sdruzenych gradientu (PCG)
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5 f]lohy pro porovnani gradientich metod

K porovnani metod si vytvorime nékolik modelovych minimaliza¢nich tloh bez omezeni. Cilem
bude porovnat pro rtizné podminky zadani tloh rychlost konvergence jednotlivych metod,
pricemz pro vSechny tlohy bude platit, Zze A € R™*" je SPD matice, pozadovand ukoncovaci

podminka piesnosti feseni € = 107%, pro b € R" jakozto vektor pravych stran bude platit

a volbu pocateéniho odhadu zg € R
o = [0,...,0]T.

5.1 Minimaliza¢ni alohy QP bez omezeni a porovnani gradientnich metod
bez predpodminéni

U prvni z dloh se zaméfime na prubéh proménné xy, ktery si pro nazornost vykreslime na
vrstevnicich funkce, z ¢ehoz plyne, zZe dimenze matice A bude nutné n = 2, pro jinou dimenzi

bychom toho nebyli schopni.

Priklad 1

Naleznéme rfeseni soustavy Ax = b pri zadané matici o n = 2

A 19 15
15 27

Po provedeni vypoctu dosahly feseni v tomto pripadé pri stanovené presnosti vSechny
metody, jak je vidét na prvnim grafu (1). Cislo podminénosti dané matice je x(A) ~ 5,1532,
tedy matice je dobfe podminénd a pri dimenzi n = 2 také mala.

Na zbyvajicich grafech je vidét pribéh iteraci x jednotlivych metod, nejrychleji k
dostatecné presnému feseni konvergovala metoda CG, zatimco nejpomaleji ho dosahla metoda
SD, coz neni prekvapenim, odpovida to jejich odhadu rychlosti konvergence.
odpovida pocitacové presnosti vypoctl, jinak feceno metoda CG potiebovala 2 iterace pro

dosazeni presného feseni.

Tabulka 5.1.1: Pocet iteraci gradientnich metod pro prvni piiklad
|SD BB CG

kKlo 70 2
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Obréazek 1: Porovnani konvergence gradientnich metod pro prvni priklad
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Obrazek 2: Priibéh iteraci proménné z; metody SD pro prvni piiklad
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Obrazek 3: Pribéh iteraci proménné x metody BB pro prvni priklad
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Obréazek 4: Pribéh iteraci proménné xj metody CG pro prvni priklad
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U druhé modelové tulohy se zamérime pouze na konvergenci metod, sledovat budeme
prubéh relativni velikosti gradientu, tj. ||gx||/||go||- Zvolime si Laplaceovu matici, kterd nachazi
vyuziti v teorii grafii nebo pro metodu siti (koneénych diferenci). Nase konkrétni matice bude
pro metodu siti reprezentovat strunu, kde kazdy z prvku ma vazbu na prvek sousedni. Vektor b
bude v tomto pifpadé chapéan jako vyjadieni sily piisobici na strunu. Reseni tilohy pak maé,

vyznam prihybu struny s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Priklad 2

Naleznéme reseni soustavy Ax = b pri zadané matici o n =5

Cislo podminénosti pro tuto matici je k(A) ~ 13,9282, jedna se tedy o stale dobie
podminénou malou matici, proto také vlastnosti konvergence jednotlivych metod, jak je vidét
na grafu (5), se nijak vyrazné oproti prvnimu piikladu nezménily, rychlosti konvergenci zistaly

ve stejném poradi a vSechny metody nasly feseni dle danych podminek.

Tabulka 5.1.2: Pocet iteraci gradientnich metod pro druhy ptiklad
|SD BB CG

k|87 23 3
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Obrazek 5: Porovnani konvergence gradientnich metod pro druhy priklad

Pro tieti priklad zastaneme u Laplaceovy matice, zachovame jeji definici, avSak
tentokrat zvolime vétsi dimenzi n. O vlastnostech vlastnich ¢isel této Laplaceovy matice je
zndmo, ze jsou rozlozena mezi hodnotami 0 a 4. Pfi zvysujici se dimenzi matici tak dochazi k
tomu, Ze lim,, o0 Amin = 0, z ¢ehoz plyne pro ¢islo podminénosti matice k(A) = Amax/Amin, Z€ S
rostouci dimenzi matice roste i je ¢islo podminénosti a matice je tak hur podminéna.

Priklad 3

Naleznéme feseni soustavy Ax = b pri zadané matici o n = 100

Jak je vidét z grafu prubéhu konvergence (6), u této metody byla nastavena dodatecna
ukoncovaci podminka a to na pocet provedenych iteraci, byla nastavena na pro k = 3000.
Metoda SD, kterd daného poctu iteraci dosdhla tedy nedokonvergovala k dostatecné presnému
feseni. To je zplisobeno pravé Spatnou podminénosti matice A, jejiz ¢islo podminénosti je
tentokrat x(A) ~ 4133, 6.
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Tabulka 5.1.3: Pocet iteraci gradientnich metod pro treti priklad
| SD BB CG

k \ 3000 661 50

BB
CG| |
----------- SD
- |
L] _
=]
==
&

A B
-0 1
12 1
A4 1
_1 ﬁ i 1 1 1 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Pocet iteraci

Obrazek 6: Porovnani konvergence gradientnich metod pro tieti priklad

5.2 Porovnani gradientnich metod bez a s predpodminénim

V této ¢asti budeme porovnavat vzdy mezi sebou danou metodu bez a s predpodminénim,
pricemz budeme pouzivat pfedpodminéni SSOR, a porovname si i na jednom hromadném
grafu pro nazornost konvergenci vSech metod. K tomuto porovnavani budou pouzity tlohy z
predeslé kapitoly bez jakychkoliv tprav.

Priklad 4

Naleznéme Teseni soustavy Ax = b pri zadané matici o n = 2

19 15
A=
15 27
U této tlohy jiz muzeme zaznamenat zvysSeni efektivity gradientni metody diky
predpodminéni, metoda PSD dokézala na jiz tak malé matici urychlit konvergenci o 3 iterace,

oproti nepfedpodminéné metodé. U zbylych metod jsme nezaznamenali urychleni konvergence,

ale zaroven se jeji rychlost nezpomalila.
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Tabulka 5.2.1: Pocet iteraci gradientnich metod pro ¢tvrty priklad
|SD BB CG|PSD PBB PCG

kKlo 6 2| 6 6 2

=1 pree

2T \

chyba 107
s

/
/

Pocet iteraci

Obrazek 7: Porovnani konvergence metod SD a PSD pro ¢tvrty ptiklad
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Obrazek 8: Porovnani konvergence metod BB a PBB pro ¢tvrty priklad
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Obrazek 9: Porovnani konvergence metod CG a PCG pro ¢tvrty priklad
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Pocet iteraci

Obréazek 10: Porovnani konvergence vybranych metod pro ¢tvrty priklad

Priklad 5

Naleznéme reseni soustavy Ax = b pii zadané maticion =25

V pripadé této tlohy mélo predpodminéni rychlejsi konvergenci nejen pro metodu PSD,
ale také pro metodu PBB oproti jejich nepredpodminénym verzim. Pri této dimenzi
Laplaceovy matice vsak predpodminéni nemeélo pozitivni dopad na konvergenci metody PCG,
ktera dokonvergovala o 2 iteraci pozdéji nez metoda CG, avsak stile byly obé verze metody

CG rychlejsimi nez metody zbylé.

Tabulka 5.2.2: Pocet iteraci gradientnich metod pro paty priklad
|SD BB CG|PSD PBB PCG

k|87 23 3| 14 11 5
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Obrazek 11: Porovnani konvergence metod SD a PSD pro paty priklad
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Obrazek 12: Porovnani konvergence metod BB a PBB pro paty priklad
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Obrazek 13: Porovnani konvergence metod CG a PCG pro paty priklad
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Obrézek 14: Porovnani konvergence vybranych metod pro paty priklad
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Priklad 6

Naleznéme reseni soustavy Ax = b pii zadané matici o n = 100

Vv,

nedosahla ani presnosti € ~ 10~! za omezeny pocet iteraci k& = 3000. Nejrychleji stejné jako v

predeslych tlohdch konvergovala metoda sdruzenych gradienti.

Tabulka 5.2.3: Pocet iteraci gradientnich metod pro Sesty ptiklad
| SD BB CG|PSD PBB PCG

k \ 3000 661 50 \3000 172 42

_5 1 1 1 1 1 ]
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Pocet iteraci

Obrazek 15: Porovnani konvergence metod SD a PSD pro Sesty priklad
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Obrazek 16: Porovnani konvergence metod BB a PBB pro Sesty ptiklad
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Obrazek 17: Porovnani konvergence metod CG a PCG pro Sesty priklad
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Obrazek 18: Porovnani konvergence vybranych metod pro sesty priklad

o4



6 Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se s algoritmy kvadratického programovani, jejich implementaci
a aplikaci. Proto jsme se nejdiive definovali dlohy kvadratického programovani, blize tlohy bez
omezeni, véetné podminek pro nalezeni jejich feseni.

Popsali jsme si gradientni metody, nejdiive v obecné roviné, poté jsme navazali
konkrétnimi metodami, kterymi jsou metoda nejvétsiho spadu, metoda Barzilai-Borwein a
metoda sdruzenych gradientt. U kazdé z metod jsme si uvedli jejich odvozeni, jejich predpis
algoritmu a také rychlost jejich konvergence k teseni. Jelikoz pro vybrané tilohy konverguji
gradientni metody rychleji s predpodminénim, dalsi kapitolu jsme vénovali prave
predpodminéni vybranych metod.

V posledni kapitole jsme se dostali k numerickym experimentiim, porovnavali jsme
vybrané gradientni metody na malych maticich, pro prvni dlohu se jednalo o
dvoudimenzionalni, dobfe podminénou matici, abychom mohli sledovat na vrstevnicich dané
funkce vyvoj jednotlivych iteraci. Pro druhou tlohu jsme si vybrali Laplaceovu matici o
dimenzi n = 5, stale se jednalo o malou matici a také dobfe podminénou, avsak tato matice mé
také dalsi vlastnost a to, ze je ridka. Pro posledni tlohu jsme si ponechali Laplaceovu matici,
avsak jeji dimenzi jsme tentokrat zvolili n = 100, pficemz se zmeénila jeji podminénost a jednalo
se tak uz o Spatné podminénou matici, coz se vyrazné projevilo na rychlostech konvergenci.

Numerické experimenty nam potvrdily predpoklady konvergence vybranych metod.
Nejrychleji pro vsechny tlohy konvergovala metoda sdruzenych gradientti, nasledné to byla
metoda Barzilai-Borwein a metoda nejvétsiho spadu byla ve vSech pripadech nejpomalejsi,
dokonce pro Spatné podminénou tlohu nedokonvergovala. Déle se ndm povrdilo z experiment,
ze predpodminéni muze vyrazné urychlit konvergenci dané metody. Mtzeme z toho vyvodit, ze

z vybranych algoritmt byla nejefektivnéjsi metoda sdruzenych gradienta.
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7 Prilohy

Ptiloha na CD/DVD:

CG.m
PCG.m
BB.m
PBB.m

SD.m

PSD.m
compare.m
parameters.m

generatelL1.m

SSOR.m
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