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Resumen

El problema de Kirsch publicado en 1898, es utilizado como base para co-
rroborar la precision relativa de los métodos numéricos desarrollados en la
mecanica de solidos. Por esta razon se utiliza la solucion de este problema
para evaluar la precisiéon del método numérico Mfree con una funcién de
forma utilizando los puntos radiales de interpolacién, en el método numé-
rico libre de malla. El método de puntos radiales de interpolacién es una
técnica de interpolacién utilizada para construir funciones de forma con
nodos distribuidos localmente en una formulacién débil la cual permite
representar el problema como un sistema de ecuaciones. El tipo de funcio-
nes mas usuales son las funciones polinomiales o funciones de base radial
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Solucion del problema de Kirsch mediante elementos libres de malla, utilizando funciones

de interpolacién de base radial RPIM

MQ (RBF, radio basis functions), la cual fue utilizada por la estabilidad
que presenta al momento de solucionar el problema numéricamente. Pa-
ra hacer la comparacién se usé la soluciéon analitica dada por Kirsch y la
soluciéon numérica desarrollada en el presente trabajo, obtenido un error
del 0.00899 % lo que muestra que la técnica Mfree con bases radiales de
interpolaciéon M(Q son precisas y confiables al momento de ser utilizadas
como método numérico de analisis.

Palabras clave: Elementos Libres de Malla (Mfree); Método de Inter-

polacion de Puntos Radiales (RPIM); Funciones de Base Radial Multi-
cuadraticas (RBF).

Solving the Kirsch Problem with Mesh-free Ele-
ments Using Radial Base Interpolation Functions

Abstract

The problem of Kirsch published in 1898, is used as a basis for corrobora-
ting the relative precision of numerical methods developed in the mechanics
of solids. For this reason, the solution of this problem is used to evaluate
the accuracy of the Mfree numerical method with a function of form using
the radial points of interpolation, in the mesh-free numerical method. The
radial points of interpolation method (RPIM) is an interpolation technique
used to construct form functions with locally distributed nodes in a weak
formulation that allows the representation of the problem as a system of
equations. The most common type of functions are the polynomial func-
tions or MQ Radial Basis Functions (RBF), which was used for the stability
it presents at the moment of solving the problem numerically. The most
common type of functions are the polynomial functions or Radial Basis
Functions (RBF), which was used for the stability it presents at the mo-
ment of solving the problem numerically. To make the comparison we used
the analytical solution given by Kirsch nd the numerical solution developed
in the present work, obtained an error of 0.00899%, which shows that the
Mfree technique with radial bases of interpolation MQ are accurate and
reliable when used as a numerical method of analysis.

Key words: Mesh-free elements (Mfree); Radial Point Interpolation
Method (RPIM); Radio Basis Functions Multi-quadratics (RBF).

1 Introducciéon
La necesidad de resolver problemas mucho méas complejos en la actualidad

ha producido la biisqueda de nuevas herramientas numéricas que permitan
ser mas eficientes y féaciles de manejar. La técnica méas utilizada ha sido
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los elementos finitos o FEM siendo una de las técnicas méas consolidadas
y con mucha mas robustez, a pesar de esto esta técnica no deja de tener
inconvenientes, entre ellos encontramos la etapa de pre procesador, encar-
gado de genera una malla sobre el dominio de trabajo. Dependiendo del
problema y la geometria este debe hacerse con un mayor refinamiento lo
que se traduce en tiempo prudente de maquina sobre todo en estructuras
complejas, haciendo que la técnica numérica sea méas lenta en el proceso.

El desarrollo de los métodos MFree se remonta a mas de 30 anos donde
Slater en 1934 [1], Jones et al. en 1937 [2] y Lanczos en 1938 [3|, dieron
a conocer el método de puntos de colocacién. Entre los primeros métodos
MFree se encuentran el método de vortice, dados a conocer por Chorin en
1973 [ y Bernard en 1995 [5]. Asi como las diferencias finitas con redes
arbitrarias o llamadas (GFDM) mostradas por Giralut en 1974 [6] y Pavlin
et al. en 1975 [7], Vesey et al. en 1981 [§], Liszka et al. en 1977 [9] y
Krok et al. en 1989 [10] fueron una de las primeras técnicas libres de malla
implementadas.

Uno de los métodos més conocidos es llamado dindmica de particulas
(SPH), el cual fue utilizado para modelado de fendmenos astrofisicos como
son la explosiéon de estrellas y nubes de polvo, los cuales no tenfa limites
y sus fronteras se extendian a lo largo de afios luz. La mayoria de los
trabajos de investigacion anteriores sobre SPH se refleja en las primeras
publicaciones de Lucy en 1977 [I1] y Monaghan et al. en 1985 [12], luego
en 1992 sobre la misma linea de investigacion Gingold et al. [13] aplican
el método numeérico como herramienta de solucién a las ecuaciones que
modelan las explosiones de supernovas y estrellas. Desarrollos recientes
del método (SPH) con nuevas fundamentaciones se pueden encontrar en
articulos publicados por Liu en el afio 2003 [14].

En 1990, un grupo de métodos MFree han sido desarrollados en gran
medida, entre estos tenemos los denominados métodos de elementos difusos
(DEM) propuestos por Touzot en 1992 [15]. El método de Free Galerkin
(EFG) propuesto por Lu et al. en 1994 [16], el método de reproduccion
de particulas (RKMP) propuesto por Jun et al. [I7], el método de los
puntos de interpolacion propuestos por Liu et al. [I§], el método sin malla
de Petrov-Galerkin (MLPG) propuesto por Atluri et al. [19], el método
de nodos de frontera (BNM) expuestos por Mukherjee [20], el método de
interpolacion de puntos limites (BPIM) por Liu y Gu [21],[22], MeshFree
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fuertes y débiles (MWS) propuestos por Liu y Gu [23]. Donde las funciones
de aproximacion se construyen mediante un conjunto de nodos arbitrarios,
vy ningun elemento o conectividad de los nodos se hace necesario para la
aproximacion de dichas funciones.

A pesar de que han existido muchas técnicas libres de malla no fue hasta
hace dos décadas que este tipo de método se dio a conocer con mas fuerza,
realmente el primer método propuesto formalmente fue dado a conocer por
Lu et al. en 1994 [16] denominado Free Galerkin. Actualmente es uno de los
mayores exponentes y disefiador de su propia técnica. Liu [14] en el 2003
realiza una publicaciéon de todos sus trabajos realizados hasta el momento,
donde da a conocer la nueva técnica que consta de la no utilizaciéon de mallas
para el dominio de soporte. Esta se basa simplemente a una distribuciéon
aleatoria de puntos o nodos sobre el dominio y es aqui donde la técnica
empieza a ser acogida puesto que el tiempo invertido en la generaciéon de
mallas se convierte en tiempo utilizado para resolver el problema planteado.

Todas las técnicas deben solucionar de manera eficiente la expresion
, debido a que los problemas son traducidos a sistemas de ecuaciones
algebraicas la solucion se obtiene desarrollando la siguiente expresion:

Az =1b (1)

La solucién de la ecuacion depende de la buena escogencia del do-
minio de soporte como de los monomios de la base en la funcion RPIM. La
adicién de polinomios en la base del método MFree garantiza que siempre
la matriz A sea no singular, la aplicaciéon de una definicién tan sencilla
como el rango de una matriz permite definir si A es singular, lo que indica
intrinsecamente el aporte que generan los nodos en la funcion de forma.

2 La solucién analitica

El problema de Kirsch consiste en una placa infinita sometida a un esfuerzo
uniaxial T con un agujero centrado de radio a como lo muestra la Figura
[ para obtener la solucion a este problema se hace necesario recurrir a la
ecuacion diferencial general de la teoria de placas , [24].

Vip=0 (2)
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Figura 1: Placa con agujero y esfuerzo axial.

Para la solucién de este problema es posible considerar una parte del
plato debido a la simetria que se presenta con respecto al eje y, para em-
pezar con la solucién de este problema se deben establecer las siguientes
condiciones de frontera en cuanto a los esfuerzos [25].

or=T4=0, r=a (3)

or = § (1 +cos20 )
r—00{ o0g=F(1—cos20) (4)
org = §sin2f

Dada las anteriores condiciones se desarrollara la ecuacion diferencial
biarmoénica , cambiando ¢ = f(r)cos20 y reemplazando éste valor en la
ecuacién anteriormente descrita se tiene una ecuacién diferencial ordinaria,
para la determinacion de f(r) se tiene que:

<d2 L1 4) <d2f+1d2f_4f>cos29 = (5)

e e )\ e e
La soluciéon de f (r) = Cr™, por lo que resulta la siguiente ecuacion
para m.

(m—4) (m—2)m(m+2) =0 (6)

Las cuatro raices que satisfacen la ecuacion son:
mi=4; mo=2; mg=0; my= -2 (7)
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Por tanto la soluciéon para f(r) viene dada por:
— (4’ + By 0% 4D 8
fr)= (a4 Bt o+ (5)
La funcion ¢ queda reescrita como:
2 4 1
o= (Ar +Br*+C— + D> cos26 9)
r

Dada la ecuacion de esfuerzo en coordenadas polares descritas como:

109 1 82¢. B 0%¢
“ratEaE a2
106 10 0 (100)
r2 900  rordd or \r 00

UT’I"

Org =

(10)

Reemplazando @ en la ecuaciéon tenemos:

189  10% 6C 4D
UTT_;E_FEW__ 2A+T—4+T—2 cos20

2
oo = grf = <2A +12Br? + iff) cos20 (11)

0 (109 , 6C 2DV .
=5 (rae) = <2A—I—GBT tor 702) sin26

Al evaluar las condiciones de frontera es posible determinar el valor de
los coeficientes dando como resultado [25]:

g a4a a20

0. 0=-“7 p=" (12)

4 9
Sustituyendo estos valores en se tiene que:

o a? o 3a* 442
UTT:4<1_7‘2> +2(1+7A—72)COS20

| 16 Ingenieria y Ciencia



Fabio Realpe, Yasser Ochoa, Francisco Franco y Pedro Diaz

o a? o 3at
00 = 5 <1 + 7"2> 5 (1 + r4> cos26 (13)
o 3a* 24?2\ .
Or9 = —5 (1 — rT + 7’2> sin26

Organizando la relaciéon se obtiene la solucién de forma polar para
la obtencién de los esfuerzos generales del problema de Kirsch;

a’ (3 3a*
zx \T, V) = L ——5 | 5cos2 4 5084
Oz (1,6) 0‘( 2 <2COSH+COS 9>—|—2T4cos 9)
a® (1 3a*
Oyy (1,0) = —0 <r2 <2c0526 — cos4f > + 270400849 > (14)

2 1 3 4
Ozy (r,0) =—0o <z2 <2Sin29 + sin46 ) + 2;:4811140 >
3 Las funciones de interpolaciéon de bases radiales

Teniendo en cuenta la definicién de una funcién de interpolacion, la funcién
de interpolacién en funciéon de una base radial se puede escribir como:

u(z) = ZRi(x)ai (15)

La funcion de base radial R;(z) es la distancia que existe entre el punto
de interés x y un nodo x; dentro de un dominio de soporte.

=@ — 2 + (g — 1)? (16)
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Las RBF mas tipicas son:

Tabla 1: Funciones de Base Radial (RBF).

Funcién | Expresi6n | Parametro de forma
Multi-quadratics (MQ) | R; (x,v) =|a =0, q

(rf + (aCdC)Q)q
Gaussian (EXP) R; (z,y) = | ac

exp {ac ((Z)ﬂ

d. es una caracteristica del espaciamiento del dominio de soporte local
con respecto al punto de interés x.

Los parametros de forma en la Tabla [I| son valores determinados por
el comportamiento de la soluciéon. Aunque son un caso de estudio en la
actualidad, existen algunos parametros estandar dependiendo del enfoque
del problema, si esta relacionado con la mecéanica de sélidos o con fluidos,
estos parametros de forma son establecidos en trabajos realizados por Liu
[26], cuyos valores son mostrados en las Tablas [2]y [3| para cada una de las
funciones de forma.

Tabla 2: Parametros de la funcion radial MQ (., d., q), parametros del dominio
de soporte (@, d.).

Funcion ‘ Parametros

MQ Rl (.Z‘, y) q =
(r? + (acdc)2>

O 1.0

de 2.0

q 1.03

Qgp = Qgy 3.0

| 18 Ingenieria y Ciencia
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Tabla 3: Parametros de la funcion radial EXP («., d.,), pardmetros del dominio
de soporte (asy, d.).

Funcion ‘ Parametros
EXP R; (z,y) =
2
exp {—accli) }
Qe 1.0
d. 2.0
Qs = Qgy 3.0

Teniendo en cuenta estos parametros, las funciones de base radial puras,
como las presentadas en la Tabla[I] dentro de los elementos libres de malla,
no siempre cumplen con la reconstrucciéon exacta de un polinomio lineal,
teniendo como consecuencia la singularidad de la matriz de momentos,
debido a esto se hace necesario adicionar polinomios que permitan cumplir
con dicha condicién esencial para el método sin malla, sin necesidad de
producir efectos adversos sobre el desempeno de dicha funciéon de forma.
Estos polinomios adicionales son tomados del tridngulo de pascal y son
llamados polinomios base y tienen la capacidad de garantizar que dicha
matriz de momentos sea invertible. A parte de mejorar la estabilidad de
interpolacion al momento de obtener dicha matriz [27].

3.1 La funcién de forma RPIM

De acuerdo a Liu [26] la funcién de interpolacion RBF con polinomios
adicionales puede ser escrita como:

u(z)=> Ri(x)ai+ Y pj(@)bj=R" (x)a+p"(z)b (17)
i=0 Jj=1

Donde R; (x) es una funcién de base radial (RBF), n es el nimero de
RBFs, pj () es un monomio en el espacio coordenado 7 = [z,y], y m es el
namero de polinomio base utilizados, para un caso 2D si m = 3, p’ (x) =

p? (x,y) =1, x, y, cuando m = 0 la ecuacion

ing.cienc., vol. 13, no. 26, pp. julio-diciembre. 2017. 19|
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se convierte en una RBFs completamente pura. Los coeficientes a;
y bj son constantes que deben ser determinados dependiendo de la base es-
cogida en el dominio 3 (generalmente el valor de la base tiene un coeficiente

m = 3 para un problema bidimensional).

La ecuacion ([17]) debe satisfacer los n nodos alrededor del punto de
interés z, lo que implica que deben haber n ecuaciones lineales, una por
cada nodo, se puede por tanto expresar estas ecuaciones de forma matricial

Ccomao:

Us = Roa + Ppb
Donde el vector de valores Uy de desplazamiento es:

Us = {U1UQ e un}T

La matriz de momentos RBFs es:

Ry (r1) Ri(r) Ry, (r1)
R Ry (ra) Ra(r2) Ry, (r2)
0=
Ry (rn) Ra(rn) ... Rp(rn) (nxm)
La matriz de momentos polinomial.
i 1 1 .. 1 i
I ) c. Tn
Pl = v Y20 - Un
L DPm (Xl) DPm (X2)  Pm (Xn) ] (an)

El vector de coeficientes para RBFs es:

al = {a1az2...a,}

El vector de coeficientes para los polinomios es:

bl = {biby...b,}

(20)

(22)

(23)

|2O Ingenieria y Ciencia
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Por otro lado 7, en R; (ry) esta definido como

re =\ @r — 20+ (g — ) (24)

Debido a que existen m + n variables en la ecuacion (18]). La adicion
de m ecuaciones solo puede ser adicionada si se tiene en cuenta la siguiente
consideracion:

n
ij(xz)az :P’rz;a:()v j:172a"'7m (25)
i=1

Al combinar las ecuaciones (|18]) y (25)) tenemos como resultado la ex-
presion matricial:

7 _ US _ RO Pm a _
e e A S L ST
Donde
| Ry Pn
ol m ] 0
ag = {a1a2 . anblbg e bn} (28)
Us = {uquz ... u,00...0} (29)

Debido a que la matriz Ry es simétrica, la matriz G debe ser también
simétrica, solucionando (26)) tenemos:

%Z{Z}=G1@ (30)

Reescribiendo
wlX) = B (O A+ ! ()0 = (RT7 0H 4} )

ing.cienc., vol. 13, no. 26, pp. julio-diciembre. 2017. 21|
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Reemplazando en

u(X) = {RT(X)p" (X)} G™'U, = T (X)U;, (32)

Donde la funcién de forma RPIM puede ser expresada como

&7 (X) = (R (X)p" (x)} 6!
:{¢1 (X)¢2 (X>¢n (X)¢n—1 (X)¢n+m(X)} (33)

Finalmente la funcion de forma correspondiente al espaciamiento nodal
es el vector ®7(X) que esta definido como:

7 (X) = {41 (X) 62 (X) ... du(X)} (34)
La ecuacion puede ser finalmente reescrita como:
w(X) =" (X)Us = diws (35)
i=1

RPIM tiene la propiedad de particién unitaria la cual es demostrada
por Gr. Liu [14], por tanto

Y gi=1 (36)
=1

Esta representacion sera utilizada como funcién de forma dentro de la
discretizacion de la formulacién variacional.

4 La Formulacién
Al considerar un problema de elasticidad lineal en un espacio R?, se encuen-

tra definido un dominio €2 con condiciones de frontera I' cuyas ecuaciones
se encuentran descritas como,

Ecuacion de equilibrio: Lo +b=0 en (37)
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Condiciones de frontera naturales: cn =¢ en (38)

Condiciones de frontera esenciales: u =u (39)

Donde:

L: operador diferencial.

b: vector de esfuerzo externo al cuerpo.
0 ={0gz Oyy Tay}: Vector de esfuerzos.
u? = {u v}: Vector de desplazamientos.

Traccion en las condiciones de frontera naturales.

Sal

u: Desplazamiento en las condiciones de frontera esenciales.
n: vector unitario normal a la condicién de frontera natural.

La forma variacional estandar para la ecuacion ([37)) es planteada de la
siguiente manera:

/ (Léu)” (DLu) dQ — / suldQ— [ suTtdr=0 (40)
Q Q T

La ecuacion estd definida para un problema de dominio global €2,
donde D es la matriz de constantes del material (D esfuerzo o deformacion
plana). El primer término de la expresion es el trabajo virtual dado por el
esfuerzo interno en el dominio €2, el segundo término es el trabajo virtual
por las fuerzas externas en 2 y el tercer término corresponde al trabajo
virtual hecho por la traccién externa en la frontera I';.

Por otro lado, la aproximacion de los desplazamientos sobre cualquier
punto de interés, usando un conjunto de nodos en un subdominio de soporte
local con respecto a un punto es:

Uy
U1
h u ¢1 0 ¢n 0 .
Hea) _{ v }_ { 0 61 . 0 ¢n)) P (7 emwtewn (4D
Unp
U

ing.cienc., vol. 13, no. 26, pp. julio-diciembre. 2017.
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La cual puede reescribirse como (42)) como el aporte de cada subdominio
local.

n

Z{ 0 ¢ H o } Z‘I’IW (42)

1

Donde ®; es la matriz de funciones de forma RPIM del nodo I mediante
las funciones radiales de interpolacion, y uy es el desplazamiento nodal del
nodo I.

En la ecuacion , u” es la aproximacion de los desplazamientos de un
punto de interés, el cual es un punto de evaluacién dentro de la cuadratura
(Cuadratura de Gauss).

Teniendo en cuenta que la formulacion débil parte del principio del
trabajo virtual dada por la expresion , de la expresion , el despla-
zamiento virtual se obtiene al multiplicar la expresién por 9.

du Ulrgry = P(222n)0U(2na1) = Z‘I)I(SUI (43)

Es preciso calcular la deformaciéon en funcién de los desplazamientos
para esto se tiene que:

€(321) = Lu" = L(3x2)‘1)(2zzn)u(2m1)

Ul
0
= 0 U1
oz
_ |9 2 o1 0 ... ¢, O ) _
O 0 6 ... 0 o B322)U(2nz1)  (44)
Jy Oz Un
Un
Expresado como:
n
E3o1) = Y Brur (45)
I

Donde B es la y By es la matriz de deformacién de nodo 1.

|24 Ingenieria y Ciencia
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De la misma manera,

n

h
Lu™ = L(342) P (2220) 0U(2n21) = B(322)0U(2na1) = Z (B1) (322) (WD) 2021
I

(46)
Ahora se obtiene el vector de esfuerzos usando las ecuaciones consti-
tutivas en un punto del dominio 2. La ecuacién debe satisfacer los n
nodos al rededor del punto de interés z, lo que implica que deben haber n
ecuaciones lineales, una por cada nodo, podemos por tanto expresar estas

ecuaciones de forma matricial.

n

0 = De = D(3.3)B3a2n)t@ne1) = Z D (3.:3) (B1) (302) (W) (2n1) (47)
T

Sustituyendo y dentro del primer término de , la expresion
queda descrita como:

n T n
/Q(L(SU)T (DLu) alQ:/Q <ZI:B[5UI> (;DBJUJ> dQ
= / zn:zn:(su? [B] DB;] usdQ (48)
QT

Reescribiendo la ecuacion (48)):

N N

T _ uT T U
/Q (Low)" (DLu) dQ_El:EJ:é 1 < /Q Bl DBJdQ> J (49)
Sea
Kjj= /Q (BT)4,3D323(B) 3,042 (50)
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K7 ; es llamada matriz de rigidez, donde I y J corresponde al punto
de integracion de la cuadratura del dominio de soporte, la ecuacion (48]
puede reescribirse como:

/Q (Low)” (DLu)d0=3" 3" 6uF K7 yu (51)

I J

Finalmente (49) pude escribirse como la ecuacion la cual debe
satisfacer los n nodos al rededor del punto de interés x, lo que implica que
deben haber n ecuaciones lineales, una por cada nodo, podemos por tanto
expresar estas ecuaciones de forma matricial.

/ (Léu)" (DLu) dQ=6UTKU (52)
Q

Para el segundo término de la ecuacién , podemos reemplazar (42]).

/ sulbdQ= / 8 (®rup)’ bdQ (53)
Q Q
N
/ SuTbd=" " buf / 3Thd0 (54)
Q T Q
Donde
Fi= / dTbdQ (55)
Q

FZI’ es el vector de fuerza del campo del nodo I, y b vector de fuerza de
cuerpo del nodo I, la ecuacion (53)) puede reescribirse.

N N
> duf / OTbdQ=> " ou] F} (56)
7 Q I
N
> oup / dTbdQ=6UTF® (57)
T Q
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Donde F? el vector de fuerza de cuerpo global, UT vector de desplaza-
mientos global.

Para el tercer y tltimo término el procedimiento es exactamente igual.
Con la excepcion que las fuerzas de cuerpo son reemplazadas por el vector
de traccion y el dominio de integraciéon se hacen sobre la frontera, de esta
manera la expresion obtenida es:

Su'tdl = duf / oT1ar (58)
Ft I Ft

N
/ suTtdl = 5UT ) / ®TFdr (59)
Ft I l—‘t

suTtdr = sUTF) (60)
Iy

th) el vector de traccion de I-ésimo nodo. De forma general

suTtdl = sUTF® (61)
Iy

Donde F® es el vector de traccion global.

Ya obtenidas las ecuaciones discretas se reescribe la ecuacion (40]) en

funcion de las ecuaciones , y .
SUTKU — 6UTF® — suTF" — (62)
Factorizando,
suT [KU ~F-F®| =0 (63)
La ecuacién puede ser satisfecha, ya que 6U” es arbitrario.

KU -F° —F(® = (64)

O reescrita como:
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Reemplazando F? + F®) por F, tenemos que:

KU =F* + F(*)

KU=F

(65)

(66)

La ecuacién es la representacion discreta del sistema de ecuaciones
para RPIM Mfree de [13], llamada como formulacion débil para la solucion

del problema de Kirsch.

5 Resultados

Antes de desarrollar el problema de Kirsch mediante métodos numéricos
mencionados, obtendremos el comportamiento de la solucién analitica del
problema mediante las ecuaciones planteadas, dichas graficas y resultados
seran tomados como referencia para hacer la comparaciéon de la solucion

numérica del problema.

Se parte por establecer los pardmetros de entrada a nuestro problema
(Tablafd) y las condiciones de frontera dadas por (3).

Tabla 4: Parametros de la viga en unidades SI.

Parametros Nomenclatura ‘ Valor
Tension P 1000 Pa
Mbdulo de Young E 1000 Pa
Coeficiente de Poi- | v 0.3

sson

Alto de placa D 5 m
Largo de placa L 5 m
Espesor Es 1 unitario
Radio r 1m

Los esfuerzos ogz, 04y ¥ 0yy calculados con las expresiones (|14]) y los
parametros de entrada de la Tabla [ se muestran en la Figura

128
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Esfuerzo XX Esfuerzo XY

45 45

35 35

> 25 > 25
2 2
15 15
1 1
05 05
Esfuerzo YY
45 0.4
4 0.2
35
3 o
> 25 0.2
2 L0.4
15
0.6
1
05 ‘ -0.8
0 1 2 3 4 5
X
() oyy

Figura 2: Solucion analitica de los esfuerzos.

Los valores numéricos obtenidos por la solucién analitica del problema y
representados en la Figura[2] seran tomados como referencia de la precision
del método numérico implementado.

Ahora se debe definir los parametros de entrada correspondientes al
método numérico RPIM, estos parametros se consignan a en la Tabla [f
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Tabla 5: Parametros de entrada.

Parametros Nomenclatura Valor
Radio de la circunfe- | r¢ 1m
rencia

Parametros del domi- | «g, 3.0
nio de soporte

Namero de mnodos | Puntos 99
Mfree

Namero de puntos | numceld 99
para establecer las

celdas de Gauss

Funcién de interpola- | RPIM MQ
cién

Base del polinomio mbasis 3
Enforzamiento de las | Enforcing Penalty — 100x10°
condiciones de fronte-

ra

Coordenada Y

O 99 Nodos de Celda
® 99 Nodos de Mfree

1280 Puntos de Gauss

 J

ee 0ce o o 00 o
geow s cw

Coordenada X

Figura 3: Malla.

IS
o+
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A partir de esta informacién se determina la nube de puntos MFree
sobre el dominio, para este analisis tomaremos una distribucién radial de
forma regular.

Tomando la referencia de la Tabla [ la malla resultante se muestra en
la Figura

Al aplicar el algoritmo RPIM con la funcién de forma M@ sobre la malla

de la Figura |3] las soluciones de los esfuerzos obtenidos son mostrados en
la Figura [4

Esfuerzo ¥X

Esfuerzo XY

| .
4 0
35 0.1

3
‘ H0.2
> 25
2 0.3
15 0.4
1 ~ ‘
0.5
05
0.6
0 1 2 3 4 5
X

(a) Ozx
Esfuerzo YY

45 -
4
35 il
3
0.2
> 25 J
2 0.4
15
; N o
A B
5

o 1 2 3 4
X

(c) oyy

Figura 4: Soluciéon numérica de los esfuerzos mediante RPIM (MQ), 99 nodos
de campo.

Se observa que visualmente las figuras de contorno mostradas en [4]

son muy similares a las figuras de la solucién analitica presentadas por la

ing.cienc., vol. 13, no. 26, pp. , julio-diciembre. 2017.
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Figura[2] esto muestra una mejora en la apreciacion visual del problema sin
embargo no se muestra qué tan preciso es el método numérico aplicado al
problema de Kirsch, si no que se necesita un valor cuantitativo que indique
dicha desviacion. Se toma el punto medio como punto de evaluacién a un
angulo de § = 45 como referencia puntual.

el —=— Esfuerzo XX (Analitica 45°) 064 — -
: —e— Esfuerzo XX (Numérica 45°) —=—Esfuerzo YY (A”a“t,"?a 45°%)
0,5 —e— Esfuerzo YY (Numérica 45°)
1,1
0,4 -
> 1,0 . -
x >
7] w» 03
£ 09+ o
©
£ E 02
2 084 S
73 @ 0,1
g 07 g
o o]
2 2 004
i 06+ &
-0,14
0,5
-0,24
0'4 T T T T T T T 1 T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Radio (m) Radio (m)
(a) Oxx (b) Uwy

—a— Esfuerzo XY (Analitica 45°)
—e— Esfuerzo XY (Numérica 45°)

0,0+

20,14

-0,2

-0,3

-0,4

-0,5

Analitico (Normales)Esfuerzos Normales XY

Radio (m)
() oyy

Figura 5: Comparacion de los esfuerzos analiticos y numeéricos RPIM (M@Q), 99
nodos de campo.

Los esfuerzos obtenidos por el método RPIM (M@Q) mostrados en la
Figura [f] indican una excelente aproximacion a la solucion analitica del
problema, las figuras de contorno (Figura del método numérico es similar
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a la solucién real, sin embargo, quien define la precisiéon de la funcién de
interpolacién utilizada es la mediciéon del error.

El error y el error relativo mostrado en la Tabla[fles muy bajo en funcion
del principio de minima energia, dicha relacién permite determinar que el
método numérico es muy preciso en la interpolaciéon de la solucién, por
tanto, la propagacién del error sobre los puntos de interés deben disminuir,

los errores relativos graficados en funcién del radio son indicados por la
Figura [6]

Tabla 6: Calculo del principio de minima energia, error relativo y Error relativo
normal, para la funcion M@ de RPIM.

Funcién Error Error relativo | Error relativo
normal
RPIM (MQ Pe- | ||E|| = | n=20,2619 Nn = 0,12836
nalty) 0,00899
0,020 -
1 —=— Error Relativo 90°
00184 | e Error Relativo 45°
] | R
0.016 4 || —&— Error Relativo 0
0014 o
\
o 0,012 4 »
= I
© 0,010+
(7] ) |I
T 0,008 4
g 1 11
w 0006 ||
jr.
0,004 o N S __:._ -
00024 | A a4 A
| xf R = - .
0,000 - —e *«——=o
T e T ot T B T Lt T & T Lt T e 1
1 2 3 4 5 6 7 8
Radio (m)

Figura 6: Error relativo.

Como se observa en la Figura[f] el error en funcién del radio disminuye
tendiendo a cero lo que indica que el método numérico se acerca de manera
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precisa a la solucién analitica del problema al evaluar el error en diferentes
angulos mostrando una alta confiabilidad en el método numérico como
metodologia para el desarrollo simulaciones mecanicas.

6 Conclusiones

La ventaja en el calculo de las funciones de forma de los elementos libres
de malla (Mfree) con respecto a la técnica FEM sin duda es uno de los méas
grandes avances dentro de las técnicas de calculo numérico, ya que MFree
no depende del desarrollo de un mallado estructurado con el propésito
de obtener las conectividades de los elementos, si no que permite colocar
puntos aleatorios para la obtencién de la funciéon de forma. Una de las
grandes ventajas del método numérico es la no utilizaciéon de mallas sobre
el dominio, en cambio se deben utilizar nodos distribuidos sobre el dominio,
disminuyendo el tiempo de pre-procesamiento, lo Gnico que debe tener en
cuenta es la cantidad de nodos y el distanciamiento nodal sobre el dominio
de interpolacion.

Cabe resaltar la utilizacion de los polinomios base para garantizar la
invertibilidad de la matriz de momentos, si dicha base no es tomada ade-
cuadamente la matriz de momentos es no invertible por lo que el sistema
no tendria una solucién.

Los indicadores del error muestran la aproximacién cercana entre el
método numérico y analitico lo que permite mostrar que los MFree son una
muy buena técnica para la simulacién y solucién de muchos problemas no
solo en la mecanica de solidos si no en otras areas de ingenieria. Los erro-
res de redondeo y de aproximacién se hacen inherentes a las operaciones
realizadas, esta inestabilidad es apreciada cuando se hace una normaliza-
cién del dominio lo cual influye sobre todo en el calculo de las matrices de
momentos y de su inversa.

La velocidad del método numérico RPIM en la etapa del procesador
depende de la cantidad de operaciones que la funcién radial debe hacer
para calcular la funcién de forma por cada subdominio correspondiente a
cada punto de evaluacion.

Aunque el método es llamado libre de malla se debe considerar la dis-
tancia en la distribuciéon nodal de los nodos de campo, esta distancia es
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fundamental en la solucién ya que al no considerar esta restricciéon el mé-
todo numérico tiene un mal comportamiento en la solucién del problema.

El método numérico no esté tan formalizado como sus antecesores FEM,
CFD y DF por lo que se hace necesario seguir trabajando sobre la for-
mulacion del método sobre el forzamiento de las condiciones de frontera
naturales y las esenciales.
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