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Abstract

In this work we are going to study the property of the Pythagorean ho-
dographs in curves with different degrees of freedom. First, we are going to
see fundamental aspects of curves with this property. Then we are going to
study in detail the cubic curves and finally we are goint to see, in less detail,
this property in higher order curves.






Resumen

En este trabajo estudiaremos la propiedad de hododgrafo pitagérico en
curvas con distintos grados de libertad. Primero, veremos los aspectos fun-
damentales de las curvas con esta propiedad. Luego, estudiaremos con detalle
las curvas cibicas y finalmente, con menos detalle, veremos la propiedad del
hodografo en curvas de grado superior.
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Introduccion

Las curvas de Bézier, concepto fundamental para esta memoria, fueron
desarrolladas por primera vez por Paul De Casteljau en 1959, usando el
algoritmo que lleva su nombre. Sin embargo, fue Pierre Bézier quien las dié a
conocer 3 anos mas tarde, en 1962,de quien tomaron el nombre. Estas curvas
fueron un instrumento fundamental del sistema que se desarrollé para el
trazado de dibujos técnicos, en el diseno aerondutico y en el de automéviles.

Las biografias de estos matematicos siguieron lineas paralelas y muy
préximas.Pierre—Etienne Bézier nacié en Paris en 1910. Su padre era ingenie-
ro y su madre fue una persona muy interesada en la criptografia y el analisis
combinatorio. Se gradud en ingenieria mecanica en la Escuela Nacional Supe-
rior de Artes y Oficios y un ano después en ingenieria eléctrica en la Escuela
Superior de Electricidad y se doctora en Matematicas por la Universidad de
Paris en 1977. Entré en la casa Renault en 1933 donde hasta el 1975 ocupd
el puesto de director de métodos matematicos. También trabajé de profesor
de ingenieria de produccién desde 1968 hasta 1979 en la Escuela Nacional
de Artes y Oficios. Con la apariciéon de los primeros ordenadores hizo uso de
la informatica para el diseno de carroceria. Asi en 1968 presenté un proto-
tipo del sistema Unisurf que fue uno de los pioneros en sistemas de diseno
geométrico asistido por ordenador. Esta modelizaciéon matematica se apoya
en las curvas que llevan su nombre y que protagonizan su tesis de Doctorado
en Matematicas. Finalmente, fallecié en 1999 siendo enterrado en Gallardon,
Francia. Paul De Casteljau nacié en 1930 en Besanon, Francia. Estudié Fisica
y Matematicas y trabajo para la casa Citroén, donde en 1959 desarrollé un
algoritmo conocido actualmente como algoritmo de De Casteljau con el que
se puede evaluar calculos en una cierta familia de curvas polinémicas. El al-
goritmo de De Casteljau es todavia ampliamente usado, aunque con algunas
modificaciones, ya que es el método mas robusto y numéricamente estable
para evaluar polinomios. Finalmente, murié en 1999.



10 INTRODUCCION

Este trabajo esta dividido en dos capitulos. El primero comienza introdu-
ciendo algunos conceptos previos que consideramos necesarios para la com-
prension del mismo y de los que haremos uso a lo largo de la memoria.
Expondremos la definiciéon de curvas de Bézier y sus propiedades, centrando-
nos en las curvas racionales. También daremos la definicién de la resultante y
veremos la elevacion del grado de curvas polinémicas y racionales de Bézier.

En el segundo capitulo presentaremos y desarrollaremos el articulo escrito
por R. T. Faouki y T. Sakkalis sobre las curvas con hodégrafo pitagérico en
términos de curvas de Bézier, [8]. Se estudiardn los aspectos fundamentales
de curvas con esta propiedad y se veran propiedades en diversas aplicaciones.

A lo largo de esta memoria apareceran numerosas imagenes elaboradas
con los programas Geogebra y Maple6.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran conceptos que serviran de base para la
comprension de esta memoria. Enunciaremos las propiedades mas relevantes
de los polinomios de Bernstein y curvas de Bézier, asi como también defini-
remos las curvas de Bézier racionales, [5] y [4].

1.1. Conceptos previos

Comenzaremos definiendo los conceptos de polinomios de Bernstein y
curvas de Bézier.

Definicién 1.1.1 (Polinomios de Bernstein) Fijadon € N, existen n+1
polinomios de Bernstein de grado n:
n

s = (7)ea -0, o<isn,

definidos generalmente para ¢t € [0, 1].
Una de las propiedades destacables de los polinomios de Bernstein es:

zn:B;‘(t) = 1. (1.1.1)

Ademas estos polinomios forman una base del espacio vectorial de los poli-
nomios de grado n con coeficientes reales.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.2 (Curva de Bézier) Llamamos curva de Bézier simple o
de un tramo a la curva en forma paramétrica donde cada coordenada es
expresada como combinacién lineal de la base de Bernstein:

r(t) = ia Brt),  telo1], (1.1.2)

con P; = (z;,y;) si es una curva en R? 6 P; = (z;,y;,2;) si es una curva en
R3. Los coeficientes P; se denominan puntos de control de la curva de Bézier
y la poligonal que forman estos puntos se conoce como poligono de control
de la curva de Bézier.

Estas curvas cumplen algunas propiedades a tener en cuenta, como que
la curva estd contenida en la envolvente convexa del poligono de control,
es invariante bajo transformaciones afines, puede reparametrizarse mediante
una transformacién afin del intervalo, es simétrica, es decir, si invertimos el
poligono de control la grafica de la curva es la misma sélo que recorrida en
sentido inverso, interpola los puntos de control extremos siendo r(0) = F,
r(1) = P, y es tangente al poligono de control en sus extremos, de modo
que 7'(0) = n(P, — Fy), r'(1) = n(P, — P,—1). Otras propiedades son la
relacion que mantienen estas formas bésicas con sus integrales definidas y
sus derivadas:

/O Br(€) de = % 'Z B(t), (1.1.3)

j=k+1
parak=0,....,n—1
n—1
r'(t) =Y nAPByT\(t), (1.1.4)
k=0

donde AP, = P,y — P, parak=0,...,n— 1.

Ejemplo 1.1.3 Curva de Bézier de 3° y 5° grado:

r(t) = (1—1)3P +3t(1 —t)2P, + 3t3(1 — t) P, + t* P, t €10,1].
r(t) = (1 —1t)5Py+ 5t(1 — t)*P, + 1062(1 — t)3 P, + 1063(1 — t)2P;
+5t4(1 — )Py + t° P, t € [0,1].
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Definicién 1.1.4 (Reparametrizaciéon de una curva de Bézier) Aunque
las curvas de Bézier r(t) estan definidas para ¢ € [0, 1], es posible reparame-
trizarlas para que su intervalo de definicién sea cualquier [a,b] mediante un

. . , sS—a
cambio de variable afin t = :

b—a

7(s) = ngB,Z (H) , s€labl.

Definicién 1.1.5 (Curva compuesta) Sean ri(u) con u € [ug, u1] y r2(u)
con u € [uy, us] dos curvas de Bézier simples. Se defi
ne la curva de Bézier compuesta r(u) parametrizada por u € [ug, us] como

r(u) = { ri(u), u € [ug, ]

ro(u), u € [uq,us)

Se verifica que:

» 7(u) es de clase C° en [ug, us] si se verifica 71(u1) = ro(uy).

= r(u) es de clase C' en [ug, us] si ademds se tiene r}(u;) = rh(uy).

= r(u) es de clase C? en [ug, us] si ademds se cumple 7 (uy) = rf(uy).

Hay ocasiones en que las curvas de Bézier de grado m no poseen la su-
ficiente flexibilidad para modelar la forma deseada. Una forma de proceder
en esta situacién es aumentar la flexibilidad del poligono anadiéndole otro
punto de control. Como primer paso, se podria querer agregar otro punto de
control pero sin modificar la forma de la curva; esto equivale a elevar el grado
de la curva de Bézier en una unidad. Si r(t) = 377 P;B}(t) es una curva
de Bézier de grado n y la queremos expresar como una curva de Bézier de
gradon+1, r(t) = Z?i& Q; B (t), entonces la relacién que existe entre los
puntos de control P; y los @); es:

J J
=1—-—— P+ ——P;_ 1.1.5

@i ( n+1> A R (1.1.5)
donde 7 =0,...,n+ 1.

Veamos como hemos llegado a esa relacion. Partimos de la ecuacion:

n+1

z:Pj (?)tj(l —) = Z:;Qj (n ;r 1) #(1 — )i,
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Multiplicando la parte izquierda de la ecuacién por t 4+ (1 — t) tenemos:

n n+1
‘ o ‘ 1\ . .
P (n) O A (A E DI (n ; )Wl e,
=0\ =0 J

Comparando los coeficientes de ambas ecuaciones obtenemos,

17)-5) ()"

lo que nos lleva a la ecuacién (1.1.5).

En el trabajo daremos algunos ejemplos de curvas paralelas a otras, por
lo que pasaremos a definirlas.

Definicién 1.1.6 (Curva paralela o curva offset) Seaunacurvaa : [a,b] —
R? ¢ — «(t). Llamamos curva paralela de @ a una distancia d, a la curva (3
definida como sigue:

B: [a,b] — R2
t — Bt) = alt) + dny(t),

donde n,(t) es el vector normal unitario de v en el punto a(t).

También utilizaremos el siguiente lema que nos ayudara a encontrar una
solucién de un sistema de ecuaciones polinomiales:

Definicién 1.1.7 Sean f = a,, 2™+ -+ ag, g = bpx™ + - - -+ by con a,, # 0
y b, # 0 dos polinomios en R[z|. La resultante de f y g estd definida como:

ay - a; ap 0 0 - 0
0 a, --- a ag 0O -+ 0
. 0 N 0 Ay, Q1 QAm_o -+ G
Res,(f,g) = det by - by b by 0 ... 0 (1.1.6)
0 b, --- by b by --- 0
L0 0 0 by b bo
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Lema 1.1.8 Sean f = apa™ + -+ ag, g = bya™ + - -+ + by dos polinomios
de grados exactamente m, n > 1, es decir, a,, # 0 y b, # 0 en Rz]. La
resultante de f y g, Res,(f,g), da una condicion necesaria y suficiente sobre
los coeficientes de f y g que determina cuando los dos polinomios comparten
un factor irreducible o una raiz. En cuyo caso, esa raiz serd solucion del
sistema de ecuaciones polinomiales formado por {f = 0,9 = 0}, [3].

Teniendo en cuenta que las curvas de Bézier racionales van a aparecer
al final de esta memoria, pasamos a describirlas y daremos algunas propie-
dades. Ademas veremos como para n = 2 ayudan a la parametrizacion de
arcos de circunferencia, al contrario de las curvas de Bézier simples, que sélo
representan arcos de parabolas.

Definicién 1.1.9 (Curva de Bézier racional) Se define una curva de Bézier
racional de grado n como

B woPo By (t) + -+ - + wn P, B (1)

, te|0,1],
S0 BI(0) + F wa B 0,1]

h(t)

donde los w; € R son los pesos y los P; € R? 6 R3 son los puntos de control,
que forman el poligono de control.

Para una mejor interpretacion de esta definicién veamos que las curvas de
Bézier racionales en el plano afin son una proyeccién de una curva de Bézier
simple en el espacio proyectivo.

Consideremos una curva polindmica, h(t) = (ho(t), h1(t), ha(t)),t € [0, 1],
en R? y que no pase por el origen. Sabemos que la podemos ver como repre-
sentante de una curva en el plano proyectivo, que se proyecta sobre el plano
afin con una parametrizacion h(t) = (hy(t)/ho(t), ha(t)/ho(t)). Asi pues, a
partir de una curva paramétrica polinémica en el espacio, hemos obtenido
una parametrizacion racional de la misma en el plano. Obviamente, los polos
de la parametrizacion, es decir, los valores de t para los cuales el denominador
ho(t) se anula, aunque son puntos legitimos del plano proyectivo, correspon-
den a puntos del infinito, fuera del plano afin.

Haciendo uso de los polinomios de Bernstein, en R?® podemos representar
una curva de grado n por medio de un poligono de control P; € R?

h(t) = iP,-B{‘(t), telo1],
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y luego proyectar sobre el plano afin. Sin embargo, esta manera de proceder
no nos proporciona intuicién sobre la curva plana, ya que los puntos de control
del poligono estan en el espacio.

Por ello, descompondremos, en su lugar, las coordenadas de los vértices en
dos partes, P; = (w;,w; P;), donde w; es la primera componente del vértice i-
ésimo y w; P; son las restantes. A primera vista, esta forma de proceder rompe
la simetria de la expresién, pero es practica, ya que P; € R? es precisamente
la proyeccion de P; sobre el plano afin.

Por tanto, estamos describiendo las curvas racionales por medio de un
poligono de control {F, ..., P,}, al modo de las curvas polinémicas, y unos
pardmetros adicionales, {wy, . . . ,w, }, que denominaremos pesos. La parame-
trizacion de la curva vendra dada por

h(t) = <iwiBf(t),iwiPiBf(t)> eR® tel0,1],

> iowili By (1)
DimowiB (1)
lo que muestra claramente que los pesos son los parametros que controlan el

denominador de la parametrizacion racional.
Si todos los pesos son iguales, w = w;, ¢ = 0,...,n, el denominador

desaparece pues
» wBl(t)=w) Blt)=w
i=0 i=0

y recuperamos una curva polinomica

h(t) = cR?* t€l0,1] (1.1.7)

W) = 3" PBI),

de poligono de control {Fy, ..., P,}.

En la préctica, todos los pesos w; se toman positivos. Su interpretacion
es bastante sencilla. Basta observar que, si en la expresién (1.1.7) hacemos
crecer uno de los pesos, wy, dejando fijos el resto,

rowi PBIt
lim h(t) = lim =0 @B B0
Wg—00 WE—00 Zi:owian(t>

= Py,
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lo que muestra que la curva tiende a acercarse al vértice P, correspondiente.
Este efecto se puede emplear para incrementar la tension de la curva. Sin em-
bargo, este hecho no sirve para acercar indiscriminadamente la curva a todos
los vértices del poligono, ya que es obvio que, si multiplicamos todos los pesos
por un mismo numero A, la cancelacion entre numerador y denominador en
(1.1.7) deja la curva invariable. Es decir, para un mismo poligono de control
{Po,...,P,}, los juegos de pesos {wy, ..., wn}, {Awo, ..., Aw,} corresponden
a una misma parametrizacion y, por tanto, a una misma curva racional. Este
ultimo hecho se puede utilizar para normalizar los pesos, por ejemplo, de
modo que el primer peso valga la unidad. Basta escoger A = 1/wy.

En todo lo anterior, estamos dando por sentado que cualquier punto del
plano proyectivo tiene su equivalente en el afin, lo cual, como sabemos, no
es cierto, ya que podria corresponder a un punto del infinito. ;Qué sucede si
uno de los vértices P; es un punto del infinito?

Esta claro que en este caso no tiene sentido hablar del peso w;, ya que
la primera componente del vértice va a ser nula, P; = (0, P;). En cualquier
caso, sabemos que su imagen en el afin es un vector, no un punto, por lo que
lo denominaremos vector de control. Haciendo esta distincién entre puntos y
vectores de control, la expresion de una curva racional queda asi:

Zpuntos wlP Bn( ) + Z:)Lectores ID@B? (t)
Zpuntos sz n( ) 7

h(t) = (1.1.8)

que, para que tenga sentido, debera tener al menos un vértice que sea punto
de control. De lo contrario el denominador se anularia y tendriamos una curva
vectorial, en el infinito del afin.

Propiedades de las curvas racionales

Muchas de las propiedades de las curvas de Bézier se trasladan a las
curvas racionales de manera inmediata, incluso de manera manifiestamente
mejorada.

Para comenzar, seguimos empleando combinaciones baricéntricas de los
vértices del poligono de control, ya que, sumando los coeficientes de cada P;
obtenemos la unidad:

sz ow]B% )
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Esto implica que las propiedades que se derivaban de este hecho para
las curvas de Bézier, tales como que la curva esta contenida en la envolvente
convexa del poligono de control o que sea invariante bajo transformaciones
afines, se siguen manteniendo.

Otras propiedades, como que la curva interpole los vértices extremos
Py, P, o ser simétrica, se cumplen también. Por ejemplo, lo comprobamos
para el origen de la curva,

h(O) o Z?:O wZPZan(O) o wOPO - P
COYLowBi o) w
y del mismo modo k(1) = P,.

Para una curva racional cuadratica normalizada, con wy = 1 = wq,w; =

w >0

Po(1 —t)* + 2wPit(1 —t) + Pyt?
(1 —1)2 4+ 2wt(1l —t) + t2

r(t) =

se tiene que:
7”/(0) == 2w(P1 — Po),

(1) = 2w(P, — )

con lo cual la tangente de la curva para t = 0 tiene la direccién del segmento
que une Fy con P; y la tangente para t = 1, la direccién del segmento que
une P; con P.

Arcos de circunferencia

Frente a las parametrizaciones polinémicas, que para n = 2 sélo permi-
ten representar arcos de parabola, las parametrizaciones racionales descri-
ben arcos de circunferencia. Fijémonos en la parametrizaciéon normalizada,
wop =1=wsy, w; =w, con w > 0, de una curva de Bézier racional de grado

dos:
) = (1 —1)2P) + 2wt(1 —t) P, + t* P,
= T e (i )+ 2
Por simplificar cédlculos, tomemos el arco circular de radio 1 centrado
en el origen c(s) = (cos(s),sen(s)) con extremos ¢(0) = (1,0) y c(a) =
(cos a, sen «v). Queremos calcular Py, Py, P, y w tal que r(t) sea el arco de cir-
cunferencia ¢(s) entre los puntos (1,0) y (cosa,sen ). Imponiendo las con-
diciones de interpolacién tenemos que Py = r(0) = ¢(0) = (1,0), P, =r(1) =
c(a) = (cos o, sen o) y el vértice P, por simetria, serd (D cos(a/2), D sen(a/2)).

(1.1.9)
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Para estudiar las direcciones tangentes a la curva c(s) obtenemos su
derivada ¢/(s) = (—sen s, cos s). La tangente a la curva r(t) en Py = r(0) es
2w(P, — Py) y la derivada de la curva c(s) en cero es ¢/(0) = (0, 1), luego
2w(P1 - Po) H (O, ]_)

Por otro lado, la tangente en Py = r(1) es 2w(P, — P;) y la derivada de la
curva c(s) en aes ¢ () = (—sen a, cos ), luego 2w(Po—Py) || (— sen o, cos ).
Teniendo en cuenta que P, = (D cos(a/2), D sen(a/2)) obtenemos que

20(Py — Py) = 2w <D cos% — 1, Dsen %) Il (0,1),
por lo que llegamos a que
w (DCOS% — 1) =0

y como tenemos que w > 0 se tiene que D = 1/cos(a/2), con lo cual,
P, = (1,tan(a/2)).

Para obtener ahora el valor del peso w partimos de que Py = (1,0), P, =
(1,tan(/2)) y Py = (cos a, sen o). Sea la reparametrizacion del arco circular

c(s):

c(t) = (cos(tar),sen(te)), 0<t<1,

por lo que

c(1/2) = <cos%,sen %) :

Sustituyendo t = 1/2 en (1.1.9) tenemos que

(1/4)Py + 2w(1/4) Py + (1/4) Py Py+2wP + P,
(1/4) +2w(1/4) + (1/4) 2+ 2w

r(1/2) =

Como queremos que las curvas ¢ y r sean la misma, imponemos que ¢(1/2) =
r(1/2), por tanto, se tiene que

Py+2wPi+P, = (1,0)+2w (1,tan %)—i—(cos a,sena) = (24+2w) (cos %,sen %)

con lo que obtenemos el sistema de ecuaciones:

{ 1+ 2w+ cosa = (2 + 2w) cos(a/2)
2wtan(a/2) +sen o = (2 + 2w) sen(a/2)
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lo que implica

{ 2w(1 — cos(a/2)) = 2cos(a/2) — 1 — cosa
2w(tan(a/2) — sen(a/2)) = 2sen(a/2) — sen«

y de la segunda ecuacién llegamos a que

1
2wsen% (—cos(a/Q) — 1) = 2861’1% — QSQH%COS% = QSQD% (1 — COos %) ,
por lo que si tomamos 0 < o < 7,
1— 2
w = cos(a,/2) = cos—.

(1 —cos(a/2))/(cos(a/2)) 2

Sustituyendo en la primera ecuacién comprobamos el valor de w:

2COS%(1 —cosg) = 2COS% —1—cosa

2
por tanto
—2 cos? @ —1 —cosa
2
luego

« « «
2 cos? 3= 1 + cos® 5~ sen? rx

lo cual es cierto.

Se puede ver que a partir de los P; y w calculados, r(t) = (r1(t),r2(t))
verifica que 7%(t) + r3(t) = 1:

De la Ecuacién (1.1.9) llegamos a que

(1 —1)2(1,0) + 2wt(1 — t)(1, tan(a/2)) + t*(cos o, sen a)
(1—1)2+2t(1 — t)w + 2 '

r(t) =

Se tiene
ri(t) +r3(t) =
(1 —t)? + 2t(1 — t) cos(a/2) + t? cos a)?
(1 —t)2 4+ 2t(1 — t) cos(a/2) + t2)?
(2t(1 —t)sen(a/2) + t*sencr)®
(1 —1)2 +2t(1 —t)cos(a/2) +12)2
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(1 —t)* +4t2(1 — t)? cos?(a/2) + t* cos® a
(1 —t)% + 2¢(1 — t) cos(a/2) 4 t2)?

4t(1 — t)3 cos(a/2) + 2(1 — t)*t* cos o + 4t3(1 — t) cos(a/2) cosa

(1 —t)% +2t(1 — t) cos(a/2) + t2)?
4t2(1 — t)%sen®(a/2) + thsen? o + 4t3(1 — t) sen(a/2) sen «
(1 —t)% +2t(1 — t) cos(a/2) 4 t2)? B

(1 —t)2 +2t(1 — t) cos(a/2) 4 t2)?

4t(1 — t)3 cos(a/2) + 4t3(1 — t)(cos(a/2) cos a + sen(ar/2) sen ) _

(1 —¢)2 4+ 2t(1 — t) cos(a/2) + t2)?
(M=t +2t(1 —t) cos(a/2) +12)*
(=12 +2t(1 —t)cos(a/2) +12)2

Luego la curva racional r(t) es el arco de circunferencia c¢(t).

(1 —t)* + 4 +2t2(1 — t)?(2 cos?(a/2) + 2sen?(a/2) + cos oz)+

21
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Capitulo 2

Hodégrafo Pitagorico

El hoddgrafo de una curva paramétrica plana r(t) = (z(t), y(t)) es el lugar
geométrico descrito por la primera derivada de la curva, r'(t) = (2/(t), ' (t)).
Se dice que una curva polinémica paramétrica tiene hoddgrafo pitagérico si
existe un polinomio o (t) tal que 2/(¢) + y"(t) = o*(t) y diremos que {(2'(t),
y'(t), o(t)} es una “tripleta pitagérica”. Aunque la curva de hoddgrafo pi-
tagorico tiene menos grados de libertad que una curva paramétrica polinémi-
ca arbitraria del mismo grado, aquella presenta propiedades notablemente
atractivas desde un punto de vista practico. Por ejemplo, su longitud de arco
se puede expresar como una funcién polinémica del parametro y sus curvas
offsets son curvas polinémicas racionales.

A lo largo de este capitulo presentaremos una caracterizacién algebrai-
ca de la propiedad del hodégrafo pitagérico, analizaremos sus implicaciones
geométricas en términos de curvas de Bézier y estudiaremos las propiedades
en diversas aplicaciones.

2.1. Introduccion

La representacién de curvas y superficies en una forma adecuada de
computacién eficiente y sistematica es un problema basico en el diseno asisti-
do por ordenador. La mayoria de estas representaciones son formuladas como
curvas paramétricas polindémicas, [4]. Los arcos de curvas polinémicas planas,
se definen de una forma equivalente a :

o(t) = ko ait", 211)
y(t) = >0, bit*, parat € [0,1]. -

23
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Dichos arcos pueden unirse con varios 6rdenes de continuidad forman-
do curvas spline para una interpolacién de datos uniforme. Se represen-
tan facilmente incrementando uniformemente ¢ y evaluando el polinomio
(2.1.1). Una deficiendia inmediata de la forma (2.1.1) es la poca "flexibi-
lidad” que presentan, esto puede remediarse permitiendo la forma racional

X(t) Y(t)
r(t) = | =—=%, =—= |, donde X (%), Y(t) y W (¢) son polinomios. Obviamen-
0= (3w (1) Y (1) y W(t) son
te, las curvas polinémicas son un subconjunto propio de las curvas racionales
y la extensién a las formas racionales no presenta dificultades computacio-

nales significativas, [4].

Figura 2.1: Segmento de curva paramétrica diferenciable y vectores de velo-
cidad a lo largo de ese segmento.

Figura 2.2: El hoddgrafo es el lugar geométrico generado al trasladar estos
vectores al origen

Las curvas paramétricas polindmicas tienen ciertas limitaciones que de-
gradan su utilidad general en aplicaciones préacticas de diseno. Nuestro ob-
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jetivo es identificar un subconjunto de curvas polinémicas para las cuales
estas limitaciones se “relajan” y resaltar las propiedades utiles que surgen.
Para facilitar este trabajo, recurrimos a la nociéon de hodégrafo de una curva
plana r(t) = (z(t), y(t)), es decir, el lugar geométrico descrito por la derivada
paramétrica 1'(t) = (2/(t),y'(t)) de esta curva, [1]. Si ¢ representa el tiempo,
el hodégrafo describe el vector velocidad de la trayectoria r(t) = (z(t), y(t)),
Figura 2.2 y Figura 2.1.

Antes de continuar, seamos mas especificos sobre algunas de las limita-
ciones de las curvas polindmicas mencionadas anteriormente. Cuando dicha
curva se representa evaluando de forma uniforme el valor del parametro {t},
los puntos geométricos resultantes {7} no estan uniformemente espaciados a
lo largo de la curva, ya que su “flujo paramétrico” es necesariamente desigual
si no es una linea recta. Para compensar esto se requiere una determinacién
de la relacion funcional entre la longitud de arco s a lo largo de la curva y el
pardametro t. En general, s(¢) es una integral que no puede resolverse con fun-
ciones elementales de t y recurriendo a métodos numéricos para aproximar
esta integral, el resultado es ineficiente y potencialmente propenso a errores.

Otro problema surge con respecto a las curvas offset. En aplicaciones tales
como el mecanizado de control numérico, el interés esta en la curva r,(t) =
r(t)+dn(t), curva dada a una distancia fija d de la curva polinémica r(t) en la
direccién de su vector normal n(t). La curva r,(t) no es, en general, una curva
polinémica. De hecho, hace méas de un siglo, [10], se probé que si r(t) es de
grado n, la curva offset a una distancia +d, tomada en conjunto, constituye
una curva algebraica irreducible con una ecuacién implicita f,(z,y) = 0 de
grado 4n — 2 en general, [7]. Este hecho ha llevado a la formulacién de varios
esquemas heuristicos de aproximacién polinémica por partes para las curvas
offset.

Las curvas polinémicas que se presentan en este capitulo superan estas
deficiencias. Sus longitudes de arco son meramente funciones polinémicas
del parametro, mientras que sus curvas offsets son curvas racionales de grado
relativamente bajo para distancias £d. En vista de los diversos usos practicos
de las curvas offset, esta tultima propiedad es especialmente significativa. Las
formas racionales son el esquema omnipresente de representacion candnica de
los sistemas de modelado geométrico, y la posibilidad de describir las curvas
offset precisamente en términos de ellas facilita el procedimiento utilizado en
distintas aplicaciones.



26 CAPITULO 2. HODOGRAFO PITAGORICO

2.2. 'Tripleta de polinomios pitagodricos

El teorema de Pitagoras relaciona la longitud de la hipotenusa, ¢, con
las longitudes, a y b, de los catetos de un tridngulo rectangulo. Esto nos
proporciona una ecuacién en la que podemos determinar el valor real para c
cuando conocemos los valores reales arbitrario de a y b:

a® 4+ b* = 2 (2.2.1)

Sélo en ciertos casos especiales, esta ecuacion es satisfecha cuando a, by ¢
son enteros. Es decir, dados a y b enteros, siempre se tiene que ¢ = a? + b
también es un nimero entero, pero jes posible encontrar ¢ entero tal que
2 = a® + b*?. En estos casos diremos que {a, b, ¢} forman una tripleta
pitagorica.

En este trabajo nos ocuparemos principalmente de las soluciones especia-
les para un problema andlogo, en el que a, b y ¢ en (2.2.1) son polinomios
reales en una variable dada ¢ y las implicaciones de sus soluciones en el diseno
y procesamiento de curvas paramétricas.

Vamos a enunciar una caracterizacion particular para las tripletas de

polinomios pitagoricos que nos sera ttil:

Teorema 2.2.1 (Kubota) Sean tres polinomios reales a(t), b(t) y c(t) ve-
rificando max[deg(a), deg( )] = deg(c) > 0. Estos polinomios satisfacen la
condicion pitagorica a(t) + b*(t) = c2(t) si y solo si pueden expresarse en
términos de polinomios reales u(t), v(t) y w(t) de la forma:

a(t) = w(t)[u?(t) — v*(1)],
b(t) (H)u(t)v () (2.2.2)
c(t) )[u?(t) + v*(1)].

Demostracién. Kubota en [9] demuestra este teorema en un contexto mucho
mas general, el de un dominio de factorizaciéon tinico arbitrario D de carac-
teristica p # 2. En este trabajo aplicamos este teorema sobre el anillo de los
polinomios con coeficientes reales en una variable. U

w(
2w
w(t

Suponemos a partir de ahora que en (2.2.2) los polinomios u y v son
primos entre si, ya que de lo contrario el [MCD(u,v)]? podria ser absorbido
por w. Del mismo modo, asumimos que el polinomio w es moénico, es decir, el
coeficiente, k, del monomio de mayor grado es igual a 1 ya que si no lo fuera,
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podriamos dividir w por k para que fuera ménico y multiplicar u y v por vk
(la suposicion de que k > 0 esta justificada en la medida en que los elementos
{a, b, ¢} de la tripleta pitagérica se consideran de signo indeterminado).

2.3. Aspectos fundamentales de las curvas de
Hodoégrafo Pitagorico

Se dice que el hoddgrafo r'(t) = (2'(t),y'(t)) de una curva polinémica,
r(t) = (x(t),y(t)), es pitagdrico si sus componentes son miembros de una
tripleta de polinomios pitagéricos {z'(t),y'(t),o(t)}.

Por el teorema de Kubota tenemos que existen unos polinomios u(t), v(t)
y w(t) tales que:

(1) = w(OR() — v3(1)] 25
y'(t) = 2w(t)u(t)v(t), o

donde identificamos 2/(t) con a(t) y y'(t) con b(t), pues en caso contrario
corresponderia simplemente a una rotacién de los ejes de coordenadas. Por
tanto, cuando hablamos de una curva con hodégrafo pitagoérico nos referimos
a cualquier curva polinomial cuya derivada es de la forma (2.3.1).

Comenzemos estudiando algunos casos particulares de curvas con hodégra-
fo pitagorico:

Caso 1: Si w(t) = 0 6 u(t) = v(t) = 0, las ecuaciones (2.3.1) se reducen a
2'(t) = y'(t) = 0 y la curva polinémica r(t) degenera en un punto.

Caso 2: Si u(t), v(t) y w(t) son constantes con w(t) distinta de cero y, al me-
nos uno de u(t) y v(t) también distinto de cero, entonces r(t) es una
linea recta parametrizada regular que tiene la propiedad del hodografo
pitagdrico en un sentido trivial, es decir, la tripleta {z'(t),y/(t),o(t)}
es una tripleta de niimeros reales.

Caso 3: Si u(t) y v(t) son constantes, ambas no nulas, pero w(t) no es una
constante, la curva r(t) es de nuevo lineal, pero su parametrizacién
no es regular. De hecho, serda “trazada de forma multiple” cuando el
pardmetro, que viene dado por el polinomio [w(t)dt, esté entre dos
raices reales consecutivas. La curva r(t) describird una recta o una se-
mirrecta dependiendo de la paridad del grado del polinomio parametro.
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Caso 4: Si w(t) # 0y u(t) 6 v(t) es cero, la curva r(t) es una recta paralela al
eje OX no parametrizada regularmente, ya que por la misma razon que
en el caso anterior estd trazada de forma multiple.

El caso con el que trabajaremos de aqui en adelante, considera los casos
donde los polinomios u(t), v(t) y w(t) son todos distintos de cero, siendo
u(t) y v(t) primos entre si y no constantes a la vez. Con estas restricciones
eliminamos los casos méas simples estudiados anteriormente.

Las curvas de hodégrafo pitagérico r(t) = (z(t),y(t)) que satisfacen las
condiciones fijadas son necesariamente de grado n = maz|deg(x),deg(y)] >
3, pues si n = 0, entonces 1’(t) = (0,0) y estarfamos en el Caso 1. Sin =1,
entonces r'(t) es constante y estarfamos en el Caso 2. Si n = 2, entonces u(t)
y v(t) son constantes y w(t) es un polinomio de grado 1 y tenemos un caso
particular del Caso 3.

Ahora estudiaremos algunas caracteristicas basicas de las curvas de hodogra-
fo pitagorico.

Lema 2.3.1 La curva polindmica correspondiente al hoddgrafo pitagorico
(2.3.1) es de grado n = X+ 2u + 1, donde p = max[deg(u),deg(v)] y
A = deg(w).

Demostracién. Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.3.1) observamos que:

deg(z') < deg(w) + 2mazx|deg(u), deg(v)]
deg(y') = deg(w) + deg(u) + deg(v)
por tanto,
deg(z) < deg(w) + 2maz[deg(u), deg(v)] + 1
deg(y) = deg(w) + deg(u) + deg(v) + 1.
La cota de deg(z') se alcanza dependiendo de la posibilidad de cancelacién
en los monomios principales de u(t)? y v(¢)?. Estudiemos m4s detenidamente
esta posibilidad de cancelacion de estos monomios:

» Si deg(u) # deg(v), dicha cancelacién no puede ocurrir y deg(z) =
A+ 2u+ 1> deg(y).

» Sideg(u) = deg(v) se tiene que deg(y) = A+ 2u + 1 > deg(z), inden-
dientemente de si ocurre la cancelacién o no.

Por tanto, n = maz|[deg(x), deg(y)] estd dado por A+2u+1 en cualquiera
de los dos casos. U
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Lema 2.3.2 Las curvas con hoddgrafo pitagorico de grado n tienen n + 3
grados de libertad, es decir, n —1 menos que los grados de libertad asociados

a una curva polindmica arbitraria del mismo grado, que tienen 2(n+1) grados
de libertad.

Demostracién. Asumiendo que u(t) y v(t) son primos entre si y no constantes
a la vez, se tiene que u = max[deg(u), deg(v)] > 1. Por tanto, los polinomios
u(t) y v(t) estaran determinados, a lo mas, por los u + 1 coeficientes de los
monomios de cada uno. Si A = deg(w), el polinomio w(t) estard determi-
nado por A + 1 coeficientes, pero como el polinomio w(t) es ménico, vendra
determinado por un maximo de A coeficientes. Por lo que podemos elegir
libremente, a lo sumo, A + 2(u + 1) coeficientes para especificar los polino-
mios u(t), v(t) y w(t) que definen el hoddgrafo pitagérico. Las constantes de
integracién de (2.3.1) proporcionan dos grados mas de libertad, haciendo un
total de A +2u+4=n+3, yaque n = A+ 2u+ 1 por el lema anterior.

En general, una curva polindmica de grado n tiene 2(n + 1) grados de
libertad, que corresponden al niimero de coeficientes de los monomios de los
polinomios que describen sus dos ecuaciones paramétricas. O

Estos grados de libertad, que se corresponden con el niimero de coeficien-
tes que determinan los polinomios que describen las ecuaciones paramétricas
de la curva, no son idéneos para la manipulacion computacional de la forma
intrinseca de dicha curva. Tres de ellos se tienen en cuenta para asignar el
sistema de coordenadas en el plano: dos para elegir el origen (ya que de-
pende de los limites de integracién) y uno para orientar los ejes. Otros dos
corresponden a las libertades en la parametrizacion: sea r(t) = (z(t),y(t))
una curva de grado n con hoddgrafo pitagdrico, '(t)* + y/(t)* = c(t)?, y sea
r(r) = (Z(7),y(7)), otra parametrizacion de r(t) del mismo grado también
con hoddgrafo pitagérico, T'(7)* + 7' (1)* = d(7)*

Calculemos los parametros naturales asociados a cada parametrizacion:

s = fu la/(©)]de = [i /22 +y (€2 dé = [, \/c(€)? d¢
==+ [, c§)dé = (e <)—c<to>>

5 =1/ ©]de = [ v/a'() §)7dg =+ [ d(¢
= H(d(r ) d(70))
donde, ¢(t) = [c(t)dtyd(t) = [ c(7)dr. Las funciones (z(t), y(t)), (Z(7),y(7))

describen la misma curva, luego el pardmetro natural es invariante salvo cons-

»
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tantes, por lo que s = 5 + cte. Asf llegamos a que d(7) = &(t) + cte siendo
d(7), ¢(t) polinomios del mismo grado. Por tanto, 7 = pt + q.

Descontando los cinco grados de libertad correspondientes a los movi-
mientos rigidos y reparametrizaciones podemos decir que, mientras que las
curvas polinémicas de grado n tienen 2n — 3 grados de libertad, las curvas
con hododgrafo pitagoérico del mismo grado n tienen n — 2 grados de libertad.

Definicién 2.3.3 (Punto singular) Una curva polindémica r(t) = (z(t), y(t))
tiene un punto singular en el valor ¢ si el hoddgrafo pitagérico en el punto
r(§) atraviesa el origen de coordenadas. Es decir, si 7/(£) = (0,0).

Evidentemente, el valor del parametro en el punto singular es el valor de
la raiz real de MCD(2'(t),y/(t)). Para las curvas con hodégrafo pitagérico,
los puntos singulares coinciden con las raices reales de w(t), ya que es im-
posible que u?(§) — v?(£) = u(&)v(€) = 0 para algin valor de ¢ cuando el
MCD(u(t),v(t)) = 1.

2.4. Hodoégrafos Pitagoéricos de curvas cubi-
cas

De acuerdo con la discusion realizada antes del Lema 2.3.1, las curvas
mas simples con hoddgrafo pitagdrico son las curvas de grado 3, donde \ =
deg(w) = 0y p = max[deg(u),deg(v)] = 1. Fijado un sistema de referencia
y parametrizacion, estas curvas solo tienen un grado de libertad comparadas
con los tres grados de libertad de las curvas cibicas en general. En esta
seccién haremos un analisis detallado de estas curvas.

Consideremos dos polinomios u(t) y v(t) dados por la forma de Bernstein
Bézier:

u(t) =wuBj(t) +uiBi(t),

2.4.1
o(t) = wBy(t) +viBL(0) 241)
donde asumimos que las razones ug : u; y vg : v1 no son iguales.
Calculemos primero:
(Bé(t))z = Bé(t)Bé(t) =(1-1) 51 —t) = B3(t),
(BI(1)? = BiOBi() = t-t = B, (242)
( ¥
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Por tanto, el hoddgrafo pitagérico definido por las ecuaciones (2.4.1) y
w(t) = 1 puede expresarse como:

?'(t) = w(t)u(t) = v*(t)] = (uoBy(t) +ua By ())*

—(voBy(t) + v1Bi (t))* = ug B (t)ui B3 (t)
(2.4.3)

1 1
+2u0u1§B12(t) — v2B2(t) —viB3(t) — 2@011153%(15)

= (ug — v5) B3 (t) + (uous — vov1) BY(t) + (uf — vi) B3 (t).

y'(t) = 2w(t)u(t)o(t) = 2(ueBy(t) + w1 Bi(t))(voBj(t) +viBi(t))
— 2fugroB2(t) + uovléBf(t) +ooun B2 (L) + um%Bf(t)]
= QUOUoBg (t) -+ (UO?Jl + Uﬂ)o)B%(t) + 2U1U1.B%(t)
(2.4.4)

Integrando las ecuaciones (2.4.3), (2.4.4) y utilizando la propiedad de la
forma de Bernstein Bézier (1.1.2), tenemos:

e(t) = [ud(t) = v2(t)dt = [[(u3 — o) BI() + (wouws
—uov) BA(t) + (u — o0} B3Ot = (uf — oB) [ BE(t)de

+(uour — vour) [ B (t)dt + (uf —vi) [ B3(t)dt

_ (u%—v%) : B3(+ C (uour — vovy) ’ B34
= STES B + O R S B
j=1 Jj=2

3
(UQ—'UQ) 3 (uz_vz>
+Cy + 2L 2 2N BH(t) + Cs = B (1)~ ; 0
=3
2 —v2) + (uous — vovy)
B3(¢ (Uo Uo) oU1 0V1
+B3(1) )
+B3(t)[(ug —v5) + (uouy — vovy) + (uf — v7)
3
3

+(C1+ Gy + Cy) -1,
<
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teniendo en cuenta (1.1.1), se tiene que, C'- 1 = C' - Z?:o B(t). Por tanto,
obtenemos:

u — v? u? — v2) + (upuy — vou
z(t)= _C Bg(t)+[°3 0+C}Bi”(t)+[(0 o) ;01 LIV B3(t)
o \ - / N -~ s
1 )
(ug — v5) + (uour — vovy) + (ui — v}

3

~~
T3

)H4@@=m2L£W)

/

_I_

(2.4.5)

De la misma forma,

y(t) = [2u(t)v(t)dt = [[2uovoB3(t) + (uov1 + urve) B (t) + 2uqv B3(t)]dt

= 2UOU0 f Bg(t)dt + (U(]’Ul + Ulv()) f B%(t) + 2U11)1 f B%(t)dt

3 3 3
QUOUO 3 (U(ﬂ)l + Uﬂ)()) 3 2U1U1 2
== ZBj(t)—i-Dl—i——S ZBj(t)—i-DQ: 3 ZBj(t>
k=1 Jj=2 j=3
2 2

+Dy = BY(H) =22 + Bj(n) =2 (u§v1 i)

3 2U0'U0 (U()Ul + Ulvo) + 2U1U1
+B3(t) 3 + (D14 D2+ Ds) -1

D
QUOUQ QUOUO + (Uo’Ul + Ulvo)

= D_Bi(t) + { 3 +D] Bi(t) + { 3 + D| B3(t)

Yo ~————— ~ ~ _

el Y2

+4B%szg@@.

s

3

v~

Y3

4 |:21,LOU0 + (Uo’ljl + 'Lbl?)()) + 2U1’Ul

(2.4.6)

Tenemos entonces que los puntos de control de la curva r(t) = (x(t), y(t)) =

(@6 Yo BEW), e Yoo BE(1) = Yi_o(@h, ) BE(t), P = (xk, ), vienen
dados a partir de las siguientes expresiones:
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2 2 2 1
Pl = (—UO 3 UO —|—C, U§UO+D) :P0+§(U3—U8,2UOU0),

P, — ((u% —v3) + éuaul — vov1) Lc 2uovy + (u?())vl + u1vp) N D)

= P1 —+ g(U()ul — VoV1, UQV1 + Uﬂ)g),

2

p, — ((ug vg) + (uous . vovr) + (uy — v7) +C,
2 2 = !
upvo + (uovy ‘;‘UWO) + 2uyvq n D) — P+ g(u% —v2, 2uqvy).

(2.4.7)

Aunque estas expresiones son idéneas para la parametrizacién de las cur-
vas con hoddgrafo pitagorico cibicas desde un punto de vista computacional,
no son, sin embargo, las mas apropiadas desde un punto de vista intuitivo.
Por ello, vamos a formular unas propiedades mas geométricas de estas curvas.

Teorema 2.4.1 Sear(t) una curva cibica definida por los puntos de control,
Py. Sean Ly, Lo, L3 las longitudes de los lados del poligono de control y 61, 0y
los dngulos interiores en los vértices Py y P,. Las condiciones

LQ =\ L1L3 Yy 92 = 01 (248)
son necesarias Yy suﬁcientes para asequrar que T(t) tenga hodégmfo pitagém'co.

Demostracion. Sea r(t) una curva cibica con hoddgrafo pitagérico definido
por los puntos de control dados anteriormente, Pj. Denotamos por d;i la
distancia entre PJ y Pk (j 7é /C) ASI/, L1 = dOl; L2 = d12 y L3 = d23.

1
doy = ||Pr— Rl = g\/(ug — )% + (2ugvp)?

1 1
= g\/ué — 2udvd 4+ vy + dudvd = 5\/u§ + 2udvd + v} (2.4.9)

1 1 2 2
= 3V P = gl o) = B,

3
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Figura 2.3: Los parametros geométricos Lq, Lo, L3, 0, y 05 definen la forma
del poligono de control de la curva cubica.

1
dig =||P— P = g\/(uoul — vov1)? + (ugv1 + u1vp)?

1 1
= 5\/u§u% + v3v? + udv? + utv = g\/(ug +0g)(uf +v%)  (2.4.10)

V(U + v3)(u? + 0})

3 )
1 2 2\2 2,,2 1 4 4 2,,2 2,,2
d23 - HP3—P2” :g\/(ul_vl) +4U1U1 :g\/ul—l-Ul—Qulvl +4U1U1
1 1 u? + v?
:§\/u‘{+2u%v%+vj‘:§ (u%—i—v%)Q:—lg L

(2.4.11)
Claramente se tiene la condicion dis = /dp; - dsg, pues

 Jud+viui+of V(ud 4 0d) (el +0f)
Vidoy - dos = ; o= .

3
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Antes de continuar con la demostracién, enunciamos el teorema del coseno
para un triangulo de lados a,b y ¢ y angulo interior § que forman los lados a

y b.

& =a®+b* — 2abcosé.
Aplicandolo a nuestra demostracién y teniendo en cuenta la Figura 2.3
se tiene:
diy + diy — di,

dgg = d%z -+ d(2]1 — 2d12d01 COS 91 = COS 91 =
2d12d01

diy + s — dis

d%g = d%g -+ d%Q — 2dy3d19 COS 92 = COS 92 =
2d12d23

Vamos a calcular d3, y d35:

1
P2 — PO = §[(u% — U%, 2U0’Uo) + (u0u1 — VU1, UgV1 + Ul’Uo)]

1
_ 2
= §<u0 — Vg + uouy — Vo, 2ugUy + UV1 + U1Vp),

1 1
P3 —P1 = P2—|— g(u% —v%,?ulvl) —P() — g(ug —Ug,QUOU())

— 2 2
= §[(u0 — Yy + Uguy — Vo1, 2U0'U0 + ugv; + ul’Uo)

1
—(ud — v3, 2upug) + (u? — v?, 2uyvy)] = = (u? — v} + uouy

3
—VoV1, 2U1U1 + UpU1 + Ulvo),

por tanto,
2 o _ Lo o 2 2
d02 = HP2 — P(]H = 5[(’21,0 — Uy + Ugui — U0U1> — (2UOU0 + U()Ulul’l}()) ]
1
5[(u(2) —v2)? + (wouy — vou1)?* + 2(ud — v3)(ugur — vovy) + 4udvd
1
+(ugvy + uivg)? + dugu(uevy + urvg)] = ~[ud(ud + u? + 2upuy

9
—20v1 + V3 + v} + dvgvy) + V3 (V3 + v} — 2uguy + 2vvy + ud + u?

hugun)] = (0 ) (o -+ ) + (v + )7,
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d%?) = || P — Pl”2 = é[(u% - U% + Upur — UOU1)2 + (2uivy + ugvy + U1U0)2]
= —[(u] — v¥)? + (uous — vov1)? + 2(u} — v})(ugus — vov1) + 4ufv?
+(ugvy + u1vg)? + dusvy (upvy + ugvg)] = é[u%(uf + ud + 2uguy
—2ugv1 + v} + V3 + dvouy )] = %(u% + o) [(uo + ur)? + (vo + v1)?].

Obtenemos asi que:

(ug +v3)? + (ud + vg) (uf 4+ v])* — (ug + v§)[(uo + u1)? + (vo + v1)?]

9

costy =

2
o (ud + o)/ (ug + v) (uf + i)

_ l(ug +ug) + (uf +0f) = (uo + u1)* = (vo +v1)°
2 V(W +v3) (uf + i)
—2(U0U1 + UoUl) . —(U(ﬂtl + U()Ul)

V@@ + )l +17) (@ + o) (ul +f)

DO | —

_uf v g+ v — (o +w)? — (v + 1)
2/(ug + v3) (u? + v})
—(upuy + vovy)

T V(@B )+ D)
(2.4.12)

Con esto se sigue que 0y = 01 6 0, = 2w — 0. Para probar que sélo puede
darse la primera igualdad, veamos que sen f; = sen 6s.

Teniendo en cuenta que el producto vectorial de dos vectores es a x b =
(la]l||b]| sen #)w., se tiene que

cos 0

= cos 0.

(Apl X Apo)ﬂz
d01d12 ’

senf; =

(APQ X Apl)ﬂz

sen @y =
dazdio ’
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donde @, es un vector unitario ortogonal al plano que contiene a la curva r(t)
v AP, =Py — P, k=0,...,n — 1. Calculamos entonces sen ¢ y sen f:

1
AP{) = P1 — Po = g(ug — US,QU()U()),
1
Apl = PQ — P1 = g(UQUl — VoU1, UpV1 + Uon),

AP2 :P3—P2: (u%—v%,?ulvl).

Asi,
. Ty T, .
APl X APO = § UgU] — VgU1  UQV1 + UV 0 = 5(—u8v1
ug — U(Q] 2ugvy 0
+uduivg — viuguy + viuy ),
Ty T, .
APQ X APl = § u% — ?}% 2ulvl 0 = §(—U%U0’01
UgU1 — VU1  UgV1 + UV 0
uIvg — v3ug + viuyvo ).
Entonces,

1
dordip = 5(“3 + 03)v/ (ud + v3) (uf + v}),

1
dozdiy = §(U% +0)v/ (ud + v3) (uf + v}).
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Y se tiene que:

1
—[(U%(—Uovl + Ul’Uo) + vg(—uovl + uwo)]

senfy = ¢
5(“3 + )/ (ud + v3) (uf + v)
Vol — U1
V(g + o) (Wf +of)
senfy, = uf (u1vg — ugvr) + V7 (urvy — viup)

(u? + v3)v/(ud + v3) (uf + v})

Vo1 — UpV1
V(Wd +03) (W3 +03)

Por tanto, senf; = senfy = 0; = 6.

Reciprocamente, sea r(t) cualquier curva ciibica cuyo poligono de control
satisfaga 0, = 6,. Podemos adoptar un sistema de coordenadas en el que los
lados del poligono de control sean de la forma:

APy = L1(1,0), AP, = Ly(cos(m — 6),sen(m — 0)) = Lo(— cosf,send),

PO

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

X I

4

':' L1
|
|
|
|
|
|

Y
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Lj(cos 26, — sen 20).

Lj(cos(2(m — 0)),sen(2(m — 0)))

APQZ
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Utilizando la propiedad (1.1.4), tenemos que:

r'(t) =3[APyB2(t) + AP Bi(t) + AP,B3(t)] = 3(L1Bi(t) — Ly cos 0B (t)
+L3cos20B2(t), Ly sen B?(t) — Lysen 20B3(t)).

Asi,

2?(t) =9L3iBy(t) — 9Ly Ly cos By (t) + (6L3 cos? @ + 3L L3 cos 20) B3 (t)
—9LyL3 cos 6 cos 20 B3 (t) + 9L32 cos® 20 B (t),

y?(t) =6L%sen?0B3(t) — 9Ly Lz sen O sen 20B3(t) + 9L3 sen? 20 B (1),
y se tiene que:

2?(t) +y?(t) =9L2B;(t) — 9Ly Ly cos OB} (t) + (612 + 3Ly L3 cos 20) B3(t)
—9LyL3 (cos 0 cos 20 + sen O sen 20) Bs(t) + 9L3 B} (t).

cos 6

Los coeficientes, ¢, de este polinomio respecto a la base de Bernstein de
grado 4 son:

Co — 9L%,

c1 = —9L1Lycos0,

¢ =6L3+3L;L3cos20, (2.4.13)
C3 = —9L2L3 COS 6,

Cy = 9L§

Por lo tanto, si el poligono de control de r(t) satisface Ly = v/L; L3, entonces
veamos que z'%(t) + y'?(t) coincide con el cuadrado del polinomio:

o(t) = 3[L1B3(t) — Lycos OB (t) + LsB3(t)], (2.4.14)

que es:

o?(t) =9[L1Ba(t) — Lycos OB (t) + L3 B3 (t)]?
= 9[(L1B3(t) + Lycos0B3(t))? + (L3B3(t))? + 2(L1 B2(t)
+Ly cos OB3(t))(L3B3(t))] = 9L3Bg(t) — 9Ly Ly cos 0B (t)
+(6L2 cos? O + 3L, L3)B3(t) — 9Ly L3 cos 0 B3(t)
+9L2Bj(t).
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Aplicando la condicién Ly = v/L1L3 y cos 20 = 2cos?f — 1 tenemos que
6L2cos>0+3Ly L3 = 6L3+3L,L3cos26, y por tanto los coeficientes de Bj(t)
de los polinomios z/2(t) + y'(t) y o?(t) coinciden.

Entonces r(t) es una curva con hodégrafo pitagérico siempre y cuando
las condiciones del teorema se cumplan.

O

Recordamos que desde un punto de vista algebraico, segiin el Lema 2.3.2,
de los 2(n + 1) grados de libertad de las curvas polinémicas de grado n,
las curvas con hoddégrafo pitagérico del mismo grado tienen n + 3 grados de
libertad. De estos 2(n + 1) 6 n + 3, escogimos dos para fijar el origen, uno
para orientar los ejes y dos para la reparametrizacién, quedando 2n — 3 6
n — 2. Por lo que es claro que las curvas cubicas con hoddgrafo pitagorico
tendran un solo grado de libertad.

Sin embargo, desde un punto de vista geométrico, una curva cubica, en
general, viene determinada, salvo movimientos rigidos, por Ly, Lo, L3, 61 y 05.
Teniendo en cuenta que el movimiento rigido anadiria tres grados de libertad
correspondientes a la eleccion del origen de coordenadas y la orientacion
de los ejes, obtenemos un total de ocho grados de libertad para las curvas
polinémicas ciibicas. Las condiciones (2.4.8) obtenidas al imponer a estas
curvas la propiedad del hodégrafo pitagérico nos rebajan el nimero de grados
de libertad a seis, de los cuales tres corresponden al movimiento rigido y otros
tres son los parametros geométricos que describen dos de las longitudes de
los lados del poligono de control y el angulo 6. Segin el Lema 2.3.2 las curvas
cubicas con hodégrafo pitagérico pueden tener un grado de libertad, asi que
dos de los tres parametros geométricos van a intervenir si se impone que la
curva esta parametrizada naturalmente.

En términos de (ug, u1) y (vo,v1), vemos que el polinomio o(t) que com-
pleta la tripleta pitagérica con a'(t) e y'(t) estd descrito en la forma de
Bernstein-Bézier por:

o(t) = (ug +vg) By (t) + (uous + vovr) By (t) + (u + v1) B3 (1),

que es claramente equivalente a la expresion (2.4.14) teniendo en cuenta las
expresiones (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11) y (2.4.12).

Ejemplo 2.4.2 La condiciéon Ly = /L L3 implica que las longitudes Ly, Lo
y L3 de los lados del poligono de control, o bien son idénticas o bien son
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distintas entre si. En los ejemplos A, B y C de la Figura 2.4 tenemos que
L
Ly = Ly, = L3 = 1, mientras que en los ejemplos D y E, 71 =1L,=2L3=1

2L 3L
y Sl oL, = it A 1, respectivamente. Los puntos de control para cada

uno de los ejemplos son:

A) Py =(0,0), P, = (3/5,4/5), P, = (8/5,4/5), Py = (11/5,0)

B) P, =(0,0),P, =(0,1),P, = (1,1),P; = (1,0)

C) Py =(5/13,0), P, = (0,12/13), P, = (1,12/13), P; = (8/13,0)

D) Py =(0,0),P = (2,0), P, =(2,1), P =(3/2,1)

E) Py = (0,0), P, = (9/10,6/5), P, = (19/10,6/5), P; = (23/10,2/3)
/ \ =

Figura 2.4: Tres curvas de Bézier cibicas con hodoégrafo pitagérico cuyos
poligonos de control son simétricos, A, B y C y dos curvas con poligonos de
control asimétricos, D y E.

Habitualmente, las curvas de Bézier se consideran parametrizadas para

€ [0,1], pero la propiedad de hoddgrafo pitagérico es fundamentalmente
de naturaleza global, por lo tanto, cualquier restriccién sobre el poligono de
control que surge de la propiedad de hoddgrafo pitagorico se puede aplicar
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a la curva de Bézier para un intervalo de mayor amplitud, es decir, para
t € la,b],cona<0yb>1.

Corolario 2.4.3 Las curvas cubicas con hodografo pitagorico no tienen pun-
tos de inflexion reales.

Demostracién. Sabemos que la curvatura de r(t) = (x(t),y(t)) viene definida
/ /! ! /
L () - 2Oy (1) o
[l (&)1
estd en el semiplano que define la recta tangente en ese punto donde apunta
el vector normal. En cambio, si (t) < 0, la curva en un entorno de t estard
en el semiplano definido por la recta tangente en ese punto donde no esta el
vector normal. Por tanto, los puntos de inflexién se dan cuando k(t) se anule.
Veamos que las curvas con hoddgrafo pitagérico verifican x(t) # 0 cualquiera
que sea t € R.
Por las ecuaciones (2.4.3) y (2.4.4) tenemos que:

como, k(t) = (t) > 0, la curva en un entorno de ¢

r(t) = (@(6),y' (1) = ((u§ — v§)(1 = 1)* + (uour — vov1)2t(1 — 1)
+(u? — vD)t?, 2ugue(1 — ) + (ugvy + urv)2t(1 — ) + 2uyv1t?).

Asi,

() = (a"(t),y"(t)) = (=2(1 — t)(u§ — v5) + 2(uour — vov1)(1 — 2¢)
+2(ud — v})t, duguo(1 — t) + 2(ugvy + ugvg) (1 — 2t) + dujvgt).

Entonces, k(t) =0 < 2/ (t)y"(t) — 2" (t)y'(t) = 0.

)y’ (t) — ")y (t) = 2(uvy — vour) [t (ud — 2uguy + v — 2v9v; + V2
+u?) 4 t(—2ud + 2uguy + 2vov1 — 203) + u + v
= 2(U0'U1 — Uoul)[t2((U0 — 'LL1>2 + (UO — U1>2)
+t(—2u2 + 2uguy + 2vov; — 207) + ud + v3].

Se tiene que o’ (t)y" (t) — 2" (t)y'(t) = 0 sl y solo s [t*((ug—u1)?*+ (vo —v1)?) +
t(—2ud + 2upuy + 2vpv1 — 203) + uf + v3] = 0 ya que estamos asumiendo
Ug : Uy F Vg & V1.

Tenemos que probar que el discriminante de esta ecuacién de segundo gra-
do es siempre negativo, pues eso implica que las soluciones no son soluciones
reales.
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A = (=2ud + 2upuy + 2vgv; — v3)? — 4 (up — u1)? + (vo — v1)?][ud + V3]
= Buguqvgvy — dviud — duvd = —4(ugvy — uyvg)? < 0.

O

Ademas vamos a ver a continuacion que toda curva cibica con hodégrafo

pitagérico tiene un punto de autointersecciéon. A modo de ejemplo, hemos

tomado la curva obtenida en el apartado B del ejemplo anterior para t €
[—2,2], cuya representacion se puede ver en la Figura 2.5.

)

Figura 2.5: Curva del apartado B para t € [—2,2].

Lema 2.4.4 Toda curva ciubica con hodégrafo pitagorico tiene un punto de
autointerseccion o punto de corte, donde el valor del parametro viene dado
por:

(ud + v2) — (upuy — vov1) £ v3(ugvy — urvp)
(u1 — up)? + (v1 — v9)?

Demostracién. De acuerdo con la discusién de la Seccién 2.3, las curvas
cibicas con hégrafo pitagdrico no tienen puntos singulares ya que w(t) = 1.
El punto de autointerseccién de una curva cibica r(t) = (z(t),y(t)) debe
obtenerse para los valores del parametro ¢t y ¢ + 7 que cumplan:

t=

t —x(t 1 1
I( + 7') I( ) _ :L”(t) + §$”(t)7' + 6x///(t)7_2 _ O,
T

t —y(t 1 1
y( + 7') y( ) _ y’(t) + §y”(t)7' + éym(t)TQ —0,
T
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donde la divisién por 7 elimina la solucién trivial. La condicién para ¢ tal
que las ecuaciones descritas se satisfacen para algtin valor de 7 estda dada
por el Lema 1.1.8 ya que se trata de un sistema polinomial. Por tanto, si
consideramos la resultante respecto a 7,
z(t+71)—x( t+71)—ylt
R(t) = Resultante, ( ( ) =l >, y ) =y )> : (2.4.15)

T T

ésta puede expresarse como el determinante de Sylvester, (1.1.6):

1 2" % 2 o 0
0 1 2" Za g
6
R(t) = ) )
6 y/// 5 y// y/ 0
1 1
0 S o /
6 Y 5 y oy

A partir de las expresiones x(t) e y(t) dadas en (2.4.5) y (2.4.6) para
los P; de la forma (2.4.7) y efectuando calculos muy extensos llegamos a
que la resultante adopta la forma R(t) = Aagt® + 2a1t + ag), donde A\ =

(upvy — u1U0)2 . .
# 0 y los coeficientes ag, a; y as vienen dados por:

9
ag = [uguy + vovy — ug — v3]? — 3(ugvy — usvg)?,
a; = [(ur —up)? + (vi — vo)?][uous + vovy — ud — V3,
ay = [(u1 —up)® + (v1 — vo)?*.

Si denotamos A el discriminante de la ecuacién de segundo grado R(t) =
0, se tiene que 4)\2A a? — agaz = 3[(u1 — ug)? + (v1 — v9)**(uov1 — urvp)>.
Claramente A > 0 pues estamos suponiendo que los polinomios u(t) y v(t)

son primos entre si y ambos no constantes, por tanto, ugv; — ugvg # 0y
(ug —up)? + (v1 —vg)? # 0. Asi, el punto de autointerseccién que corresponde
— Qa1 + — Qpaz

a los dos valores del pardametro ¢ son las soluciones reales
a2

de la ecuacién R(t) = 0.
Ul
Cuando se trata de arcos de Bézier ciibicos finitos, generalmente es desea-
ble que las ecuaciones (2.4.5) y (2.4.6) definan un segmento de curva simple,
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sin puntos de corte. Esto puede garantizar a priori que los valores del parame-
tro ¢ definido en el Lema 2.4.4 no se encuentren en el intervalo [0, 1] para los
valores ug, u1, vg v vy elegidos.

La existencia de un punto de autointerseccion es solo una condiciéon ne-
cesaria para que una curva cubica tenga hodoégrafo pitagorico, sin embar-
go, no es una condicién suficiente. Consideremos la curva cubica f(z,y) =
23 — 22 + y? = 0 que admite la parametrizacién z(t) = 1 — 2, y(t) =t — 3.
Claramente tiene un punto de corte que corresponde en este caso al origen
de coordenadas y se obtiene para t = 1 y t = —1, sin embargo vemos que
() + y?(t) = 9t — 2t> + 1 # o2(t), [11]. Formularemos una condicién
suficiente para que las curvas cubicas con puntos de autointerseccién tengan
la propiedad de hogégrafo pitagdrico.

Definicién 2.4.5 La forma estandar de una curva cibica con punto de au-
tointerseccién, r(t) = (z(t),y(t)) viene dada por:

qt —0)(t* = 1),

con p y ¢ no nulas.

Interpretamos la forma estandar de la siguiente manera: tomamos el punto
de autointerseccién como origen y forzamos a z(t) y a y(t) a que posean un
factor cuadratico comun con distintas raices reales, que corresponden a los
dos valores del parametro en el punto de corte. Podemos reparametrizar la
curva para asignar los valores del pardmetro ¢t = +1 en el punto de corte y
el factor cuadrético comun sera t* — 1. Las ecuaciones paramétricas de 7(t)
son de la forma:

(2 —1)(¢

z(t) =a a)
b(t? — 1)(¢

u(t) 8),

cuya representacion grafica se puede ver en la Figura 2.6.

Se puede considerar una rotacion sobre el origen para reducir el factor
t —« en x(t) a una constante. As{ obtenemos la forma estdandar de una curva
cubica con autointersecciéon dada en la Definicién 2.4.5. En la Figura 2.7
hemos representado cinco curvas en forma estandar.

A continuacién se enunciard un teorema que nos ayudard a determinar
curvas cuibicas con hodégrafo pitagérico.
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r(a

r(R)

r(-1) = K1)

Figura 2.6: Curva r(t) = (a(t? — 1)(t — @), b(t2 — 1)(t — 3)), con t € [3, 3.

Figura 2.7: Forma estandar de una curva cibica con punto de corte eligiendo
p=qg=1ylosvaloresd =0,0=05,0=1,6=15,§ = 2.

Teorema 2.4.6 La forma estindar de las curvas cubicas con puntos de au-
tointerseccion con hoddgrafo pitagorico corresponden a ejemplos de curvas
cubicas Tschirnhausen, definidas por:
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_ +d (2.4.16)

Demostracion. Consideramos la forma estandar de una curva cibica con
punto de corte descrita en la definicién anterior. Tenemos entonces que:

a'(t) = 2pt,
y'(t) = q(3t? — 20t — 1).

Asi,

(1) + y2(t) = 4p*% + ¢? (3t — 25t — 1)?

2

— ¢ {9154 — 1266 + <4p—2 1487 - 6) £2 + 46t + 1}
q

= ¢*[9t* — 12683 + (417 4 46% — 6)t* + 46t + 1],

donde f = b Para que cumpla la propiedad de hodoégrafo pitagdrico se

debe verificar que 2'*(t) + y'*(t) es el cuadrado de un polinomio. Es decir,
22(t) + y2(t) = q(At> + Bt + C). O lo que es lo mismo, 2/*(t) + y(t) =
¢*[A%* + 2ABt + (B + 2AC)t* + 2BCt + C?.
Entonces, se deben verificar las siguientes ecuaciones:

A?2 =9,
2AB = —126,
2AC + B? = 4f? + 45 — 6,
2BC = 49,
C?=1.
Resolviendo el sistema formado por las tres primeras ecuaciones, obtene-
mos los siguientes valores: A =43, B=7F2 y C = £[2f? — 1].
Vamos a sustituir los valores obtenidos_en las dos tltimas ecuaciones. En

2
la primera de ellas tenemos —d 3 f2—1| = § como hemos asumido que
f # 0, la tnica posibilidad para que se cumpla esta ecuacién es § = 0.

2 2
Ahora sustituimos C' en la tltima ecuacién y obtenemos 3 f? {5 12— 2] =0
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+
lo que implica que f% = 3 pues f # 0. Asi, ¢ = 72, donde la eleccién del

signo corresponde al sentido en el que se recorre la curva. Por tanto, en forma
estandar, la curvas ctbicas con hoddgrafo pitagérico estan dadas por (2.4.16)
donde la cantidad d representa la distancia desde el origen hasta el punto de
interseccién con el eje OX. Ademads otra propiedad que se desprende de las
ecuaciones (2.4.16) es que z(t) = z(—t) y y(t) = —y(t), por tanto la curva es
simétrica respecto al eje OX. En la Figura 2.8 se muestran varios ejemplos
de estas curvas. O

-3 -2

Figura 2.8: Curvas cubicas Tschirnhausen con los valores d = 0’5, d = 1,
d=15,d=2yd=25.

2.5. Curvas de orden superior

Una aplicaciéon importante de las curvas paramétricas cubicas es la inter-
polacién de secuencias ordenadas de puntos en el plano mediante arcos de
curvas ctibicas y pegados con continuidad de clase C?, es decir, curvas splines
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cubicas. Los arcos que describen dichos splines generalmente se construyen
usando la interpolacién de Hermite, [2]. Desafortunadamente, las curvas cibi-
cas con hodografo pitagdrico son, en general, demasiado inflexibles para la
interpolacién de clase C2.

Para lograr cierta flexibilidad en el diseno y al mismo tiempo conservar
las ventajas de la propiedad de hoddégrafo pitagoérico, debemos recurrir a
curvas de mayor grado. Para tales curvas, serd una tarea dificil y prolongada
proporcionar un analisis tan completo y detallado como el dado en la Seccion
2.4 para las curvas cubicas ya que tal analisis deberia tener los siguientes
objetivos principales:

1. Formular restricciones geométricas intuitivas (como (2.4.8) en el caso
de las cibicas) en el poligono de control que garantice la propiedad
de hodografo pitagorico, o de otro modo proporcionar procedimientos
simples de construccion geométrica para tales curvas.

2. Identificar las formas esenciales que tendran las curvas con hodoégrafo
pitagérico de un cierto grado mediante el andlisis de sus puntos singu-
lares, la identificacion de la forma estandar y evaluar la idoneidad de
estas formas para su uso en problemas de diseno geométrico.

En esta secciéon nos limitaremos a dar un breve esbozo de algunas de
las caracteristicas mas destacadas de las curvas con hoddgrafo pitagérico de
cuarto y quinto grado.

Como sabemos de (2.3.1):

’((t) = w(t)[u*(t) — v*(t)],

y'(t) = 2w(t)u(t)v(t).

Si w(t) = cte, entonces r(t) no es de grado 4, pues ni 2'(¢) ni y'(t) pueden
ser de grado 3 ya que ni el caso en el que u(t) y v(t) sean de grado 1, ni
el caso en el que el grado de uno de ellos fuese 2 y el otro fuese 1, son
posibles. Si w(t) # cte, entonces para que r(t) sea de grado 4 tiene que
ocurrir que deg(w(t)) = deg(u(t)) = deg(v(t)) = 1, y por tanto, r(t) tiene
un punto singular que se corresponde con el valor del parametro que anula
al polinomio w(t).

Escribiremos el polinomio ménico w(t) en la forma de Bernstein Bézier:

w(t) = =68y (t) + (1 + &) By (1),
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identificamos t = £ como el valor del parametro en el punto singular. Al
igual que para las curvas de grado 3, expresamos u(t) = ugBi(t) +u1 B (t) y
v(t) = voB(t) + v1 B (t) en la forma de Bernstein Bézier.

Teniendo en cuenta,

2(t) = w(t)[u*(t) — v*()] = =€(1 = )[(ug — v5) (1 — 1)* + (uf — v})¢?
2(uguy — Uovl)(l )] + (1= t[(ug — vg) (1 — ) + (uf — v7)t?
2(ugur — vovr)(1 — )] = —€(uf — vg)(1 —t)°

(1= &)(ug —v5)(L — )%t + 2(1 — &) (uour — vov1)(1 — )t

E(ui —vf)(1 = 1)t + (1 = ) (uf — v])t* — 28 (uour — vov1)(1 — £)*¢,

y'(t) =2w(t)u(t)v(t) = 2w(t)[ue(l —t)(ve(1 —t) 4+ v1t)
+urt(vo(1 — ) +v1t)] = —2€uguo(1 — ) + 2(1 — E)uguo(1 — )%t
—2& (uguy + u1vp) (1 — 1)t + 2(1 — &) (ugvy + ugvg)(1 — t)t
—28uyvy (1 — )2 + 2(1 — ugv t® — 26(1 — t)[ugve(1 — t)?
—f-(UQUl + Uﬂ)g)(l — t)t + U1U1t2] + 2(1 — S)t[UOU()(]_ — t)z
+(ugvy + urvg) (1 — )t + uyvit?].

e integrando ambas ecuaciones usando argumentos similares a los utilizados
en la Seccion 2.4, llegamos a que las curvas de grado 4 con hoddgrafo pi-
tagorio, r(t) = PyBy(t) + PiBi(t) + PyBs3(t) + P3B3(t) + PyBi(t), tienen
puntos de control de la forma:

P, =P — %(u% — v, 2ugup),
_ (1=8, 5 _ N
P2 = P1 + 19 (UO ’UO, 271,01)0) 6<UOUI Vo1, Uy + Ul’UO),
_ (1 - 6) 2 2
Py =P+ 5 (wou1 — vov1, UeV1 + U1Vy) — E(ul —vf, 2uvy),
1 _
P4 :P3—|— ( 46)(’&%—0%,21“1)1),

donde el punto inicial P, es arbitrario.

Hay que tener en cuenta que el poligono de control se degenera si elegimos
£=06&=1 (P, = Fyenel primer caso y P, = P; en el segundo). De hecho,
esto deberia haberse esperado, ya que por la propiedad (1.1.4) de las curvas
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de Bézier, deducimos que 1'(0) = 4(P, — Py) y 7'(1) = 4(Py— P;) y tendriamos
r(0) =06 /(1) = 0, por lo que el punto singular seria Py 6 Fj.

En la Figura 2.9 se ilustran algunos ejemplos de curvas de grado 4 con
hodografo pitagorico. Estos han sido generados haciendo elecciones arbitra-
rias de los pardmetros (ug, u1), (vo,v1) v €. Obviamente, este enfoque ofrece
poca informacién geométrica sobre la forma de la curva resultante.

Figura 2.9: Ejemplos de curvas cuarticas con hodografo pitagérico para t €
[0,1]. En la primera de ellas £ = %, mientras que en la otra la cuspide ha sido
elegida fuera del intervalo [0, 1].

Estos ejemplos sugieren que las curvas de grado 4 con hodégrafo pitagorico
también podrian compartir la propiedad de convexidad de las curvas ciibicas,
es decir, tampoco poseen puntos de inflexién reales. De hecho, «/(t)y"(t) —
2"(t)y'(t) es un polinomio de grado 4 en ¢, que factoriza en (¢t — £)? por un
polinomio de grado 2 con discriminante —4(ugv; — u3v9)?, el cual es siempre
negativo. Asi, las curvas cudrticas con hodégrafo pitagorico no tienen puntos
de inflexién reales ya que x(t) no cambia de signo, [8].

En el caso de las curvas cuarticas, el poligono de control se describe me-
diante siete parametros geométricos: las longitudes de los lados Ly, Lo, L3, Ly
y sus tres angulos interiores que forman éstos 61,65, 65. Veamos los grados
de libertad que poseen estas curvas. En general, a las curvas polinémicas de
grado 4 les corresponden diez grados de libertad, de los cuales debemos des-
contar cinco que corresponden a la eleccion del origen, orientacién de los ejes
y reparametrizacion de la curva. Por el Lema 2.3.2 sabemos que las curvas
con hodégrafo pitagérico tienen n—1 grados de libertad menos que las que no
poseen esta propiedad. Por este motivo, las curvas cuarticas con hoddgrafo
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pitagorico poseen 2 grados de libertad. Con esto podemos concluir que los
n — 1 grados de libertad, en nuestro caso tres, corresponden al nimero de
restricciones independientes de los parametros Li, Lo, L3, Ly, 01,05 y 03 que
caracterizan la propiedad del hodégrafo pitagérico para las curvas de grado
4. Estas restricciones no presentan una interpretacion tan intuitiva como las
condiciones (2.4.8) del caso ctbico. Por ejemplo, a partir de los puntos de
control de las curvas cuarticas se deduce la siguiente restriccién, [§]:

ELy(311 — &|L5 — €] Ly Ly) = (1 — §)* L1 (3|€] L5 — |1 — €| L1 Ly),

que relaciona las longitudes de los cuatro lados del poligono de control y la
ubicacion del punto singular &.

Las curvas de grado 5 con hoddgrafo pitagdrico son obtenidas eligiendo
A=0,u=26X=2, p=0,donde A = deg(w) y p = maz[deg(u), deg(v)].
Las curvas correspondientes al primer caso carecen de puntos singulares,
mientras que las correspondientes a este ultimo tienen dos cuspides reales
ordinarias, un punto singular real de segundo orden o ningin punto singu-
lar real, segin si el discriminante de w(t) = 0 es positivo, cero o negativo,
respectivamente.

Cuando w(t) es una constante y u(t) = uoBa(t) + w1 Bi(t) + uaB3(1),
v(t) = voBE(t) + v1 Bi(t) + v2 B3(t), los puntos de control son de la forma:

1
P =P+ g(ug — v, 2ugup),

P, =P+ g(uom — UgU1, UpU1 + Up),
P3 = P2 + 1—5(1@ — U%, 2U1’Ul) —f- 1—5(UOU2 — VU2, UpU2 + UQU()),
Py =P+ 5(U1U2 — V1V, U V2 + UgVy),

1
P5 = P4 + g(u% — ’U%,Q'LLQUQ),

donde P, es arbitrario.
Sélo vamos a mencionar una restriccion sobre las longitudes de los lados
del poligono de control que surge de manera directa de las expresiones dadas:

Ly _ /i
L, Vis
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Por otro lado, si w(t) = woB§(t) + wiBi(t) + weB3(t) y u(t), v(t) son
funciones lineales, los puntos de control son de la forma:

P, =P+ %(ug — v, 2ugup),

P, =P + %(uoul — VoV, UgU1 + ULVg) + %(u% — 3, 2ugvp),

Py =P+ %(u% — v}, 2ugvy) + 21—1?(710%1 — UgU1, UpV1 + U1Vp)
—l—%(ug — v, 2ugup),

P, =P+ qf—é(u% — 02, 2uqvy) + %(uoul — UgU1, U1 + UTVp),

P :P4+%(u%—vf,2u1v1),

donde P, es arbitrario.
Si &y & son los valores del parametro ¢ donde hay puntos singulares, los
coeficientes de Bernstein de w(t) en estas ecuaciones son:

wy = &i&,

L o= [(1=&1)& + (1 = )&

2
wy = (1-&)(1 &)

En la Figura 2.10 se muestran algunos ejemplos de curvas de grado 5 con
cuspide y sin cispide. De nuevo, estos fueron generados de manera aleatoria
eligiendo libremente los pardmetros (ug, u1), (vo,v1) v (&1,&2) 6 (ug, ug, us) y
(Uo, U1, UQ) .

El polinomio z/(t)y"(t) — z”(t)y'(t) es un polinomio de grado 6. Este
polinomio viene determinado por los factores (¢t — &)* y (t — &)? por una
ecuacién de segundo grado cuyo discriminante es A = —4(ugv; — uyv9)? < 0,

[8].

2.6. Longitud de arco

La longitud de arco a lo largo de una curva polinémica r(t) = (z(t),y(t))
aumenta a un ritmo
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Figura 2.10: Ejemplos de curvas con hoddégrafo pitagoérico de grado 5. El
primero tomando A =0y =2y el segundo A =2y pu = 0.

= VR0 + R0,

respecto al parametro t. La longitud s medida desde ¢ = 0 viene dada por:

s(t) = /Ot \/ 22 (t) + y't) dt,

pero esta integral no admite, en general, una expresion en términos de fun-
ciones elementales. El calculo de las longitudes de arco de los segmentos de
curva polinémica, por lo general implica una aproximacién mediante métodos
numéricos en casos especificos.

Si la curva r(t) tiene hoddgrafo pitagérico, sabemos que existe un poli-
nomio o(t) tal que 2’2(t) + y*(t) = o*(t), por tanto se reescribe la ecuacién
anterior como:

s(t) = /0 o (t)] dt, (2.6.1)
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que implica un célculo elemental.

De hecho, si 7(t) se ha construido eligiendo los polinomios u(t), v(t) y w(t)
e integrando las ecuaciones (2.3.1), sabemos que o(t) = w(t)[u?(t) + v2(t)].
Primero consideraremos los casos en los que ¢(t) no cambia de signo, pues
la necesidad de tomar el valor absoluto en la ecuacién anterior puede ser un
inconveniente.

Habiendo asumido o(t) = w(t)[u?(t) + v*(t)] y MCD(u(t),v(t)) = 1, se
verifica que o(t) no tiene raices reales y se puede considerar positiva para
valores de t € (—00, +00) siempre y cuando w(t) no tenga raices reales. En
particular, si w(t) es constante, o(t) serd de grado n — 1 y se puede escribir
de la forma:

n—1
o(t) = Zaktk ,t € (—o0,+00),
k=0

cuando r(t) es una curva con hodégrafo pitagérico de grado n.
La longitud de arco s de r(t) medido desde ¢ = 0 es la funcién poliémica

ES “’“Zt .

k=1

En este caso s(t) es una funcién mondtoma creciente, ya que su derivada,
o(t), es positiva para todo t.

Ejemplo 2.6.1 Consideramos las curvas ctubicas Tschirnhausen (2.4.16), asi
+d(3t2 — 1) |d|(3t? + 1)
2 (1) = d2t, (1) = —— Ly o) = R T
(2) y'(t) (t) 7
Al integrar o(t) vemos que la longitud de arco de esta curva, medida
desde 7(0), viene dada por la expresién polindémica simple:

s(t) = /0 o(t)dt = %t(tQ +1).

Para una curva con hoddégrafo pitagoérico encontar el valor del parametro
to en el que se alcanza una longitud de arco sg, implica la determinacion de
la raiz de la ecuacién polinémica s(t) — so = 0.

Vamos a suponer que w(t) no es constante. En este caso, sélo tenemos que
preocuparnos de las raices de multiplicidad impar del polinomio w(t), ya que
en esos valores es donde o(t) cambia de signo. Asi, si t1,...,tx denota, en
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orden ascendente, las raices de multiplicidad impar de w(t), debemos dividir
la integral (2.6.1) en aquellos valores {;} que se encuentran dentro del rango
de integracién y luego sumar las integrales de o(t) sobre los subintervalos
resultantes con signos alternos.

2.7. Curvas Offset

Sea n(t) el vector normal unitario de la curva polinémica r(t) = (z(t), y(t))
en cada punto. La curva offset de la curva r(t) serd, fijada una distancia d, el
lugar geométrico definido por 7,(t) = r(t) + dn(t). Las coordenadas de r,(t)
vienen descritas por:

_ dy'(t)
ol =20 TE e
bolt) = y(t) - —— V)

V() + y2(t)

Aunque estas ecuaciones constituyen una descripcion precisa de la curva
offset, la presencia del radical \/x"2(t) + y'2(t) es desafortunada desde la pers-
pectiva de los sistemas de modelado que se adhieren a formas polinémicas y
racionales como su representacién candnica.

Las curvas offset de curvas con hodoégrafo pitagorico se pueden identi-
ficar con una familia de curvas polinémicas racionales y, por lo tanto, son
totalmente compatibles con la funcionalidad geométrica de los sistemas de
modelado geométricos.

Sir(t) = (z(t),y(t)) = > r_o(zr, yx) B (t) es una curva de Bézier de grado
n con hoddgrafo pitagdrico tal que w(t) no tiene raices reales, entonces o (t) =

x2(t) + y'%(t) debe ser un polinomio positivo para todo valor real t de grado
n — 1. La curva offset, r,(t), a una distancia d de r(t) puede expresarse en la

forma racional r,(t) = (2,(t), yo(t)) = (‘;(/—((tt)), %), donde

X(t) = o(t)a(t) +dy'(t) = 300" XeBy (1),

~
—~
~+
~—

a(t)y(t) — da'(t) = S0y YiBE (1),

W(t) =o(t) =300 WaB" ().



58 CAPITULO 2. HODOGRAFO PITAGORICO

Por lo que:
X@ Ly
W( ) - (t) +d ( ) O(t)u
() 2(1)
i O+ )

y al menos uno de los polinomios X (t) e Y (t) debe ser de grado 2n — 1
y W(t) tiene que tener grado n — 1, este ultimo se expresa mediante una
elevacion del grado para dar una descripcion explicita de la curva offset
ro(t) en términos de sus 2n puntos de control asociados con los pesos W,

b (X Y
e =gy g ) veaue,

i) = (w9 Y10 o XBD) Nty VB ()
’ W () W(t) 2 Ly B2 (1) S LWL B (t)
2n 1(Xk’}/;€)32n 1()_ 2n IWkPkBQn 1()

2n IWkBQn 1() 271 1WkB2n 1()

llegando asi a la expresién de una curva de Bézier racional, ver (1.1.7).

Teniendo en cuenta una de las propiedades de las curvas de Bézier, po-
demos expresar 1’(t) = (2/(t),y'(t)) de la forma (1.1.4) y al polinomio o(t) le
corresponden los coeficientes de Bernstein o, ..., 0,_1. Aplicando procedi-
mientos aritméticos y la elevacion de grado para polinomios con coeficientes
en forma de Bernstein se obtienen los puntos de control de la curva offset
racional, [8]:

min{n—1,k} n n—1
(Xk,Yk,Wk) = Z %X[Uj(mk—jayk—ja 1)+dn(Ay],—Ax],O)]
j=max{0,k—n} k
(2.7.1)
para k=0,...,2n — 1.

Como en el caso del célculo de la longitud de arco, debemos preocuparnos
de las raices reales de multiplicidad impar de w(t), ya que puede producirse
un cambio de sentido repentino en el vector normal n(¢) de la curva original.
En este caso, debemos esperar que la curva offset sufra una discontinuidad
puntual en estos valores del parametro. Por lo tanto, para asegurar que cada
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subsegmento de la curva tenga una curva offset continua, es conveniente
dividir la curva original en segmentos comprendidos entre los valores de ¢
que corresponden a las raices de multiplicidad impar de w(t), t1,...,tx.

A pesar de su apariencia, la férmula (2.7.1) no es dificil de implementar
en la practica. Por ejemplo, las curvas offset ctibicas con hoddégrafo pitagorico
no son mas que una curva racional de grado 5. En este caso, las ecuaciones
pueden simplificarse:

(X())}/O?WO) = Ll(l‘O)yOvl) +d(Ay07_AIOaO)7

1
(X17}/17W1> = 5[3L1($17y1a1) _2L2C059($07y071)

+d(2Ay1 + 3Ay07 —3AI’0, O)]7

1
(X2, Yo, W) = 1—0[3L1(:v2,y2, 1) — 6Ly cosO(z1,y1,1) + Ls(zo, Yo, 1)

+d(Ay2 + 6Ay1 + 3Ay0, —Axg - 6A$1 - 3AIO, 0)],

1
= E[3L3<x1’ Y1, 1) - 6L2 COSH('%‘Q? Y2, 1) + Ll(x?)a Ys, 1)

—|—d<Ay0 + 6Ay1 + 3Ay2, —ALCO - 6A£IZ’1 — 3Al’2, 0)],

(X37 3/37 W3)

1
(X4, }/4, W4) = g[SLg(ZEl, Y1, ].) — 2L2 COS 8([[‘3, Ys, 1)
+d<2Ay1 + BAyQ, —2A$1 - 3A£L’2, O)],
(Xs5,Y5, Ws) = Ls(ws,y3,1) + d(Ayz, —Axs,0),

donde hemos usado la forma (2.4.14) de o(t) en términos de los parametros
geométricos Lq, Lo, L3 y 6. Hemos multiplicado las expresiones por 3, ya
que se puede aplicar una escala arbitraria a X (t), Y (¢) y W(t) sin alterar la
curva.

2.8. Observaciones finales

En este trabajo se han descrito las caracteristicas basicas de las curvas
con hodografo pitagérico, los procedimientos de construccion de estas curvas
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44
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Figura 2.11: En rojo la curva offset con distancia d = 1 de la curva ctbica
en azul con hodégrafo pitagoérico del Ejemplo 2.4.2 apartado E contruida
mediante las ecuaciones anteriores para t € [0, 1].

y se han visto las propiedades mas tutiles para diversas aplicaciones. Esto
ultimo da lugar a un mayor estudio y evaluacion de la utilidad practica de
estas curvas polinémicas.

La nocién de hoddégrafo pitagdrico para curvas polindmicas planas tiene
generalizaciones directas a otras formas geométricas. Resumimos brevemente
varias de estas.

X(t) Yt

W—(t)’ W—(t)) tiene el hodégra-

Curvas Racionales. La curva racional r(t) = (

fo:

_ WH)X'(t) - W)X (1)
N W2(t) ’
() = W()Y'(t) = W)Y (?)
W2(t)
Nos interesan aquellos casos donde los polinomios W (¢) X'(t) — W' () X (t)
y W(t)Y'(t)—W'(t)Y (t) son componentes de la tripleta pitagérica por lo que,

ds _ VW)X'(t) — W)X (1) + (W(H)Y'() - W)Y (t))>
dt W2(t)
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se reduce a una funcién racional del pardmetro t. Claramente, W (t)X'(t) —
W/()X(t) y WE)Y'(t) — W(t)Y(t) deben ser de la forma w(t)[u?(t) — vt)]
y 2w(t)u(t)v(t).

Curvas Espaciales. Una curva polinémica alabeada r(t) = (z(t),y(t), 2(t))
tiene un hodégrafo r’'(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)). Nos interesan los casos en las
cuales los tres elementos de este hoddgrafo dan lugar a un polinomio o (t) en
la funcién

d
d—j = Va2 (t) + y2(t) + 2(1).

S sabe que las componentes del hodégrafo son expresadas en términos de
los cuatro polinomios reales h(t), u(t), v(t) y w(t) en la forma:

2'(t) = h()[u?(t) — v*(t) — w?(t)],
y'(t) = 2h(t)ut)v(t),
J(t) = 2h(t)ult)w(t).

d
es, evidentemente, una condicién suficiente, por lo que d—j =o(t) = h(t)[u?(t)+
v2(t) + w?(t)).

Superficies. Para una superficie polinémica paramétrica r(u,v) = (z(u,v),

y(u,v), z(u,v)), el andlogo a la funcién d—j = ||7'(¢)|| para una curva plana
es:
0?A . i :
udv 7o X 7ol =V (@uto — 2oy)? + (Yuzo = Yo2u)? + (200 — 200)?,
(2.8.1)

donde las derivadas parciales respecto a u(t) y v(t) se denotan con los subindi-
ces correspondientes. La integral de la ecuacion anterior sobre algin dominio
paramétrico (u,v) € € da el area de superficie Aq correspondiente, mientras
que el vector normal a la superficie se define como,
N(u,v) = 20

(|7 X 1|

Por lo tanto, nos interesan las tripletas de los polinomios z(u,v), y(u,v),
z(u,v) de modo que el argumento del radical en (2.8.1) es el cuadrado de
algtin otro polinomio o(u,v). Si ademds, o(u,v) > 0 en todo el plano real, la
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superficie offset r,(u, v) = r(u,v) + dN(u, v) serfa racional. Esto es una pers-
pectiva especialmente atractiva ya que el problema de aproximar de forma
fiable las superficies offsets es cualitativamente mas dificil que en el caso de
la curva plana, [6].
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