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要旨 (Abstract)

本稿は，微分空間 I[1]に引き続き，Zemmourの著書 “Diffeology[2]”を参考にして，微分空間の基本的な性

質について解説することを試みる．ここでは，位相空間で代表される重要な概念を，微分空間に導入できるこ

とを紹介する．内容は，以下の通りである．

■1　直和空間 任意個の微分空間の直和集合に，微分構造の引き戻し [1, 命題 3.1]の概念を利用して直和微

分構造を導入する．

■2　微分構造の押し出し 微分空間 X と集合 Y の間に写像 f : X → Y が与えられたとき，X の微分構造

と写像 f を用いて集合 Y に微分構造を導入する方法（微分構造の押し出し）を紹介する．また，これに関す

る性質について触れる．

■3　商空間 微分空間 X 上の同値関係 “∼”に関する同値類全体からなる商集合を X/ ∼とする．自然な射
影 X → X/ ∼による X の微分構造の押し出しによって，X/ ∼に商微分構造を導入する．

■4　直積空間 任意個の微分空間の直積集合に，微分構造の押し出しの概念を利用して，直積微分構造を導

入する．

微分空間と滑らかな写像からなる圏は，直和空間，商空間，直積空間，部分空間を定義できることから極

限・余極限に関して閉じている．これは，微分空間の極めて重要な性質の 1つである．

キーワード：微分空間，微分構造の押し出し，直和空間，商空間，直積空間

1 直和空間

定義 1.1. {(Xλ, Dλ)}λ∈Λ を微分空間の族とする．直和集合
⨿

λ∈Λ Xλ において，次の条件 ■ D を満たす

ユークリッド空間の開集合 U から
⨿

λ∈Λ Xλ への写像 P 全体からなる集合をD⨿ で表す．D⨿ は微分構造と
なる．これを直和微分構造とよび，微分空間 (

⨿
λ∈Λ Xλ, D⨿)を直和空間とよぶ．
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■ D U の任意の元 r に対して r のある開近傍 Vr と，ある λ ∈ Λにおける Xλ のプロット Qλ : Vr → Xλ

が存在して，P |Vr = iλ ◦Qλ が成り立つ．ただし，iλ : Xλ →
⨿

λ∈Λ Xλ を包含写像とする．

Vr

P |Vr

$$I
III

III
III

∃Qλ

��
Xλ

iλ
// ⨿

λ∈Λ Xλ

定理 1.2. 集合D⨿ は直和集合⨿
λ∈Λ Xλ の微分構造となる．また，各 λ ∈ Λに対して，包含写像 iλ : Xλ →⨿

λ∈Λ Xλ が滑らかな写像となるような微分構造において，D⨿ は最も弱い微分構造となる．
Proof. D1 を示す．Cx : R

n →
⨿

λ∈Λ Xλ を x への定置写像とする．このとき，ある λ ∈ Λ が存在して

x ∈ Xλ が成り立つ．C ′
x : R

n → Xλ を x への定置写像とするとき，Cx = iλ ◦ C ′
x が成り立つ．よって，

Cx ∈ D⨿ となる．D2を示す．ユークリッド空間の開集合 U から直和集合
⨿

Xλ への写像 P は，U の任意

の元 rに対して，rのある開近傍Wr が存在して P |Wr ∈ D⨿ を満たすとする．このとき，rのある開近傍 Vr

と，ある λ ∈ Λにおける Qλ : Vr → Xλ ∈ Dλ が存在して，P |Vr = iλ ◦ Qλ が成り立つ．Vr は U の開集合

であるから，P : U →
⨿

λ∈Λ Xλ ∈ D⨿ となる．D3を示す．D⨿ の任意の元 P : U →
⨿

λ∈Λ Xλ と，ユーク

リッド空間の開集合の間の任意の滑らかな写像 Q : W → U において，W の任意の元 w に対して，Q(w)の

ある開近傍 ṼQ(w) と，ある λ ∈ Λに関する Q̃λ : ṼQ(w) → Xλ ∈ Dλ が存在して，P |VQ(w) = iλ ◦ Q̃λ を満た

す．このとき，Vw = Q−1
λ (ṼQ(w))はW の開集合であり，

P ◦Q|Vw = (iλ ◦ Q̃λ) ◦Q|Vw

を満たす．このとき，Q̃λ ◦Q|Vw ∈ Dλ であるから，P ◦Q ∈ D⨿ である．
次に D⨿ が最も弱い微分構造であることを示す．各 λ ∈ Λに対して，包含写像 iλ : Xλ →

⨿
λ∈Λ が滑らか

であるような
⨿

λ∈Λ Xλ の任意の微分構造を D とする．任意の P : U →
⨿

λ∈Λ Xλ ∈ D⨿ と，任意の r ∈ U

に対して，r のある開近傍 Vr とある λ ∈ Λにおける Qλ : Vr → Xλ ∈ Dλ が存在して，P |Vr = iλ ◦Qλ を満

たす．このとき，D の条件から P |Vr = iλ ◦Qλ ∈ D となる．D2の条件から P ∈ D より D⨿ ⊂ D．

2 微分構造の押し出し

定義 2.1. (X,DX) を微分空間，Y を集合とし，f : X → Y を写像とする．次の条件■ D を満たすユーク

リッド空間の開集合 U から Y への写像 P 全体からなる集合を f∗(DX)で表す．このとき，f∗(DX)は Y の

微分構造となり，これを写像 f による X の微分構造 DX の押し出しとよぶ．

■ D U の任意の元 r に対して r のある開近傍 Vr が存在し，次のどちらかの条件を満たす．

(1) 制限写像 P |Vr は定置写像である．

(2) X のあるプロット Qr : Vr → X が存在して P |Vr = f ◦Qr が成り立つ．

命題 2.2. f∗(DX)は集合 Y の微分構造となる．また，f∗(DX)は写像 f : X → Y が滑らかとなるような Y

の微分構造において最も弱い微分構造である．

Proof. まず f∗(DX)が Y の微分構造であることを示す．D1については，定置写像 Cy : R
n → Y が f∗(DX)

に属することは，定義から明らかである．D2を示す．ユークリッド空間の開集合 U から Y への写像 P は，
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U の任意の元 rに対して，ある開近傍 Vr が存在して，制限写像 P |Vr は f∗(DX)に属するとする．このとき，

rのある開近傍Wr が存在して，制限写像 P |Wr は定置写像であるか，X のあるプロット Qr : Wr → X が存

在して P |Wr = f ◦Qr が成り立つ．これは，定義から P ∈ f∗(DX)である．D3を示す．f∗(DX)の任意の

元 P : U → Y と，ユークリッド空間の開集合の間の任意の滑らかな写像 Q : W → U において，W の任意の

元 w に対して，Q(w)のある開近傍 ṼQ(w) が存在して，制限写像 P |ṼQ(w) は定置写像であるか，X のあるプ

ロット Q̃ : ṼQ(w) → X が存在して，P |ṼQ(w) = f ◦ Q̃が成り立つ．このとき，Vw = Q−1(ṼQ(w))は w の開

近傍であり，P ◦Q|Vw は定置写像であるか，P ◦Q|Vw = f ◦ Q̃ ◦Q|Vw を満たす．Q̃ ◦Q|Vw : Vw → X ∈ DX

より，P ◦Q ∈ f∗(DX)となる．

次に，f : X → Y が滑らかな写像となるような Y の任意の微分構造を DY とする．任意の P : U →
Y ∈ f∗(DX)と，任意の r ∈ U に対して，r のある開近傍 Vr が存在して，P |Vr は定置写像であるか，ある

Qr : Vr → X ∈ DX が存在して P |Vr = f ◦Qr が成り立つ．定置写像 P |Vr ∈ DY であり，f は滑らかである

から P |Vr = f ◦Qr ∈ DY となる．したがって，f∗(DX) ⊂ DY が成り立つ．

命題 2.3. (X,DX)を微分空間，Y, Z を集合とし，f : X → Y, g : Y → Z を写像とする．このとき，

g∗(f∗(DX)) = (g ◦ f)∗(DX)

が成り立つ．

Proof. g∗f∗(DX)の任意の元 P : U → Z と U の任意の元 rにに対して，rのある開近傍 Vr が存在して P |Vr

は定置写像であるか，f∗(DX) のある元 Qr : Vr → Y が存在して P |Vr = g ◦ Qr が成り立つ．さらに，r

のある開近傍 Ṽr が存在して制限写像 Qr|Ṽr が定置写像であるか，DX のある元 Q̃r : Ṽr → X が存在して，

Qr|Ṽr = f ◦ Q̃r を満たす．したがって，P |Ṽr は定置写像であるか，

P |Ṽr = g ◦Qr|Ṽr = g ◦ (f ◦ Q̃r)

を満たすことから，P ∈ (g ◦ f)∗(DX)である．

(g ◦ f)∗(DX)の任意の元 P ′ : U ′ → Z と，U ′ の任意の元 r に対して，r のある開近傍 V ′
r が存在して制限

写像 P ′|Vr が定置写像となるか，DX のある元 Q′
r : V

′
r → X が存在して P ′|Vr = (g ◦ f) ◦ Q′

r が成り立つ．

このとき，f ◦Q′
r ∈ f∗(DX)であるから，P ′|Vr = (g ◦ f) ◦Q′

r ∈ g∗(f∗(DX)となる．したがって，D2の公

理から P ′ ∈ g∗(f∗(DX)である．

3 商空間

定義 3.1. (X,DX), (Y,DY )を微分空間とする．写像 f : X → Y が subductionであるとは次の 2つの条件

を満たすときをいう．

(1) f は全射である．

(2) f∗(DX) = DY を満たす．

subduction f は自然に滑らかな写像である．

命題 2.3から次は明らかである．

269微分空間II



系 3.2. (X,DX), (Y,DY ), (Z,DZ)を微分空間とする．f : X → Y, g : Y → Z を subductionとするとき，

合成写像 g ◦ f も subductionである．

Proof. (g ◦ f)∗(DX) = g∗(f∗(DX) = g∗(DY ) = DZ

次の結果は明らかである．

命題 3.3. (X,DX), (Y,DY )を微分空間とし，f : X → Y を写像とする．このとき，f が subductionである

ことは，f が次の 2つの条件を満たすことと同値である．

(1) f は全射である．

(2) DY の任意の元 P : U → Y と，U の任意の元 r に対して，r のある開近傍 Vr と DX のある元

Qr : Vr → X が存在して P |Vr = f ◦Qr を満たす．

Vr

P |Vr

  @
@@

@@
@@

∃Qr

��
X

f
// Y

命題 3.4. (X,DX), (Y,DY )を微分空間とする．subduction f : X → Y が単射であるならば，f は微分同相

写像である．

Proof. f は滑らかな全単射であるため，逆写像 f−1 : Y → X が滑らかであることを示せばよい．DY の任意

の元 P : U → Y と，U の任意の元 rに対して，rのある開近傍 Vr とDX のある元 Qr : Vr → X が存在して，

P |Vr = f ◦Qr を満たす．したがって，

f−1 ◦ P |Vr = f=1 ◦ f ◦Qr = Qr ∈ DX

であるから f−1 は滑らかである．

定義 3.5. 微分空間 (X,DX) に同値関係 ∼ が与えられているとき，商集合を X/ ∼ と表し，射影を
π : X → X/ ∼とする．このとき，π による DX の押し出しにより定まる X/ ∼の微分構造 π∗(DX)を商微

分構造とよび，微分空間 (X/ ∼, π∗(DX))を同値関係 ∼により定まる X の商微分空間とよぶ．また，自然に

定まる subduction π を商写像とよぶ．

定理 3.6. (X,DX), (Y,DY ), (Z,DZ)を微分空間とする．π : X → Y を商写像とし，f : Y → Z を写像と

する．このとき，次の条件を満たす．

(1) f ◦ π が滑らかであることは，f が滑らかであることと同値である．

(2) f ◦ π が subductionであることは，f が subductionであることと同値である．

(3) f ◦ π が subductionであり，f が単射であるならば f は微分同相写像である．

X
f◦π //

π

��

Z

Y

f

>>~~~~~~~~

Proof. まず (1)を示す．f ◦πが滑らかとする．DY の任意の元 P : U → Y に対して，πは subductionである

から，U の任意の元 rに対して，rのある開近傍 Vr とDX のある元Qr : Vr → X が存在して，P |Vr = π ◦Qr
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が成り立つ．f ◦ π は滑らかであるから，合成写像

f ◦ P |Vr = f ◦ (π ◦Qr) ∈ DZ

となる．したがって，D2の公理から f ◦ P ∈ DZ であるから，f は滑らかである．反対は明らかである．

次に (2)を示す．f ◦ π は subductionとする．f が全射であることは明らかであり，π が subductionで系

3.2より
DZ = (f ◦ π)∗(DX) = f∗π∗(DX) = f∗(DY )

が成り立つ．したがって，f は subductionである．

(3)は命題 3.4と (2)の条件から明らかである．

系 3.7. (X,DX), (Y,DY ) を微分空間とし，f : X → Y を subduction とする．このとき，X の任意の元

x, x′ に対して，同値関係 x ∼ x′ を f(x) = f(x′)で定める．このとき，X/ ∼と Y は微分同相である．

Proof. 自然な射影 π : X → X/ ∼ は subduction である．x の同値類を [x] で表すとき，f̃ : X/ ∼→ Y を

f̃([x]) = f(x)で定めると，同値関係 ∼の定義から f̃ は well-definedで単射である．次の可換図を得る．

X
f //

π

��

Y

X/ ∼
f̃

<<zzzzzzzz

このとき，定理 3.6の (3)より f̃ は微分同相写像である．

4 直積空間

定義 4.1. {(Xλ, Dλ} を微分空間の族とする．次の条件■ D を満たすユークリッド空間の開集合 U から直

積集合
∏

λ∈Λ Xλ への写像 P 全体からなる集合を D∏ で表す．このとき，D∏ は ∏
λ∈Λ Xλ の微分構造と

なる．これを直積微分構造とよび，微分空間 (
∏

λ∈Λ Xλ, D∏) を直積空間とよぶ．命題 4.2から D∏ は各射
影 prλ :

∏
λ∈Λ Xλ → Xλ が滑らかな写像となるような

∏
λ∈Λ Xλ の微分構造において，最も強い微分構造で

ある．

■ D 任意の λ ∈ Λに対して，射影 prλ :
∏

λ∈Λ Xλ → Xλ との合成写像 prλ ◦P : U → Xλ はDλ に属する．

命題 4.2. D∏ は射影 prλ による微分構造 Dλ の引き戻しの共通部分 ∩λ∈Λpr
∗
λ(Dλ)と等しい．

Proof. D∏ の定義から明らかである．
命題 4.3. 各 λ ∈ Λに対して，prλ :

∏
λ∈Λ Xλ → Xλ は subductionである．

Proof. 各 λ ∈ Λに対して，P : U → Xλ を Dλ の任意の元とする．写像 iλ : U →
∏

λ∈Λ Xλ を

iλ(r) =

{
xi ∈ Xi i ̸= λ
P (r) ∈ Xλ i = λ

と定めると iλ は D∏ の元であり，
prλ ◦ iλ = P

を満たす．したがって，prλ は subductionである．
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