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Introduccion

En Estados Unidos las residencias médicas fuetmuurcidas a principios del siglo XX como
una forma opcional para hacer posgrado en medicosaestudiantes interesados en hacer un
internado o residencia se ofrecian a una clinicdicaéen una especializacion determinada, y
los hospitales que ofrecian posiciones obteniarordarobra relativamente barata. El nUmero
de posiciones ofrecidas al principio fue mayor gueimero de graduados que aplicaban, por
lo tanto, comenzd una competencia entre los hdspipor los internos.

Con el objeto de poder resolver el problema denasilps estudiantes a los distintos hospitales
es que aparecen los primeros algoritmos de asiymacimacheo. Estos algoritmos tienen en
cuenta las preferencias de los estudiantes sabl@kpitales y reciprocamente.

Gale y Shapley formularon en 1962 un modelo al kpmaron modelo de asignacion o
matrimonio. Dicho modelo se basa en poder realimarasignacion entre los individuos de dos
conjuntos finitos y disjuntos que cumpla ciertasdiciones. A este tipo de asignacion se la
llama matching. Haremos referencia a los conjumescionados como el conjunto de hombres
y el conjunto de mujeres.

Debe tenerse en cuenta que los individuos de cadal@ los conjuntos tienen un orden de
preferencias sobre los individuos del otro conjuopartir de esto surge el concepto de
matching estable. Un matching es estable si tagomdividuos tienen una pareja “aceptable”
y no existe ningun par de individuos que se prafieantre ellos mas que al individuo que le
asigna el matching.

Gale y Shapley probaron que para tddodelo de Asignaciom Mercado de Matrimonio
(conjunto de hombres, conjunto de mujeres y listaspreferencias) existe al menos un
matching estable. En la demostracién desarrollamoralgoritmo que permite encontrarlo,
llamadoAlgoritmo de Aceptacion Diferid&n cada paso de dicho algoritmo todos los hombres
hacen propuestas simultdneamente a las mujereasdistas de preferencias. A partir de
entonces, distintas modificaciones del algoritnerda estudiadas.



Roth y Vande Vate disefiaron un algoritmo que thice a los individuos secuencialmente, en
un orden arbitrario, en el sistema, conocido céigoritmo de Aceptacién diferida con entrada
secuencialEn este proceso en que un nuevo individuo ehtreeecado un matching que era
estable se puede convertir en inestable. Blum ylfkain desarrollaron un procedimiento
natural para retornar a la estabilidad en el nueercado extendido. Millan también estudia el
algoritmo de aceptacion diferida con entrada semakegy enuncia una condicion suficiente
sobre el orden en que entran los individuos deado el mercado para obtener el matching
Optimo para ellos.

En este trabajo desarrollamos la teoria necesara @ estudio del algoritmo de entrada
secuencial, con el fin de analizar la relaciéneeetrorden en el que entran los individuos en la
aplicacion del algoritmo y el matching que se at#ieomo salida de dicho algoritmo.

El trabajo esta organizado en tres secciones. j[mheera seccion introducimos las definiciones
basicas acerca de la teoria de matching y ejecgiifos algunas de ellas. En particular,
definimos el concepto de ciclo y el de matching sceatable, y proporcionamos la
demostracion de algunos resultados que son meg @il el estudio del algoritmo de aceptacion
diferida con matching de entrada arbitrario. Esdgunda seccion estudiamos dicho algoritmo
y demostramos que si el matching de entrada esesiable, el matching obtenido como salida
del algoritmo resulta estable. En la tercera seccdéscribimos el algoritmo de entrada
secuencial y estudiamos el concepto de orden 6pitns resultados obtenidos por Millan.
Proponemos ejemplos que permiten observar quendiaion de orden éptimo no resulta
necesaria para la obtencién del matchigptimo como salida del algoritmo de entrada
secuencial.

1. Conceptos Previos

Definicién 1: Un modelo de asignacién o mercado de matrimor(id, W, P) consiste de dos
conjuntos finitos y disjunto® y W, M = {my,m,, ---,m,.} (conjunto de hombres) y W =
{wy,wy, -, wp} (conjunto de mujeres) y un conjunto de listas de preferenciaB =
{P(my),P(my,), -, P(m,),P(wy), P(w,), -, P(w,)} donde cada listeP(m;) es un orden de
los elementos del conjunid U {m;} y de forma similar cada list& (w;) es un orden de los
elementos del conjuntd U {w;}. Definidas de esta manera podemos decir que |&Ereneias
de cada individuo son transitivas, estrictas y detap.

Ejemplo 1:

Sea el mercadd M, W,P) dondeM = {my,m,,m3}, W = {w;,wy,ws,w,} yP definida
por:

P(my) = wy, wy, w3, my, w, P(w;) = my, my, m3,wy
P(my) = wy, wy, ws, my, wy P(wy) = my,m3, wp, m,
P(m3) = wy, W3, Wa, Wy, m3 P(w3) = my, w3, my, my

P(W4—) = My, My, Wy, M3



En la lista de preferencia®(m,) = w,, wy, w3, my,w, , observamos que el individun,
prefiere en primer lugarw,, en segundo lugar &, en tercer lugar av; y su cuarta elecciéon
es permanecer solo, es deegjires una mujer naceptablepara él.

Definicion 2: Un matchingu es una funcion biyectiva del conjutbu W sobre si mismo,
de orden 2y? = id), tal que siu(m) # m, luego u(m) e W y si u(w) # w, luego u(w) €
M.

Notemos que la condiciqe? = id implica queu(m) = w siy solo sip(w) = m.

w1 W3 Wy Wy

Un ejemplo de matching para el mercado anteriqe es{ m;, m, ms; w,

Definicion 3: Un individuov prefiereel matchingu, al matchingu, si él prefiereu;(v) a
U, (v), lo que anotamos comaq, (v) >, u,(v) . Un individuov esindiferente entre el
matching u, y el matchingu, si w,(v) = u,(v) . Un individuov prefiere el matchingu,

al menos tanto comal matchingu, si él prefiereu, (v) a u,(v) o es indiferente entre ellos,
lo que anotamos comp, (v) =, u,(v).

Decimos queu, =y u, Siu(m) =, u,(m) para todon € M. Anadlogamente definimos

1 Zw Uz

Veremos ahora algunas caracteristicas de los mgicue permiten clasificarlos en matchings
que pueden ocurrir y permanecer y cuales no. Oasdovlas listas de preferencias, uno podria
adelantar que un matching donde uno de los inddgdsta en pareja con alguien que en su
lista de preferencias esta después que él misrhasanatching que se desarmara.

Definicion 4: Un matchingu esindividualmente racionalsi para cada individuo vV E
M UW se verifica quel(v) =, v.

Una parejgm, w) bloqueaun matchingu si w >, u(m) y m >, u(w).

Definiciobn 5: Un matching u es unmatching estable si es individualmente racional y no
existe pareja bloqueadora.

Al conjunto de todos los matchings estables en encado de matrimonig¢M, W, P) lo
simbolizamos co§(M, W, P) o simplementeS(P).

Gale y Shapley probaron que un matching establepse existe para cualquier mercado de
matrimonio.

Teorema 1:Para todo mercado de matrimoid, W, P) existe un matching estable.

La demostracion de este teorema consiste en laigEéa de un algoritmo que produce un
matching estable, conocido comoAdgoritmo de aceptacion diferid®A).

Wy Wi Wg W
mp Mmp; Mz W3
pero no es individualmente racional pugs prefiere permanecer sdlo antes que estar eraparej
W, Wz  W; Wy
mp My Mz Wy
tampoco es estable pugs,, w,) es una pareja bloqueadora.

El matchingu, = { del mercado anterior no tiene pareja bloqueadora

con ms. El matching u, ={ es individualmente racional pero



Puede resultar interesante saber si hay algin mgt@stable al que todos los hombres
prefieran al menos tanto como a cualquier otro hiagcestable, y analogamente para las
mujeres. Definimos entonces los matchifg®©ptimoy W-Optimo

Definicion 6: Sea(M, W, P) un modelo de asignaciéon. Un matching estabksM-6ptimo si
u =, u* para cualquier otro matching estapleAnalogamente se define matchiwgoptima

En el mercado de asignacion del ejemplo anterigniglo matching estable es:
W, Wi M3z W3z Wy
“Mz'“W:{ m;, m, ms; ws; W,
Definicion 7: Una mujew y un hombren se diceralcanzablessi ellos son pareja en algun
matching estable.

Propiedad 2: En todo mercado donde las preferencias son estrsttconjunto de individuos
gue permanecen solos en un matching estable d@srabrpara todo matching estable.

Gale y Shapley probaron también que si las pred@srson estrictas, tal como las hemos
definido nosotros, en cualquier mercado de matrimeriste un matching estabié-6ptimo
Uy Y un matching establ®V-6ptimo uy, .

En este mismo contexto se probo que: (Knuth) lasuoes preferencias de los dos lados del
mercado son opuestas sobre el conjunto de matchsigbles. Es decir gi y u* son dos
matching estables, entonces todo hombre prefi@emenos tanto comogd si y solo si toda
mujer prefiereu* al menos tanto coma Es decimu =), u* siy solo siu* >y, u.

Definicion 8: Para dos matchings cualesquigrgu* se definen las correspondencias,, p*

y uAyn* que asignan a cadm € M su mas preferida y menos preferida pareja
respectivamente entggm) y u*(m). También se definem vy, " y p Ay p* que asignan

a cadav € W su mas preferida y menos preferida pareja respaectinte entrg(w) y u*(w).
Podria suceder que estas correspondencias noeresuétchings, pero el siguiente teorema
asegura que:

Teorema 2:(Conway) Cuando las preferencias son estrictas ysp* son matchings estables,
entonceu Vy 1*, uAy U, uVy 1ty u Ay 4 son matchings y ademas son estables. Mas
alnu Vy W= uAyw " Y Vi 0= uiy p'.

De esto se concluye que el conjunto de matchinigbles tiene estructura de latice con los
operadoresy, Yy Ay .

Perfil de preferencias reducido

Sea el mercadd M, W, P), y P(v) la lista de preferencias de cadee M U W formada por
todos los individuos aceptables paracon la inclusion dev como ultima entrada.

De la optimalidad dey,, v uy Se desprende que: (@i, w) es una pareja de mutuamente
aceptables w >,, uy(m) o m >, uy,(w) luegom y w no son alcanzables.

Teniendo en cuenta esto podemos “reducir” lasslideapreferencias de cada individuo de la
siguiente forma:



i.  Remover de cada lista de mujeres aceptables pdnarmabrem todas las mujeres
mas preferidas que,(m) y de la lista de cada mujer todos los hombres: mas
preferidos quer,, (w).

ii.  Remover de la lista de hombres aceptables parancag@aw todos los hombres que
son menos preferidos queg (w) y de la lista de mujeres aceptables para cadaiteomb
m todas las mujeres menos preferidas guém).

iii. Después de haber hecho los pasos i y iinsio es aceptable pana en esta lista ya
modificada, entonces remover de la listanda la mujew y similarmente de la lista
de cada mujew remover todos los hombres, para los cuales esa mujerno es
aceptable.

Al conjunto de listas de preferencias resultarteosdenomin@erfil de listas reducidgara
el mercado original y se anof(y,,). Si en cada uno de estos pasos reemplazamgs por
cualquier matching estabje el perfil de listas reducideeraP (u).

Ejemplo 2:

Sea el mercad@M, W, P) donde M = {m,, m,, ms, my,ms }, W = {wy, Wy, Ws, Wy, Ws, We }
y seaP dada por:

P(my) = wy, We, Wy, W3, Wy P(wy) = my,my,mg,my, ms
P(my) = wy, w3, wy, ws P(wy) = mgz,my,my,my
P(m3) = ws, wy, wg P(w3) = mg,m,

P(my) = ws, wy We, W3, Wp, Wy P(wy) = mq,my,ms

P(ms) = wy, ws Wy, Wy, W3, We P(ws) = my,my, mg, my, my

P(wg) = my,my,m,

En este caso los matching estabMsiptimo y W-6ptimo son

m; m; ms My Mg W3 m; m; ms My Mg W3
MM_{ Weg W1 W Wg Wq W3 y MW_{ Wiy Wg W Wg Wq W3

Aplicamos los pasos i, ii y iii a la lista desferenciaspP.:
P(my) =Wy, W, Wy, Wa, Wy P(wy) = my, m,, ¥z, ¥y, s
P(m,) =wo, W, Wy, Ws P(wy) = ms, g, My, Wy
P(m3) =ws, Wy, Wy P(w3) = g, 9

P(m4) = Ws, W, We, Wg, Wz, Wg P(W4) = Mgz, Mg
P(mS) = Wy, Ws, W, Wy, W3, Wg P(WS) = mz,,m;,mg, My, Wiz
P(wg) = my,my, iz
Entonces el perfil de preferencias redudifp,,) es:

P(my) = we, wq P(wy) = my,m,
P(my) = wq, ws P(w,) = my
P(m3) = w, P(ws3) =

P(my) = ws,we P(w,) = ms
P(ms) = w, P(ws) = m,,my



P(wg) = my,my

Definicién 9: Una lista ordenada de hombies,, m,,---,m,) es unciclo para un perfil de
preferencias reducid®(u) si:

e parai=1,-,r—1, lasegunda mujer eR(u)(m;) es u(m;,,), es decir la primera
mujer enP(p)(my4).
* la segunda mujer eR(u)(m,) es u(m,), es decir la primera mujer &{u)(m,).

Lo anotamoso = (m,,m,, -, m,) y decimos quen; generag, parai = 1,---,7 — 1.

Roth y Sotomayor probaron que existe un ciclo pargerfil de lista reducidB(u) si y solo
si existe algiin hombna; que tiene mas de una mujer aceptable en su i) (m;).

Si observamos el ejemplo anterior el Unico cicle gparece en la lista de preferencias reducida
es (my, my,my).

Matchings cuasi-estables

En lo que sigue nos referiremos a una clase denimgic que Blum, Roth y Rothblum presentan
en su trabaj®acancy chains and equilibration in senior-levddda markets[1], los matchings
cuasi-establed_os matchings cuasi-estables para los hombres g@mujeres) surgen cuando
un matching se desequilibra por el ingreso de wvainombre al mercado o el retiro de una
mujer del mismo (ingreso de una mujer o retiro déombre).

Definicion 10: Un matching: es llamada@uasi-estable para los hombreses individualmente
racional y si cumple que, si hay parejas bloquessjoéstas estén formadas por hombres
solteros. Es decir, s(im,w) es una pareja blogueadora ge entoncesu(m) = m.
Analogamente se puede definir matching cuasi-estadnia las mujeres.

Trabajaremos solamente con los matchings cuadiestpara los hombres, a los que nos
referiremos simplemente como matchings cuasi-establ

Denotamos por (P) al conjunto de los matchings cuasi-estables. NosemqaeQ (P) # 0, ya
que, por ejemplo, el matching en el que cada iddiviesta soltero es claramente cuasi-estable.
Ademas, todo matching estable es también cuadiests decir S(P) c Q(P).

Propiedad 3: Searu, u’ € Q(P). Entoncest vy, u' € Q(P).
Demostracion:

Seau* = u vy p' . Veamos primero qug® es un matching. Por la definicion de/y, i, es
claro que para cada mujerexisteu*(w) y es Unico. Debemos ver que para cada M existe
un Unico u*(m). Supongamos por el contrario que exigt& M tal que ww) =
w'(w") =m siendow # w'. Sin pérdida de generalidad, supongamos wue,, w', que
u(m) =w yqueu'(m) =w'. Entoncesn = p*(w) >, p'(w) , ycomow >, w' = u'(m),
tenemos quém, w) bloquea a’. Perou’'(m) = w' € W, lo cual contradice la cuasi-estabilidad
deu'. Por lo tanto, a cada hombretal queu*(m) # m, el matchingu* le asigna una Unica
mujer w € W.



Veamos ahora ques* es cuasi-estable para los hombres. Camgy u' son ambos
individualmente racionaleg,” también resulta individualmente racional. Supongmihora
que (m,w) bloquea au* siendou*(m) € W. Sin pérdida de generalidad supongamos que
w'(m) = u'(m). Entoncesn >, u*(w) =, p'(w) y w >, u*(m) = u'(m), lo que implica
gue (m, w) bloquea au'. Perou'(m) = u*(m) € W, lo cual nuevamente contradice la cuasi-
estabilidad de:’. Por lo tantoy* es cuasi estable, como queriamos probar.

La propiedad anterior y el teorema 2 muestran ¢operadorv,, conserva cuasi-estabilidad
y estabilidad. Cabe destacar quetsi 1’ son matchings cuasi-establ@gsyy, ', u vy 1, y
U Ay ' NO son necesariamente matchings.

Propiedad 4: Searu € S(P) y 1’ € Q(P). DefinimosM (u, u") como el conjunto de hombres
m tales quet(m) >,, u'(m) y ademasn no pertenece a ninguna pareja bloqueadoragpara
y definimosW (u', 1) como el conjunto de las mujenestales que:d'(w) >,, u(w). Entonces,
'y ' sonisomorfismos d¥ (u, 1) enW (u', w).

Demostracion:

1) Supongamos quer € M(u, u"). Entoncesu(m) >, u'(m) =,, m y asiu(m) € W. Sea
w = u(m). Entoncesw = u(m) >,, u’'(m). Pero comom € M(u,u'), y u' € Q(P),
(m,w) no es una pareja bloqueadoraudey por lo tanto debe s@f(w) >, m = u(w).
Luego,w € W(u', ). Esto muestra queM (u, u')] ¢ W', u), y como todo matching es
una correspondencia inyectivd] (u, u")| < |[W (', w|.

2) Supongamos quev € W(u',u). Entoncesu’'(w) >, u(w) =, w y obtenemos que
entonceg!’'(w) € M. Sean = u'(w). Asi,m = u'(w) >, u(w). Por la estabilidad dese
cumple queu(m) >,, w = u'(m), ya que si fueraw >,, u(m), el par(m,w) bloguearia a
u. Ademas, comg’(m) es una mujer, la cuasi-estabilidadudasegura que no pertenece
a ninguna pareja blogueadora d@de Por lo tanto,;m € M(u, 1), lo cual muestra que
wwW',u)] c M(u,u'). Igual que antes, como todo matching es una @oneencia
inyectiva, |W (', )| < [M(u, u)|.

De 1) y 2) concluimos queM (u, u')| = |W (u',u)|. Entoncesu y ¢’ son correspondencias
inyectivas entre conjuntos finitos de igual cardida elementos, y por lo tanto son biyectivas.

Propiedad 5:Searu € S(P) y 1’ € Q(P). Entoncesgt vy, 1’ € S(P).
Demostracion:

SeanM(u,u") y W(u', n) los conjuntos definidos en la propiedad antesigea u=
uVy u'. Por la propiedad 3i* es cuasi-estable, por lo tantd es individualmente racional.
Para ver qu@™ es estable, consideramos tres casos:

1) me M(u,u'): Por la propiedad anteriow’ = u'(m) € W(u',u) € W. Entonces
w'w" >, u(w), ypor lo tantqu*(w") = p'(w') =m y u*(m) =w' € W. La cuasi-
estabilidad de* implica quem no pertenece a ninguna pareja bloqueadogd .de

2) me¢ M(u, 1) yu(m) € W: Por la propiedad anterior, pavra= pu(m), m=
u(w) =, 1'(w), ya que si no fuera asiy € W(u',u) y m € M(u,u"). Entonces,

7



ww)=ulw)=myu(m)=weW. La cuasi-estabilidad g€ implica quem no
pertenece a ninguna pareja blogueadora“de

3) me M(u,u") y u(m) = m: La estabilidad dg implica que para toda mujer que sea
aceptable parar se cumple que(w) >, m, y por la definicion de:* tenemos que
w(w) =, u(w) >,, m. En particular, ningin par que contenga aloquea a".

2. Algoritmo de aceptacion diferida con matching de emada arbitrario u (DA(u))

En esta seccion estudiaremos la versiotigritmo de aceptacion diferida con matching de
entradapresentada por Blum, Roth y Rothblum en su tralkajodea esencial es que dado un
matching u inestable en el que existe una pareja bloqueddoreada por un hombre soltero,
el algoritmo produce un nuevo matching en el qtisfaae dicha pareja y repite este proceso
hasta que no haya ninguna pareja bloqueadora farpadhombres solteros. Es importante
destacar que las parejas bloqueadoras no son adegillitrariamente, ya que si fuera asi el
algoritmo podria volverse ciclico.

Dado el mercadd M, W, P) y el matchingu, definimos para cada hombree M el conjunto
An,(P)={weWwW /w >, m}.

v" Paso inicial:
Seau® = u. Paracadan € M, A%, (P) = A4,,(P) — {u,(m)}.

v' Paso iterativo:

« Siparatodan € M se verifica que/~*(m) # m o AL 1(P) = @, el algoritmo termina
y DAy(u) = p'~ 2.

« De otraforma, es decir, si existe € M tal queu'=*(m) = m vy ALY (P) # @, entonces
seaw = max,, A1 .

Luego:

i. sipt~Y(w) >, m, entoncesy; = p;_,
i. sipu~'(w)<, m,entonces:

- si pt=Y(w) = w ,entoncesui(w) = m,
y paratoda € V — {m,w}, u'(v) = ut=1(v)

- si pim'(w) = m*, entoncesu'(w) =m y p'(m") =m*y p'(v) =pu" ()
para todov € V — {m,w,m"}

« Seadl,=A5'—{w}y Al .=A"2 paratodom®™ # m.
e i=1i+4+1

Al matching resultante lo denotamos A, (1). Similarmente, si intercambiamos los roles
de las mujeres y los hombres, el matching de sakda DA, (1). Es importante mencionar
gue estos matchings no siempre resultan estables.

Las definiciones y propiedades que presentamosnfinaacion nos permitiran obtener el
resultado principal de esta seccion, que afirmasyeé matching de entrada del algoritmo es
cuasi-estable, entonces el matching que obteneomos salida resulta estable.



Definicion 11: Seau’ un matching. Decimos que un matchingsu’-aceptablesi verifica que

i) p=y p
i) Para todon € M tal queu(m) <,, m se cumple qug(m) = u'(m).

Un matchingu es u'-estable si verifica que:

) u'-aceptable
i) Para cada parejan, w) que bloquee a se cumple qug(m) = u'(m) e W.

Denotamos paf (¢, P) al conjunto de los matchingg-estables.
Propiedad 6: Seau’ un matching. Entonces:

a) DAy(UW) =w .

b) Siu es un matching:'-estable, entonces>,, DA, (u").
Demostracion:

a)Seaqu’ =, ut, u%4......... , ¥ la sucesion de matchings obtenidos durante leaapbn
del algoritmo de aceptacion diferida con entralaSeanm; y w; el hombre y la mujer
seleccionados por el algoritmo luego de que ha ssdablecido el matching ' y tales que

Wi > mg Y mg >y, g (wy). Entonceqit(m;) = wy. Asi, ut(w;) =
m; >y, 1 wy) y pt(w) = pi~t(w) para todow # w;. Luego,u’ =y, u'~t. Iterando este
proceso obtenemos qiel,, (1) = u* >y p*t >yl > ut =yl =yl

b) Seau un matchingyu'-estable. Sep® = ', ut, u?......... , ¥ la sucesion de matchings

obtenidos durante la aplicacion del algoritmo depgacion diferida con entrada’.
Demostraremos por induccién que>,, ' para todd = 0,1,..., k:

- Seai = 0: Entoncest >, u' = u°.

- Supongamos quet >, 4t~ y veamos que esto implica que >, ut. Seanm; y w; el
hombre y la mujer seleccionados por el algoritregéude que ha sido establecido el matching
pi~tytales queitTt(m;) = my, wy > m; Y my >y, w1 (wy). Entoncesut(m;) = wy, y
asiu’(w;) = m; >, u'~'(w;). Ademas, paratoda = w;, u(w) =y p'~*(w) = p‘(w). Por

lo tanto, basta probar quéw;) >, ut(wy).

Procederemos por el absurdo. Supongamosmgue u'(w;) >y, b(wy).

Comoyu es u'-estable, s(m;, w;) es una pareja bloqueadoraidentonces u(m;) =
p'(m;) € W. Seaw = u(m;). Siw = u(m;) = p'(m;) € W entonces comg >, u‘~* (por
hipétesis inductiva) y'=t >, i’ (por lo probado en a)) obtenemos que’=*(w) = m;, lo
que contradice qu@‘~!(m;) = m;. Luego, no puede ocurrir quen;, w;) sea una pareja
bloqueadora d@. De donde, como hemos supuesto gue= u'(w;) >, u(w;), entonces
debe seu(m;) >, w; ya que si nam;, w;) bloquearia a«. Como (m;, w;)es una pareja
bloqueadora d@'~!, entonces se cumple qug(m;) >m, Wi >m, u=t(m;) = my, y por lo
tantou(m;) € W. Seaw' = u(m;). Comow; es la mujer mas preferida pa; del conjunto



A;',;il (P), tenemos quém;, w") no es una pareja bloqueadorauéiet. Entonces se debe cumplir
queu‘=t(w') >,,, m; = u(w"), lo que contradice el hecho de que>,, ui=t.

Otra propiedad necesaria que enunciamos sin deauistres:
Propiedad 7: DA, (u") esu'-estable.

Las propiedades precedentes son importantes pafgmean que el matching que se obtiene
como salida a través del algoritmo de aceptaciferida con matching de entragia es el
matching pertenecienteS4u’, P) menos preferido por las mujeres (es decir, el pedching
para las mujeres efi(u’, P)). Esto resulta interesante ya que nos proporcioraaprimera
descripcion del matchinBA,, (1").

Dado un matchings’ individualmente racional, definimos el conjugﬁ)'(P) por:

Sy (P) ={ueSP):p =y u'}

Observamos qug, (P) es el conjunto de los matchings estables que tagasujeres prefieren
al menos tanto como a'.

Propiedad 8:Sea u'eQ(P). Entonceg‘f,‘,'(P) €s una sublatice no vaciasig®).
Demostracion:

Veamos primero qug,, =, u'. Por la optimalidad de,, en S(P) y como wVy ty €
S(P), tenemos qugy,, =y U Vi Uy Entoncesy, =y 1.

Por lo tantoy,, € Sk’ (P), y asi S, (P) # @.
Ahora debemos mostrar que todo subconjunto de ldosatos de_’#l,'(P) tiene cota superior
y cota inferior enS!/(P). Si uy,u, €Sl (P) entonces, por la definicion dg), (P),

Ui, =w 1Y 1y Ay Uy Y U1 Vi 1, SON matchings estables. Ademas, de la definiogdn,d
y de Ay, obtenemos qugy Vi pp =y 1y quepu; Ay uy =y p'. Por lo tantou; Vi 1, y

{1 Aw 12 pertenecen 8, (P).

Hemos probado entonces quei'ses un matching cuasi-estable para los homliﬁéSP) es
una sublatice no vacia d€P), con los operadores, y A, . Por lo tantog#l,'(P) contiene al
matching estable menos preferido por las mujerek, &®) (esto es, el peor matching estable
para las mujeres eﬂ,l,‘”(P)), al cual denotaremos pay, §Iﬁf,'(P). Ademas, este matching
coincide con el matching estable mas preferiddggohombres ers;, (P), al que denotaremos
porv,, Si/(P). Es decirv, Sk (P) =Ay Sk (P).
Teorema 3:Seay’ € Q(P). EntoncesDAy (1) =Ay S, (P) =V Sk (P).

Es decirDA,,(u") € S(P).
Demostracion:

Seau’'eQ(P).
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Veamos primero queS(u',P) = {u € S(P):u =y, u'}. Esclaroque {u € S(P):u =y, u'} c
S(u',P), ya que esto se cumple inclusgi/sho es cuasi-estable.

Falta mostrar qus(u’,P) c {u € S(P): u =, u'}.

Seau un matchingu’-estable. Queremos ver quees individualmente racional. Supongamos
gue no es asi. Es decirugim) <,,, m, entonces por la’-aceptabilidad dg, u'(m) =
u(m) <, m, y si u(w) <,, w, entonces, u'(w) <, u(w) <, w. De dondeu’ no seria

individualmente racional, lo que contradice la c¢@ssabilidad deu’ .Luego, u es
individualmente racional.

Ahora queremos ver queno tiene parejas bloqueadoras.. Supongamos g8ea&in, w) es
una pareja bloqueadora deEntoncesv >,, u(m) y m >, u(w). Por lau’-estabilidad de:,
w >, u(m) = u'(m), y por lay’-aceptabilidad dg, m >,, u(w) =, u'(w), Entoncegm, w)
seria una pareja blogueadorguddo que contradice la cuasi-estabilidadude

Luego,u es estable, es decire S(P).

Ademas, lau'-estabilidad de: asegura qug >, 1’ .Entoncesu € S(P) y u =,, u', es decir,

pEfu€eSP)uzy u}

De lo que acabamos de probar y de la definicion gj‘;’a(P) concluimos que:
SyP) ={ueS(P):ip =y u'}y=SW,P)

Por las propiedades 6 y 7 sabemos que el matéMnpg ') es el matching perteneciente a
S(u',P) menos preferido por las mujeres. Cogﬁﬁ(P) = S(u',P) y la maxima cota inferior
ensS!, (P) esny Sty (P) =V, Sk (P), obtenemos finalmente que:

DAy =Aw Spy (P) =V Sy, (P)
La siguiente propiedad nos proporciona una desénipexplicita del matchingdA,, (1).
Propiedad 9: Seau’eQ(P). EntonceDAy (1) = u' vy uy(P).
Demostracion:
Seau = u' Vi uy (P). Comou =y, ¢’y ya hemos visto que € S(P), entoncegt € Siy, (P).
Ademas, parg’’ € S}, (P) se cumple (por definicion d&, (P)) quey” € S(P) y u" =y 1’ .
Como u'' es estable, u'' =, uy. Por lo tanto, concluimos qug’ =, u' Vi uy = U.
Entoncesyu es el peor matching para las mujeres (esto esaehing menos preferido por las
mujeres) en el conjunt§f, (P), es deciru =Ay, Shy (P). Por el teorema anterior, esto implica
queDA, (1) =Ny §I£‘V’(P) =u=u Vy uy(P), como queriamos probar.
Propiedad 10:Seau'eQ(P) yv € M U W. Entonces:

u'(v) si u'(v) es alcanzable para v
[y (P)](v) si u'(v) no es alcanzable para v

[DAw (D)) = {
Demostracion:

Seau = DAy (1).
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1) Supongamos quees una mujer, es decir=w € W. Entonces:

- Siu'(w) es alcanzable para, comoy,, es el peor matching estable para las mujeres
tenemos que’(w) =,, uy (w), y entonces, combA,, (1) = u' vy uy(P), se verifica
quep(w) = [ Vi uyl(W) = p'(w).

- Siu'(w) no es alcanzable parg como sabemos qué V,, u,, es estable, tenemos que
(1" vV uy](w) es alcanzable para. Luego, siu'(w) no es alcanzable pang se debe
cumplir que[u” vy, pylw) = py(w) >, @' (w).

2) Supongamos quees un hombre, es deeir=m € M. Entonces:

- Siu(m) = [y’ vy uyl(m) = m, entonces, por la ya probada estabilidad de u =
DAy (u"), concluimos quem esta soltero en todo matching estable, en paaticul
Uy (m) =m , yporlo tantdu’ vy, uyl(m) = m = py(m), siendom la Unica salida
alcanzable para.

- Siu(m)=[u vy uyl(m) e W y u'(m) es alcanzable para entonces, comg es
estable yu(m) € W, en todo matching estable se cumple queo esta soltero, y por
seru'(m) alcanzable para concluimos qu@’(m) = w € W. Entoncesn = u'(w) es
alcanzable parev. Luego, por la parte 1) ya probada, tenemos que ulw) =
u'(w) =m, yasiu(m) = w = u'(m), como queriamos probar.

- Siu(m) = [u' Vi uyl(m) € Wy u'(m) no es alcanzable pawaentonces w =
u(m) # u'(m), yaquepu es estable. Entonces= u(w) # u'(w) y nuevamente por
la parte 1) obtenemos que= u(w) = uy(w).

3. Algoritmo de Entrada Secuencial

En el siguiente algoritmo, llamaddgoritmo de entrada secuencidbs individuos entran al
mercado de a uno por vez. El procedimiento consistaplicar el algoritmo de aceptacion
diferida con un matching de entrada después detsngde cada individuo. El matching final
resultante es un matching estable.

Definicion 12: Un orden sobre el conjunto de individuos es una funciéretliya y con
dominio en el conjuntd = M UW y codominio en{n € N/ n < |V|}. Al conjunto de todos
los érdenes lo designamos cdn Siv € V, entoncey(v) es el orden en que entra al
mercado. Consideraremos kiésimo mercado reducidQM(k),W(k),P(k)), donde el
conjunto M(k) esta dado poM(k) = {m € M/y(m) < k} y de forma andloga se define
W (k).

El Algoritmo de entrada secuencied descripto como sigue:
Seay € .

v" Paso inicial:

Seak=1y (M(l),W(l),P(l)) el mercado reducido donde ha ingresado un séiaidtumh
v eV talquey(v) = 1.
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El matching definido en esta etapasedal que u(v) = v = y~1(1).
v' Paso iterativo:

Desdek = 2 hasta k = |V|, sea (M(k),W(k),P(k)) el k-ésimo mercado reducido. Para
cada v € M(k) U W (k) definimos el matchingi,_, por:

_ v si y(v) =k
1(w) = .

-1 (V) {.uk—l(v) si y(v) <k

Ahora definimos el matching; de la siguiente forma:

- Si v=y7!(k) € M(k) entoncesuy = DAy ) (fx-1)-
- Si v=y7!(k) e W(k) entoncesuy = DAy ) (fx-1)-

Dado cualquier ordery € &, llamamosu, al matching obtenido al aplicar el algoritmo.
Las dos proposiciones siguientes son una consdeLsioesultados obtenidos por Blum, Roth
y Rothblum, que Millan enuncia en su trabajo:

Propiedad 11:Seay € ® Entonces, es estable.

Demostracion: Veamos que el matchigg_, definido en el algoritmo es cuasi-estable para
todok > 2. Es claro que cada matching_; es individualmente racional, por lo que falta ver
gue si hay parejas blogueadoragigle,, las mismas estén formadas por hombres solteros.

Procederemos por induccion.
Sik = 2, el mercado eM(2), W (2),P(2)) y el matchingz,_, = fi; esta dado por:

v si y(v) =2

p@) si y(v)=1

Por la definicion de: dada en el algoritmo, tenemos que paray (1), u(v) = v. Es
decir, eni; los dos individuos estan solteros. Por lo tantégrenan una pareja bloqueadora,
ésta estara formada por un hombre soltero. Lyegq,= ji; es cuasi-estable.

) =

Supongamos ahora glg_, es cuasi-estable y veamos que esto implicages cuasi-estable,
es decir, que el matching, definido en el pask + 1 del algoritmo es cuasi-estable. Como
fx—1€S cuasi estable, el teorema 3 asegurague DAy ) (flx—1) O tr = DAy ey (fk—1)

es estable. Se@(k + 1), W(k + 1), P(k + 1)) el mercado reducido en el paga- 1 del
algoritmo. Entonces

v si y(w)=k+1
pe-1(w) st y() <k+1

Como y; es estable, se cumple quese M(k) U W(k), entoncesv no forma pareja
blogueadora. Por lo tanto, & tiene parejas bloqueadoras, el individus y~1(k + 1) debe
pertenecer a ellas. Como para= y~1(k + 1) se cumple qug,(v) = v, obtenemos qug,
es cuasi-estable, como queriamos probar.

) = |
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Finalmente, comg@,_, es cuasi-estable para tokla 2, por el teorema 3y, resulta estable
para todok > 2. Luego, el matchingu, que obtenemos como salida final del algoritmo es
estable.

Propiedad 12:Seay € ® y seawv tal quey(v) = |V|, entonceg., (v) es la pareja mas
aceptable paraz en cualquier matching estable.

Ejemplo 3: Sea el mercaddM, W, P) donde M = {m,,m,,m3}, W = {w;,w,,w3} Yy sea
P dada por:

P(my) = wy, wy, ws P(wy) = my,myms
P(my) = wy,wy, wy P(wy) = my,mg,m,
P(m3) = wy, w3, w, P(w3) = my,mymg

Los unicos matchings estables en este mercado son:

_{W1 Wz  Ws _{W1 Wz W
‘uM_ml m; mg y ,uW—ml m; mg

Seay € d,y = wymymzw, ws my.

Apliqguemos el algoritmo de entrada secuencial:

v Seak=1
M1) =0
W(1) = {w}
P(1)
y = {::11

v Seak =2
M(2) = {m,}
W(2) = {w}

P(2): P(my)=w; y Pw)=m,

— m2 W1 _
H 2{ m, w, ' cOMOY 1(2) =m, € M(2) entonces

tz = DAy, (i11)
Luego, como ‘al(mz) =m, y A-?nz = P(mz) = {Wl} * @ y m, >W1 ﬁl(Wl) = Wq,
m
entonces: Uy = {le .

v Seak =3

M(3) = {m21m3 }
W(3) = {w;}
P(3): Pmy)=w; y Pwy)=m, my
P(m3) = wy
_ m; msz
Uy :{ Wy M
14



Entonces us = DAy, (iz)

- Seai = 1. Como i,(m3) =m3 y A?n3 ={w;} # 0, perou,(wy) =m; >, ms,
entonces:
_\ _( My mg
(MZ)I - { w; my

- Seai=2.Como el Unican € M(3) talque ji,(m) =m esmy y A}ns = @ ; entonces:

_ _ m; mg
sz = DAy sy (1) = (@2)1 = { Wy ms

v Seak =4

M(4) = {m,,m3 }
W(4') = {WlfWZ}
P(4): P(my)=wiw, y P(w)=m; myg

P(m3) = wy w, P(w,) = m3 m,
_ { m, msz w,

Ha = wp m3z W
Entonces pu, = DAy a)(f13).
- Seal = 1 ComO II3(W2) =Wy y Ag/z = {mg, mz} * Q) y Slend0m3 = max Aalz y
se verifica quew, >,,, mz = fi3(m3); entonces:

— N _ [ My M3
(#3)1 = { W, W,
y como no existew € W (4) tal que (ii3),(w) = w concluimos que:
_ _ m; ms
Uy = DAW(4)(H3) = (f13)1 = { Wy W,

v’ Seak =5
M(S) = {m21m3 }
W(5) = {wy, wy, w3}
P(5): P(mz) =wiwy,wz Yy P(wy)=m; ms
P(m3) = wy wz w, P(wp) =m3 m,
P(w3) = m, m;

_ m, msz Wwj
M4_{ wy Wy W3

Entonces ps = DAy (s)(fls).
- Seai = 1. Como fiy(w3) =ws , A}, ={m,,mz}# @ y siendom, = maxAy,, se
verifica que i, (m;) = wy >,,, ws. Luego:
- (1)1 = g
15



y A%v3 = A8v3 —{m;} = {ms} # 0.

- Seai=2. Como (j,);(ws) =wsy Ay, # @y siendom; = maxAy,, , se verifica que

W3 >m3 WZ == (ﬁ4)1(m3) X entonCGS
_\ _( My M3z Wy
(I’l4)2 - { W1 W3 W2

y AL, = 0.
- Seal = 3 ComO (ﬁ4)2(W2) =Wy y Aa/z = {mg, mz} * Q) y SlendO m3 = maan/3 y
se verifica que(i1,),(m3) = w; >p,, w,; entonces:
(fa)3 = (fla)
y A\%vz = A\Z/vz —{m3}={my} # 0

- Seai = 4. Como (i13)3(m;) = wy >, Wy, €ntonces:
_ _ _ m; mz W
- (A)a = ()3 = (fa)2 = { W, Wi W,

_ _ m; msz w,
y porlo tanto s = DAw (i) = @)a = { " 1

v Seak =6

M(6) = {my,m3,my}
W(6) = {wy,wy, ws}

P(6) = P:
P(my) = wy,wy,ws P(wy) = my,my,ms
P(my) = wq, Wy, w3 P(w;) = mqy,mz,m,
P(m3z) = wy, w3, w; P(w3) = mqy,my,m;

Entoncesus = DAy ) (fs).

- Seai = 1. Como jis(my) =m; y A),, = {w;,wp, w3} # @y siendo w, = maxA, ,

se verifica quem; >,, is(w;) = m,; entonces:
_ m; mz Wy mp
- (MS)l - { W1 W3 W2 mz

- Seai = 2. Como 4, = {wy,wy,ws} # @ y siendow; = maxA;,, , se verifica que
(t5)1(wy) = my >, m, ; entonces
(fts)2 = (f1s)4
Y A7, = Ay, — {wi} = {wy, w3} = 0.

- Seai = 3. Como w, = maxAz,, Yy se verifica quen, >, (fis),(w,) = w,; entonces:
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_y _ (M M3 My
(ﬂ5)3 _{ W1 W3 W2

Como no existem € M(6) tal que(jis);(m) = m, el algoritmo se detiene.

Entonces hemos obtenido que :

B _ m; msz m;
My =t = DAy e)(fis) = (fi5)3 = { Wi W3 W

el cual es el matching optimag,,.

Orden Optimo

Millan define un orden al cual llan@den 6ptimoy demuestra que al aplicar el algoritmo de
entrada secuencial con un orden éptimo entonaestehing obtenido es el matching 6ptimo

HUm-
Para un ordem € @ , se define:
s =min{ k < |V|: existe unciclo ¢ en el matching p,, que cumple o c M(k)}.
Seay € @ .y es unorden éptimopara M si:
i. )/(,uM(m)) < s paratodom € M(s)
i. y(uM(m)) < y(m) paratodon ¢ M(s).
Propiedad 13:Si y es un orden Optimo pard, entoncesu, = py.

El teorema probado por Millan nos proporciona uoadeion suficiente sobre el orden de
entrada de los individuos para que la salida atapél algoritmo sea el matching-optimo.

Ejemplo 4: Si analizamos el ejemplo que hicimos de aplicaciéhalgoritmo con entrada
secuencial (ejemplo 3) observamos que dicho ordessrdptimo.

wy Wy W3

Recordemos que = wym,mzw, wy my Y Uy = {ml m, ms

Si realizamos el perfil de listas reducido parg podemos ver facilmente que el Unico ciclo
eso = (m,, m3), de donde, para este ordenamientes; 3. Por lo tanto el orden propuesto no
cumple la primera condicion de orden Optimo, puestdrese momento ninguna de las parejas
que les asigna el matching 6ptimo a los hombresidiel ha entrado al mercado.

Ejemplo 5: Sea el mercad¢M, W, P) dondeM = {m,, m,, ms, my, ms, mg }, W=
{wi, wy, w3, wy,we} y seaP dada por:

P(my) = wy,ws, wy P(wy) = my,my,mg
P(my) = wy, wy, wy P(w;) = mg,my,m,
P(m3) = wy, Wi, W, P(w3) = mg,my, my, mg
P(m,) = ws,wy P(wy) = my,mz,m,
P(ms) = ws, w3 P(ws) = ms
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P(mG) = W1, Wy, Wy
En este caso los matching estabMsiptimo y W-6ptimo son

m; m; Mz My Mg Mg m; m; mz My M5 Mg
‘UM_{ m; wy Wy W3 Wg W, y ‘UW_{ m; wy Wz W, Wg W,

Seay€ed, y=w; my wy, mg wy mgw, my ws mg my.
Si aplicamos el algoritmo de entrada secuenciaka&owrdeny obtenemos el matching,, .

Realizamos el perfil de listas reducido y obtenepas el Unico ciclo egms,m,) y por lo
tanto, s = 4.

Si bien se cumple la primera condiciéon de lardeitbn de orden 6ptimo, pues uy(ms) =
w, Y uy(my) = wy y ambas han entrado al mercado al momento 4e caraple la segunda
condicion ya quew, = uy(mg) entra al mercado después qur, .

Ejemplo 6: Sea el mercado(M, W, P) donde M = {m,, m,, ms, m,, ms }, W=
{wy, wy, w3, wy, we, we} Yy SeaP dada por:

P(my) = wy, We, Wy, W3, Wy P(wy) = my,my,ms,my, ms

P(my) = wy, w3, wy, ws P(w;) = mgz, my,my,my

P(m3) = ws, wp, e P(w3) = mg,m,

P(my) = ws, Wy We, W3, Wp, Wy P(w,) = my,my,ms

P(ms) = wy, ws Wy, Wy, w3, W P(ws) = my,my, ms,my, ms

P(wg) = my,my,m,
En este caso los matchings establé®ptimo y W-6ptimo son:

m; m; ms My Mg W3 m; m; ms My Mg W3
#M_{ Wg W1 W Wg Wq W3 y MW_{ Wy Wg W Wg Wq W3

Sea]/ECD, y:W1 mz m4 Wsg ml m5W4 Weg W3 Wy m3.

Si aplicamos el algoritmo de entrada secuenciakst@orden obtenemos también el matching
optimo  uy, .

En el ejemplo 2 realizamos el perfil de listas m@da paray,, y luego vimos que el unico ciclo
es (m,,m,m,), el cual se cierra con la 5° entrada, pero hasar®mento no ha entrado, por
ejemplo,u, (m;) = wg, quien entra al mercado en el octavo lugar. BEsiestra que no se
cumple la primera condicion de orden optimo. Obseies que tampoco se cumple la segunda
condicién puesuy (ms) = w, y mg ingresa en 6° lugarw, después de él.

Los tres ultimos ejemplos prueban que ningunasidda condiciones de la definicion de orden
Optimo es necesaria para que al aplicar el algoritte entrada secuencial se obtenga el
matching M-6ptimo.
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Nos proponemos continuar y profundizar esta lireeandestigacion que analiza como influye
el orden en el que entran los individuos al sistem&l matching que se obtiene al aplicar el
algoritmo. Estamos interesadas en poder estallendiciones necesarias y/o suficientes sobre
los 6rdenes de entrada al aplicar el algoritmo mteada secuencial para la obtencion del
matchingM-6ptimo. Particularmente, nos interesaria estableandiciones que no involucren
el conocimiento previo de cual es el matchifigptimo del mercado ni de sus ciclos.
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