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Resumo

O objetivo deste trabalho é explorar as simetrias e desenvolver a dinamica associada a um
modelo do tipo BF com campos escalares acoplados, tanto a nivel classico quanto a nivel
quantico. Para tal, desenvolvem-se ferramentas matemaéticas apropriadas para se tratar
em geral uma teoria de calibre topoldgica do tipo Yang-Mills, para formular uma acao co-
variante e estudar suas simetrias via o método de quantizagao canonica de Dirac, também
conhecido como método hamiltoniano vinculado. Este método é desenvolvido extensa-
mente para os casos abeliano e nao-abeliano do nosso modelo, e em seguida quantiza-se o
caso abeliano via lagos para analisar o desenvolvimento da mecanica quantica nestas teo-
rias de calibre descrevendo a base para nossos funcionais de estado, chamada de rede de
cargas, bem como o calculo de alguns observaveis associados a nossos estados cinematicos
e fisicos.



Abstract

The main goal of this work is to explore the symmetries and develop the dynamics asso-
ciated to a BF model with coupled scalar fields, at the classical and quantum levels. To
achieve this we develop the proper mathematical tools to study a topological Yang-Mills
gauge theory in general, to formulate a covariant action and study its symmetries via
Dirac’s canonical quantization method, also known as constrained hamiltonian method.
This method is extensively developed for the abelian and non-abelian cases of our model,
which then we quantize the abelian model in order to analyze the development of the
quantum mechanics on these gauge theories, describing the basis for our state functions
which we call charge networks, as well as the calculation of some observables related to
our kinematic and physical states.
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Capitulo 1

Introducao

A centenéria teoria da Relatividade Geral (RG) [1-4], que apesar do seu enorme sucesso
em prever e explicar fenomenos associados a gravitagao, ainda nao possui uma versao
quantica. Tentativas anteriores de se quantizar a RG por métodos perturbativos mos-
traram que a teoria resultante ndo é renormalizavel [5], enquanto as primeiras tentati-
vas nao-perturbativas de Wheeler e DeWitt [6] tiveram seus sucessos concentrados nos
modelos de “minisuperespaco”’ reduzido dedicados a Cosmologia. Entretanto, progres-
sos notaveis foram feitos nas ultimas décadas, especialmente com o formalismo da Loop
Quantum Gravity (LQG) [7-11] derivado a partir do método hamiltoniano canoénico [12]

aplicado a uma parametrizagao particular da RG [11,13,14].

A RG como uma teoria independente de fundo (background), isto é, com nenhuma geo-
metria de fundo dada a priori, ¢ uma teoria com geometria dinamica e totalmente vin-
culada. Sua hamiltoniana é definida por uma soma de vinculos responsaveis por gerar
as invariancias de calibre da teoria. A aplicacao das técnicas de LQG visa implementar
os vinculos da teoria como operadores quanticos em um espaco de Hilbert pré-definido e
resolve-los, encontrando um subespaco para os estados fisicos onde agem operadores auto
adjuntos que representam os observaveis da teoria. Alguns vinculos ja foram resolvidos,
mas um ultimo, chamado de vinculo escalar, ainda nao foi completamente resolvido e di-

versas abordagens para resolvé-lo foram criadas, com a mais popular sendo o formalismo
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dos spin foams. [7,15-17]

Em contraste, teorias de gravitacao de dimensoes mais baixas sao bem mais simples de
se lidar uma vez que elas podem ser descritas como teorias de calibre topoldgicas quando
nao acopladas a matéria [18-22]. No entanto acoplar estas teorias & matéria faz com que
elas percam suas propriedades topoldgicas, exceto em alguns casos especiais onde uma

quantizagao via lagos (loops) completa e relativamente simples pode ser obtida [23,24].

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que a partir de um modelo de brinquedo (toy
model) tipo BF [7,25,26] 2+1-dimensional, tal como o que foi construido anteriormente
em [19], pode-se acoplar uma estrutura que possa representar campos de matéria [8] e
desenvolver para este modelo o método de quantizacao canonica culminando na aplicacao
das técnicas de LQG, discutindo brevemente a estrutura da teoria quantica obtida por este
processo bem como sua dinamica, e estudar alguns operadores e observaveis dos nossos

estados quanticos.

Vale a pena ressaltar que o formalismo da LQG, seja pela via covariante ou pela via
canonica como estudado aqui, requer um modelo descrito em termos de conexoes e mo-
mentos conjugados, o que permite obter representacoes independentes de fundo para o
espaco de Hilbert considerado. A teoria serda baseada num modelo topoldgico de tipo
BF, ao qual serao acoplados minimamente campos escalares [27,28] que fardo o papel de

matéria topoldgica, como os que aparecem em um modelo Sigma [29].

No capitulo 2 revisam-se as bases da formulacao e construgao do modelo BF, cuja princi-
pal caracteristica é ser uma teoria de calibre (gauge theory) topolégica do tipo Yang-Mills
(YM) [27,28], por consequéncia independente de fundo, isto é, uma teoria independente
de métrica. O modelo BF também possui outras propriedades interessantes por ser uma
teoria de calibre, como invariancia sobre transformagoes gerais de coordenadas (difeomor-
fismos ativos) e invariancia sobre transformacoes de calibre locais associadas ao grupo de
calibre da teoria. Focou-se neste trabalho no grupo U(1) ou grupo abeliano como exposto
no capitulo 3, e na classe de grupos SO(n,3 —n) que sao grupos nao-abelianos, estudados

no capitulo 4. Ao acoplar minimamente o modelo BF com os termos de matéria, estudou-
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se como este acoplamento afeta as simetrias esperadas para um modelo BF “puro” (sem

o acoplamento).

Nos capitulos 3 e 4 estao as principais contribuicoes deste trabalho, que referem-se ao de-
senvolvimento do método do formalismo canonico para o modelo BF em 2+1 dimensoes
com termos de matéria, método que foi proposto por Dirac [12,30] para resolver sistemas
cuja transformada de Legendre nao € trivial, por existirem relagoes entre as coordenadas e
os momentos generalizados chamadas de vinculos. A partir dos resultados do formalismo
candnico obteve-se as grandezas cldssicas (varidveis dinamicas, vinculos e multiplicado-
res de Lagrange) que posteriormente se transformam em operadores ou parametros de
evolugao de calibre, verificados para o caso abeliano neste trabalho e em [24] para o caso
nao-abeliano. Com o método de quantizacao de lagos introduzido no capitulo 5 descreve-se
para o caso abeliano um espacgo de Hilbert cinematico para estes operadores, derivado do
espaco de configuragoes classico, e descrevem-se os estados quanticos de maneira analoga

ao formalismo das redes de spin. [15,31-33]

Segue no capitulo 6 uma discussao sobre as simetrias que prevalecem na teoria abeliana
quantica, isto é, a implementacao completa dos vinculos canonicos e como estas simetrias
afetam a estrutura da nossa teoria de calibre quantizada, com a discussao de casos onde

temos operadores observéveis [34].
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Capitulo 2

Introducao ao Modelo BF

O modelo BF é uma teoria de campos topoldgica que quando quantizada se torna uma
teoria quantica de campos topoldgica. Na sigla BF, como vé-se adiante, F' denota a
curvatura de uma conexao Yang-Mills A, e B é outro campo forma acoplado de maneira
multiplicativa a F'. O modelo BF é um toy model, ou modelo de brinquedo, devido ao
fato de ser uma teoria considerada aqui apenas para estudar a aplicacao da quantizagao

de lagos em uma teoria de campos independente de fundo.

Observe que a principal razao para se construir a teoria em 2+1 dimensoes é que o
modelo BF nestas condicoes representa a RG! formulada via o formalismo de primeira
ordem [35], feita a escolha do grupo de calibre apropriado (que é o SO(1,2)) e também
pela simplificacao dos céalculos no procedimento de quantizacao canonica, desenvolvido

em detalhes nas se¢oes seguintes.

Nota: O leitor que nao estd familiarizado com as notacoes, conceitos e propriedades da

geometria diferencial é convidado a visitar o Apéndice A antes de prosseguir!

! As associacoes e analogias entre as duas teorias j4 foram discutidas em detalhes num trabalho anterior,
vide [19].



17

2.1 Definicoes e Convencoes

2.1.1 Indices

E conveniente adotar uma notacao para os indices que aparecem nas variaveis, campos e

formas ao longo do texto. A dimensao do espago-tempo considerada aqui é D = 2 + 1:

e Os indices de coordenadas do espago-tempo sao denotados pelas letras gregas (i, v, p, . . .

assumindo os valores (0, 1,2) ou (¢, 1, 2);

e Os indices de coordenadas puramente espaciais sao denotados pelas letras latinas

minusculas (a, b, ...) assumindo os valores (1, 2);

e Os indices do grupo de calibre G pertencentes aos campos definidos no nosso modelo
sao denotados pelas letras latinas maitusculas (I, J, K,...) e os valores que estes
assumem dependem do grupo G em questao. (Por exemplo, G = SO(3) , SO(n,3—n)

assumirao valores (0, 1,2).)

2.1.2 A Derivada Covariante

O modelo BF ¢ uma teoria topoldgica, possuindo invariancia de calibre local sob trans-
formagoes pertencentes a um grupo de Lie? G. Isto é, dado um campo (z), onde ¥(z)

esta descrito numa representagao R do grupo G:

V'(x) = R(g(z))d(x) (2.1)

onde R(g(x)) é a matriz que representa os elementos do grupo de calibre nesta repre-
sentacao e os geradores g € G. Também quer-se que a derivada deste campo se transforme

da mesma maneira que o campo, o que nos leva a definicao da derivada covariante. Com

2Vide apéndice A.1
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efeito, de (2.1) tem-se:

O (x) = 0up(x) R(g(x)) + ¢ ()0uR(g(x))-

A derivada covariante D, é definida de maneira a se transformar como (D, ¥(x)) =
R(g(z))Dytp(x). Para tal, se introduz uma conexdao A, € G onde A, = A/ R(T}) é a
matriz da conexao A na representacao base da algebra de Lie que obedece a relagoes de

comutacao:
[T7,T5) = [/ Tk, (2.2)
e que deve se transformar como
Al = R(g~")0uR(g) + R(g™ ") AuR(g) (2.3)
onde ¢g~! = gf. Toma-se g = e para escrever a transformacao infinitesimal de A:

A, = (1=e)due+(1—-e)Au(1+¢)
A, = A+ 0+ 1A €

§A, = Ouc+[A, . (2.4)

Com este resultado tem-se o necessario para definir a derivada covariante e se escrever

novamente a equagao (2.4), passando da notagdo matricial para a nota¢ado em componen-

tes?:

(D))" = (050, — Ay W7 = Dy ? (2.5)

onde denota-se o stmbolo D!; de matriz derivada covariante, ou apenas derivada covari-

ante.

3Ver apéndice A para notacoes e definicdes.
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Verifica-se para esta definigao que (D,1)" de fato se transforma de maneira covariante:

(Duy) = 9.R(9)¥ + R(9)0u¢ — (0.R(9)R(g™") + R(9)AuR(g™))R(g)¢

= uR(9)Y + R(9)(0u) — Aub) — 0, R(g)v = R(g)(Dyuv). (2.6)

2.1.3 A curvatura de Yang-Mills F

Define-se também a curvatura de Yang-Mills:
Fl, = 9,AL —9,AL 1 f ATAK (2.7)

que para ser escrita na notacao de formas diferenciais toma-se o tensor F),, de rank 2

multiplicado por uma 2-forma e se utiliza a antissimetria do tensor F},,:
1
F=dA+A*= s Fwde Nda”, Fuy = 0uA, = 0,4, + (A, A (2.8)

Nao é dificil mostrar que a atuacao do grupo sobre F ¢ a adjunta: F' = R(¢~')FR(g).
Comparando (2.4) com (2.8), fica evidente que a curvatura F' pode ser chamada de deri-

vada da conexao A.

2.2 Construindo o modelo BF

Para se comecar a construgao do modelo BF no espaco de dimensao D = 2+1, é necessério

definir os objetos presentes na teoria.

Entao tém-se:

e Um grupo de calibre GG, GG sendo um grupo de Lie;

e A 1-forma conexao A introduzida na segao (2.1.2) ;
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e Uma 1-forma B.

Nenhuma métrica foi definida pois o modelo BF é independente de fundo e portanto

independente de métricas.

Nota-se que o “F” do modelo BF jé foi caracterizado na secao anterior, e agora caracteriza-
se o campo “B”. A ideia por tras da escolha de um modelo do tipo BF é de se ter
uma teoria de curvatura nula, isto é, com F' = 0. Como é necessario construir uma
integral invariante sob difeomorfismos, o integrando precisa ser uma 3-forma, logo se deve
introduzir na acao um termo multiplicador de Lagrange 1-forma sobre F' que também
possa ser definido no espago tangente dual Tj(M), para a principio garantir esta condigao

de invariancia.

Quer-se que nossa ac¢ao seja também invariante de calibre, entao se B é uma forma que se
transforma na representagao adjunta como B’ = R(g~')BR(g), o produto B A F' podera

ser escrito como invariante de calibre e de difeomorfismos da seguinte maneira®:

Ms

onde M3 é a variedade tridimensional do espago-tempo. Nota-se que os campos A, B e

F(A) estao representados aqui na forma de matrizes.

2.3 As invariancias de calibre da teoria

A agao (2.9) foi construida invariante de calibre e de difeomorfismos. Ver-se-a a seguir que
a acao possui mais uma invariancia local. Para demonstrar tal fato, todas as invariancias

de calibre do sistema deverao ser escritas.

4Na secdo A.4.2 estdao definidas as propriedades do traco de formas diferenciais.
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2.3.1 Todas as simetrias de calibre

O primeiro conjunto de transformacgoes que deixa a acao invariante ja é conhecido, sao as
transformacoes do tipo Yang-Mills, na forma infinitesimal:

0A =dw + [A, W]
Transformagoes do 1° tipo (2.10)

0B = [B,w].
O segundo conjunto de transformagoes vem da identidade de Bianchi DF = 0 (que podem
ser vistas na segao A.2.8):

JA=0
Transformacoes do 2° tipo (2.11)

0B = Dn=dn+[A,n).
Repare que se B é uma 1-forma 7 vai ser uma 0-forma, isto é, n tem a paridade oposta a
de B. Deve-se ter cuidado com o comutador generalizado [A, n] nesta situagao, pois este
¢ um comutador graduado®. Verifica-se a invariancia da acao sobre este segundo conjunto

de transformacgoes:

=0

—
5TT/BF:TT/5BF:TT/D7)F:—Tr/nDF—i—Tr/d(nF) (2.12)

onde a regra de integragao por partes que estd mostrada no apéndice A.4.3 foi aplicada.

A teoria possui outras invariancias além das ja mostradas, como a invariancia por difeo-
morfismos, isto é, sob as transformacoes:

SA =LA

Transformagoes de difeomorfismos (2.13)

0B = L¢B.
As transformagoes (2.13) s@o 6bvias, mas é interessante ver que elas sdo consequéncia das
duas invariancias de calibre definidas acima [36-38]. Discutiremos melhor estas trans-

formacgoes na secao 2.5.2.

5Vide secao A.2.5.
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2.3.2 As equacgoes de movimento do modelo BF

Agora analisa-se as equacoes de movimento da teoria, deduzidas da estacionariedade da

agao sob variagoes arbitrarias A e B. Uma variacao 6 B arbitraria gera a equagao:
F = 0. (2.14)
E para uma variacao 0 A arbitraria:

6F = 6(dA+ A*) = dSA+J6AA+ ASA

= doA+ [A,0A] = DSA. (2.15)
Entao, utilizando a regra de integracao por partes se encontra:
08 = -2 Tr/BDéA =2 Tr/DBéA (2.16)
de onde segue a equagao:
DB = 0. (2.17)

Estuda-se primeiramente a equagao de movimento (2.14). Para tal, tomou-se um ansatz
para a solucao desta equacao como sendo uma conexao do tipo “puro gauge” A(x) =

h=(z)dh(z), onde h(z) € G e que pode ser verificada:
dA =dh'dh = —h~'dhh " 'dh = —A* = F =0.

Mas A = h~'dh nao é solucao geral, da mesma maneira que dw = 0 nao implica em w = dh
em espacos nao-triviais, como um toréide. Contudo, o lema de Poincaré nao-abeliano [39]
diz que localmente (em um aberto U C M) existird um h(z) € G tal que A = h~'dh.

Isto significa que a solugao A é, localmente, a transformada de calibre da conexao nula.
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Com efeito, fazendo uma transformacao de calibre com g = h~! mostra-se que:

A = g_ldg + g_lAg
= hdh '+ hAh™' = hdh™' + hh~'dhh™!

= —hh~'dhh™' +dhh™! = 0. (2.18)

A equagao de movimento (2.17) pode ser escrita como dB = 0 tomando A = 0. Conside-

rando que uma forma fechada é localmente uma forma exata, entao segue que:

B=dB = DB. (2.19)

Isto nada mais é do que a transformacao de calibre de 2° tipo (2.11), com n = E, do campo
B = 0. Esta discussao mostra que, localmente, a solugao das equacoes de movimento é

dada pela solucao trivial A = B = 0 a menos das transformacoes de calibre.

Discutir-se-4 novamente as equagoes de movimento apds a formulagao do Hamiltoniano
da teoria. Para tal, precisa-se desenvolver um método tal que a partir da acao do modelo
BF pode-se escrever a lagrangiana e converte-la para uma hamiltoniana, e ai sim estudar

estas equacoes “de movimento” no espaco de fase apropriado.

2.4 O Formalismo Canonico do modelo BF

A quantizacao canonica é uma das varias maneiras na fisica de se quantizar uma teoria
classica. A palavra canonica se refere a estrutura classica que é preservada na teoria
quantica, chamada de estrutura simplética. Historicamente, a quantizagao canonica foi
o método utilizado por Dirac (que o denomina de método hamiltoniano) para construir
pela primeira vez a formulacdo de Mecanica Quantica (M(Q)) mais conhecida e utilizada
hoje [40-42], mostrando que a MQ das fungdes de onda de Schrodinger é a mesma MQ
das matrizes de Heisenberg. Uma visao geral deste método estd no Apéndice B e é uma

boa introdu¢ao ao método de quantizacao canonica.
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2.4.1 O formalismo lagrangiano do Modelo BF

Seja a acdo Spr dada pela equacao (2.9) que pode ser reescrita como:

1
S = / nB'F = / e By Fy,
M M

= /chlt/zd%ﬁ(t,:c) (2.20)
L

onde 77y é um tensor simétrico capaz de manipular apenas os indices do grupo G (latinos
maitsculos), logo nao constitui uma métrica para as coordenadas do espago-tempo. Nota-
se que por nao ter se definido nenhuma métrica para o espaco-tempo, nao ha nenhuma

receita para se manipular os indices de “espaco”.

No caso do modelo BF as coordenadas generalizadas® sao A, B e as velocidades generali-
zadas sao 0:A, 0;B. As equagoes de Euler-Lagrange sao dadas por (2.14) e (2.17). Mais
explicitamente, a agao (2.20) se escreve:

1
Sor = /M nged (Bl (0,47 = 0,4 + [ AKAL)). (2.21)

J
Fy,

Quando se define a lagrangiana L em (2.20), gera-se sobre o espago uma restri¢do to-
polégica, que é a hipdtese da existéncia de uma dimensao temporal homeomérfica a reta
real R e calcula-se a lagrangiana como uma integral sobre a subvariedade espacial. Nesta
teoria de calibre topoldgica nao ha nenhuma dimensao privilegiada a priori, mas o conceito
de tempo foi introduzido para se realizar o método de quantizacao canonica e espera-se
recuperar na teoria ja quantizada esta liberdade de calibre para a dimensao temporal.

Em suma, restringe-se a variedade a admitir uma foliaggo Mp = R x ¥ (Fig. 2.1).

Denota-se por t a coordenada associada a linha de tempo R e por z* (a = 1,2) as
coordenadas do espaco 2. O “espago” X é uma variedade de dimensao 2 e todas as folhas

Y possuem a topologia de . Assim, a “evolucao temporal” preserva a topologia do

5Veja a secdo B.1.1 para mais detalhes.
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tro t -

parame

Figura 2.1: Foliacao de uma variedade M = R ® ¥ que mostra a decomposicao da
variedade em varias “folhas” ;.

espaco, de forma que se constrdi a estrutura canonica independente do valor de ¢t. Sendo
assim, separa-se a agao em partes temporal e espacial, onde os indices 0 =t e a,b = 1,2

foram utilizados:
Spp = m‘]//d%dt 0ab BIF )+ bOa(BbFJ)+€abo(BéFb{)]

note que por convencao % = gh0a = 290 = 29b & ym tensor de Levi-Civita completamente

antissimétrico. Entao:

Spr = % / / d*xdt[s™ (Bl FJ) + (B F) + *(BLE))]. (2.22)
RJE

Como os tensores e® e F} sdo antissimétricos, o primeiro termo reescreve-se: Bf (€™ F3) =

Bl(e?2Fyy + e Fy) = 2Bl F/, e com o tensor F; escrito explicitamente, Spp fica:
SBF = ’I]]J/ / dzflidt BIFQ + atAZECLng — EabBéDaAi]]
rRJx

onde se utilizou a definigdo da derivada covariante (2.5). Realiza-se uma integracao por

partes (A.108) no terceiro termo para obter:

SBF = 7]]]/ / d%’L‘dt[BtIFlJQ + &gAjaabB,f + EabDIKBg(AJ] (223)
RJX
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Para simplificar a notagao, define-se o dual de B:
Ble = ¢ B! (2.24)
e pode-se escrever a Lagrangiana do nosso sistema simplesmente como:

L=y / d*z[BlFY, + 0,A’ B + A/ D!, B°K]. (2.25)
P

2.4.2 Os vinculos primarios

Comega-se 0 método hamiltoniano convertendo a lagrangiana (2.25) para uma hamilto-

niana. Para notarmos as grandezas supracitadas no formalismo hamiltoniano introduz-se

os momentos II conjugados aos campos Ai, B{H definidos por

a oL . paJ _ pa

e 20 4(2) B = B

0= 5B (2.26)
AT (2) oL '
" 5o

) = 56 E@) "

cujos colchetes com as coordenadas generalizadas geram uma estrutura simplética definida

pelos seguintes colchetes de Poisson:
{AL (), T (y)} = 656,0%(x —y) . {Bu(x),"5(y)} = 656,0%(x —y) (227

e todos os demais sio nulos
{A (), Al(y)} = {"T1] (2)," T (y)} = {A}(2), B](y)} = ... = 0. (2.28)

O resultado (2.26) é preocupante, pois os momentos conjugados sdo independentes das
velocidades e entao nao se pode escrever as velocidades como fun¢ao dos momentos: tem-

se entao um sistema vinculado.
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As equagoes (2.26) sao vinculos primdrios, conforme a definicao dada na se¢ao B.1.3:

g4 = A - B =0 (2.29)
2 = Piiao0 (2.30)
gy = AL~ 0 (2.31)
by = PIL=0 (2.32)

e notados por ®,,, com m = 1,2,3,4, como sendo uma forma de agrupar as equagoes

(2.29) a (2.32), os quatro vinculos primarios ®.

2.4.3 A hamiltoniana canonica

Levando os vinculos primérios em consideracao, faz-se a transformacao de Legendre para
obter a hamiltoniana canonica como a integral H.,, = / ’Hcan(:c)dzx da densidade hamil-

toniana:
Hean(x) = AMOAL — £ = —ny ;A DL B —py BIFY,. (2.33)

Esta hamiltoniana nao é unicamente determinada, pois pode-se adicionar a ela qualquer

combinagao linear de vinculos ®’s, que sao fracamente nulos. Escreve-se entao Hr:

Hy = / 0/ Hean (@) + ML ()0, 3(2") + Mk ()0 (2') + No(2' )01 (o) + AL () ()]

” (2.34)
onde as fungdes arbitrarias A\, (x) s@o multiplicadores de Lagrange. Usando o formalismo
dos colchetes de Poisson pode-se escrever’ a derivada temporal de um funcional ¢ das

coordenadas generalizadas e momentos conjugados:

g=1g9,Hr} ={y, /; dzyl(/Hcan + Z Am @) } (2.35)

m=1

onde foi utilizada uma notacao simplificada para a somatéria sobre os vinculos primérios.

"Vide a equagio (B.8).
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2.4.4 A estabilidade dos vinculos primarios

Comeca-se o Algoritmo de Dirac-Bergmann® verificando as condicoes de consisténcia dos
vinculos, tomando a equacao (2.35) e trocando g por cada um dos ®’s. Um vinculo é dito

consistente ou estavel quando este nao evolui no tempo, isto é, colocando § =0e g = P,,,:

/E Py (@, 4(2), Hon(y')} + / Py L)@, (), B, ()} ~ 0. (2.36)

Observa-se que deve se ter cuidado com a notagao para p e v, pois u, v = a para &, e O,
e u,v =t para 3 e &4, entao temos a priori m = 4 verificagoes de estabilidade. Note
que essas verificagdes envolvem o cdlculo de todos os colchetes de Poisson (m' =1,2,3,4)

entre os vinculos.

Denota-se por I' a matriz dos colchetes de Poisson entre os vinculos definida por I, =

{®,,, ®,}. Apenas um dos colchetes é nao-nulo:

{q)(lll<x)> (I)gK(y)} =TI IK(xvy) = —7711(5@052(55 - y) =+ IK(Q%?J)' (237)

Repare que I'y; possui o mesmo sinal de I';5 uma vez que o colchete é antissimétrico em

ab.

Voltando para a verificacio da estabilidade dos vinculos, onde faz-se ®,%(z) = 0:

b () = /Zdzy({q)l?(fﬂ), Hean(y)} + Aoy {17 (2), Poic(y)})
= /Z Py(= AL (W) f55:0% (@ — y) BY + B ()nye™ 0y 0 (x —y) +  (2.38)

B (0)ne™ L AR ()63 — ) + / Pyl () nrse®(x — ) = 0

depois de uma integragao por partes (A.108), reescreve-se a equagao anterior como:

ePnishgy (@) = —nwof AL (2)BY (x) — " Dyy(nso B (x)).

8Vide secdo B.1.4.
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Manipulando os indices de grupo pode-se escrever A\, de maneira mais simples:
Maa(w) = (DaBy)(w) = f1y Al (2) By () (2.39)

e caiu-se no caso onde ®; = 0 determina o multiplicador de Lagrange \y (2.39). O vinculo

®, é consistente.
Agora, faz-se ®,%(z) = 0:
byj(xr) = /Z Py({of (), Hean (1)} + My (9){ o7 (2), D15 (y)}) (2.40)

_ / Py AK () DS (2 — y) + / Py(—ME e (@ — ) = 0
> b

e nrshy (x) = Dk Al (2))

Ma(®) = (Dadi)'(2). (2.41)

Caiu-se no caso onde ®, = 0 determina o multiplicador de Lagrange A, (2.41) e o vinculo

®, é consistente. Vamos agora estudar a consisténcia dos vinculos &3 e .

Faz-se ®g;(x) = 0:

byr(z) = / Py{y1 (), Hean ()} = / Py{AT (2), s AR (y) DY, B (y))

= /Zd2yTIJIDgJLBaL(?J)52(I —y) =D B () (2.42)
este resultado gera um vinculo secundério
®s5; = (DB ~ 0. (2.43)
Faz-se ®4;(z) = 0:

bar(z) = / Py{41(1), Hewn ()} = / Py{PT (x), —nsxBY (5 F5 (9))

B /Ed2y771KF1]§(y)52($ —y) = Fray(x) (2.44)
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e este resultado também gera um vinculo secundério

Eab

@6] = TFab[ ~ 0. (245)

2.4.5 A estabilidade dos vinculos secundarios

Alguns vinculos primarios geraram vinculos secundarios, e estes ainda precisam ser estaveis.
Logo, o algoritmo se estende aos vinculos secundarios, entao deve-se fazer também a ve-

rificagao da estabilidade dos vinculos ®5; e Pg;.
Faz-se ®5;(z) = 0:

O5r(z) = /Z Py (W{Psr(x), 2,5 (y)} + Aok (W){Ps1(x), By (1)})

_ / PylME @) Fren B (@6 — ) + ML) nse® D2, 8 (x — y)
>

= _nIJfJKLBCK(I)Ach(x) — gDy Aor (o). (2.46)
De (2.39) e (2.41), escreve-se (2.46) como:

s = —nrsf e B (DeA)" — nrse® D) DEBM + npy e DY (AY B*F)

= =AY (R5) — [, Bilr 2 0 (2.47)

que é uma expressao fracamente nula, logo ®5; e consequentemente ®3; sao estaveis.

Finalmente, faz-se ®g;(z) = 0:

bor(x) = | Py Ay Per(z), 215(y)}

Py \ME(y)(n1e*DYL6% (x — y)) = —nre DI AL (x).  (2.48)

I
—

E de (2.41), escreve-se (2.48) como:

N1 Dyp A (1) = n1e® Dy (DoA™ = (@6, Addr = 0 (2.49)
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o que mostra que $g; e Py sao consistentes e nenhum vinculo secundario gera mais

vinculos, entao o algoritmo encerra.

Os colchetes de Poisson nao-nulos entre os vinculos remanescentes vao ser:

6 c(r,y) = —mke™d*(x —y) = +T55 g (2,y)
Disrp(@,y) = =i fle B0 (@ —y) = 418 (7, y) (2.50)
D35 1n(2,y) = —nrse®Dypd*(x —y) = +1% 1 (z,y) (2.51)
Ul (2, y) = —?71J6“sz;]L52($ —y) =416 1.(z. ). (2.52)

Resumo dos vinculos:

Vinculos Primarios | Vinculos Secundarios

®,%: ATlY — B¢ =~ 0
®,%: P12 ~ 0 Os; D) BK =0
(I)gj : AHY}%O (I)(;] IFQ[%O

@412 BH?%O

2.4.6 A Hamiltoniana total

Antes de se escrever novamente a hamiltoniana, nota-se que os vinculos ®3; e ®4; sao
vinculos que comutam fortemente com todos os outros, entao uma vez definida a hamilto-
niana pode-se tomar estes vinculos como igualdades fortes II* = 0 e PII* = 0, o que define
Ay e B; como fungoes arbitrarias. No caso do modelo BF determinou-se explicitamente
Mi(x) (2.41) e \l(x) (2.39), e os demais A sao multiplicadores de Lagrange arbitrarios.

Com isto, a hamiltoniana total se escreve como:
Hy = / P [~ Al(DuBY; — Bl Foog + (DuA) @5 + (DB — [ 1Al BI)255) (253)
b

note que os dois primeiros termos sao os vinculos ®5; e ®g; da teoria, entao esta expressao

da hamiltoniana identifica A e B! como sendo os multiplicadores de lagrange A e A}
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destes vinculos.

Com a hamiltoniana nesta forma ainda nao se pode aplicar o principio da correspondéncia
sobre a teoria canonica. Com efeito, na teoria quantica correspondente onde A, B sao
operadores, os vinculos ®,, também sao operadores que restringem o funcional de onda

1, que geram condigoes do tipo:

D=0, ou, equivalentemente, Hy = 0. (2.54)

S6 que quando se tem vinculos que nao comutam entre si (chamados de vinculos de
segunda classe) aparecem alguns termos I',,, # 0, tais como (2.37), etc. Ao se tomar

estes colchetes como ponto de partida para a quantizagao tem-se, por exemplo:

A

(@15 (x), D5 (y)] = —ihe056% (@ — y).

Contudo, este comutador é inconsistente com <1511/J =0e (I;Q@b = 0, pois:

A

(@17 (x), &5 (y)] = —ihe™656% (& — y)v # 0. (2.55)

Neste caso, nao se pode construir uma teoria quantica a partir destes comutadores. Entao
seguir-se-a o procedimento proposto por Dirac para a redefinicao dos colchetes de Poisson

como colchetes de Dirac.

2.4.7 Os colchetes de Dirac

O propésito de se introduzir os colchetes de Dirac é eliminar os vinculos de segunda

classe, resolvendo-os no processo. Para definir o colchete de Dirac, primeiro escreve-se
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explicitamente a matriz I' dos colchetes de Poisson entre os vinculos:

O 8ab fJKLBaK 8abDi)]L
g 0 e® D/, 0 )
Lo = =115 ~ (r—y) (2.56)
fJKLBaK 5abDi)]L 0 0
€abDZ;]L 0 0 0

onde (m,n) = (1,2,5,6), uma vez que ®3 e &, foram tomados como igualdades fortes.
A partir desta matriz realiza-se uma troca de base dos vinculos por um procedimento de
diagonalizagao em blocos, o que simplifica bastante a defini¢cao dos colchetes de Dirac. Os
vinculos secundérios Gy e F; (G; = ®5; e F; = $g;) combinam-se com os vinculos ®; e

®,, para gerar:

G, = G+ f,7BE®S, + D/ @y, (2.57)

F; = Fi+D/as,. (2.58)

Nota-se que G' e F’ sao os coeficientes de A; e B; na hamiltoniana (2.53).

Os vinculos G' e F' sao vinculos de primeira classe de acordo com a terminologia de Dirac’
pois possuem colchetes de Poisson fracamente nulos com todos os demais, enquanto os

vinculos ®;, ®, sao vinculos de segunda classe, resultando na seguinte matriz I diagona-

lizada:
0 ¢® 0 0
e’ 0 00 |
0O 0 00
0O 0 00

onde as linhas e colunas desta matriz sao formadas por &1, Py, G" e F'.

9Vide secio B.2.3.
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Um resumo dos nossos vinculos de acordo com a sua classe e origem, na nova base:

Vinculo Primario Secundario

.. Gr G+ [,/ BE®S, + D], 04,
Primeira Classe
]:}:]:I+D&II(I)3J

@4, AIlY — By ~ 0
Segunda Classe H ! !

®2, : P19 ~ 0

Agora, nota-se por A a matriz dos vinculos de segunda classe remanescentes, cujos ele-

mentos sao definidos por:

w1y = {08 (2), 5,(y)} = —e"nise 6w —y) (2.60)

onde (s,5') = (1,2). Invertendo'® a matriz A obtém-se:

A = e P (y — ) . (2.61)

Com esta matriz A™! definem-se os colchetes de Dirac:

{£7X}D = {€7X} - {€7®5}A71 SSI{(I)S/7X} (262)

que se nota pelo simbolo { , }p. Neste novo colchete, pode-se colocar os 5 = 0 uma

vez que, sendo g uma funcao qualquer dos campos A e B:

{g, (I)s}D = {97 (I)s} - {97 q)s}A_l SSI{(I)sU q)s}
= {g7 (I)s} - {gv (I)S}Ail ss' . As’s

= {9,%:} {9, %} =0. (2.63)

19No sentido da dlgebra de convolugio para os indices continuos (z) e (y): (gxf)(z) = [dy g(y) f(z—y).
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Logo, as equagoes &, = 0 podem ser consideradas igualdades fortes, entao:

b, = 0— AI¢=DB¢ (2.64)

by = 0= Pl =0 (2.65)

como AI1¢ oc B e BI1¢ = 0, excluem-se os momentos 4114 e 114 da teoria e considera-se

(2.64) como o momento da varidvel AZ.

Da mesma maneira, temos que:

{Au@). 4 W)p = {A(2), A/(»)} - / da'dy { Ay (), oy ) }AT @y (2'), A ()}

=0

~

= 00— /dzx'de'{Ai(:C), P (y) AT 121{(1)2@/)?141{(3/)}

- [y T w6 A P @ Al =0 (266)

{B,(2),Bj(y)}p = 0 (2.67)

{Au(@). B ()}p = {Aule), B (y)} - / da'dy { Ay (), oy ) }AT @y (2'), By ()}

= O—/de'd2y'{A£($),qh(y')}ﬁ_l12{@2($,)73z{(y)}

- / o' dy (AL (), oy} A 21 ('), BY ()}

= —5ba77[‘]52<y — x) (268)

A partir de agora o sub indice p do colchete de Dirac serd omitido. Note que o tltimo

colchete escreve-se de maneira simplificada na notacao dual de B :

{Al(x), B (y)} = —ePepan’ 6% (y — x) = 60" 6% (y — ). (2.69)
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2.5 Os vinculos de primeira classe e a invariancia da

hamiltoniana

2.5.1 A forma final da hamiltoniana

A Hamiltoniana total (2.53) do nosso sistema agora fica:
Hy — / d%( — Al(D,BY; - B! Fm). (2.70)
)

Como os campos —A! e —B! sao multiplicadores de Lagrange para os vinculos ®5; =

Gr = D,B* e $g; = F; = Fio7, podemos reescrever a hamiltoniana total como:

Hp = / d*x (MG + ALFD) | (2.71)
%

Vale a pena ressaltar novamente que esta hamiltoniana é completamente vinculada, que

é o que se espera de uma teoria de calibre topolégica.

2.5.2 As transformacgoes infinitesimais geradas pela hamiltoni-

ana

Os vinculos G e F que aparecem na hamiltoniana (2.70) sdo vinculos de primeira classe,
e como tal geram transformagoes de calibre. Entao agora calcula-se os colchetes de Dirac
destes termos da hamiltoniana (vinculos) com as variaveis A e B, para descobrir as trans-
formagoes infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana. Uma vez que H
é um invariante sobre as transformacgoes geradas por estes vinculos, estas transformacoes

sao simetrias do sistema:

50y(x) = {g(x), / Pyrdi(y)). (2.72)

2
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Escreve-se agora a transformacao infinitesimal dg, gerada pelo vinculo G que age sobre
as varidveis Al e B | fazendo uso da integracio por partes (A.108) e da definicao de

derivada covariante (2.5):

soAl(z) = {Al(x), / Py (y)nsx DY B (1))

= — [P N )5 — 1) = ~(Due) (@) 2.73)

5B (x) = {B(x), / PN (40 DI B ()}

= / &y s N () Foam™ 056 (x — y) B (y) = f1y M (x) B () (2.74)
b
Escrevendo estas transformagoes na notacao matricial A, = AT}, etc., obtém-se:

SgAs = O\ + [Ag, A
o (2.75)
5gB* = [B, A

onde A = —\; faz o papel de parametro infinitesimal. Isto é, G gera as transformacoes de

calibre tipo YM espaciais.

Agora, escreve-se a transformagao infinitesimal 0, gerada pelo vinculo F que age sobre a

varidvel B, fazendo uso da integragao por partes (A.108) e da antissimetria dos tensores

g% e fIJK:

SrAL(x) = 0 (2.76)

B (@) = {B(a), [ Ey N0 RW)

= [ @y @) - A N W)~ 9) =~ DiN() @27
N
Escrevendo na forma matricial:

SrAy =0
d (2.78)

5;Ba = €abDb€
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onde € = —)\g faz o papel de parametro infinitesimal. F gera o segundo tipo de trans-

formacoes de calibre do modelo BF, chamadas de tipo 2.

Os conjuntos de simetria dg r sao nada mais que a parte espacial das transformagoes
de calibre da teoria. Na teoria quantica, G e F serao promovidos a operadores Ge F,
geradores dos grupos de simetria. Os estados [1) que obedecem G|ih) = 0 e F|p) = 0 véo

ser os estados fisicos, invariantes sobre as transformacoes de calibre.

A invariancia sobre as transformagoes gerais de coordenadas (difeomorfismos), é uma
consequéncia das invariancias sobre transformagoes de calibre (2.75) e (2.78) [36-38]. Para
verificarmos isto, considere um campo vetorial espacial v = v*d, com o qual definem-se
0s parametros:

M(v) = v2 AL

B (2.79)

n'(v) = v, B
Verifica-se facilmente que um difeomorfismo infinitesimal dado pela derivada de Lie ao
longo do campo vetorial v pode ser expresso como uma transformacgao de calibre com os
parametros (2.79), médulo equagdes de movimento:

(LoA)y = 0xw) AT + On) Af

~ ~ B (2.80)
(LyB)*™ = 65 Bar + 0n(v)Bar

é o resultado (2.13) mostrado na segao 2.3.1.

2.5.3 A Algebra dos geradores de transformacoes

Nas secoes anteriores escreveu-se a hamiltoniana do modelo BF completamente vincu-
lada e mostrou-se que estes vinculos geram as transformagoes de calibre da teoria. Agora

analisar-se-a a algebra dos vinculos da hamiltoniana do modelo BF, escritos como trans-
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formagoes de calibre:

QM::/wa@mE@) (2.81)
Fle) = %/d% er(x)e™ Fl (). (2.82)

Os colchetes entre os vinculos G e F resultam em:

{G(M),G(N)} = G(A x Aa) (2.83)
{GN),F(e)} = F(Axe) (2.84)
{F(e), F(e2)} = 0 (2.85)

onde (A1 X X\o)! = fi MM e (A x €)r = f,,5 ek, lembrando que em SO(n,3 —n) :
[1,5 =¢;,/% (tensor antissimétrico) e (A X \) é um produto vetorial. Logo, a dlgebra dos

vinculos é fechada.

Pode-se pensar nos vinculos da hamiltoniana também como sendo equagoes que restringem
o espaco de fase a uma hipersuperficie vinculada, como a Fig. 2.2, e nesta hipersuperficie

todas as varidveis dinamicas evoluem arbitrariamente.

1—*.
. //

) par ]9__ k-

‘ f;/. - A +-5:-1-;1/ -
7 —

:,:_': - 1 )/

i L

Irea "’

Figura 2.2: Esboco do espaco de fase cinematico, onde ha um subespaco dos pontos que
obedecem os vinculos.

Reescreve-se a hamiltoniana como em (2.70):

H=G(\) + F(e) (2.86)

o que deixa manifesto que a dinamica da teoria na verdade é uma evolucao arbitraria
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dada pelas transformacoes de calibre gerada pelos vinculos.

Pode-se também calcular o nimero de graus de liberdade do espago de fase considerando

a dimensionalidade dos nossos campos independentes:

Al v a=(1,2) T=(1,2,3) = dim=6

a

BY . a=(1,2) I=(1,2,3)— dim=6.

Isto é, em cada ponto z do espaco de fase tem-se o nimero de dimensoes igual a 12 devido

aos campos independentes. A dimensao dos parametros associados as simetrias é:

Moo T=(1,2,3) = dim = 3

er + I'=1(1,2,3) = dim = 3.

Cada parametro retira duas dimensoes do espaco de fase, pois cada parametro esta associ-
ado a implementacao de um vinculo. Entao, nosso espaco de fase vai possuir 12—6x2 =0
graus de liberdade fisicos, o que concorda com as equagoes de movimento (2.14) e (2.17)

obtidas anteriormente:

DB = 0 anula os graus de liberdade de B

F = 0 anula os graus de liberdade de A.

2.5.4 Sobre a quantizacao do modelo BF: O problema do pro-

duto escalar

Antes de abordar a quantizacao desta teoria no formalismo de lagos faremos algumas

consideragoes gerais, em um nivel mais informal.

Na quantizagao, primeiramente define-se o funcional de onda ¥ = W[AI] sobre o espaco

e configuragoes das conexoes A.. Definem-se também os operadores A e ue devem
d fi coes d AL Defi tamb d Ae B, d
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obedecer as relagoes de comutagao correspondentes aos colchetes de Dirac (2.66, 2.67,

2.69):
[As(2), Bi(y)] = ih6,656°(x — ). (2.87)
Esses operadores atuam em W[A] da seguinte forma:

Aty = Alw (2.88)
50

By = —indY
! Al

(2.89)

Dirac comecou a estudar a quantizacao da gravitacao com este esquema, tomando A como

a métrica e B como o momento conjugado da métrica [12].

Agora, define-se o produto escalar. Na MQ, o produto escalar é:

(6]D) = / g 6 (g)®(q) (2.90)

onde g representa as coordenadas generalizadas. Este produto escalar pode ter uma forma

mais geral:

(4]3) = / dyu(g) ¥ (0)0(g) (2.91)

onde du é uma medida de integracao. O produto escalar no modelo BF teria a forma:
(U|P) = /DA(\IJ[A])*QD[A] (2.92)

onde DA é uma medida de integragao no espaco de configuracio das conexoes Al(x).
Nao é dificil de ver que esta medida de integracao corresponde a medida num espago de
configuragdes muito maior que o espago correspondente ao do produto escalar (2.90), o

que torna sua definicao particularmente dificil.

Para se construir um espaco com produto interno bem definido, substitui-se o espaco de
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configuragoes dos AZ(z) pelo espago das holonomias h,[A], que é o primeiro passo para a

quantizagao de lagos.

A seguir estudar-se-4 o modelo BF com campos de matéria, em particular como os vinculos
e as transformacoes de calibre do modelo BF descrito neste capitulo se alterarao com a

introducao dos campos de matéria.
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Capitulo 3

Modelo BF com Campos de Matéria

- Caso Abeliano

Agora parte-se do modelo de brinquedo tipo BF 2+41-dimensional independente de fundo
tal como definido no capitulo 2, e sobre ele acoplar-se-4 uma estrutura que possa represen-
tar campos de matéria [8]. Numa primeira tentativa acoplaremos minimamente campos

escalares, como em um modelo sigma [29], & agao do modelo BF.

Por uma questao de simplicidade trata-se os campos da teoria como campos abelianos,

neste capitulo. O caso nao-abeliano sera tratado no capitulo seguinte.

3.1 Definicoes e Convencoes

3.1.1 O Grupo de Calibre U(1)

O grupo de Lie! a ser considerado neste capitulo é o grupo abeliano U(1) = SO(2), que ¢
o grupo de calibre do eletromagnetismo, compacto, conexo e unimodular (circulo unitério

no plano complexo).

Ver apéndice A.1 sobre grupos de Lie em geral.
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Os elementos g do grupo U(1) podem ser parametrizados por um angulo de rotacao 6
como g = €* onde o mapa [0,2r[C R — U(1), 6 — ¢* é homeomérfico j& que a

multiplicacao de niimeros complexos é equivalente a uma adi¢ao de fases.

As representagoes de U(1) sdo bem simples, por serem unidimensionais. Cada repre-
sentacao irredutivel é um homeomorfismo R™ caracterizado por um inteiro positivo ou

negativo:

R"(e") = ™, nez (3.1)

de forma que estas representagoes R" sao caracteres do grupo U(1). Elas sdo homeo-
morfismos do grupo consigo mesmo [43]. Sendo assim, deixa-se de escrever o indice de
grupo para campos em U(1) mesmo na representacao de componentes observado que a

representacao R~ é igual a conjugada de R™:

3.1.2 A Derivada Covariante para os campos ¢

Considera-se um campo escalar complexo ¢(x), com ¢(x) como seu conjugado, que se

transformam sob o grupo de calibre U(1) como:

¢(z) = g '(x)(z) (3.3)

onde g(x) = %@ ¢ U(1). Também se quer que a derivada se transforme da mesma

maneira que o campo, o que nos leva a definicao da derivada covariante dos campos ¢:

Dyo(z)
Dy¢(x)

O () — Auo(2) (3-4)

0u(x) + Ayud(2). (3.5)
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A 1-forma conexao? A escrita em notacao de componentes se transforma como:

AL(x) = A, (z) + g(2)0,9 " (x). (3.6)

Repare que as equagoes (3.6) e (3.4 - 3.5) representam o caso particular abeliano para a
transformagao de A (2.4) e da derivada covariante (2.5) vistas no capitulo anterior para

o caso BF “puro”.

3.1.3 A curvatura de Yang-Mills F

A curvatura F' = %F wdxtdx” no caso abeliano é expressa simplesmente por:
F, = 0,A, —0,A,.. (3.7)

Pode-se escrever também as identidades de Bianchi dFF = 0, que no caso abeliano é
imediato ver que se verificam. Até aqui tem-se uma estrutura semelhante a do modelo

BF ja desenvolvida no capitulo anterior.

3.1.4 A densidade escalar

Outra grandeza presente na acao a se definir é o tensor completamente antissimétrico

(3-forma) €,,,(x). Por simplicidade, pode-se expressar € em termos do seu dual e:

1
e = géwps"”p (3.8)

e sendo uma densidade escalar.

Na secao seguinte a acao sera escrita e as transformacoes das variaveis estudadas com

detalhes, assim como as simetrias geradas por estas transformacoes.

“Note que pela maneira na qual a derivada covariante foi definida o campo 4,, é imaginario.
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3.2 Construindo a acao

Para escrever a acao, considera-se uma variedade diferenciavel tridimensional M, e sobre
ela define-se o modelo BF (a 1-forma conexdo A,, e a 1-forma B,) e os demais acopla-

mentos (campos escalares ¢, ¢ e a densidade escalar €).

A agao invariante sob as transformagoes de calibre (3.6) e (3.3) é°:

S[A, B, ¢, ¢,¢] = g/BAF+A/BD5D¢+a/e(¢5—1) (3.9)

€ e1m componentes

S[A, B, 6, 5,8 = g / dre"? B, F,, + \ / &' B, D,3D,é +
Ms M3
o Up~ "
+3 /M 3 dPxeE,,, (00 — 1) (3.10)

onde k, A e o sao constantes de acoplamento. A agdo também é invariante sobre trans-

formacoes gerais de coordenadas (difeomorfismos) a* = z'#(z).

3.3 As invariancias de calibre

Sabe-se por construcao que nossas variaveis sao invariantes de calibre em relagao ao grupo

abeliano U(1), na forma infinitesimal:

6A, =0, 6B,=0, p=¢cp, 0¢p=—cp, e=0 (3.11)

que s@o o caso particular abeliano das transformagoes (2.10) escritas no capitulo anterior.

A agao foi construida para ser também invariante sob as transformagoes gerais de co-

3Note que o campo B ¢é imagindrio, uma vez que F' = dA também é imagindrio e a acdo deve ser real.
Note também que é possivel definir uma acao invariante tomando ¢ = 0, anulando o terceiro termo. Com
efeito, nestas condicdes pode-se redefinir as varidveis A’ = A — ¢Dp e B’ = B + A\pB¢ para reduzir a
a¢ao a um unico termo do tipo B’ A F”.



47

ordenadas (difeomorfismos). Estas simetrias dao informagoes sobre como os campos da
teoria se relacionam. E importante notar que no caso do modelo BF puro a invariancia
sobre difeomorfismos é uma consequéncia da invariancia sobre as transformacoes de cali-

bre [36-38], mas aqui esta invariancia deve ser construida.

Os difeomorfismos atuam sobre os indices u, v, logo pode-se desde ja distinguir os dife-
omorfismos temporais e difeomorfismos espaciais (distingdo que serd justificada no de-
senvolvimento do método hamiltoniano). Um campo X se transforma infinitesimalmente

como 0.X (z) = &"(x)0,X (x), uma vez que dzt = £"(x). Isto é:

0X(x) = LeX(x) (3.12)

onde L X (x) é a derivada de Lie de X(z) ao longo de . O difeomorfismo dos tensores

definidos na teoria pode ser calculado fazendo:

6A, = E0A,+ 0,80 A) (3.13)
0F,, = &E0\Fu + 0,8 Fy + 0,8 F (3.14)
6B, = &0\B,+ 0,6B, (3.15)
ip = £\ (3.16)
50 = 050 (3.17)
Se = E'ye. (3.18)

Sabe-se também que as simetrias de calibre nada mais sao do que as transformagoes
geradas pelos vinculos de primeira classe, que nestas teorias de calibre formam o hamil-
toniano canodnico. Espera-se que o tratamento canonico realizado nas segoes seguintes
forneca também as leis de invariancia de difeomorfismos temporais e espaciais na forma

de vinculos adicionais sobre o espaco de fase canonico.
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3.3.1 Equacoes de movimento

Antes de se criar um ansatz para testar a invariancia da acao S em relagao as simetrias,
pode-se variar a agao em relagao as variaveis independentes da teoria (A, B, ¢, ¢, e) para
se obter equagoes de movimento associadas. Parte-se entdo da acdo S, equagao (3.9),

escrita como:
SIA.B.6.5.¢) = [ Te(BF) + \BDGD + e(65 ~ 1

onde a constante de acoplamento sigma foi absorvida por uma redefinicao simples ¢’ = ge e
a constante de acoplamento BF foi absorvida fazendo B’ = kB. Varia-se A (0A) tomando

0S = 0:

8S = / BdSA + A\BSA¢pD¢ — ABDpS Ad

— /5A(dB — AB(¢D¢ + D))

05

51 = 4B~ ABd(¢¢) =0 (3.19)

onde realizou-se uma integracao por partes’ no primeiro termo (tragco de B A F') e per-
mutagoes ciclicas entre formas pares (dB) e impares (B, A, D¢), portanto (3.19) é a pri-

meira equagao de movimento.

Agora, varia-se B (0B) tomamos 45 = 0:

§S = / §BF 4+ §BD¢D¢

05

sp = I+ dédo+ Ad(dp) =0 (3.20)

note que se usou DpD¢ = dodp + A(5d¢ + d5¢) para obter a segunda equagao de

movimento (3.20).

4Vide secio A.4.3.
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Varia-se ¢ (0¢) tomando 05 = 0:

5SS = / BD¢D6¢ + epdo

= / 5¢(D(BD@) + eg) = / 5¢(dBD¢ — BF¢ + ed) (3.21)
onde utilizou-se a identidade D?¢ = F¢ (equacdo A.68). Quer-se g—g = 0, entao:
) — -
7 =dBD¢ — BF¢p+e¢p = 0. (3.22)

e a variacao do campo conjugado ¢ é calculada de forma anéloga

5S = / BD6¢D + edpo
= / 5¢(dBD¢ + BF¢ + ed)
% =dBD¢ + BF¢ + e =0 (3.23)

que nos dao a terceira equagao (3.22) e a quarta equagao (3.23) de movimento. Finalmente,

varia-se e (de) tomando 45 = 0:

S = /5e(¢5 -1)
68 -
= = 99-1=0 (3.24)

para se obter a quinta equagao de movimento (3.24).

Repare que a parte ndo-dinamica destas equagdes de movimento (3.19 , 3.20, 3.22, 3.23
e 3.24) devera corresponder aos vinculos da teoria. Estas equagoes ainda podem ser

combinadas para gerar um subconjunto de equacoes independentes:
dB =0 F=0 e=0 0P =1. (3.25)

Na secao seguinte obter-se-a os vinculos de primeira classe e entao poderemos comparar

as invariancias (3.25) da agao em relagao a estas simetrias.
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3.4 O Formalismo Canonico do modelo BF + Cam-

pos de matéria

A exemplo do método que foi desenvolvido extensamente na secao 2.4, faz-se entao uma
foliacdo na variedade M = R X o, que é a separagao da parte espacial ¥; := X;(0) da

temporal, onde X; : 0 — M e t € R definem uma familia de hipersuperficies X;(o).

A agao S (3.10) escreve-se em 2+1 dimensdes como:

1 _
S = 5 /dQLL’dt [St“bBtFab + B F + eastant] +/d2xdt6 [¢¢ - 1}

+A / d*zdt [e"°BDo¢Dyg + £ B, D¢ Dy + " B, Dyd D] . (3.26)
Entao a lagrangiana escreve-se como:

1 —
;o / P o [§BtFab—BaatAb—AtabBa +e[pp—1]

+2e? [B,Da¢ Dy — BoDip Dy + Bo Dy Dih] (3.27)

onde £ = % ¢ o tensor de Levi-Civita, completamente antissimétrico.

3.4.1 Os momentos conjugados

Para realizar a transformacao de Legendre, primeiramente deve-se escrever os momentos

conjugados aos campos A, B, ¢, ¢, e:

6L
(A)rt _ _
5L
BTt _ o
5L —
(¢) _ oL\
MN(x) = 5O Ae® By Dy (3.28)
O(z) = _oL —\e®’ B, Dy

3(0rp(x))
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M) = Sy O

A)TTb _ 5L _ ab
@ = Ay T P
B)ra B oL B
Be(z) = OB = 0.

Os colchetes de Poisson dos campos e seus momentos conjugados geram uma, estrutura

simplética:

{Au(@), VT (y)} = G0z —y)
{Bu(z), PII"(y)} = 6:0°(x—y)
{(z), WTI(y)} = Oz —vy)
{8(x), DN(y)} = &(x—y)

{e(@), Ol(y)} = &z —y)

e todos os demais colchetes sao nulos:

(A (), Ay(y)} = { DT*(x), DI ()} = {Au(2), Bu(y)} = -+~ = 0.

Para o modelo BF “puro” descrito no capitulo 2, viu-se que as velocidades generalizadas
das varidveis dinamicas (A e B no caso) nao podiam ser escritas em fungao das coorde-
nadas e momentos generalizados, o que faz com que esses momentos sejam vinculos da
teoria. No entanto sabe-se pelo resultado obtido na segao 2.4.7 que trata da definicao do
colchete de Dirac daquele modelo, que o calculo da estabilidade dos vinculos primarios é

vastamente simplificado se tomarmos os momentos:

WII%(z) = e®B, = B° (3.29)

BI(z) = 0 (3.30)

como igualdades fortes desde ja.
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Note que:

B%(x) = e®By(x) (3.31)

¢ uma notacao para o dual de B. Considerar esta igualdade forte agora implica em

considerar as variaveis A, e B® como um par canonicamente conjugado:

{A,, B*} = 6%6%(x — ). (3.32)

3.4.2 Sumario da estrutura simplética

Para fins de referéncia, sumarizou-se a estrutura simplética do nosso espago de fase,

formado pelas varidveis:

Au(@), Bu(w), ¢(@), é(x), e(x), DI(x), P (x), Dl(z), VT(z), Il(2).

Os colchetes nao-nulos sao:

{A(w), DTy} = *(z—y) (3.33)
{Bi(x), PI'(y)} = *(x—y) (3.34)
{o(x), VI(y)} = &z —y) (3.35)
{o(x), DHI(y)} = &z —y) (3.36)
{e(z), “T(y)} = &*(z—y) (3.37)
{Au(2), B'(y)} = 68*(x —y). (3.38)

3.5 Hamiltoniana e Vinculos

Ao se considerar a lagrangiana L(q, ¢), os momentos conjugados obtidos sdo independen-

tes das velocidades generalizadas ¢. No caso apresentado aqui, as velocidades nao podem
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ser trivialmente escritas como uma funcao dos momentos, caracteristica de sistemas vin-

culados. Temos assim os vinculos primarios:

4

(3.39)
(3.40)
(3.41)
(3.42)

(3.43)

Note que o sinal ~ indica uma igualdade fraca, isto é, estas equacoes s6 se tornarao

igualdades fortes apods a resolucao dos vinculos canonicamente.

Faz-se agora a transformagcao de Legendre para se obter a hamiltoniana canonica:

Hen = / d*1 Hean(7) = / d*z (V110,() — L)

= / d*x ( D9, A, + DI, A, + P'0,B, + 10,6 + D106 + <€>Hate—z)

(3.44)

onde se substituiu as expressoes fracas para os momentos conjugados, observado desde ja

que a hamiltoniana total é definida como Hiox = Hean + ) ,,, Mm@, isto é, a hamiltoniana

total contém a informacao sobre os vinculos®. Explicitamente:

gb

Hew = / &’z B0, A, — AB*D,¢0,¢ + AB*D o8, — — B, F,,, — B9, A, — A,0,B"

2

—Ae®B; D¢ Dy + Ae® By Dy Dyp — Ae” B, Dy Dyp — € (¢pp — 1)

ab _ o
- / P — %BtFab — A,8,B% — \e B, D¢ Dy

A By Aip Dy + Ne® By Dyp Ay — € (6 — 1) .

Repare que ao combinar os termos de Ay, os termos ¢Do¢ + Doadpo = 0,(¢d¢) formam uma

5Adicionar uma combinacao linear de expressdes fracamente nulas nao altera a hamiltoniana do sis-
tema, uma vez que os vinculos serao resolvidos.
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derivada total. H;.; vai ser:
Hiw = / d*z (—AG — B,Go — e (09 — 1) + Ay @y,) (3.45)
onde

~ ~ _ 1 —
G = 0,B* + \B“04(¢0),  Go= ég“bFab + A DydDyb. (3.46)

3.5.1 Estabilidade dos vinculos primarios

Utiliza-se agora as equacoes de Hamilton para se verificar a estabilidade dos vinculos e a

existéncia de vinculos secundérios, aplicando o algoritmo de Dirac-Bergmann®.

As equagoes de Hamilton se escrevem, para f fungao dos (¢, p) sem dependéncia explicita

em relacao ao tempo ¢:

F@) = @) ok + 2D = (o), [y B+ An@al). (347
—r

E no algoritmo de Dirac-Bergmann verifica-se a estabilidade dos vinculos, fazendo ®,, ~ 0,

de forma que:

/ Py {Bn(), Hean(y)} + / Py M) {@ (), @, (5)} ~ 0. (3.48)

Para simplificar o calculo da estabilidade dos vinculos sera ttil considerar as “médias

ponderadas” [44]:

D, [e] = /d% €(z)Pn(x) (3.49)

onde €(z) é uma fungao de teste.

5Vide secdo B.1.4.
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Primeiro calcula-se a matriz dos colchetes de Poisson dos vinculos, I',,,, = {®y[e], Pnln]}

para m,n = (1,2,3,4,5). O resultado é:

I-‘11

34

F35

op=Ti=Tyu=T5=0

Doz =T9 =T =0 (3.50)

[ [ Eviae) entnm)
/ Pz / Py{e DI + eAB*D,¢ ,n DI + nA\B°D. ¢}

/ FeADLB{B(2), Aly) }nABB + eABB{ A (), B(y) }nAD.D

—en\2D,dBG + en\2 B¢ D¢ = 0 (3.51)

/ e / A2y {3(e(x)), D4 (n(y))}
/de / d2y{€ (¢)H _|_ EABGDCLE ”]7 (g)H — n)\BCDc(b}
/ —AeD B — AeB° Do — AnDo B — M B* Dye — NenB"0,(¢6)

/ —en\ {aaéa + \B,(¢9) (3.52)

Iy =I5 =0 (3.53)

/ i / Py{@a(c(z)), Ba(n(y))}

/ Pz / Py{e DT — eAB*D,¢ ,n DI — nAB°D,¢}

+en\2D,¢ B — en\> B¢ D¢ = 0. (3.54)
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Verificando @,

Para verificar a estabilidade do vinculo @4, utiliza-se a equagao (3.48) para m = 1. Entao:

d; = /dQ?J {®1,H} =~ 0
= / dPy{ DI, — A, [aaBuAB“(DJbMEDw) }

= 0,B* + ABY(Dod$ + 6D,¢) = G(z) = 0 (3.55)
o que define um novo vinculo da teoria G(x) = ®¢, o vinculo de Gauss. Note que:
D00 = Aa)¢ + (0a + Aa)0d = $0u¢ + Datbp = 0u(69)
entao o vinculo ®g escreve-se simplesmente como:
g = 9,B% + B0, (¢9) (3.56)

e que também precisa ter sua estabilidade verificada.

Verificando &,

Utilizando (3.48) para m = 2, obtemos:

by — /d%y (B9, H} ~ 0
ab

_ /de{(B)Ht,—Bt £

5 Fu + Xe®D,pDyo |}

ab

_ % w4+ Ae’ Db Dy = Go(z) ~ 0 (3.57)

onde Go(z) = &7 é um novo vinculo da teoria, que chamamos de curvatura modificada.
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Antes de verificarmos a estabilidade dos demais vinculos, vamos calcular mais alguns

termos de interesse da matriz I'; os I',,6 € [',,,7, param = 1,2,...,7, uma vez que $g e O

estao explicitamente expressos na hamiltoniana (3.45):

F16

7 =T =I9w=0

/ e / Py{@s(e(2)), Gn(y))}

/ &z / d*y{e DI+ eAB* D, ,n0.B° + nAB°d:(d0)}

/ +enAB(9.B + AB0,(60)) = +G(enD)

/ P / y{@s(e(x)), Go(n(y))}

/dQI‘ / dy{e QT + eAB Do , 90, Aq + nAe““DpDyop}

ab
/ —e\nd (5 Foup + \e® D, 6D,

2

¢> = —Go(en)o)

/ P / Py{®s(e(x)), Gn(y)))

/ &P / dPy{e DT — eAB D, ,10. B + nAB0.(¢¢)}

/ OO+ NED,(30)) = +Clen\d)

/ i / d2y{@4(e(x)). Go(n(y))}

/d2x / d*y{e O — eAB*D,¢ ,n"%0,. Ay + nAe“ D pDyo}

Jo:

I's7=0

F77:O

ab
— b + AgabDangbgb

) b = —Golen\d)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Py = / P / Py{G(e(x)), Goln(y))}
— / d?x / Py{nd,B* + nA\B0,(¢¢) , ne®d,Aq + nAe“ D, p Dy}

_ / X0, (en)By(B) = 0 (3.64)

note que em I'g; utilizou-se uma integracao por partes e o fato de que a derivada segunda

exterior de uma forma é nula.

Verificando ®;

Py = /d2y {®3,H} ~ 0
= / APy { DI + AB*Dy¢ , —AG — BiGo — e(¢pp — 1) + Ay ®,,}

= ANGG+ BXGGo + [ Ay VLGN (~B) + Auf 5,0}

= —A NG + BAOGo + e — AMNG ~ e (3.65)

gera um novo vinculo ®g =ep ~ 0 .

Verificando &,

b, = /dzy {Py, H} =0
_ / Py { O = AB* Do, —A,G — B,Gy — e(¢% — 1) + Ay}

= —A\¢G + BAGo + / Py{ DI, ¢} (—ed) + A3{Dy, D5}

= —ANG + BAGo + ed + AAG = e (3.66)

gera um novo vinculo &9 = e¢ = 0.
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Verificando &5

oy = /fy@%%}%O
_ / Py { OT, —AG = BGo — e(63 — 1) + Ay}

— [ ()@ - 1 =65 -1x0. (3.67)
Repare que ¢¢ ~ 1 é uma nova relacdo entre nossas varidveis ¢ e ¢, de forma que:
Pp=pp—1~0 (3.68)

é um novo vinculo.

Os vinculos ®g (3.65) e @y (3.66) nio sio independentes. Combina-se ¢®g e ¢pPg com a

equagao Py (3.68), para se obter:
e~ 0 (3.69)

entao as equacoes Pg e &g podem ser substituidas por uma equacao independente ¢, =

e~ 0.

Neste ponto, pode-se usar ¢, (3.69) e ®; (3.43) para formar uma estrutura simplética

entre a variavel e e o momento (“TI, tomando estes dois vinculos como igualdades fortes:

@ = 0

e = 0. (3.70)

Eles sao trivialmente eliminados, pois todos os colchetes de Poisson envolvendo estes

vinculos com os demais sao nulos e o colchete entre eles nao demanda alteracao nos



colchetes de Poisson:

Lo = [ dady{@0, 0.0} = [{e“TLne) =—en

E a hamiltoniana total escreve-se como:

Htot = /dzl' - AtG( BtGO + Z A @

Note ainda que o elemento de matriz I'sy (3.52) pode ser expresso como:

I'sy = —G(en))

o que facilita escrever a representacao matricial de I',,,,.
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(3.71)

(3.72)

(3.73)

Antes de se verificar a estabilidade dos vinculos secundarios, vamos calcular os I'’s rema-

nescentes com Pg:

I'io = T'g10=0

(3.74)

I's10 = /d2 /de{CD:s ‘1)10 (y))} :/d2$/d29{6 (¢)H+6AB“Da5,n¢5—n}

— [ opms = e

(3.75)

I'y10 = /d2 /de{qM q)lo (y))} :/d%/dQZJ{G @H—EABaDaCbﬂWE—??}

= [ On.3hm0 = —ofen)

I'sio = I'710="14010=0.

(3.76)

(3.77)
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A Matriz T, = /d2x/d2y{<bm(e(x)), ®,,(n(y))} se escreve:

®y d, G Go P

03 0 —G(en))  +G(en\p) —Golenrg) —o(en)

Py +G(enA) 0 +G(enAg) —Golenrg) —o(en)

G —G(en\d)  —G(en)d) 0 0 0 (3.78)
Go | +Go(enrd) +Golenro) 0 0 0

e +o(en)  +o(en) 0 0 0

nao se incluiu ®;, ¢, uma vez que estes s6 produziriam linhas e colunas nulas, e ®5, P,

®y ja foram tomados como igualdades fortes.

3.5.2 Estabilidade dos vinculos secundarios

Recapitulando, tem-se os seguintes vinculos primérios remanescentes (3.39 - 3.42):

o = WI'=~0
q)g = (B)Ht ~ 0
P = DI+ AB*D,d~0

d, = DII—\B°D,¢ ~ 0.
Que geram os seguintes vinculos secundérios remanescentes (3.56, 3.57, 3.68):

G = 0,B" + \B%0,(¢¢) ~ 0
ab
Gy = % '+ A D gDy & 0

Py = ¢p—1~0

e que tal como os vinculos primarios, precisam ter sua estabilidade verificada.
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Verificando G

G = /dZy{G,”H}wo
_ / Py (G —AG — BGy+ Ay} — / A{G, s} + A{G, By}

= —AA30+ A0)G =0 (3.79)

como G x G = 0, entao G é estavel.

Verificando G|

Go = /de {Go,H} ~ 0
= /dQCU {Go,—AG — B,Go+ A, @} = /A?,{Go’ O3} + Ay{Go, @4}

= AMA30+ Nig)Go = 0 (3.80)

como Gg x Gg =~ 0, entao G é estavel.

Verificando @

d)lo = /de {®10,H} =0
— / Py {65 — 1, —AG — BiGo+ A} = / As{66, 03} + M {05, B4}

= 030+ Myo (3.81)
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logo, a estabilidade de @y determina A3 em funcao de Ay:
Ay = —Ashg™! (3.82)
sendo ¢ e ¢ inversiveis. Finalmente a hamiltoniana (3.45) se reduz a:

Hyop = / v [~ AG(z) — B,Go(x) + M@y + Ao®y + Ag(P3 — o '®y)] . (3.83)

3.5.3 Troca de base dos vinculos

Os vinculos remanescentes (®3, @4, G, Gy, P19) podem ser redefinidos por uma combinagao

linear de vinculos de forma a maximizar o nimero de vinculos de 1* classe (até entao ®;

e @2)

Tomou-se via ansatz7:

Y, = ¢Dy— gDy = ¢( DI+ A\BD,d) — ¢( DI — AB*D, o)

= ¢ DI — ¢ DI+ A\B*,(¢9). (3.84)
Se G = 9,B* + AB®d(¢¢), pode-se escrever G’ = G — &, para obter:
G'=0,B" — ¢ DI + ¢ D1L. (3.85)
Para estes ansatz:

Ly = / Prdy{B) (), ()} = / (03 (c) — B4 (e). B5(n)}

= ®3(en) — ¢G(en\) ~ 0 (3.86)

Lyy = /dQIde{@Z(E),%(??)} = /{@3(6) — §4(e), 9P3(n) — dPa(n)} = 0 (3.87)

"Esse ansatz é inspirado pelo termo que multiplica Az em (eq. 3.83).



Tye = / dad*y{P)(e),G'(n)} = / {¢®3(e) — ¢p@4(e), G(n) — P(n)}
= G(en\op) — G(enrgp) = 0
Lo, = [ dady{®(6).Com)} = [{00s(0) - 504(0). Golm)}
—  —Go(en\dd) + GolenAdg) = 0
Ly0 = /dQl’d2y{q’Q(€)>®10(77)} = /{¢‘I)3(f) _5@4(5)@)10(77)}
= —engo + endg =0
Ton = [ dady(G(0), @)} = [{G16) - (0) Balo)
= —G(en\g) — (P3(en) — G(enAe)) = —3(en) = 0
F(;/G =0
Toc, = [ dady{G(e).Colm} = [16() - ¥4(0). Golm)} =0
Lgio = /dzxdzy{G/(G), Dip(n)} = /{G(E) — ®(€), Pro(n)} = 0.
Entao tem-se uma matriz I} = na nova base:
o, o, G’ Go Dy
Dy 0 +G(en\g) — @g(en) +Ps(en) —Golenrd) —o(en)
| —G(enAg) + ®3(en) 0 0 0 0
G’ —d3(en) 0 0 0 0
Go +Go(enAg) 0 0 0 0
Dy +¢(en) 0 0 0 0
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(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)




Esta matriz é fracamente igual a:

Dy P, G Gy Py

o 0 00 0 —¢(en)
P, 0 000 0
"= ¢ 0 000 0
Go 0O 000 0
dyp \ +olen) 00 0 0
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(3.95)

Analisando rapidamente a hamiltoniana (3.83), vé-se que {®}, Hiot} ~ {G', Hit} =~

{Go, Hior} = 0 e obtém-se uma separacao explicita dos vinculos de 1* e 2* classe, como

mostrados na tabela abaixo:

Vinculo Primario | Secundario
Primeira Classe O, D, G Gy
Segunda Classe O Dy

A matriz Agy dos vinculos de 2* classe remanescentes (s, s’ = 3,10) vai ser:

Agy = {0,(z), Dy ()} = —" 0% (z — 1).

Que é facilmente invertida:

ALl =49 71(52(3: —y).

Logo, pode-se definir os Colchetes de Dirac®:

{fa g}D = {fa g} - Z/{f? @S}AS_;{CI)S/,Q}

(3.96)

(3.97)

(3.98)

e neste novo colchete pode-se tomar ®; = 0 (fortemente nulos), pois para qualquer fungao

8Note que no calculo do colchete de Dirac estamos integrando um produto de colchetes, logo os termos
nao-nulos do segundo termo sao um produto de fungoes delta, e este produto deve ser visto como uma

convolugao.
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{fa (I)S}D - {f, (I)s} - {fa ®S}A;S}{®S,7 q)s}
= {f, (I)s} - {fv (I)s}A;jAS’s

= {f, %} —{f, @} =0. (3.99)

Entao tem-se as seguintes igualdades fortes:

@O = —AB*D,¢

o9 = 1 (3.100)

que impoem condigoes severas sobre as variaveis ¢ e ¢, afetando a sua algebra. Note que

¢ e DII nio sdo mais varidveis independentes, e sim funcdes de ¢ e @1I. Calculando

colchetes de Dirac sobre as variaveis ¢ e ¢:

@0k = {0.0}- Y [(6.2.08H8u0) =0 (3.101)
@ = (5.0) -3 [B.o)a 0.5 =0 (3.102)
{0.0}p = {9,¢}p=0 (3.103)

(0 Oy = (6. Om -3 [{o. 0180, O

= &z —y) _/{Cb, ®3}A; 1o{ D1, 11}

= (r—y)— /52(x — 3)5_152(5' —5)pd% (s —y) =0 (3.104)

(0.1 = (o, Om - [{o.0)a. 0., Om

- o—/kﬁéﬁAﬁﬁémJ@H}

= —%52@ —y) = —¢?6*(x —y) (3.105)
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note que se ¢¢ = 1, entdo ¢ = % e % = ¢
@ Omy = G UM - [Bejaz{e., @m0 (3.106)

G.Omy = 5 Om =Y [Gejaiie, Om =fe -y @107
{@1, D1}, = {1, @) — Z/{ I, & A Dy, DI} =0 (3.108)

{(5)1‘[’ @I}, = { H} Z/{ ¢)H®}A {@S’ digt

— 0 / { D11, @335 1 (@10, @IT} / { O 0,0} Ay (@5, @1}
= 0+ AB°DYS2(z — s5)p  0%(s — )62 (s’ — y)

—$6%(x — 8)¢ 0%(s — S)AB DA —y) =0 (3.109)

{@Ha (¢)H}D _ {(d))H H} Z/{ ¢)H O, A {cps’ H}

— 0- [{Omeasen, 1
= 0+ \D,(B%%?) — AD,B>. (3.110)

Também calcula-se a acao dos colchetes de Dirac sobre o outro par canénico de variaveis,

(Aqg, E’“). O colchete de Dirac de A, com uma funcao g qualquer escreve-se:

{A,gtp = {A g} —{A P3}¢{ P10, g}

= {4, g} — {4, ABD¢}¢{¢6, g}. (3.111)

Observando o segundo termo, vé-se que s6 haverao modificagoes no colchete envolvendo



A, com a varigvel independente (P11

(Ao O = {4, O - / (A0, 3 3A M., DI

- / {Au, AB'Dy3}0 {05, @I}

— CADGR(x — )6t = N (w — y) D

Analogamente para B

(B, Omp = (B Om) -3 [(Be)a e, On)

~ 0-— / {B* \B" A0} d{o0, P11}
= FABG6(x — y)g? = Ao2(x — y) B
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(3.112)

(3.113)

Pode-se sumarizar os resultados nesta secao ao dizer que obteve-se as variaveis indepen-

dentes A,, B, de @11 como coordenadas do espago de fase reduzido, que tem a seguinte

estrutura simplética gerada pelos colchetes de Dirac:

{Au(2), B*(y)}p
{Au(x), DT(y)}p

{B%(x), “TI(y)}p

{é(x), “T(y)}p

e todos os demais colchetes sao nulos:

{Au(2), A(y)}p = {Au(@), 6(y)}p = {B(2), B (y)}p = {B*(2).d(y)}p = - -

000%(z — y)
AD, o _152(30 )
ABG 8% (x — )

0 (x —y)
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3.5.4 A forma final da hamiltoniana
A Hamiltoniana total (3.83) do nosso sistema agora se escreve:

Hio = /d2x [—A;G(x) — B;Go(x) — A3®Pg()] (3.114)
onde

~ 1 . o — - _
G=0,B",  Go= "Fu  %0= 6Dy = DT+ ABD, . (3.115)

Como os campos —A!, —B! e —Aj3 sdo multiplicadores de Lagrange para os vinculos G,

Gy e @y, pode-se reescrever a hamiltoniana total como:

Hior = / d*r (AgG + Ag,Go + Mg, @) (3.116)
by

que é uma hamiltoniana completamente vinculada, o que se espera de uma teoria de
calibre topoldgica, tal como a hamiltoniana vista anteriormente para o caso BF “puro”

(Segao 2.5.2).

3.6 Os vinculos de primeira classe e a invariancia da

hamiltoniana - Modelo Abeliano

Os vinculos de primeira classe G, Gy e ) sao aqueles que geram as simetrias de cali-
bre da teoria. Como uma verificagao do desenvolvimento candnico realizado, calculou-se
as transformagoes das varidveis independentes sobre estas simetrias comparando com os

resultados obtidos na secao 3.3 variando-se a acao.

Vamos agora calcular os colchetes de Dirac destes termos da hamiltoniana (3.114) (que sao

vinculos) com as varidveis independentes A,, B%, ¢ e ()1, para descobrir os parametros

das transformacoes infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana. H é
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um invariante sobre as transformacoes geradas por estes vinculos, portanto estas trans-

formacoes sao simetrias do sistema®:

owg(z) = {g(), /E dPyAi®(y)}. (3.117)

Escreve-se agora a transformacao infinitesimal dg, gerada pelo vinculo G que age sobre

as varidveis A,, B*, ¢ e DII:

boAa(r) = {Au(a), / Py Ao(w)o B ()}

= — [ oA ) = ~2uo(o) (3.118)
SoB'(e) = {B*(). [ &y Ac)fB' )} =0 (3.119)
bad(z) = {3, /E &y Aa(y)OB(y)} =0 (3.120)

o M) = (1L [y AL w)
_ /E Py P A()NBD Sy — ) = —AB* ()3 (¢)Duha(z). (3.121)

Escrevem-se as transformacoes nao-nulas considerando ¢; = —A\g como parametro infini-

tesimal:

O/ = Ose1 (3.122)

5o O = +ABG 0,61

Agora, escreve-se a transformagao infinitesimal d¢,, gerada pelo vinculo Gy que age sobre

Ww_o_”

9Daqui em diante omitiremos o subindice “p” nos colchetes de Dirac.
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as varidveis A,, B, ¢ e DII:

SaAl(z) = 0 (3.123)

bonBo(r) = {Bo(x), / Py Ao (y) 2" Fiuly)}

2
- / Py PO, ()02 — y) = —eP DA, (2) (3.124)
b

- oy 2 1 be

g, 0(z) = {¢,/dyAGO(y)§e Fie(y)} =0 (3.125)
b

. . 1

S, (@) = { P [ &y gy 4) ;2 Fie)} (3.126)
by

_ / Py DA (1)ADYS ()52 (x — y) = =2 DB (2)Dphe, ()
by

entao as transformacoes nao-nulas geradas por Gy, onde €2 = —Ag, faz o papel de

parametro infinitesimal sao dadas por

%o B = Oucz (3.127)

Sco DI = \e®Dyd  Duer.

Gy gera o segundo tipo de transformacoes de calibre do modelo BF, chamadas de tipo 2 e

que estao presentes no nosso modelo. Por tltimo, escreve-se a transformacao infinitesimal

da,, gerada pelo vinculo & que age sobre as variaveis A, B e OII:

b al) = {Au(a), / Py Moy () (3 (y) PTI(y) + \B'(4) DB ()}

- / Py Aoy (1)(G2(W)ADuG " (2) + ADYB(1)0(y —7) =0 (3.125)

S0, Ba) = {B(a), / Py Aay ()37 (y) PLL(y) + AB ()DYS(y)}  (3.129)

_ / Py Moo (1) (B ()AB(2)8 () — AB*(1)8(1))8(z — ) = 0
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boud(z) = {3, / &y Aoy (1)@ () PTI(y) + AB(y) DYB(y)))
= | P haF P 1) = Aay (@) (@) (3.130)

6, @(z) = { @1 / Py Ao () (y) PT(y) + ABY(4) DYB(y)))

= — [ 2, [250) OT) + May()2LE ()
A0y (y) B (9)] 9*(x = y)

= —2Ag,0(z) DIN(2) — Moy ()0, B () + ADuAe, () B*(z). (3.131)

Pode-se escrever as transformacoes nao-nulas tomando um parametro infinitesimal de

carga neutra €3 = —@Ag, :
6‘1’05 = _635
00,0 = +e€30 (3.132)

S50 DIL = (2 DI+ A9 (BG " ))es + ABG e

para se obter uma forma mais conhecida tal como nas equagoes (3.11)°. Note que as
transformagoes de G (3.122) e @, (3.132) geram as transformacoes de calibre tipo YM

espaciais que vimos na secao 3.3.

Na teoria quantica, G, Go e ®q serao promovidos a operadores G’, éo e Ci)o, geradores dos
grupos de simetria. Os estados |1) que obedecem G|i) = 0, Go|ih) = 0 e Dg|h) = 0 vao

ser os estados fisicos, invariantes sobre as transformacoes de calibre.

3.6.1 A Aalgebra dos geradores de transformacoes

Nas secoes anteriores escreveu-se a hamiltoniana do modelo BF completamente vinculada

e foi mostrado que estes vinculos geram as transformagcoes de calibre da teoria. Vamos

- —1 . .. ~ ~
W6p,0 = 0o,  foi escrito para facilitar a comparagao com a segao 3.3.
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entao analisar a algebra dos vinculos da hamiltoniana do caso abeliano:

Gle) — / P e (2)0,B°(z) (3.133)
Go(ea) = %/d% €2(2)e® F () (3.134)

Boes) = / P e3(2)(B(z) PI(2) + X¢ ' (2)BY(2)Dagp(z)).  (3.135)

Os colchetes entre os vinculos G, Gg e ®y formam uma algebra fechada:

{G(a),G(e))} = 0, {G(a),Gole2)} =0,  {G(e1), Po(es)} =0
{G0(€2)7G0(€/2)} = 0, {Go(€2), Po(e3)} =0 (3.136)

{®o(e3), Po(es)} = 0.

Pode-se pensar nos vinculos da hamiltoniana também como sendo equagoes que restringem
o espaco de fase a uma hipersuperficie vinculada, portanto pode-se calcular o nimero
de graus de liberdade do espago de fase considerando a dimensionalidade dos campos

independentes:

A, 0 a=(1,2) > dim =2
B* : a=(1,2) —» dim =2

¢ : dim=1

@I - dim = 1.

Isto é, em cada ponto x do espaco de fase tem-se o nimero dim igual a 6 devido aos

campos independentes. A dimensao dos parametros associados as simetrias é:
€ :dim=1, e : dim=1, € : dim=1.

como cada parametro retira 2 dim do espaco de fase ja que cada parametro esta associado
a implementacao de um vinculo, entao o espaco de fase vai possuir 6 — 3 x 2 = 0 graus

de liberdade fisicos, o que concorda com as equagdes de movimento obtidas (3.25).



74

Capitulo 4

Modelo BF com Campos de Matéria

- Caso Nao-Abeliano

Trataremos agora neste capitulo do caso nao-abeliano do modelo desenvolvido no capitulo
3, considerando nosso grupo nao-abeliano como um grupo da classe G = SO(n,3 — n),

com n = (1,2,3).

4.1 Definicoes e Convencoes

4.1.1 O grupo de calibre SO(n,3 —n)

Seja G um grupo pseudo-ortogonal® da classe SO(n, N — n).

A dimensao D do grupo G, igual ao numero de geradores independentes, é dada por
sN(N —1). Em particular, escolhe-se trabalhar aqui com N = 3, entdo se tem D = 3

geradores independentes de forma que dim G = 3.

No caso SO(n,3 — n), o inteiro n pode assumir valores (1,2,3), que irdo determinar a

assinatura da métrica do grupo n;; = diag(£1, 41, £1), onde por exemplo para n = 1,

Vide apéndice A.1.
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G = SO(1,2) equivalente a métrica de Minkowski 7;; = (—1,1,1) ou ainda para n = 3
e G = SO(3) a métrica euclidiana n;; = (1,1,1) . Escreve-se a seguinte relagao entre os

geradores para as propriedades definidas acima:

(R)'; + s (R)'y +nxer(R)"; =0 (4.1)

para o caso de 1 ser a métrica de Minkowski e (R)%X matrizes de rotacio de Lorentz,

tem-se simplesmente (R) ;;+(R);; = 0, isto ¢, (R) é completamente antissimétrico quando
todos os indices estao abaixados ou levantados por uma métrica de Minkowski bilinear e

simétrica.

Define-se entao uma base para representar os geradores que respeite as propriedades dos

11es1Nos:

(Run)' = 68,67 — 03,04, (4.2)

sao resultados antissimétricos em I <+ J, bem como em M <> N. Por exemplo:

(Run)’; = nyp (Run) = 6% mun — 05m.

Uma vez conhecida a base dos geradores de simetrias, definiremos as transformagoes dos
. I ~ . I
campos independentes do modelo, como A, ; (conexao), B, s (campo conjugado) e ¢

(campo escalar)? na subsegao seguinte.

4.1.2 As leis de transformacao dos campos independentes

A transformacao para ¢!, considerando um parametro infinitesimal e¥ = —eVM § defi-

nida por:

s¢t = —€ 7. (4.3)

2Para simplificar a notacdo tomamos ¢/ = %51 J x®’ % correspondendo & representagio fundamental,
idéntica & representagao adjunta no caso do grupo G = SO(n,3 — n).
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A derivada covariante
Dyt = 0.0" + A ;0" = 650,07 + Al ;07 = D! ,¢” (4.4)

define as leis de transformagoes da conex@o A,, pois ao variar 6(D¢) define-se como §A

deve se transformar:

§(Duo") = —0u(e' ;") + 5A,€ 07— A,i 1€, d"

= —¢' D¢’ + [5A£ 07 = 04! 507 — Aﬁ € 0" + EIJA;{ x®"]. (45)

Quer-se que os termos dentro dos colchetes da equacao (4.5) se anulem, o que estard

realizado tomando:
0A, ;= 0ue’ s+ [Ay, el (4.6)
que resulta em

6¢' = —c' ;07 e 6D¢' = —€' D, ¢’ (4.7)

Define-se a curvatura de Yang-Mills® F = %Fw,dx“d:c” como:

1
FF{L] Y UIKauAiK + §TIIK<A;{ LAk — AZ{LA/IJ,/K)

Fll = 9™ (DyAn)k (4.8)

com a lei de transformacao

SFL = [F,,,€¢". (4.9)

1%

E também define-se o campo B,;; na representacao adjunta, de forma que ele se trans-

3Que pode ser vista como a curvatura no caso de uma teoria de gravitacio 241 dimensional [19].
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forme como:

0Bur; = [Bu, €l1s. (4.10)

Por 1ltimo, de forma andloga ao desenvolvimento na segao (3.1.4) define-se o dual e de

um tensor completamente antissimétrico 3-forma €,,,(x):

1
e= iéwpg‘“’p (4.11)

com de = 0, para entao se ter os campos independentes necessarios para a construcao da

agao, o que sera feito na secao seguinte.

4.2 Construindo a acao

Considere uma variedade diferenciavel tridimensional M3 e nela introduzimos nossos cam-

pos independentes A,, B, ¢ e e descritos na secao 3.2.

A acdo invariante sob as transformacoes de calibre (4.6), (4.7) e (4.10) pode ser escrita

em componentes como:

A
S B0 = [ (- T8 + 3 BuD) (D)
M3

g _
) CEE)
onde K, \ e o sdo constantes de acoplamento?.

Nota-se que (4.12) é uma agao manifestamente invariante sob transformagoes do grupo
’ ~ . . /
ortogonal e também sobre transformacgoes gerais de coordenadas (difeomorfismos) x# =

2'*(z). O difeomorfismo dos campos definidos na teoria j4 foi calculado em (3.13 - 3.18).

4Repare que esta acdo pode ser vista como a acdo de um modelo gravitacional 2+1 dimensional
tomando k = 87G, A’V como a conexdo de spin e Bry = e;sKe, eX sendo a forma “dreibein”.
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4.2.1 As Equacgoes de Movimento no caso Nao-Abeliano

Agora varia-se a acao (4.12) em relagao as variaveis independentes do modelo (A, B, ¢, e)

para se obter as equagoes de movimento associadas. S escreve-se como:

S[A, B, ¢, e] = / %Tr(BUF”) + gBUngngbJ + g(qsqu[ —1) (4.13)

onde a constante de acoplamento sigma foi absorvida por uma redefinicao simples ¢’ = oe

e a constante de acoplamento BF foi absorvida fazendo B’ = kB.

Variando A (0A) e tomando 45 = 0:

55 = %Tr / SF" By, +% / SA! 1 (Bry¢™ — By s¢") Do’
08 1 A
sa7 = 5DB)+5(Brxds — Byk¢r)D¢™ = 0. (4.14)

Note que 0F = dJA + [§A, A] faz uso de um comutador graduado e realizou-se uma
integracao por partes® neste termo e algumas contracoes de indices de grupo para obter

(4.14), nossa primeira equagao de movimento.
Variando B (§B) e tomando 4.5 = 0:

= %Tr / 5BUF”+2 / §Br;D¢' Do’

6S 1
= —FY 4 \D¢' D¢’ = 4.1
5B 51+ AD¢ D¢’ =0 (4.15)

obtém-se a nossa segunda equagao de movimento (4.15). Tomando ¢ (d¢) com 0.5 = 0:

05 = A/5¢I((DB)IJD¢J_BIJD2¢J)+/5¢IG¢I

05

i NDB)1;D¢” = ABryF' " +epr = 0 (4.16)

onde utilizou-se uma integracao por partes e propriedades da derivada covariante® para

5Vide apéndice A.
6Vide equacgdo (A.68) no Apéndice A.
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se obter a terceira equacao de movimento (4.16).

Finalmente, varia-se e (de) tomando 65 = 0:

55 = 5 [ setelor—)
551, B
S = §(¢ ¢r—1)=0 (4.17)

de forma que (4.17) é a dltima equacao de movimento.

Assim como foi feito no capitulo anterior, estas equacoes de movimento podem ser com-

binadas para gerar um subconjunto de equacoes independentes:

(DB);; = 0 (4.18)
¢'Fr; = 0 (4.19)
MNDB);;D¢” +ep; = 0 (4.20)
¢'Dp; = 0 (4.21)

onde (4.18) foi obtida ao combinar (4.14) e (4.17) explorando a antissimetria dos indices de
B. A equagao (4.19) foi obtida combinando (4.15) e (4.17). Note que (4.19) e (4.21) criam
condicoes de transversalidade entre os campos ¢’ e os campos F; e D¢’ respectivamente,

e (4.20) determina o campo e como fungao dos outros campos.

Uma vez obtidos os vinculos de primeira classe nas se¢oes seguintes, pode-se compara-los

as equagoes (4.18 - 4.21) a fim de verificar as simetrias da agao.

4.3 O Formalismo Canonico no caso Nao-Abeliano

Novamente, a exemplo do método que foi desenvolvido extensamente na secao 2.4 e na
secao 3.4 para o caso abeliano, faz-se entao uma foliacao na variedade M = R X o, que

é a separagao da parte espacial ¥; := X;(0) da temporal, onde X; : 0 - M et € R
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definem uma familia de hipersuperficies X, (o).

A acdo S (4.12) descrita acima em termos de componentes pode ser decomposta em uma

foliagado como:

_|_

N> N

dt

d237 tabBtIJ a¢)I<Db¢)J + &Tatha[J(Dt(b)I(Db(b)J

/dt/d2x tabBt]JFé—g]+Eatha[JFthJ+€asta[JFbItJ]
wg [ | sl

+8 Ba[J(Db¢ Dtgb /dt/d T e T]]JQZS ¢ —1) (4 22)

Entao define-se uma lagrangiana L tal que S = / dtL e o tensor antissimétrico £ =

~ ~ €
L = / @[B! + By, 0,47 + A (DaB)1] + 5(m1s0"67 1)

+A [%BtIJgab<Da¢)I(Db¢>J + B}, (D) (Dug)’ (4.23)

onde o dual de B no caso nio-abeliano como é definido por B¢, = B,y e 1/ =

lgabFIJ‘

4.3.1 A Estrutura Simplética

Os momentos conjugados as nossas varidveis canonicas (A, B, ¢, e) vao ser:

M) = S
B t1J _ 5L _
BI1 (x) = —(5((9,53{‘](@)_0
e — 5L —_
@) = G "
M) = 2L~ \Bi,(D.s)’

0(0:9 ()
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oL ~

(118 () = W:B}{, (4.24)
BT () = 5—L_
W = odw) " )

Toma-se desde ja (4.24) e (4.25) como igualdades fortes:

(A)H?J@) = B(IZJ (4-26)

P (2) = 0

o que implica em considerar as variaveis AZ7 e B¢; como um par canonicamente conjugado.

Portanto, a estrutura simplética do espaco de fase é gerada pela dlgebra das variaveis:
A/I;J(x)7 B#IJ(x)a ¢I(x)7 6(%), (A)Hi'J(x)? (B)Htlj(x)vnf(x)7 (e)H(x)'

Os colchetes nao-nulos sao:

{AV (@), Wi (v)} = (9k0] — 0105)8%(x — y) (4.27)
{Bus(w), DU ()} = (0507 — 6107)8% ( — y) (4.28)
{0'(x), My(y)} = 0;0%(x — ) (4.29)

{e(x), “I(y)} = &z —y) (4.30)

{AY (@), BrL ()} = 0a(0587 — 010%)0*(z — ). (4.31)

4.4 Hamiltoniana e vinculos

No caso da lagrangiana L (4.23), as velocidades generalizadas dos campos independentes

nao podem ser trivialmente escritas como uma fungao dos momentos, caracteristica de
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sistemas vinculados. Temos assim os seguintes vinculos primaérios:

Oys(z) = WIT(z) =0 (4.32)
oM (z) = B (z)~0 (4.33)
Oy(z) = ©m(z)~0 (4.34)
dy(x) = Ij(z) — AB%(D,9)” =~ 0. (4.35)

Note que o sinal = indica uma igualdade fraca, isto é, estas equacgoes s6 se tornarao

igualdades fortes apods a resolucao dos vinculos canonicamente.

Faz-se a transformacgao de Legendre para se obter a hamiltoniana canonica:

Hew = / Bx Hean () = / d*z (V110,() — L) (4.36)

_ / d*x (W119,0,AL + WL ,0,A1 + BN 9,Byyy + 1110,0" + ©10e — L)

onde substituiu-se as expressoes fracas (4.32 - 4.35) e fortes (4.26) para os momen-
tos conjugados, observado desde ja que a hamiltoniana total é definida como Hi,; =
Hean + 3, M@y, isto é, a hamiltoniana total contém a informacao sobre os vinculos”.

Explicitamente, Hiy €é:
Htot = /d2£€ (—AtIJG[J — Bt[JGéJ —eS + Amq)m) (437)
onde

Grs = (DaB*)1s =X (91855 — 61y ) (Dad)"

G = F o+ S (D) (D)’ (4.33)
S = Slmss'e’ 1)

7Adicionar uma combinacao linear de expressdes fracamente nulas nao altera a hamiltoniana do sis-
tema, uma vez que os vinculos serao resolvidos.
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4.4.1 A estabilidade dos vinculos

Para verificar a estabilidade dos vinculos, utiliza-se as equagoes de Hamilton aplicando
o algoritmo de Dirac-Bergmann® e também para verificar a existéncia de vinculos se-

cunddrios, seguindo o método disposto na segao 3.5.1. Entdo, aplica-se a equagao (3.48):

/ 2y [Dp (), Hean ()} + / Py M) {@ (1), B ()} 0 (4.39)

aos nossos vinculos. Contudo, deve-se considerar primeiramente as “médias ponderadas”

[44]:

Ble) = [ Eo e @@ @) (4.40)

onde €,(z) é uma funcéo de teste, cujos indices de grupo 7 serdao completamente con-
traidos com os indices do vinculo considerado. Calculou-se alguns elementos de matriz

dos colchetes de Poisson dos vinculos:
Lo = {Pne], Pul7]} (4.41)
para m,n = (1,2,3,4). O resultado é:

'y = T'e=T3=T4y=0

[op = T3 =T9%=0

Igz = I'3a=0 (4.42)
L = [ [ @y{0u)d @), Buca)r )

= )\/d2erTKG1K+)\2/d2xEITKstJ(DaQS)JsLMszSLBg/[P

com Grx dado por (4.38).

8Vide secdo B.1.4.
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Verificando @,

Para verificar a estabilidade do vinculo @4, utiliza-se a equagao (4.39) para m = 1. Entao:

d)llJ = /d2y {(I)llJ7,7L[can} ~ 0

= [ A (LB s+ X1 By (D))

= 2G1J(l’) ~ 0 (443)

com Gy dado por (4.38). Este resultado define um novo vinculo da teoria, o vinculo de

Gauss, que escreve-se:
Gry = (DaB") 1+ (¢111; — ¢1®uy — (I > J)) (4.44)
conclui-se que este vinculo é equivalente ao vinculo
Qs =G, = (DuB*) 1y + 11y — ¢ 10, (4.45)

e que também precisa ter sua estabilidade verificada.

Verificando 9,

Utiliza-se (4.39) para m = 2, e se obtém:

ol = /de {®37, Hean} ~ 0
— /de { (B)HtIJ,_BtKL FKL_’_%gab(Dagb)K(Dbgb)L }

= 205~ 0 (4.46)

onde &5 = G{/(x) dado em (4.38) é um novo vinculo da teoria, chamado de curvatura

modificada.
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Verificando &;

Utiliza-se (4.39) para m = 3, e se obtém:

(i)B = /de {(I)37H0an} ~0

_ /d2y { )11, _g (n]J¢I¢J B 1)}

= $;~0 (4.47)

onde 7 = S(z) dado em (4.38) é também um novo vinculo da teoria.

Verificando &,

Finalmente, utiliza-se (4.39) para m = 4:

‘i)4 = /d29 {Py, Hiot} = 0 (4.48)

que implica em gerar condicoes sobre € e sobre os multiplicadores de Lagrange A’ que

aparecem e (1342
e +miIN =0 = e~ —¢mlN (4.49)

onde m; sao funcoes dos campos independentes multiplicadas pelos A? correspondentes.
Nota-se que o vinculo ®; ~ 0 foi utilizado nesta expressao, e isto determina e como uma

funcao dos outros campos independentes.
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4.4.2 Sumario dos vinculos remanescentes

Neste ponto, a hamiltoniana (4.37) jé se escreve como uma hamiltoniana completamente

vinculada:

Htot = ZAa(I)a (450)

onde o« = 1,...,4. Para escrever (4.50) explicitamente vamos primeiro sumarizar os

vinculos remanescentes da teoria, que sao @4 (4.35), @5 (4.45), $g (4.46) e D7 (4.47):

Du(r) = By(r) = i{) — ABfy (2)(Dad)’ (2)

Bois(e) = Glyla) = (DuBs(a) + 61 (@) — 0s(@)Li(x)  (451)
(r) = GF'(r) = FY(2) + 5e(Dud)! () (D10’ ()

Di(r) = S(r) = 5 (msd! ()07 () 1)

Toma-se 1 (4.32), Py (4.33) e ®3 (4.34) desde agora como igualdades fortes:
AITL (2) =0 B () = 0 ©OTI(x) =0 (4.52)

e estes serao trivialmente eliminados, pois todos os colchetes de Poisson envolvendo estes
vinculos com os demais (4.42) sdo nulos. Os campos A!7, Br; e e tornam-se multiplica-

dores de Lagrange de (4.50), que se escreve explicitamente como:
Hy = / d*x (—AV G, — By G — eS + A®)) (4.53)

onde G ; é uma combinacao de G e @, (isto ¢, os 4 vinculos remanescentes estao presentes
na hamiltoniana), de forma a deixar G’ como um vinculo de primeira classe. Quer-se
verificar se (4.53) € estdvel, isto é, se os vinculos secundarios nao geram mais vinculos ®,,

descendentes.

Calcula-se primeiro os colchetes de Poisson dos vinculos secundérios G, Gy e S, utilizando



a notacao de (4.41), para se completar a lista (4.42):

F46 = /d2 /dZy{q)4[€

3
~ )\/d2$ EITJK <¢1FJK - §€1LMFLM€JKN¢N)
Ly = / d*x / dPy{®ue’ (x), ST(y)} ~

Iss = /d2 /d2 {GIJ6 ) KLTKL(Z/)} =€ TJGIJN

D57 = Tge ~ I'er = T'77 = 0

o
2

GgKTJK(y)}

— / dzelro;
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(4.54)

onde todas as igualdades sao fracas. Os colchetes dos vinculos remanescentes ®, G', Gg e

S podem ser agrupados numa matriz:

KA

F/

Q

Go

{G()v (i)}
{s, o}

G Gy S

0 {®,Go} {®, S}

0 0 0
0 0 0
0 0 0

4.4.3 O argumento geral de estabilidade

(4.55)

O algoritmo de Dirac-Bergmann, comecado na subsecao anterior, tem como finalidade

verificar a estabilidade dos vinculos remanescentes na teoria, isto é, aqueles que compoe

a hamiltoniana e sao geradores de simetrias.

Faz-se agora uma analise geral deste método, considerando a hamiltoniana completamente

vinculada H = ) A*®, com os vinculos ®,, os multiplicadores de Lagrange A® e os

colchetes de Poisson T'yg &~ {®,, P5}°.

(4.53) e

(4.55) representam o caso particular

9Como estes colchetes envolvem igualdades fracas, os termos fracamente nulos sdo removidos nesta

analise.
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estudado neste capitulo. Aplica-se a condi¢ao de estabilidade (4.39) para se obter:

d, =TusA =0 (4.56)

onde o =1,...,ded éo total de vinculos remanescentes. A matriz I',5 pode ser dividida

em blocos de acordo com seu posto r da seguinte forma:

MlW Nﬂd }7”

(Tag) = (4.57)
—Ng; Ocd } d —T

onde M é uma submatriz de dimensao r e de determinante nao-nulo. A correspondente

decomposicao dos vetores A* e &, é dada por

N M Fu
(A%) = (Do) = : (4.58)
mc gc
Entao tem-se:
MI+Nm=20
— l=—-M"'Nm (4.59)
~NTl+0m=0

isto é, os multiplicadores [* sao funcoes lineares dos multiplicadores m¢, que por sua vez

sao arbitrarios. Utiliza-se (4.59) para se escrever H como:
H=F"l+G"m=(-F M "N+ G;)m* (4.60)
de forma que tem-se (d — r) vinculos G de primeira classe:
G. =Gl —F M "N, (4.61)
Para verificar este resultado, calculou-se o colchete de Poisson dos vinculos primarios:

{G..Gatp = (O+N'M™'N) =0. (4.62)
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A dltima igualdade pode ser mostrada se a combinarmos com a equagao (4.59), que gera

(O + NTM~1N)m = 0 implicando em:

O+ N'M™'N=0. (4.63)

Com efeito, se o posto da matriz (4.62) fosse s > 1, teriamos multiplicadores de Lagrange
m que nao seriam independentes, o que implicaria em ' > r + 1 multiplicadores A
dependentes, isto ¢, implicaria em um posto para I' > r + 1, o que é uma contradicao
uma vez que por hipdtese esse posto é igual a r. Portanto, s = 0, que implica em
O+ NTM='N = 0, estando assim verificado que os G’ sao todos os (d —r) vinculos de 1*

classe.

Agora eliminam-se os vinculos de 2* classe calculando os colchetes de Dirac, cuja defini¢ao

foi dada na secao 2.4.7. Para duas fungoes X e Y quaisquer:

{va}D = {X>Y} - {X7 ‘FM}M_luy{fwy} (464)

Pode-se verificar que os colchetes de Dirac de uma funcao X qualquer com os vinculos de

22 classe F se anulam:

(X, F}p = {X,F}—{X,F M "™{F, F,}

= {X,F}-{X, F M " M,,=0 (4.65)

Entao, a recombinagao de vinculos de primeira classe nao afeta a algebra dos vinculos

independentes tais como na forma escrita explicitamente na hamiltoniana (4.53).

Uma vez introduzidos os colchetes de Dirac, pode-se tomar os vinculos de segunda classe
como igualdades fortes, o que afetara a algebra entre os campos independentes, que sera

analisada a seguir.



90
A solugao para estabilidade dos vinculos no caso nao-abeliano
Aplica-se agora esse procedimento geral no caso nao-abeliano, considerado neste capitulo,
e para tal toma-se a porgao relevante da matriz I (4.55), removendo a linha e a coluna

correspondentes ao vinculo G’. Tem-se assim a matriz I', de dimensao 7, escrita em

detalhes com todos os indices:

o, GV S
&)I {&)17&)[/} {éI7GOMN} {&)IJS}
'~ G/ | {Go’%, .} 0 0 (4.66)
S {5,®,} 0 0

onde

{O7(z),20(y)} ~ Nerrse NP B yopDad’ 6*(x —y)
O Y (e L

{®/(x),S(y)} —¢10*(x —y)

Q

Verificou-se que o posto de I" é igual a 2 mod(®,,), cujo cdlculo deve ser feito médulo os
vinculos (4.51): ® é uma condicao sobre os IT; , Gy é uma condicao sobre os FI/ e S gera

uma condicao sobre os ¢!, que em particular:

¢* =~ /1—(¢°)2— ()2 (4.67)
D& =~ —%(Da¢°¢°+Da¢1¢1)- (4.68)

Nota-se que B¢, deveria ainda obedecer aqui a condigao de G, = 0 (4.45), mas isso nao
muda o resultado para M, nem a separagao entre vinculos de 1* e 2* classe e nem os

colchetes de Dirac.

Logo, a classe dos vinculos remanescentes pode ser mostrada fazendo uma separacao em

blocos na matriz I' conforme (4.57), escolhendo a submatriz M como uma submatriz
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regular de dimensao 2:

', T 0 -
r~| " " | & P (4.69)
Is1 s ¢o 0
onde dim(M) = posto(I') = 2. A inversa de M é bem definida se ¢g # 0:
1 0 1
M = (4.70)
%\ -1 0

Se ¢y = 0, pode-se escolher uma outra componente ¢; # 0 e outra submatriz regular M,

de forma que M~! pode sempre ser bem definida.

Os resultados para os vinculos podem ser resumidos pela seguinte tabela:

Vinculo Primario Secundario
Primeira Classe * dy, d,, G G
Segunda Classe d, S

* Os vinculos primdrios de primeira classe ja foram resolvidos.

Com a matriz M~ (4.70) pode-se definir explicitamente os colchetes de Dirac (4.64):

{(X,Y}p = {X,Y}—{X,F A "™{F, Y} (4.71)

onde F,, p = 1,2 sao os vinculos de segunda classe ®, e S. Agora, usa-se este novo

colchete para tomar F,, = 0 (fortemente), como visto em (4.65). Entao:

9" = V1—(¢1)? — (¢?)?

My = ABg;(Dag)’ (4.72)

Calcula-se entdao os colchetes de Dirac para as varidveis canonicas independentes A7

BY;, ¢' e I;, com i = 1,2, para se saber como a dlgebra serd afetada pela imposigao de
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(4.72):
{A (), By, (W)}p = 00(0k0] — 61.67%)8%(z — y) (4.73)
{AV (2),1L(y)}p = A%(y)nm(Dm)J (9)0*(x —y) — (I < J) (4.74)
{B;(2), ;(y)}p = A%(y)f:‘zKOB?a(@/)52(96 —y)— (& J) (4.75)
{¢'(2),1;(y)}p = 6&;0%(x—y) (4.76)
e todos os demais colchetes sao nulos:
{AY (), A" (9)}p = {AY (2), 9i(y)}p = {Biy(2), Bier(y)}p = -+~ =0.  (4.77)

Esta algebra entre os campos independentes é muito similar a algebra obtida na secao
3.5.3 para o caso abeliano, no capitulo anterior. Ver-se-a a seguir que as simetrias obtidas
a partir das transformacoes destes campos independentes sao também similares ao obtido

no caso abeliano.

4.5 Os vinculos de primeira classe e a invariancia da

hamiltoniana - Caso nao-abeliano

Uma vez eliminados os 2 vinculos de segunda classe, a hamiltoniana (4.53) se escreve em

termos das varidveis independentes A/ B2, ¢' e II;, como:

Hyo = / d*x (=AY G, — By, G + A'®;) (4.78)

Os 8 vinculos de primeira classe {®,, a = 1,---,8} = {G'""7, GI/, ®;} sao aqueles que
geram as simetrias de calibre. Como uma verificacao do desenvolvimento canonico apre-
sentado, pode-se comparar as transformacoes das variaveis independentes sobre estas si-

metrias com os resultados obtidos na sessao 4.2.1 ao se variar a acao.

Entao, calcula-se os colchetes de Dirac destes vinculos com as variaveis independentes
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para se descobrir as transformacoes infinitesimais de calibre associadas:

Sg(x) = {g(x), Pale)}, ule) = /Zd2ye(y)<1>a(y) (4.79)

Em particular, com G'(e) = & [ d*ze’/G}; onde €'/ (z) = —€’!(z), o vinculo G’ serd o

gerador das transformagoes de calibre tipo YM:

{G'(e), A7} = Dye'’
{G/(e)aé?J} = [67 Ba]fJ (48())
{G'(e), 9"} = —€g;

{G'(e). 1L} = At (”(Dad)s 1" = (Dae)"'e,"%) Bic; + 1L

Analogamente, o vinculo G gera o segundo tipo de transformagoes de calibre do modelo

BF, chamadas de tipo 21:

(Gof0). AV} = 0

{Go(e), By} = “Dyery (4.81)
(Go0). 6} = 0

Golr 1) = A0, 5~ Duc ) D1

Por 1ltimo, o vinculo <I> =/ d?z €®;, que era o gerador das transformacoes de fase no
caso abeliano (3.132) (que combinado com G, gera todas as transformagoes de calibre do

tipo YM espaciais), vai atuar como:

{B(), AV} = ( jgnJ0+e)<Da¢>f—<mJ>
{®(e), BY,} = (ZO 0Ba. + ¢;BS )—(IHJ) (4.82)

{&)(6)7(#} = _EZ
{P(e).IL} = ADy(¢/BYy).

10Vide secao 3.6.
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Nota-se que estes resultados sao completamente simétricos em relagao a escolha de um eixo
coordenado preferencial do campo escalar ¢V feita em (4.67), isto é, caso outro eixo fosse
tomado como preferencial terfamos uma teoria equivalente dada a arbitrariedade envolvida
na separagao das coordenadas. Para um grupo G = SO(n,3 — n), as transformacoes do
tipo YM espaciais definem para n = 0 uma rotacao particular entre os eixos 0 e i, e para

n # 0 teremos transformacoes de Lorentz [2,3] (boosts e shifts) em vez de rotagoes.

4.5.1 A Aalgebra dos geradores de transformacoes

Conforme visto na secao 4.4.3, ao se aplicar o resultado para a algebra dos colchetes de
Dirac nos elementos de matriz de M (4.66) pode-se concluir que a algebra dos vinculos

geradores de simetria fecha.

Pode-se também conhecer a dimensao do espago de fase fisico, considerando o nimero de

graus de liberdade locais fisicos obtidos do cédlculo do posto da matriz G (4.66), para a

qual encontramos o posto r = 2. Tem-se em cada ponto x do espago X, 8 coordenadas

AL ¢ juntas com 8 momentos conjugados, e 8 invariancias de calibre geradas pelos
/

vinculos G ;, GI’7 e ®;. Conclui-se que o ntiimero de graus de liberdade locais ¢ nulo, o

que concorda com o que foi encontrado para o caso abeliano no capitulo 3.
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Capitulo 5

Quantizacao de Lacos

Anteriormente no capitulo 2, viu-se que para construir um espaco com produto interno
bem definido, deve-se substituir o espago de configuragoes dos campos definidos na teoria
pelo espaco das holonomias 5., que é o primeiro passo para a quantizacao de loops. Na
secao 2.5.4 escreveu-se formalmente o produto escalar dos funcionais de onda como na

equacgao (2.92). Para dois funcionais de onda ¥ e €2, o produto escalar sera:
@) = [ Du() w()2(X) (5.1)

onde Dp(X) é uma medida de integragao no espago de configuracao dos campos X, que

ainda precisa ser definida.

Faz-se entao a construcao da medida neste capitulo para o modelo BF com campos de

matéria no caso abeliano tal como o visto no capitulo 3.1

5.1 Regularizacao de uma rede versus redes de spin

Um exemplo do desenvolvimento realizado para definir o produto escalar pode ser encon-

trado em Teoria Quantica de Campos e em outras teorias da fisica, que é aproximar o

!Deixamos a construcao do caso ndo-abeliano para o trabalho em progresso [24].
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continuo por uma rede discreta, o que constitui uma regularizacao. Em TQC tem-se a
integral funcional de Feynmann, a partir da qual podem ser desenvolvidas as séries de
perturbagao de Feynmann, e também construcoes nao-perturbativas baseadas na regula-
rizagao de rede. Na regularizacao de rede, em vez de se considerar todos os pontos dentro

de um volume V' considera-se apenas os vértices da rede, separados por uma distancia e.

£

Figura 5.1: Espago de Minkowski (mostrados apenas x; e z3) com uma rede que gera uma
restricao na qual o volume finito contém um nimero finito de pontos.

Sendo assim, o continuo pode ser substituido por um conjunto de pontos z,, a =1,..., N

e a integral funcional serd uma integral ordinaria:

[ P ) = ([ dA@) A, Alz)), (5:2)

Existem teoremas sobre aproximacoes de rede, para se achar o limite para quando ¢ — 0,
que em TQC ja foi resolvido rigorosamente para espacos-tempo de até 3 dimensoes, e por
meio de integragdes numéricas para 4 dimensdes [42], cujos resultados podem ser aplica-
dos no calculo de parametros fundamentais dos hadrons. Uma construcao da integragao

funcional deste tipo pode ser aplicada a definicao do produto escalar.

Em teorias independentes de background como o modelo BF com campos de matéria
geralmente adota-se um outro esquema [15,33], baseado na nocao de redes de spin que
sera discutido em mais detalhes nas secoes seguintes, mas vale a pena apontar algumas

analogias do procedimento de regularizacao de rede com a construcao da rede de spin.

Entao, considerando uma variedade M, trabalhar-se-4 com objetos chamados de grafos
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orientados (ver Fig. 5.2), que sao objetos formados por curvas orientadas (links) v, € ¥ na
foliagao de M e vértices (nodes) v, € ¥, que sao pontos onde estas curvas se interceptam?.

(2p)

gt -

—

U1

Figura 5.2: Um exemplo de grafo orientado I', composto por trés linhas v, v, e 3 e dois
vértices v; e vs.

Em cada linha v, de um grafo, escreve-se um novo funcional dos campos independentes
do nosso modelo definindo o espaco de configuracao — aqui escolheu-se as componentes
A, da conexao e o campo escalar ¢ — , a holonomia, e considera-se funcionais de onda

definidos como funcgoes dessas holonomias — os chamados funcionais “cilindricos”.

Observa-se que se um tal funcional cilindrico estd definido sobre um conjunto finito de
linhas (grafo), entao ele depende sé dos valores dos campos nestas linhas e nao dos valores
da conexao no espaco inteiro, analogo ao caso da substituicao do continuo por pontos x,,
no caso da regularizacao de rede. Pode-se assim construir um produto escalar, numa
primeira etapa, a partir de uma medida de integracao definida num espago menor que o

espaco das configuracoes de A e ¢.

5.2 O espaco de configuracoes - Caso Abeliano

Viu-se no capitulo 3 que para o modelo no caso abeliano o espaco de fase cldssico é 6-

dimensional em cada ponto de ¥, formado pelas varidveis independentes A,, B, ¢ e @11

2Lembre-se que nossa variedade M ¢é a variedade de espagotempo tridimensional (dim(D) = 2+1), e
a folha X representa o espaco bidimensional.
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que estao sujeitas aos vinculos dados pelas equagoes (3.133 - 3.135):

Gle) = /d2x €1 ()0, B%(z)
Go(e2) = %/d% €2(2)e™ Fyp ()
Do(e3) =

0

~ 0 (5.3)

que compoem a hamiltoniana Hi., equagao (3.114):

Hioy = /dzx [—A,G(z) — BiGo(x) — AgPo(x)]. (5.4)

Durante o processo de quantizagao, estas grandezas (campos e vinculos) serao associadas

a operadores, que serao aplicados aos funcionais de onda definidos num espaco de Hilbert

adequado para representar os estados quanticos da nossa teoria. A seguir, se analisard a

algebra entre os campos independentes supracitados.

5.2.1

Troca de base das variaveis independentes

Na secao 3.5.3, recombinaram-se os vinculos remanescentes na verificacao de estabilidade

da teoria® para se obter como varidveis independentes A,, B, oe @H, coordenadas do

espago de fase reduzido, para as quais calculou-se a seguinte estrutura simplética gerada

pelos colchetes de Dirac:

{A.(z), B'(y)}
{Au(2), @I(y)}
{B%(x), @I(y)}

{é(x), “T(y)}

0*(z —y) (5:5)

0 (x —y)

3Veja a secdo 3.5 para verificar passo a passo o algoritmo de Dirac-Bergmann para o caso abeliano.
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com todos os demais colchetes nulos:

{Aule), M)} = {Au(2), (0)} = {B"(x), B'(w)} = {B"(2).8(y)} = -+~ = 0.

Pode-se simplificar um pouco esta dlgebra (e consequentemente a dlgebra dos operadores

definidos a partir destes campos) realizando a seguinte troca de base:
M= @I—A\BD,é . (5.6)

Os colchetes de Dirac da estrutura simplética para as variaveis A,, B?, ¢ e Il se escrevem

CO1mo:

{Au(2), B'(y)} = 0;6*(z —y)

{o(2).(y)} = *(z—y)

{Aa(2) I(y)} = 0 (5.7)
{B(x),(y)} = 0

{Il(z),1I(y)} = 0
e todos os demais continuam nulos. Repare que
M= @ -\BD,¢ = DI+ \§ B"D,o
e o vinculo @, (3.135) pode ser escrito em funcao de II como:
Dy(e3) = /de es(x)p(z)II(x). (5.8)

Note que as transformacoes de calibre associadas ao vinculo &y permanecem inalteradas:

6@05 = 635 (59>
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e ja que ¢ = e~ observa-se que a transformacao de calibre acima é equivalente a*:

5@0 = i€3.

5.2.2 A proposta de quantizacao do modelo BF com campos de

matéria - caso abeliano

Na teoria quantica, os campos A,, B?, ¢, Il serao promovidos a operadores, obedecendo

as relagoes de comutagao correspondentes aos colchetes classicos (5.7):

Ao BY) = bt —y) 5 [6,11] = ih%(x — y) (5.10)

onde os demais sao nulos. Estes operadores irdo atuar sobre funcionais W[A, ¢| que repre-

sentam os estados quanticos do nosso modelo da seguinte forma:

AT = AU (5.11)

. 5

BU = —mMa (5.12)

PV = G0 (5.13)

o = —indd (5.14)
09

Os vinculos G, Gy e ®y também serao promovidos a operadores G, Gy e g, geradores dos
grupos de simetria. Os estados U[A, @] que obedecem G|¥) = 0, Go|T) = 0 e $o|T) =0

vao ser os estados fisicos, invariantes sobre as transformagoes de calibre.

Solucgao do vinculo @,

O vinculo ¢, pode ser escrito explicitamente como:

Dy = ¢II. (5.15)

4Note que os parametros ¢; sdo imagindrios e 6 é real.
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Nota-se que a solucao de @0|\If> = 0, considerando que II (5.14) é a derivada de ¢, o que

imediatamente mostra o funcional de onda W[A, ¢] como sendo independente de ¢:

U = U[A]. (5.16)

A construgao explicita destes funcionais W[A] em termos de holonomias devera ser feita
para que se possa resolver as condigoes restantes G|U) = 0 e Gy|¥) = 0 e se escrever um

espago com produto interno bem definido. Comeca-se pela definicao das holonomias de

A.

5.3 As holonomias de A

Nesta secao definir-se-a as holonomias para o caso mais geral com um grupo de calibre G
nao-abeliano. As expressoes de interesse para o caso abeliano, onde G = U(1), também

sao dadas.

Sendo assim, a holonomia h.,[A]® de A ao longo de uma curva orientada ; € ¥ (ver Fig.

5.3) é definida como:

/ dzA,
ho [A] = Pe (5.17)

onde P é o operador de ordenacao ao longo da curva 7; e a integral no expoente é uma
integral de linha sobre ;, que pode ser explicitada ao se fazer uma parametrizacao desta

curva. No caso abeliano, P pode ser omitido.

A holonomia é um elemento do grupo de calibre G, portanto possui leis de transformacao
mais simples do que as dos campos que elas representam, facilitando a construcao de

invariantes conforme visto a seguir.

®Neste trabalho notamos a holonomia como h,[A], mas também é usual encontrar na literatura a
notagao U[A,v;].
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by
Figura 5.3: A curva v em ¥ = M, parametrizada na variavel s.
As equagbes paramétricas de 7 : [0, 1] — ¥ sdo:
% = x%(s) , 0<s<1 (5.18)
e os vetores tangentes sao dados por
dx®

rt = 1
T s (5.19)

onde a = 1,2, z%(0) = zf;) e z°(1) = z{;. A holonomia ¢ o transporte paralelo ao longo

da curva 7y, como veremos na subsecao 5.3.3.

5.3.1 Definicoes e propriedades das holonomias

Escreve-se (5.17) de maneira mais geral, sendo h,[A](s), s € [0, 1]:

Sds'j:“ sNA,(x(s
ho[A](s) 2736/0 el >)» hy[Al(1) = hy[A] (5.20)

onde o efeito do operador P é ordenar por valores crescentes de s (path ordering). Usou-se

que A = A,dx'® e da'® = ds'i°.

A expansao da holonomia (5.20) para s = 1, pela defini¢ao do operador de ordenagao P,
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6

mia = 37 (5 ([ ew) )
_ giz,/fl ds, 081¢152--- jgsnltjsn (s1) - Asy) - dsy) - Asn)  (5.21)

onde 1 > s; > s9 > --- > s,. Note que o caso abeliano é 6bvio pois nao ha problema de

ordem.

Figura 5.4: Pontos s1,...,s, de uma curva 7.

Por causa dos s maiores alocados perto de (f) e os menores perto de (i) (ver Fig. 5.4),
tem-se uma propriedade de fatoracao. Pode-se, por exemplo, fatorar esta holonomia em

duas holonomias sobre duas curvas 71, 72, tal que v = 7, 0 ¥1:

ho[A] = hoy[A] - by A (5.22)

Note que esta fatoracao vale até para curvas continuas por pedacos.

Como consequéncia da definicao (5.20), h,[A](s) ¢é a solucao da equagao diferencial:

——hy[A](s) — %(s) Aa(x(s))hy[A](s) = 0 (5.23)

ou

dh,[A](s) = dA h,[A](s) (5.24)

com a condigao de contorno h,[A](0) = 1.

6 A notacdo A= A,,onde a =1,2.
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Outra propriedade interessante das holonomias é que se v vai de (i) — (f), pode-se definir

v~ que vai de (f) — (i), isto é, a mesma curva porém orientada no sentido oposto:

ho1[A] = (h[A])7. (5.25)

5.3.2 A transformacao de calibre de uma holonomia

Tem-se agora uma propriedade de fatoracao, entao pode-se considerar a holonomia infi-

nitesimal dh, definida no trecho de curva infinitesimal [s, s + Js]:
s+ds

/ ds'i(s')Au(s))

e s = hs,s+55 (526)

oh = 1+ /S+6S ds'i*(s") Au(s") + O((s)?) (5.27)

como ds é muito pequeno, nota-se que P nao aparece e a integral pode ser aproximada,

com 0z = x(s +ds) — x(s):
Sh = 14 62%Au(s) + O((65)?) (5.28)

Agora analisa-se como se transforma uma holonomia infinitesimal sob uma transformacao
de calibre. Lembre-se que A’ = g~'Ag + g~ 'dg, conforme definido pela equacao (2.3).

Entao:

(0n) = 1T+g '(x)oa"Au(z)g(x) + (¢~ (z + dx) — g7 (2))g(2)
= g Mo+ d2)g(x) + gz + 0x)65" Ay(2)g(x)

= g Na+62)[1 4 52°A,(2)]g(x) + O((62)?) (5.29)

considerando a aproximacao (5.28) e a defini¢ao (5.26), este resultado pode ser escrito

CO1MO:

s+4ds
ds'z%(s") Au(s")
(6h) =g Hx(s + 53))6/8 g(x(s)) + O((65)?). (5.30)
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Lembre-se que quando se considera uma curva -~y finita é necessario utilizar o operador de

ordenagao P. Decompoe-se agora a curva v em N segmentos (ver Fig. 5.5):

ho Al = lim Ay, -h

N—o0

SN—1,5N-2 """ hsl,()- (5.31)

Figura 5.5: Uma curva v finita dividida em N segmentos.

A transformacao de calibre fica:

WA = Jim g ), 0 (sw-1)) -0 (@51 ey a0 (2(s3-2))

cog M@ (51)) hay 09(2)

e finalmente tem-se:

WA = g7 (@ (p)hs [Alg(z) |- (5.32)

Com a lei de transformagao de calibre (5.32) pode-se construir exemplos de invariantes
desta teoria tomando vy como uma curva fechada e em seguida toma-se o traco de A/,

considerando que” Tr(XY) = Tr(Y X):

Tr ho[A] = W, [A] (5.33)

W sao as holonomias conhecidas como lagos (ou loops) de Wilson. O lago de Wilson é

invariante de calibre:

WAl = Tr(h[A)) = Tr(g~ (z@)h [Alg(z))

= Tr(h,[Alg(zu)g (zw)) = W, A (5.34)

"Vide apéndice A.4.2.
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No caso abeliano o simbolo Tr é omitido.

TG = ()

Figura 5.6: Laco v, obtido tomando x;y = z(y).

Os lagos de Wilson foram utilizados na primeira tentativa de se quantizar a teoria da
gravitacao com grafos [32], [20] (dai o nome loop quantum gravity para a teoria). Neste
caso, W, [A] sdo as holonomias sobre lacos v e A é a conexao de Ashtekar que é relacionada

a conexao do campo gravitacional [19].

5.3.3 O transporte paralelo

Sejam r; e rp dois vetores definidos nos extremos z(;) e x(y) de uma curva . Como eles
nao fazem parte do mesmo espaco vetorial, para compara-los é preciso transportar r; para
0 espago tangente em (s, onde estd contido rp (ver Fig. 5.7). Se o deslocamento ¢é infini-
tesimal, o transporte é calculado pela derivada covariante e a holonomia é a generalizagao

disto.

LG

Figura 5.7: Holonomia como transporte paralelo, onde 7} é o vetor r; transportado para
0 espago tangente em xy).

Ver-se-a que as holonomias sao geradores do transporte paralelo de um vetor de um espaco
tangente para outro espaco tangente (ver Fig. 5.7). Para tal, considera-se o campo ¢(z)

que se transforma como g_b/(x(i)) = g Hx(;))P(2()) como visto na equagio (3.3), em um
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certo ponto ;). Quer-se transportar este campo como:

(x(p); () = hy[Ald(2(i))- (5.35)

Verificou-se que esta transformacao é covariante:

(Blzpize)) = g (zp)o(zipza). (5.36)

Prova:

onde a equagao (5.32) foi utilizada.

Em geral, para um campo x(z) que se transforma como x'(x¢;)) = x(2@;))9(2@;)) no ponto

x(;y vamos ter o transporte do campo definido como:

X(@(py ) = x(z@)hy A (5.37)

Que se transforma como®:

X 2) = X(@y;26)g9(zg))- (5.38)

Também podemos considerar um campo 1 (x) que se transforma como um campo na
representacao adjunta ¢/'(z¢)) = ¢~ (z@))¥(2@))9(ze) no ponto z(;). O transporte do

campo ¢ definido como:

V(@i o) = by Al (za)hy [A] (5.39)

SLembre que se h' = g(z(5))hg™ () entdo h' ~' = g(z))h " tg™  (z(p))-
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cuja transformagao é dada por

W(gize) = g (@)@ za)g(zp). (5.40)

Estes campos (5.37) e (5.39) transportados pela holonomia sao objetos covariantes, isto
é, os campos transportados se transformam localmente da mesma maneira que os campos
iniciais. Logo, as holonomias sao objetos que realmente podem descrever uma teoria

baseada em campos covariantes.

5.4 A construcao do espaco de Hilbert cinematico

Comeca-se a construcao do espaco de Hilbert cinematico escrevendo o funcional de onda
W[A] como uma fungao que depende de um nimero finito de holonomias. Lembre-se que

A=A, com a=1,2 para o grupo U(1).

Como calcula-se transformacoes de calibre, quer-se objetos que se transformam de maneira
mais simples, por isso que se troca o funcional de A e seu espago de configuragoes por

uma fungdo das holonomias de A definidas no espago das holonomias h.[A].

Como ja dissemos, a priori tomar holonomias de A gera uma restrigdo no o espago de
configuragoes, uma vez que as holonomias estao definidas sobre curvas . A idéia é tomar
as holonomias sobre todas as curvas possiveis, em vez de todos os pontos do espacgo das

conexoes.

5.4.1 Os funcionais cilindricos

Define-se entao um grafo como sendo um conjunto de um numero finito de curvas v e

vértices v (um exemplo pode ser visto na figura 5.8):

F={v,....%}®{v,...,u,}. (5.41)
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it -

—

U1

Figura 5.8: Grafo I' fechado e conexo.

E toma-se um funcional de onda da forma:

Uryl[A] = P(hy[Al - hoy [A]) (5.42)

onde a fungao ¢ : G x G X --- x G — C. Pode-se desde agora fazer uma restricao sobre os

p vezes
grafos I tomando apenas grafos fechados e conexos, isto é, grafos onde as linhas sao todas

juntas e fechadas, pois os demais grafos serao eliminados pela imposicao do vinculo de
Gauss (ou condigao de invariancia de calibre) conforme serd visto adiante. Note que isto
implica na exclusao de vértices monovalentes, onde a valéncia de um vértice é o niimero

de linhas que se interceptam ali.

Chama-se ¥r ,[A] definida por (5.42) de funcional cilindrico. O espago vetorial cilindrico

Cyl ¢é o espaco de todas as combinagoes finitas de funcionais W y:

k
U=>"cplr, Al (5.43)

i=1 k=i

Esse espago vetorial Cyl possui como fecho (completamento de Cauchy) o espago de
Hilbert cinemético (Cyl = J£,,), a ser definido a partir da norma associada ao produto

escalar que define-se a seguir.

5.4.2 O produto escalar de funcionais cilindricos

Considere o espago Cyl, que é o espago das combinagoes lineares finitas de W ,[4], da

equagao (5.42). Agora vamos utilizar a notagao bra-ket (Notagao de Dirac) para estes



110

funcionais:
Ury[A] = (AL, ). (5.44)

Primeiramente define-se o produto interno de ¥’s diferentes, mas pertencentes ao mesmo

grafo (Upy e Wr p):

Ty, = /dﬂ(gl)---/du(gp)(zb(gl,..-,gp))*@b’(gl,..-,gp) (5.45)

onde du(g;) é a medida de Haar do grafo 7;, que para U(1) com g = € se escreve como

/du(gl)---/dﬂ(gp) = (271r)p /OQF 6591---/027r dp. (5.46)

Este produto (5.45) estd bem definido num espaco vetorial Cyl(I'). Agora define-se o

produto interno em grafos distintos, sendo I' = {y1,..., %} e I ={y,..., 7} comn o

nimero de linhas da unido I' = T UT":

(T, |, ) = / da(gn) - dplga) - (g1, 1 90)) ¥ (1s- - g, (5.47)

Nota-se que tomar o produto escalar entre grafos distintos é essencialmente o mesmo que
tomar o produto escalar sobre o tnico grafo I' de n linhas formado pela uniao de grafos

de p e p linhas respectivamente®.

No exemplo da Fig. 5.9 tém-se: I' = {1, ..., v} e T = {v1,72, 73} e I" = {v3*, Y4, 75, %6}

O produto escalar fica:

(T, |1, ') = /du(gl) - dp(ge) - (Y(g1, 92, 93)) V' (95, 9, 95 96).

Nota-se ainda que a orientacao relativa é importante, no caso de I' <» I".

90 ntmero total de linhas de I' é n < p+p’ para contar os casos onde os grafos I' e I possuem linhas
coincidentes, como veremos no exemplo que segue.
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Figura 5.9: Grafos I" e I distintos. Note que neste caso I' N T" # ().

O produto escalar também é sesquilinear:
<Q\If1 + b\I/2|C\I’3> = c(a*<\II1|\I/3> + b <\I]2‘\If3>) (548)

As definicoes dadas acima também valem para grafos disjuntos: ' N I” = ().

Agora com um produto escalar bem definido, pode-se definir uma norma:

1Pr,l[* = /du(gl) o dp(ga) (g1 - 90) P = (T, 0IT, ). (5.49)

Essa integral converge se o grupo G é compacto — que é o caso para G = U(1). Com a
norma, define-se o completamento de Cauchy de Cyl notado por Cyl = £, o conjunto
das sequéncias de Cauchy de Cyl, de forma que o espaco Cyl seja denso em 74,,. Uma
sequéncia de Cauchy {|¥;),...,|U),...} é tal que a norma da diferenga entre os |¥) tem

o limite nulo:
ml%r_rgoO |V, — ¥,,|| = 0. (5.50)

Logo, 4, é completo por construcao, isto é, toda sequéncia de Cauchy {¥,, € 4, n =

1,...,00} possui um limite forte na topologia induzida pela norma.

O procedimento de quantizagao candnica analogo, para um sistema mecanico com um

numero finito de graus de liberdade, pode ser revisto no Apéndice B.3.
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5.5 A construcao de uma base ortonormal

O produto interno das funcoes cilindricas é invariante sob:

1. As transformagoes de calibre, como consequéncia da invariancia da medida de

Haar'?;

2. Os difeomorfismos espaciais, porque o produto s6 depende da topologia dos grafos.

Existe também um estado particular |()) onde I' = () (conjunto vazio).

(AJ0) = Wo[A) =1
12 = (910) = 1

(5.51)

Agora encontra-se uma base utilizando o teorema de Peter-Weyl, que enunciaremos a
seguir para G = U(1), pois quer-se construir uma base ortonormal para o modelo no caso

abeliano.

Viu-se na secao 3.1.1 que as representacoes irredutiveis sao os homomorfismos, definidos

pelos caracteres R™, onde n é um inteiro positivo ou negativo, conforme a equacio (3.1):

RM () = ¢mf nez (5.52)

de forma que um elemento g = € € G é representado pelo niimero complexo R™ (g).

5.5.1 O teorema de Peter-Weyl para uma linha

Enuncia-se agora o teorema de Peter-Weyl para o caso abeliano U(1), considerando por

enquanto as holonomias sobre um grafo I' formado por uma tnica linha.

10Vide apéndice A.1.
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Teorema 1 (Peter-Weyl - 1? parte) A integral de Haar do produto de caracteres cor-

respondentes as representacgoes irredutiveis do grupo é:

/ dyi(g)(R™ ()" R (g) = 6™ (5.53)

Entdo os elementos R™(g) constituem um sistema de vetores ortogonais.

A equagao (5.53) pode ser escrita como o produto escalar de 2 vetores unitérios |I',n),

T, n'):

1 [ I ,
(L,nll ) = o / dhe= =)0 — gnn (5.54)
0

™

Para o grupo U(1) a segunda parte do teorema de Peter-Weyl é nada mais que o teorema

de Fourier:

Teorema 2 (Peter-Weyl - 22 parte) Qualquer funcdo f(g) de valores complezos pode

ser expandida no sistema de vetores ortogonais descrita na parte (1) do teorema:

fl9) =Y caR™(g) (5.55)

Assim os |I', n) formam uma base ortonormal do espago Cylr, onde I' é formado por uma

linha.

5.5.2 A generalizacao para um grafo qualquer

Para se aplicar o teorema de Peter-Weyl para quaisquer grafos é necessario definir o
seguinte funcional de onda, onde atribuimos a cada linha -, do grafo uma representacao

irredutivel unitdria de U(1) com uma carga n,:

UpalA] = (AL, i) := R™) (hoy[A]) - R™ (R, [A]) (5.56)
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onde 77 = (ny,...,n,) é o vetor multicargas. O teorema de Peter-Weyl implica em:
p
(i) = []6nm (5.57)
i=1

juntamente com a defini¢ao do produto escalar em (5.45).

Agora, se I' # I, temos que considerar P=Tul , conforme discutido na secao 5.4.2.
r | R

nl n n’

Figura 5.10: Grafos I' e IV com I' N I”. Note que I é igual a I" sem a 3* linha.

No exemplo da Fig. 5.10 o produto vai ser:

(T, 7', i

1 * n/ n/
— (277)3 /d91d92d93(R(”1)(g1)R(”2)(92)R(n3)(93)) - R( 1)(91)R( 2)(92)' (5.58)

Esse exemplo é equivalente a situagao onde IV = {71, 12} é substituido por I' = {71, 72,73},

mas com a carga n = 0 na terceira linha (ver Fig. 5.11).

Figura 5.11: O grafo I'" como um caso particular do grafo I'.

Cuidado deve ser tomado se alguma linha v de um grafo I' possui carga n = 0. Neste
caso, o caracter R(”(g3) = 1, o que implica que o funcional de onda ¢ idéntico ao funcional

obtido de I' subtraido de uma linha correspondente a de carga nula:

Upo 0 [A] = R (1) R7) (g2) RO (gs). (5.59)
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Entao, para evitar este problema de redundancia, faz-se uma restricao de tomar apenas

funcionais de onda ¥ com cargas nao nulas, com a excegao do estado “vazio” |0)), com

(A|0) = 1.

5.5.3 Redes de cargas

Como consequéncia da 2* parte do Teorema de Peter-Weyl, todo funcional cilindrico € Cyl
pode ser expresso como uma combinagao linear finita dos vetores |I',n) que formam uma

base chamada de redes de cargas, andloga as redes de spin (spin networks) [15,31-33]:

T) = cold) + > eritn|Tariia) € Cyl (5.60)

onde a somatdria é feita sobre um conjunto finito de grafos I',, e para cada I' soma-se
um numero finito de multicargas 7i,, cujas componentes sao nao-nulas. Em particular,

considera-se o espa¢o Cyl(I') dos |¥)’s definidos sobre um mesmo grafo I":
[W)r = cpl@) + Y call,iia) € Cyl(I) (5.61)

Ver-se-a4 que o produto escalar entre W’s de grafos diferentes sera nulo. Toma-se como

exemplo os grafos I' e IV anteriores da Fig. 5.10:

=0

, , 7N
(T, n1,ng, na| TV, nf, nb) = §™Mm§m2"2 539 = (), (5.62)

Em geral, p(U|W)r = 0se I' # IV, ou seja, Cyl(I') L Cyl(I”). O espago Cyl pode entao

ser escrito como uma soma direta dos subespagos Cyl(I'):
Cyl =P Cyi(I). (5.63)
r

E interessante notar que tanto Cyl quanto seu completamento Cyl = 4., (definido na
subse¢ao 5.4.2) sao espagos vetoriais de dimensao infinita nao-enumeravel. Portanto, J#,,

é um espaco de Hilbert nao-separdvel. Contudo, os subespagos Cyl(T") sao separaveis pois
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possuem uma base enumeravel (X), entao Cyl(I') forma um espago vetorial separavel.

5.6 A aplicacao do vinculo de Gauss

Agora que ja se construiu uma base para o espaco 4., aplicam-se os vinculos sobre
os estados de 7, para selecionar quais sao os estados fisicos. Neste final de capitulo
realiza-se a aplicagdo do vinculo de Gauss G. A aplicacao do vinculo de curvatura Gy

sera discutida no inicio do capitulo 6.

5.6.1 A diferenciagcao de uma holonomia

Primeiro aplica-se o vinculo de Gauss G (3.133):

Gle) = / d*28,eB° (5.64)

. )
onde B* = —ih—— (equagao 5.12). A aplicagao deste vinculo consiste em basicamente
a
diferenciar uma holonomia. Para fazer esta diferenciagao expande-se a exponencial como
uma somatoria, decompoe-se a integral em n intervalos e define-se um ponto de corte ;)

da curva, para evitar problemas de ordenagao com P (ver Fig. 5.12):

6 2(p) (f)
- / A - / A - / A
h,[A] = Pe 72 (i) . Tp) (5.65)

=€ €

Figura 5.12: curva ~ cortada em duas v = 7, 0 ;.
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Sobre o corte z(,) temos Ay(z,). Entao'!:

B(x)h,[A] = —@hﬁ(x);( /dsl/ ds - - / 1dsn-

Sp) - Ap (x1) -+ Ap, (20) (5.66)

BY(z)h,[A] = —mizn:(sgp-/d%l---/d%p---/d%n-gsbl(sl)---g‘cbn(sn)

n=0 p=1

52 (z — xp) - Ap (1) - - - Abp () -+ Ap, (x,)  (5.67)

onde o sinal () indica que o termo sinalizado deve ser omitido. De (5.67) integra-se com

um campo vetorial X, qualquer e deduz-se:

/ P X () B (x)hy[A] = ‘”25221 / i, - / / P,

@ (s1) o2 () - Apy (1) - Xy (25) - Ap, (20)

1
= —ih/ dt h(l,t)ia(Zf)Xa(.r(t))h(to)
0

= —m/o dt 2 (1) Xa(z(t))h10)- (5.68)

Em particular, com X, = 0,¢:

A

1

G(e)hy[A] = —ih / dt i ()0ue(x()) h10) = —ih(e(m(l)) —e(x(O)))hv. (5.69)
0

A transformacao finita correspondente é:

W [A] = e @), [A]e@), (5.70)

o

A equagao (5.69) é a transformacao infinitesimal de calibre da holonomia h., ou seja, o
operador G (€) gera transformagoes de calibre da teoria. Entao, a aplica¢do do vinculo de

Gauss (3.133) G(e)Wr 4[A] = 0 é equivalente a requerer a invariancia de calibre de Up .12

"Parametrizando a curva com z%(s) temos: 2%(0) = x(;) , #*(t) =z e x*(1) = z(p).
120nde v sao funcdes das holonomias.
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5.6.2 A aplicagao de G sobre grafos de um laco

A aplicagao do vinculo de Gauss (5.69) corresponde ao requerimento de invariancia so-
bre as transformacoes de calibre infinitesimais. A seguir, consideram-se holonomias que
obedecem a lei de transformagao de calibre finita (5.32). Em particular, toma-se pri-
meiro holonomias sobre lacos, que sao curvas v fechadas, onde z(;) = x(y) = x. Elas sao
invariantes sob as transformagoes de U(1):

H,[A] = g(x)hs[Alg™ () = hy[A]. (5.71)

v

Considera-se agora funcionais de holonomias sobre lagos ¥ € Cyl(T") dados pelos caracte-

res — as redes de cargas:

Tr.,[A] = R™(h,[A]) (5.72)

onde I' é o grafo constituido pelo lago 7. Os ¥r ,[A] s@o invariantes de U(1). Este objeto

¢ o caso abeliano do lago de Wilson (5.33).

5.6.3 Caso de um grafo geral

E suficiente verificar a invariancia de calibre das redes de cargas, base de Cyl. Numa rede

de cargas em geral, tém-se vértices (i-j)-valentes!3, como o vértice representado na Fig.

5.13.

Figura 5.13: Vértice (i-j)-valente.

Tsto é, vértices com j linhas “entrando” e i linhas “saindo”.



119

A parte relevante v, da rede de cargas na vizinhanca deste vértice é:
v, = R7YM)(hy) - R (hy) - R+ (B ) - - R(”i+j)(hi+j) (5.73)
Com R™ = ™ vé-se que a condicio de invariancia neste caso abeliano:
Sv, = ei(m oy =N — e — ni+j)9($)vm (5.74)

¢ a lei de conservagao de carga dada pela expressao nq + - -+ +mn; = njp1 + - - - + n;qj, isto
é, tém-se em cada vértice condicoes sobre os valores das cargas n conforme as regras de

conservagao de cargas.

5.6.4 Base de redes de cargas invariante de calibre

Denota-se por Hg o espago de Hilbert cujos vetores obedecem ao vinculo de Gauss (5.69).
Uma base para o espaco Hy ¢ dada pelas redes de cargas constituidas de produtos inva-

riantes de calibre como os estudados anteriormente nesta secao:

W,[4] = (Als) = [ B (s, [4) (575)

p=1

com n, obedecendo a lei de conservacdo de cargas em cada vértice do grafo I'. Os |s) =

IT", ) formam uma base ortogonal para as redes de cargas:

N
<8|S,> - <F7 ﬁ|rl7ﬁ/> = éFF’ Hénpn;- (576)

p=1

Com esta base para a rede de cargas |[',7) definida em %), tem-se uma base para os

funcionais W,[A] onde o vinculo G(e) (e Po(e)) jd estao satisfeitos.

O préximo passo é aplicar sobre os funcionais de onda W[A] € H, invariantes sobre
transformacoes de calibre o tltimo vinculo gerador de simetrias do modelo, o vinculo

curvatura Gy (3.134), para entao se construir um espago de Hilbert fisico 7%, com todos
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os vinculos resolvidos.

Esta construcao serd considerada no inicio do capitulo seguinte.
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Capitulo 6

Operadores e Observaveis

Neste capitulo analisar-se-a a estrutura do espaco de Hilbert fisico da nossa teoria para o
caso abeliano, que foi estudado nos capitulos 3 e 5, isto é, estudar a estrutura do espaco
onde estao definidos os funcionais de onda que obedecem os vinculos canonicos geradores

de simetrias, que sdo @y (5.8), G (5.64) e Gy (3.134).

No capitulo anterior construiu-se os estados de base |s) = |I',7) € %), onde ) C 4.,
e W [A] = (Als) sao funcionais de onda invariantes de transformagoes de calibre geradas

por G e transformacoes de fase geradas por ®.

Uma vez construidos os funcionais de onda que pertencem ao espago dos estados fisicos
da teoria, é conveniente definir alguns observaveis e analisar a dinamica da teoria, o que

serd feito para o modelo supracitado!.

IPara exemplos nao-abelianos, no trabalho [19] vérios observaveis foram construidos para o modelo
BF 2+1 dimensional puro.
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6.1 Os estados invariantes sobre transformacoes de

calibre - Caso Abeliano

Seja W4[A] = (A|V)s € 4 um funcional de onda fungao das holonomias hr[A], perten-
cente ao espago %) dos estados que obedecem ao vinculo de Gauss (5.69). As redes de

cargas |s) (5.75):

U, [A] = (Als) = [T B (h,,[A]) (6.1)

p=1

formam uma base ortonormal de J4), como vimos na se¢ao 5.6.4.

6.2 A solucao local do vinculo de curvatura

Entao tomam-se estes |V) € J&) (6.1) para se aplicar o ultimo vinculo remanescente da

teoria, que é o vinculo da curvatura espacial nula (3.134):
Gole) = / d*x e(z)F(x) (6.2)

onde [ = %aabﬁab. Aplica-se (6.2) em |¥) com a condigao:
Gol¥) = 0 (6.3)

ou simplesmente £ (A)|P) = 0. A solugao geral desta condigao é dada pelas fungdes de
holonomias h,[A] que obedecem 0,4, — 0,A, = 0. Localmente, existe entdo uma funcao

escalar p(z) real tal que:
A, = 0.0 (6.4)

com uma transformagao de calibre que se escreve como ¢ = ¢ + w. A discussao a

seguir depende da topologia da folha espacial > onde nossos grafos estao definidos, entao



123

faremos alguns exemplos considerando diferentes topologias para X, uma vez que todas

as variedades bidimensionais podem ser classificadas também de acordo com o seu genus

[45,46).

6.2.1 Caso X = R?

N Ty 4
e

Y2 !

r Iy

Figura 6.1: Dois grafos I e I sobre um plano R2.

Como um primeiro exemplo, considere o caso onde temos grafos I' = {1} e IV =
{72,73,74} no plano R? (ver Fig. 6.1), com cargas n; associadas as linhas ;. A equagao

6.4) vale globalmente em R?. entdo:
(6.4) g ,

inl%dgo
h, = e =1

71
2

b eim/xl dwzez‘nz(s@(xz)—w(aﬁl)) (6.5)

"2

de forma que h’72 = h, g2 (W(z2)=w(21)) e ohyiamente h., e h,,, nao sao invariantes. Impoe-

se a conservacao de cargas nos vértices de IV para se obter:
12 II!I (I)l
(TLQ/ —|—n3/ —|—n4/ ) dy ‘
1 2 T2 _ ez(ng —n3 —ng)(p(x2) — p(r1))

j& que noy — ng — ng = 0 no vértice x1, por exemplo. Entao, os grafos I' e I definidos

l
hp/ = € =1 (66)

sobre uma folha espacial ¥ = R? podem ser deformados para um tnico ponto, de forma
que temos apenas estados equivalentes ao estado do grafo vazio |®), isto é, neste caso o

espaco de Hilbert fisico é reduzido a um espaco trivial unidimensional:

He = {A|0), A € C}.
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6.2.2 Caso X =R?*\{0} — O Operador Fluxo

Considera-se agora grafos definidos num espaco R?\{0}, que é o plano do qual a origem
x = 0 esta excluida. Todos os lagos fechados que envolvem o ponto singular em z = 0
uma tnica vez tém o mesmo valor h, = €@, onde ) chama-se de fluxo gerado pelo ponto

singular?.

Aj(-i
'.:('2 Q
Vs

Figura 6.2: Esquerda: 7;,7; circulando o ponto x = 0. Direita: 7, enrolando duas vezes
em torno de x = 0 e 3 nao circula x = 0.

Para exemplificar, tomam-se os grafos da Fig. 6.2 de forma que:

fa L
h,, = e =’ =9 =h,

h,, = é%@ (6.7)

hyy, =1

3

onde X, C R*\{0} é uma superficie cercada pela curva 7; fechada, e o Teorema de Stokes
pode ser aplicado. Logo, apenas holonomias que circulam “furos” terao resultados nao-
nulos, uma vez que aplicar o operador F' localmente implica em escrever A como um

gradiente de um certo potencial (6.4).

Considere agora um grafo colorido (pelas cargas n) T’ num espago R*\{0} (ver Fig. 6.3).

Repara-se que tanto h; 'hy quanto hl_lhgl circulam o ponto singular uma tnica vez, entao

20 fluxo @ € R pode ser visto como andlogo ao fluxo magnético em um solenéide compacto infinita-
mente longo onde aplicamos a Lei de Ampeére.
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resultam em e'@. Se hy = ei(®r—¢i).

hy = ("@ter—¢i)

hy = (7@ ertes)

]_—nf
Ny

Ny
5]

Figura 6.3: Um grafo colorido I" sobre um plano R?\{0}, contraido para um grafo I".

O estado ¥r, fica:

Tp, = 2790 = (=imQ (68)

)

pois no vértice v; temos ny + ny = n3. A equagao (6.8) mostra que o grafo colorido I'
pode ser contraido ou deformado até a um tunico loop (grafo I'') de carga n; orientado
no sentido horario, em torno de x = 0. Nota-se que este resultado local pode ser visto

globalmente como a construgao de classes de equivaléncia de estados |¥) que resolvem

Go|T) = 0:

T,[A] = @ (6.9)

com n € Z sendo a carga do loop resultante, calculada a partir da condigao de conservacao
de cargas. A base do espaco de Hilbert fisico é entao formada por vetores |n), n € Z,

onde:

(n|n’) = 0n- (6.10)

Para n = 0 tem-se |0) = |0), o que corresponde a base do espago do exemplo discutido na

subsecao 6.2.1.
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Repare que o niimero inteiro n pode ser interpretado também como ntimero de enlagamento
(winding number) de um loop: enlacar n vezes o ponto singular com uma curva fechada
de carga 1, ou enlagar uma tnica vez o ponto singular com uma curva fechada de carga

n, gera o mesmo funcional de onda® U, [A].

6.2.3 Caso ¥ = R?\{x1,...,2y5}, com N pontos singulares

A generalizacao para o caso de um plano R? com N “furos” é direta. A base do espaco

de Hilbert fisico é dada por:
He = {[7) } (6.11)

onde |7} = |nq,...,ny) e cada ny é a carga (ou o nimero de enlagamento) de uma curva
fechada em torno do k-ésimo ponto singular, de forma que todos os outros pontos estao

fora desta curva. O funcional de onda correspondente é dado por:

N
(Alft) = WalA] = 6<Z Sila mQ) (6.12)
onde Q) é o fluxo associado ao k-ésimo ponto singular, definido por:
ho, [A] = '@ (6.13)

onde 7, é uma curva fechada orientada positivamente que enlaca uma tnica vez o ponto

singular x;, e deixa de fora todos os outros pontos singulares.

Estes vetores de base (6.11) obedecem a relagdes de ortogonalidade dadas por:

N
(na,..onnlnh, onf) = s [ [ O (6.14)
k=1

isto é, estados definidos por loops em torno do k-ésimo ponto singular que possuem um

3Vide as equagoes (6.7).
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nimero n de enlagamento/carga distintos serao ortogonais entre si, assim como os estados

definidos por loops em torno de pontos singulares diferentes de k.

E importante notar que a invariancia de difeomorfismos, que na teoria cldssica era con-
sequéncia das invariancias de calibre?, é explicita na teoria quantica construida aqui uma
vez que todos os vinculos sao satisfeitos. Os estados do espago de Hilbert (nao separavel)
Ho (6.1) que ainda nao obedecem ao vinculo Go nao sao invariantes de difeomorfismos,
ja que estes dependem da localizacao e do formato dos grafos associados. O espaco Hy, €
um espaco separavel, ja que seus estados de base formam um conjunto enumeravel com

relagoes discretas de ortogonalidade (6.14).

6.3 Observaveis

Segue da discussao realizada na se¢ao anterior que nao existem observaveis para topologias
simples como a de ¥ = R?. No entanto, para topologias nao-triviais como a de ¥ = R?
subtraido de N pontos singulares, existe um conjunto de N observaveis Ly, k=1,..., N,

que pode ser diagonalizado simultaneamente na base (6.11) de Hg,:
Lilit) = nlit) (6.15)
e sao definidos por:
Ly = /E P XW (2)B(x) (6.16)

onde Xék) ¢ uma 1-forma fechada (dX (k) = 0), tal que sua integral sobre uma curva ;

fechada® é explicitamente:

/ X0 = %(m (6.17)
Tk

4Vide secdo 3.3.
50Onde 7, é orientada positivamente e enlaca uma tnica vez o ponto singular zj, deixando de fora
todos os outros pontos singulares.
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isto é, a integral de X ®) é nula para outras curvas 4, com [ # k de forma que o resultado

s6 depende da classe de homotopia de ;.

Os autovalores da expressio (6.15) resultantes da aplicacio de L (6.15) calculam-se
tomando a expressao para os nossos funcionais de onda pertencentes a Hg, (6.12) com
Q. definido por (6.13), sobre o qual aplicamos o operador de diferenciagao (5.68) que foi

definido na sec¢ao 5.6.1 do capitulo anterior:

/E d%xgk)(x)ﬁ;(x)h% 4] = ( /Y | X> h[A] = %%hw (6.18)

(sem somatdéria sobre [). O operador Ly aplicado a um estado |¥),, esta definido dentro
de Hg,, de fato, é um operador auto adjunto em Hg, e forma um conjunto completo de
observaveis comutaveis, que também comuta com os operadores gerados pelos vinculos

no espaco fisico:

[Go, L] |W)s. = 0 (6.19)

(Do, L]|W)s. = 0

Num sistema de coordenadas particular, como por exemplo um sistema de coordenadas
polares (r,#) centrado no ponto singular zj, uma solucdo particular para a 1-forma X *)
¢é dada por:

i

X, =0 ,  Xp=-—.
"7 onn

(6.20)
Que ¢ evidentemente uma forma fechada em ¥ = R*\{zy}, pois:

8, XM — 9, XM = 0. (6.21)
0 T
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Em particular, nota-se que nos pontos x; para [ # k:

/X(k):O se | #k.
0

Este resultado pode ser interpretado “fisicamente” se considerarmos um espaco X com

uma métrica euclidiana definida por:

gy 0 1 0 1 0
Jab = = L9 = (6.22)
0 Jdoo 0 7’2 0 1/7“2

e a equagao (6.17) é andloga ao caso da Lei de Ampere bidimensional, cuja fonte é uma

corrente localizada em z;, “saindo do papel”, de valor 1/h, e —iX(Sk) é um campo magnético

bidimensional gerado por esta corrente, de magnitude:

a k
IXPIP = g?IXPX0) =

X = —- - (6.23)
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho realizou-se a construcao e a quantizacao de um modelo BF em 2+1 di-
mensoes com campos escalares minimamente acoplados como um modelo sigma, fazendo
o papel de campos de matéria. Para se construir esta teoria, foram desenvolvidas as
ferramentas matematicas necessarias para se tratar teorias de calibre, e sobre esta teoria
aplicou-se o método hamiltoniano de Dirac cujo desenvolvimento tedrico e pratico em

detalhes é uma das principais contribuicoes deste trabalho.

Foi realizado também o desenvolvimento das técnicas de quantizacao da LQG de forma
detalhada para o caso abeliano do modelo, uma vez que a quantizagao do caso nao-abeliano
nao é imediata e serd apresentada em um trabalho futuro que estd em andamento [24].
Entretanto, resultou-se do método hamiltoniano que nosso modelo possui os mesmos graus

de liberdade de um modelo BF puro, tanto no caso abeliano quanto no caso nao abeliano.

Esses graus de liberdade sao nao-locais e de natureza puramente topolégica, de forma
que a evolucao da teoria foi dada por parametros das simetrias geradas pelos vinculos
presentes na hamiltoniana, que sao transformacoes de calibre dos campos que compoe

nosso modelo.

A partir dai, conforme foi explicitamente desenvolvido para o caso abeliano, construiu-se

um espaco de Hilbert para as grandezas dinamicas entao definidas como operadores e o
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formalismo da LQG foi desenvolvido a fim de se construir uma base ortonormal para os
estados quanticos, denominada rede de cargas. Uma vez construida a base de estados
fisicos da teoria, que é uma base de estados do subespaco que obedecem aos vinculos
hamiltonianos, foi visto que esses estados eram caracterizados essencialmente pelo genus
da topologia do espacgo. Por tltimo, estudou-se os operadores definidos nesse espago de
Hilbert fisico, que formam um conjunto completo de N observaveis comutaveis Ly, no caso
de uma topologia espacial sendo do tipo R? com N pontos subtraidos (N “furos”). Estes

resultados para o caso abeliano foram publicados em [23].
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Apeéendice A

Revisao de Geometria Diferencial

Neste capitulo faz-se uma breve revisao das principais ferramentas utilizadas neste tra-
balho tal como foi feito em [19], tomando alguns exemplos e mostrando propriedades

matematicas relevantes.

A.1 Grupos de Lie

Na matematica, um grupo de Lie [28,39,43] é um grupo que também é uma variedade
diferenciavel, o que faz com que as operacoes dos elementos do grupo, ou geradores,
sejam compativeis com a estrutura diferencial. Neste trabalho, quando refere-se a grupos
de calibre (gauge) ou ainda grupos de simetria, considera-se que os grupos citados sao

grupos de Lie.

Os grupos de Lie, por serem variedades diferenciaveis, podem ser estudados utilizando
o calculo diferencial em contraste com os casos mais gerais de grupos topologicos. Uma
das idéias chave na teoria de grupos de Lie é substituir o objeto global, o grupo, por sua
versao local ou linearizada que é chamada de grupo infinitesimal cujo estudo é conhecido
como algebra de Lie, que é a teoria que atualmente melhor descreve as simetrias continuas

de objetos e estruturas matemaéticas.
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Um grupo de Lie G é caracterizado pelo espaco de seus parametros, que é uma variedade,

no qual pode-se definir uma integracao:

/mwﬂm (A1)
G

onde g € G. A medida du(g) é invariante sobre transformagcoes do grupo G-

/@@ﬂwz/wmﬁ@ (A2)
G

G

1

onde ¢ = hg, ¢ = gh ou ¢ = g~ ', com h € GG. Esta medida invariante é chamada de

medida de Haar, que define a integracao em grupos de Lie.

A.1.1 Alguns grupos de Lie

Escrevem-se aqui alguns exemplos de grupos de Lie que aparecem neste trabalho, ao longo

do texto.

e O espago euclidiano R™ com a adigao vetorial comum como operacao do grupo se

torna um grupo de Lie abeliano nao-compacto n-dimensional;

e O grupo circulo 8! que consiste em ntimeros complexos com valor absoluto = 1

sobre multiplicacao. Este é um grupo de Lie abeliano compacto unidimensional.

e O grupo ortogonal O(R"), formado por todas as matrizes ortogonais n X n com

—1 . .
%—dlmen&onal desconexo, mas que tem um

valores reais. Este é um grupo de Lie
subgrupo conexo SO™(R) de mesma dimensao que é formado por matrizes ortogonais
de determinante = 1, que é conhecido como grupo especial ortogonal (em inglés,

Special Orthogonal group) (para R™ = 3, temos o grupo de rotagoes).

e O grupo unitario U(n) é formado por matrizes unitarias n xn com valores complexos.
Este ¢ um grupo de Lie de dimensao n? compacto e conexo. Matrizes unitérias de
determinante = 1 formam um subgrupo conexo fechado de dimensao n? —1 chamado

de SU(n), o grupo especial unitario (em inglés special unitary group).
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e O grupo de Lorentz e o grupo de Poincaré sao os grupos de isometrias lineares e
afins do espago de Minkowski (interpretado como o espago-tempo da relatividade

restrita). Eles sdo grupos de Lie de dimensao 6 e 10.

A.1.2 A algebra do grupo SU(2)

Para se definir o Grupo de Lie G (consideram-se grupos semissimples) temos que definir
os geradores de transformagoes infinitesimais g. Define-se a seguir o grupo SU(2) como
exemplo e para tal, seja ¢ um spinor do espaco tangente 7, M de uma variedade M, no

ponto p, cuja fibra! é o grupo G-

geG Y =gy (A.3)

onde os g sao matrizes? 2 x 2. A transformacao infinitesimal vai ser:

grl14+w; jw << L (A.4)

Propriedades das transformacoes infinitesimais de SU(2):

dogm(1+w)(l4+w=1+w+w=1 : |ul=—-w (A.5)

det(g) =1 : |Tr(w)=0]| (A.6)

Com estas propriedades, escreve-se uma base para as matrizes w usando as matrizes de

Pauli o7, com (I =1,2,3).

0 1 0 — 10
g1 = ;09 = ;03 = . (A7>
10 0 0 —1

Para uma analise formal sobre espacos fibrados, veja a referéncia [39], capitulo 5.
2Estas matrizes serdo escritas explicitamente na préxima subsecdo.



E chama-se uma base dos geradores w de T}, definida por:

1
T[ = —50'[.

Em geral:

w(z) = w!(z)T7;.
Nota-se também que:

1
T?"(T[TJ) = _§6IJ

e téem-se relacoes de comutacao entre os 77:

[Tb TJ] = f]JKTK
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(A.8)

(A.10)

(A.11)

onde f; /5 é a constante de estrutura do grupo, em SU(2): f, /5 = £, %, o tensor de

Levi-Civita.

A.1.3 A forma matricial de g € SU(2)

Toma-se um elemento g € GL(2, C) que depende de 4 ntimeros complexos, ou 8 parametros

reais:

a B

v 0

g:

Considera-se agora as duas propriedades (A.5) e (A.6) do grupo SU(2):

1. gtg=1: (U) Unitério (4 equagoes)

2. det(g) = 1 : (S) Especial (1 equagao)

(A.12)
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que geram 5 equagoes. Entao, tém-se 3 parametros livres para g € SU(2), cuja solugao é:
g = (A.13)
>+ |8 = 1. (A.14)

Como « e 3 sao niimeros complexos, a solu¢do de (A.14) é uma esfera S3, ou seja,

SU(2) = 83. Nas coordenadas 6, ¢, v de S* a integral de Haar é dada por:

™ us 2
/ duf(0,¢,v) :/ dVSiIlQI// dQSiné/ def(8,p,v) (A.15)
53 0 0 0

e a medida de Haar é o angulo sélido tridimensional.

A.1.4 Homeomorfismos de SU(2)

H& um homeomorfismo entre SU(2) — SO(3) dado por:
1
9 € SUQ) - Rylg) = 3Tr(oigoa) (A16)

onde i,7 =1,2,3. S6 que R(—g) = R(g), entdo o espago nao é isomérfico, pois uma curva
indo de g a —g em SO(3) é uma curva fechada, mas em SU(2) é uma curva aberta. Entao,
esta mesma curva vai possuir classes de homotopia diferentes dependendo do espaco em
que ela estiver definida, o que mostra que estes espacos nao sao isomoérficos. Como uma
curva fechada em SO(3) é o mesmo que tomar duas curvas abertas em SU(2) (de g a —g

e de —g a g, respectivamente), chama-se SU(2) de cobertura dupla de SO(3).
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A.2 Formas diferenciais e vetores

A.2.1 Representacao adjunta para formas e vetores

A partir do estudo da algebra do grupo de calibre SU(2), adota-se uma notagdo para

expressar os campos vetoriais e formas diferenciais:

Ay ATy = A (A.17)

B, < BIT; = B/, (A.18)

A.2.2 Formas, vetores e tensores em uma variedade diferenciavel

Introduz-se o conceito de formas diferenciais [3,27,28,39], e toma-se como exemplo Aﬁdaz“.
O campo Ai pode ser considerado uma conexao, que define a derivada covariante na
variedade diferencidvel. Uma variedade diferenciavel é um conjunto de pontos p que
possuem uma vizinhanca U onde sao definidos homeomorfismos, isto é, uma transformagao

que caracteriza de maneira unica o ponto p (ver Fig. A.1).

Figura A.1: Para pontos p € U, e ¢ € U definem-se transformagoes de coordenadas ¢,
e s que mapeiam os pontos da variedade M p em subespagos RP.

Seja z# = (2% 2',...,2P7!) um sistema de coordenadas da variedade Mp, de D di-

)
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mensoes. Escrevem-se as transformacoes de coordenadas de forma geral

o' = a'"(x) (A.19)

que em uma variedade diferencidavel sao funcoes definidas em C°°, infinitamente dife-

renciaveis.

Agora definem-se os vetores. Seja entao v(p) com p € M, um operador diferencial definido

num sistema de coordenadas z por:

(vf)(x) = v*(2)df (x) (A.20)

onde f(x) é uma fungdo que é definida de forma que os vetores escritos nesta forma
sejam invariantes. Chama-se f(z) de uma fungao escalar, isto é, invariante sob uma

transformacao de coordenadas:

Considerando transformagoes infinitesimais 2’* = z# — {#(x), com |£| pequeno:

f@) = fla—g)
@) = flat8&) = f(a)+Euf = f(x) +5f(a). (A.21)

Note que os v*(Z) podem ser vistos como as componentes e d,, como os vetores da base.
Uma vez definidos desta maneira tem-se independéncia do sistema de coordenadas, o que

se quer para trabalhar com vetores na variedade diferenciavel. Verifica-se a invariancia

de (A.20)

f'@) = v (@) 5— f(x)

OxH

v (2)

ox'H

(A.22)
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onde:

V(') = gﬁliv”(x) (A.23)
a v
(@) = Z=-0.f(a). (A.24)

As equagoes (A.23) e (A.24) sao essencialmente as definigoes de vetor contravariante
e vetor covariante respectivamente, que se obtém como consequéncia de f(p) ser uma

funcao escalar.

Em geral, tem-se o tensor:

1 2
t/:ul”',un (:LJ) — 8:[; tVN/Q"'Nn + ax tﬂl”l’@"'ﬂn + e
A1 An oY A1 An oY A1 An
ox’ ox”
L1 i L1 i o
+(9.1")‘1t pA2An + o2 A1PA3 - An + (A'25)

que possui indices covariantes e contravariantes.

A.2.3 O espago tangente 7}, e o espago dual T

Sempre pode-se definir um espago dual a um espaco vetorial pré-definido, entao denota-se
T o espago dual do espago tangente 7}, no ponto p de uma variedade M. Um elemento

w € Ty é uma forma linear w(av + fw) = aw(v) + Bw(w) sobre T}
w:T, - R (A.26)

v w(v).

O dual T} também ¢ um espago vetorial:
c1w1 (V) + cawa (V) = (crwr + caws) (V) (A.27)

onde wy,wy € T, v € T e ¢1,c € R Dim(T}y) = dim(7,,) = dim(M) = D. Escreve-se
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Figura A.2: O conjunto dos vetores v num ponto p se chama espaco tangente 7T),, que é
um espaco vetorial.

uma base de um sistema de coordenadas para T} : {d2",p = 0,..., D — 1} definida por

dz#(0,) = 0f para se definir a 1-forma geral w € T

w = w,(Z)dz" (A.28)

que independe da escolha de coordenadas. De maneira analoga as leis de transformacao

dos vetores (A.23) e (A.24), deduz-se as leis de transformagao das formas. Com

ox”

/ J—
Ou = 3u% (A.29)
ox'*
da' = dx” A.30
RO (A.30)
obtém-se:
Ox”
PN

w,(7') = _8x’l‘wu(x)' (A.31)

A transformagao infinitesimal de uma 1-forma w, com dz* = z/* — z# = —£H(2’) é:
Sw, = E 0w, + 0,8 wy. (A.32)

Agora define-se a 1-forma B € T} em termos de componentes B = B!Ty, utilizando a
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dlgebra para os geradores do grupo como a definida nas equagoes (A.5) e (A.6):

B = (1-w)B(l+w)=DB-|w,B|
6B = —|w,B] (A.33)
(6BNT; = —w/BN[T),Tk] = —w’ B f1.T;
§B' = —w'BXfl.=wl6,;B’
6;B" = —BXfl. (A.34)

e B escrito em componentes é:

1 1
B = mBﬂl”'ﬂD72dx‘ul oo dxhP2, (A35)

Que é o campo B da sigla “BF”, do modelo homoénimo.

A.2.4 Multiplicacao exterior de formas diferenciais

Pode-se generalizar a 1-forma para p-formas de forma andloga ao que foi feito anterior-

mente dos vetores para os tensores:

e vetor — produto tensorial 7,07T,®- - -®T, (p vezes) — gera um tensor contravariante

de rank p;

e l-forma — produto tensorial antissimétrico, ou produto exterior, T> AT A--- AT

(p vezes) — gera p-formas.

Uma 2-forma, por exemplo, vai ser escrita na base {dz*} da seguinte maneira:

1
Wy §ww(f)dx“ Adx”. (A.36)
Como os elementos da base da* A da¥ = —dz¥ A dx* sao nimeros de Grassmann, w,,

poderia ter uma parte simétrica e outra antissimétrica, mas s6 a parte antissimétrica
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sobrevive a contracao dos indices, entao w,, = —w,, e:

wiadr! A dx? + wordz? A dxt = 2wiadat A da?. (A.37)

As p-formas sao entao:
1

Wy = —

P = Wyp oy AT N - N dt. (A.38)

Quer-se a independéncia de um sistema de coordenadas, entao os w’s vao se transformar

de uma maneira particular, tal como o caso das 1-formas visto anteriormente em (A.31)

e (A.32):
r — 2'(x)
ox™t Ox"»
will"'.“p (.7/'/) - 3x’“1 T Mwl/l"'”p (A39)
Wy = E 01y T O € Wiy + -+ F Oy € Wiy (A.40)

Considera-se agora o produto exterior, que mostra algumas propriedades importantes das

formas:

1 1
wp Nwg = Ewm..ﬂpawm...pqdz“l Ao Ndat Ndx AN A da (A.41)

E uma (p+ q)-forma. Se p ou ¢ forem pares elas comutam, e se ambos forem impares elas

anticomutam:
wy A wy = (—1)Pw, A wy,. (A.42)

Note que dz* Adz* = 0. Se dim(M) = D, entao o maximo de dx que podem ser colocados

juntos é igual a D. Por exemplo, para D = 2:

I-forma:  w,dr" = widz' + wyda? (A.43)
2-forma:  wdz" Ndz¥ = wiadxt A da? + wordz® A dat (A.44)

3-forma:  wydat Adz” A dzP = wig, dz' Adx? A da” =0 (A.45)
=0
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pois p = 1,2. Por fim, uma 0-forma nada mais é do que uma funcao escalar:

w = w(z) (A.46)

dw(z) = ow(x). (A.47)

A.2.5 Comutadores de formas diferenciais

Os comutadores e anticomutadores que aparecem entre formas reescrevem-se como comu-
tadores graduados, levando em conta a antissimetria do produto wedge. Seja entao Xp

uma P-forma e Y, uma Q-forma, o comutador generalizado ou graduado ¢ tal que:

[(Xp, Yol = XpYy — (—1)79Yp Xp. (A.48)

Isto é, se P e Q forem impares teremos relacoes de anticomutagao e em outras situagoes,

relagoes de comutagao.

A.2.6 Derivagao exterior de uma forma

Define-se da seguinte maneira o operador derivada exterior d:

1
dwp = =0y A da™ A -+ A dat. (A.49)
p

Este operador derivada exterior d é intrisecamente um operador impar, uma vez que ao

derivar uma p-forma w, gera-se uma (p+1)-forma dw,,.

Algumas propriedades deste operador derivada:

& =0 (A.50)

dlwp ANwy) = dwy Awy + (—1)Pw, A dw,. (A.51)
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A propriedade (A.50) pode ser mostrada levando em conta que o produto de uma grandeza

simétrica com uma grandeza antissimétrica é nulo com a permutagao dos indices:

dw, = Oywdz" N --- (A.52)

ddw, = 0,0, w da"Ndz" AN---=0. (A.53)

~—~ R
simétrico antissimetrico

Seguem alguns exemplos. Primeiro considera-se p = 0:

wo = [(x)
dwy = O.f(z)da" (A.54)

onde f(z) é uma funcao escalar (0O-forma), entao 0, f(z) nada mais é do que um gradiente

e o operador d faz o papel de derivada convencional. Considera-se agora 1-formas:

w = wydxh

dwi = Oyw,dx” N dx". (A.55)

Lembre-se que devido a contracao com dx* A dx¥ sé a parte antissimétrica ira contribuir,

entao:

1
dwr =[5 O + ) + 50wy — Oy )da N\ da”

i Y=

dw, = 5(81,(% — Opwy)dx” N dz” (A.56)
que ¢ o rotacional de w,. Nota-se que os resultados encontrados até agora sao consisten-

tes com as duas propriedades citadas acima, levando em conta que o rotacional de um

gradiente é sempre nulo (equagao A.50).
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A.2.7 A Derivada Covariante - Definicao e Propriedades

Utilizando as propriedades de multiplicagao de formas (Segao A.2.4) escrevem-se os cam-
pos, operadores e tensores na representacao adjunta apenas multiplicando as equacgoes

pela direita com a forma dx*:

A, =g 09+ 9 ' Aug lda? = A =g ldg+g ' Ag (A.57)

D,x =0.,x+A,x |dz" = Dx =dx+ Ax (A.58)

sobre um campo y € G na representacio adjunta. Pode-se que mostrar que, se X’ = g1,
entao:

(Dx)' =g~ 'Dx. (A.59)

Isto é, nossa derivada exterior é covariante.

Agora calcula-se a derivada covariante de um tensor X arbitrdrio que esta na representacao

adjunta. Seja X uma p-forma cuja derivada exterior se escreve como:
DX =dX + [A, X] (A.60)

onde A é uma forma conexao que se transforma de acordo com (A.58). Entao se verifica

que se X’ = g7 X g entao:
(DX) =g 'DXyg. (A.61)

Verificacao:
(DX) =d(g~'Xg) +[g~'dg + g " Ag, 97" Xg] (A.62)
é necessario conhecer dg—!. Note que se usou g~ 'g = 1:

dlgtg) =0 = dg'g+g'dglg"

dg™t = —g 'dgg”! (A.63)
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dai,

(DX) = d(g7'Xg)+ g 'dg+ g "Ag, 97 Xg]
= dg ' Xg+ g 'dXg+g ' Xdg+g 'dgg ' Xg—g ' Xgg 'dg
+g ' Agg ' Xg— g ' Xgg ' Ag

= g 'dX +[A, X))g=g 'DXg. (A.64)

Se X estd na representacao adjunta, também DX estd na representacao adjunta. Verifica-

se que a derivada covariante da conexao A se escreve como:
1
F=dA+ A* = éFwd:U“ Ndz”, F,, = 0,A,—0,A,+[A. A (A.65)

que é uma grandeza também conhecida como a Curvatura de Yang-Mills, e também o

tensor F' presente no modelo “BF”.

Uma relacao importante entre as derivadas covariantes e a curvatura de YM pode ser
obtida considerando um campo X na representacio adjunta X’ = ¢~!Xg¢ quando con-

veniente, e que se tem um comutador graduado para as formas diferenciais (vide segao

A.2.5):

D*X = (d+ A)(d+ A)X (A.66)
— d(dX + [A, X)) + [A, dX] + [A, [A, X]]

= [dA, X]+[A* X] = [F, X] (A.67)
. Este resultado pode ser escrito como:
[D,, D,|X = [F,., X]. (A.68)

Essa relacao (A.68) entre o comutador das derivadas covariantes e a curvatura tem um
andlogo na Relatividade Geral, onde F' é a curvatura de Riemann. Uma consequéncia

importante desta relacao no modelo BF, observado que neste caso uma das equagoes
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de movimento é F' = 0, é que as derivadas covariantes comutam — se as equagoes de

movimento estao satisfeitas.

A.2.8 As identidades de Bianchi

Como F' ¢ adjunto, também deve ser DF'. Ver-se-4 que DF' é de fato nulo. Com efeito:
DF = d(dA + A?) + [A,dA + A?]. (A.69)
Usando a regra de Leibniz generalizada para calcular o termo dA%:

dA? = d(ANA)=dANA—ANdA = [dA, A] (A.70)
DF = [dA Al +[A,dA] + AA* — A*A

DF = 0. (A.71)

Esta equacao (A.71) é chamada de Identidade de Bianchi, e aparece também na Relati-

vidade Geral.

A.2.9 Integracao de uma forma

Seja wp uma D-forma, e quer-se calcular a integral / wp, com V C M. Para tal, faz-se
v

uma generalizagao restringindo nossas formas dz”, que sao a base do espago dual T, a
serem elementos infinitesimais no espaco V. Isto é:

1
WD = 51 dax' N - NdatP . (A.72)

g

forma volume

A D-forma dz** A dxz#2 A --- A dz"P é a forma volume +dV = dz® A --- A dzP~! se a
permutacao (p1, e, ..., pup) de indices (0,1,..., D — 1) for par ou é a forma —dV se a

permutacao for impar. O simbolo que expressa este comportamento é o tensor de Levi-
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Civita et #D que é completamente antissimétrico. Entao, seguindo a seguinte convencao:

L012-(D-1) _ 4 +1 se a permutacao for par

—1 se a permutacao for impar
temos dxHt A - -+ A\ dxHP = et HodV . Entao:

1
wp = ﬁe”l""“‘Dwm...HDdV = wdV.

Finalmente, escreve-se a integral:

/ wp = / dadxt - - - daP 7 o(x).
v v

’

(A.73)

(A.74)

(A.75)

E importante notar que esta operacao de integracao nao precisa de nenhuma métrica

definida, a despeito do nome “forma volume”.

A.3 Outros operadores derivadas

A.3.1 A derivada interior

Um operador que obedece a regra de Leibniz gera uma operagao que chamamos de de-

rivacao. Um operador que obedece a regra generalizada de Leibniz gera uma operagao

chamada de antiderivacao.

Define-se ent@o o operador i, associado a um vetor v : v = v#(z)d, de forma que suas



149

propriedades sao tais que:

oy Awy) = (i) Ay + ()i, (A.76)
ipdxt = o (A.77)
iy O-forma = 0 (A.78)
(i,)> = 0 (A.79)
ifw = fiw (A.80)

onde f em (A.80) é uma funcao escalar. Nota-se que (A.77) transforma uma forma de
grau D em uma forma de grau D — 1, e também é um operador impar de antiderivacgao.

Chama-se 1, de derivada interior ou contracao. Calculam-se algumas derivadas de formas:

iy = dy(w,de!) = wyiydet = wt (= w - v) (A.81)

. 1 )
LWy = mwm..wv“ da® A - A date. (A.82)

A.3.2 A derivada de Lie

Um operador L, associado a um vetor v, combinacao da derivada interior e da derivada

exterior, é chamado de derivada de Lie:

Low, = (i,d + diy)w,. (A.83)

Este operador é um objeto par, pois conserva o grau da forma, e respeita a regra de

Leibniz. Que caracteriza £, como uma derivagao.?

Da definicao da derivada de Lie, deduz-se varias propriedades interessantes. Sejam um

3A partir de agora, sempre que nos referirmos ao produto de duas formas, estaremos falando do
produto wedge, a menos que se diga o contririo: wy, A wy = wpwy.
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vetor v e uma funcao f:

dL,w = L,(dw) (A.84)

Liw = fLywH+df Niyw (A.85)

onde (A.85) é consequéncia de (A.80). Calcula-se entdo a derivada de Lie £ para uma

0-forma wy:

»CEWO = igdw0+di§w0

= igﬁﬂwodx” = f“@uwo = 5d“—fcowo (A86)

ou seja, a derivada de Lie sobre uma 0-forma tem o efeito de uma transformacgao geral
de coordenadas infinitesimal (z'* = 2* — ") daireowo = &*0,wo, encontrada na equacao

(A.21). No caso de uma 1-forma:

;Cgtdl = z‘gdwudm“ + digwuda:“
= i¢(Ow,dr’dz”) + d(EHw,,)

= Ow,&lda — Oyw,dx”E" + 0,¢dx" w,, + 10w, dx”
renomeando alguns indices somados e cancelando o segundo e quarto termos, tem-se:

Lew, = (f’\a,\wu+ﬁuf)‘w)\)dx“

= (5diffcow/1)dx#‘ (A87)
Em geral:

1
Lew, = H((Sdiﬁcowm...#p)dx“l R (A.88)

Mostra-se que a integragao definida em (A.75) é invariante sob difeomorfismos infinitesi-
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mais (z' = x — &):

/(,UID—/WD%/ﬁﬁwD:/(iﬁde—i_ding):/ding‘ (A89)
v v 1% 14 v

Se digwp = dig(wdV') = d(wiedV'), a integral pode ser escrita num sistema de coordenadas

COINoO:

/ diewp = / dPx0,(£"0). (A.90)
\%4 \%

O difeomorfismo deixa a borda de V fixa, entao a integral é invariante. A quantidade

entre parénteses (£#@) é uma densidade vetorial, com @ sendo uma densidade escalar.

Um exemplo onde este tipo de estrutura é utilizada ocorre na RG, onde os escalares da
teoria sao multiplicados por fatores envolvendo /g, justamente pelo fato que os objetos

desta teoria devem se transformar como (A.90).

A.4 Invariancia sobre difeomorfismos

Na secao anterior estudou-se as condi¢oes para que wp seja invariante sobre difeomorfis-

mos:
5(:)[) = E&(IJD = au(f’ufjjp) (Agl)

onde wp é uma densidade escalar. Uma vez que 0 / wp = 0, utiliza-se esta forma para
M

escrever acoes invariantes sobre difeomorfismos. Por exemplo, na RG a acao tem uma

forma do tipo / d4x\/§7€, onde R é o escalar de curvatura.

A invariancia desta integral ¢ obtida devido ao termo de densidade escalar /g que pode-se

mostrar a partir da lei de transformagao do tensor métrico:

5difg;w = €Aauguu + 6M§Mg)\u + auf)\gu)\ (A92)

S(V19IR) = VIR + VIglE*HR = 0r(£"V/1gIR). (A.93)
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Com isto vé-se que a agao de Einstein-Hilbert [2,3,19] é invariante sobre difeomorfismos:

1
Sgy = G / d*rv/—gR (A.94)

A.4.1 Integrais invariantes

Estudam-se agora as integrais de linha, entao considera-se uma 1-forma a = a,dz" inte-
grada sobre uma curva C'.
52

C(s)

u
51 \1* Reta tangente a curva

a

Figura A.3: A curva C' € M, onde aplicou-se uma parametrizagao z(s) para realizar a
integracao.

Define-se o sistema de coordenadas para a integracao:

e Coordenadas de M :z*, u=0,...,u =D —1

e Parametrizar a curva s,s; < s < §9

Entao escrevem-se as equagoes paramétricas:

= a'(s),s1 < s< sy (A.95)
dat
det = %ds = 2"(s)ds (A.96)

ao longo de C. Nota-se que tomamos as formas dz* como diferenciais e a integral de linha

¢é definida como:

/C a= / ds a,(x(s))2"(s). (A.97)

Que independe das escolhas de coordenadas e de parametrizacao.
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Considera-se agora a integral de uma 2-forma: wy = §w#,,(x)dx“ A dz”. Nota-se que ao

tomar dz* A dx” como diferenciais, se tem um elemento de area.

.
.Z

[
(o]

Figura A.4: A superficie S € M, onde aplicou-se uma parametrizacao x(u, v) para realizar

a integracao.

Escrevem-se as equagoes paramétricas ao longo da superficie S

o = a'(u,v) (A.98)
ot oz#
dzt = —d —d A .99
T 5 u+ 5 v ( )
O elemento de 4rea se escreve como:
oxt 0x” ozt 0x”
de* Ndx¥ = — du Nd —_— dvAd
v v ou Ov uhav ov Ou v
ozt 0x¥  Oxt Ox”
= - du A dv. A.100
( Oou Ov ov Ou Ju A\ dv ( )
E a integral de superficie é definida como:
s v “w v
ox* Ox oxz# Ox (A.101)

1
[en=3 [ duvtotw oG G- G50

A generalizacao para D-formas é evidente.
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A.4.2 Regra do Tracgo

Sejam X e Y D-formas adjuntas que se transformam como X’ = g7 !Xge Y’ = g7 'Yyg.

Entao, pelas propriedades do trago:

Tr(X'Y) =g 'Xgg 'Yg=g'XYg=Tr(XY) (A.102)

entdao Tr(XY') é um invariante de calibre.

A.4.3 Regra de Integracao por partes

Considere Xp uma P-forma e Yy uma Q-forma:

D(XpYg) = (DX)Y + (-1)PXDY = d(XpYy) + [A, XpYo) (A.103)

Tomando o Tr(XpYy) vé-se que:

D(Tr(XpYy)) = d(Tr(XpYg)) + 0. (A.104)

Tr[Xp, Yy] = 0, uma vez que:

(YoXpP)ay = YoasXpsy
Tr(YoXp) = YgusXpsa

= (=19 XppaYges = (=1 Tr(XpYy). (A.105)

Portanto:

d(XpYy) = D(XpYg) = (DXp)Yg + (=1)' XpDYp,. (A.106)
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Este resultado gera uma férmula de integracao por partes:
Tr / (DXp)Yg = (—1)PHTr / XpDYy +Tr / d(XpYo) (A.107)

pode-se utilizar a notacao de componentes e as propriedades do trago para se obter

/Xp IDIJYQ] = (1)t / DY, XYy 1 + termos de contorno (A.108)

onde D, é a matriz derivada covariante (equagao A.60). No caso particular do modelo

BF (ver equagao 2.12) a equagao (A.106), escreve-se:
dnF) = DnF + (-1)"3nDF =0 (A.109)

onde 1 é uma (D — 3)-forma e F' é uma 2-forma. Sabendo que DF = 0 mostra-se que a

variacao da acdo (2.9) é dada pela regra de integracao escrita em (2.12):

§ Tr/BF = Tr/DnF = (—1)D2Tr/nDF = 0. (A.110)
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Apeéendice B

Complementos sobre Quantizacao

Canonica

Nos capitulos 2, 3 e 4 0 método hamiltoniano [12,30] foi aplicado aos modelos BF de
interesse como base para se realizar uma quantizacao canodnica via o formalismo de lacos
(15,19, 31-33] tal como visto no capitulo 5. O objetivo deste apéndice é complementar
as teorias desenvolvidas nos capitulos supracitados e fornecer exemplos de aplicagoes das

mesias.

B.1 Visao geral do método Hamiltoniano

Vamos primeiro enumerar brevemente os passos do método para um sistema mecanico
com um numero finito de coordenadas. A generalizagdo para infinitas coordenadas é
trivial e é tratada no caso dos modelos BF no texto principal (capitulo 2) e no exemplo

na secao seguinte.
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B.1.1 O formalismo lagrangiano
Seja um sistema fisico com coordenadas generalizadas ¢* onde i = 1, ..., d. Primeiramente,

escreve-se uma lagrangiana L(q, ), integrante de uma acao S, e a partir do principio

variacional encontram-se as equagoes de movimento de Euler-Lagrange:

d oL oL
—(=—) = —. B.1
dt(aq'n) oqn (B.1)
Definem-se os momentos conjugados as coordenadas generalizadas ¢* como sendo:
oL
P=—. B.2
o (5.2)

Se estes momentos podem ser resolvidos para as velocidades generalizadas ¢* como funcoes
de ¢ e P;, a transformada de Legendre ¢ inversivel e a hamiltoniana é obtida de forma

trivial:

P = z—f‘;%qzq(q,P) (B.3)
H(q,P) = [P — L(q,d)li=q(a,P)- (B.4)

B.1.2 A notacao simplética

Utiliza-se o formalismo dos Colchetes de Poisson para expressar as equacoes do sistema

nas variaveis ¢', P; de forma mais sucinta e algebricamente vantajosa para a quantizacao:

OF 0G  O0F 0G
F(q,P),G(q,P)} = — — - B.5
Os colchetes entre as coordenadas generalizadas e os momentos sao:
o dq* OP, .
{¢.¢}=0 ; {P.P}=0 : {¢"P}=55"0 =06k =0k (B.6)

dq" OF;



158

B.1.3 Sistemas vinculados

Uma vez que se tem a lagrangiana e os momentos conjugados, tenta-se definir H(q, P)
e as equagoes de movimento de Hamilton fazendo uma transformada de Legendre, o que
nem sempre funciona em sistemas que sao vinculados (caso onde as equagoes (B.2) nao
podem ser resolvidos para as velocidades ¢'(¢q’, P;)), como é o caso do modelo BF. No
modelo BF deve-se analisar os vinculos, que chamamos de fungdes ¢,,(q, P), antes de
escrever H(q, P). Verificar a estabilidade dos vinculos e garantir que a hamiltoniana seja
bem definida nao é uma tarefa trivial para o modelo BF (e para teorias de calibre em

geral). Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann.

B.1.4 O algoritmo de Dirac-Bergmann

Primeiro, deve-se escrever a hamiltoniana adicionada de uma combinacao linear de ¢’s, o

que determina unicamente a hamiltoniana numa teoria vinculada. Entao H, é:

onde os coeficientes u,, sao multiplicadores de Lagrange. As equagoes de movimento de
Hamilton valem também para sistemas vinculados e utiliza-se o formalismo dos colchetes
de Poisson para escrevé-las. Seja uma funcao F'(q, P) qualquer (neste trabalho conside-

ramos que F'(q, P) ndo tem dependéncia explicita em t):

F(q,P) = {F,H}. (B.8)

Entao, comega-se o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condigoes de consisténcia
dos vinculos, tomando a equagao (B.8) e trocando F' por cada um dos ¢’s, que chamamos
de vinculos priméarios. Um vinculo é dito consistente ou estavel quando este nao evolui

no tempo, isto é, quando F' = 0 para um certo F = ¢,,. Tem-se a priori que fazer m
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verificagoes:

O simbolo = representa a igualdade fraca, o que significa que os vinculos sao considera-
dos como valores nao-nulos durante o processo de quantizagao canonica mas que serao
tomados nulos quando resolvidos no final. E possivel que estas verificagoes levem a uma
inconsisténcia, como achar um resultado do tipo 1 = 0. Se isto acontecer, significa que
nossa lagrangiana é tal que as equagoes de movimento de Euler-Lagrange sao inconsisten-
tes, o que possivelmente significa um erro ao construir a agao da teoria e que a lagrangiana

nao pode ser arbitraria. Nesta situagao, as equagoes (B.9) podem ser divididas em 3 tipos:

1. O primeiro tipo de equagoes (B.9) se reduz a 0 = 0, isto é, é identicamente satisfeito

com a ajuda dos vinculos primarios;

2. O segundo tipo de equagoes (B.9) se reduz a uma equagao independente dos u’s
envolvendo apenas os ¢’s e P’s, isto é, uma equacao da forma x(q, P) = 0. Estas
equacoes devem ser independentes dos vinculos primérios para nao se reduzirem a

equagoes do primeiro tipo.

Denotam-se estas equagoes de vinculos secundarios, que sé se diferem dos vinculos
priméarios na maneira de se chega até eles — os vinculos priméarios sao obtidos da
definigdo dos momentos (B.2) e os vinculos secunddarios sé aparecem quando se
utilizam as equagdes de movimento (B.8). Os vinculos secundarios geram outras
condigbes de consisténcia para a teoria (estes também devem ser estdveis) e também
devem ser verificados pelo algoritmo, isto é, devem ser tratados em pé de igualdade

com os vinculos priméarios podendo inclusive gerar mais outros vinculos secundérios.

3. O terceiro tipo de equagoes (B.9) ndo devem se reduzir em nenhuma das duas
maneiras postas anteriormente, isto é, gera uma equacao que impoe uma condi¢ao

sobre os u’s.
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Uma vez que se esgotam as verificagoes e todos os vinculos priméarios e secundérios sao
consistentes, o algoritmo encerra e como resultado obtém-se tantos vinculos secundarios
X(q, P) e outros tantos coeficientes u, e escreve-se a hamiltoniana total levando em con-

sideragao estes resultados.

B.1.5 O principio da correspondéncia

Por fim, uma vez que se tem a hamiltoniana resolvida pode-se aplicar sobre a equacao
(B.8) o principio da correspondéncia da MQ, que afirma que o comportamento de siste-
mas descritos pela mecanica quantica reproduzem o comportamento de sistemas classicos
no limite de nimeros quanticos muito grandes. Uma vez aplicado o principio da corres-

pondéncia conclui-se o método de quantizacao canodnica e se tem o seguinte quadro:

e Todas as coordenadas generalizadas ¢‘, momentos P; e fungoes F(q, P) sdo agora
operadores ¢, p, F num certo espacgo de Hilbert;

—

e Substitui-se o colchete de Poisson {X,Y} pelo comutador [X,Y] = ih[X,Y]. Em

particular [§%, P;] = ihd’;

e Constréi-se um espaco de Hilbert contendo uma representacao da algebra dos ope-

radores ¢, P;.

Sendo assim, a equacao (B.8) se torna a equagao de Heisenberg, que descreve a evolugao

de um operador no tempo:

A

dF

1 ~ 4
= [P (B.10)

sobre a qual pode ser deduzido o teorema de Ehrenfest, que é o analogo quantico da
segunda lei de Newton uma vez que os valores esperados dos operadores relacionados sao

tomados.
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B.2 A quantizacao de Schrodinger

Todo o desenvolvimento realizado aqui de quantizagao canonica [12,30] visa exemplificar
o procedimento discutido no capitulo 2 para o modelo BF. Para realizar este exemplo,
escolheu-se tratar o caso da agao que origina a equagao de Schrédinger [40,41] para uma

particula livre.

B.2.1 A acao de Schrodinger

Considera-se a acao I que gera a equagao de Schrodinger de uma particula livre, para
mostrar que pode-se obter a dinamica da mecanica quantica descrita pelos comutadores,
e mediante a aplicacao do teorema de Ehrenfest, obter a base da representacao da dlgebra

de Heisenberg. A agao é:

2

I= / Ldtd*z , onde L =il — h—ww*. (B.11)
M 2m

Note que no principio variacional ¥ e ¥* sao considerados como campos independentes.

O primeiro passo do método é converter a lagrangiana L = / d*z L para uma hamiltoni-

ala.

Escrevem-se as equacoes de movimento de Lagrange em coordenadas generalizadas, que

d 0L oL
seguem da variacao da integral de acao: — = —. Para o formalismo hamiltoniano,

dt<a_qn> 94,

se introduzem as variaveis de momentos P, definidas por:

oL

P, =,
in,

No caso da acao de Schrodinger, definem-se os momentos conjugados aos campos ¥ e 1*:

5@ (B.12)
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que constituem os colchetes de Poisson fundamentais, ou estrutura simplética

{w@, e @y=0 . {I@.I@}=0 (B.13)
11

Dy =8@E -7 , (@I} =0GE -7

Nota-se que os momentos nao sao funcoes independentes das velocidades, entao vao existir
relagoes do tipo ¢,,(q, P) ~ 0 que s@o chamadas vinculos primarios. No caso em questao:
&, =11 —ihy* =0
(B.14)
b, =1I"~0
onde o simbolo & representa igualdade fraca, o que significa que os vinculos sao conside-
rados como valores nao-nulos durante o processo de quantizacao canonica mas que serao
tomados nulos quando resolvidos no final. Pode-se agora escrever H = P,qg, — L e o H

vai ser a integral da densidade hamiltoniana:
H = /d% H. (B.15)
Explicitamente:

. . . . k2
H = 1, — L=1¢Y+ I — i)™y + %VQﬂVW

2
= R+ 0t — i + ;—mww*

12 .
= - VUV (B.16)

Sé que esta hamiltoniana nao é unicamente determinada porque se pode adicionar qual-

quer combinacao linear de ®’s, que sao fracamente zero. Define-se entao H.,:

2

h
He = VYV + Uy,
2m

2
= T Ouvs (I i) + us(IT). (B.17)
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As equagoes de movimento de Hamilton segundo o método variacional sao:

: OH 0d,,

Yo = IIL, + U I, (B.18)
. OH 00,

I, = _5’1/1n — U, 90, (B.19)

Usando o formalismo dos colchetes de Poisson, pode-se reescrever estas equagoes de mo-
vimento para que sejam da forma (sendo g uma funcao qualquer das coordenadas e mo-

mentos):

o= {9 H} + / 0y (9. B} = {9, H.} (B.20)

onde utilizamos (B.17) para escrever H, = /d3y H..

B.2.2 O Algoritmo de Dirac-Bergmann

Comeca-se o algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condicoes de consisténcia dos
vinculos, trocando g da equagao (B.20) por cada um dos ®’s. Um vinculo &,, é dito

consistente quando este nao evolui no tempo, isto é, satisfaz a ®,, ~ 0:

{On(7), H(Y)} + /d3y Ut ()P (£), P () } = 0. (B.21)

No caso de Schrodinger temos que fazer duas verificagoes, uma pra @, e outra para P,:

(@@ H@} + [ @y ) (02(2) 22} ~ 0 (B.22)

((7), H(H)} + / 0y s (){@a(T), 1(5)} ~ 0 (B.23)

Calculou-se o colchete conveniente:

/ 0Py (0, (7). By(i)) = / 0Py {T1() — ihe* (7). T ()}
- / dy (il (), T (§)} = —ih / 0y (7 — §)
= —ih. (B.24)
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Antes de realizar os colchetes com H, pode-se reescrever (B.24) usando uma identidade

vetoriall:

n? h?
= [ @yvuve = o0 [ @y(o (v - v v (B.25)

e utilizamos o teorema de Stokes para excluirmos o primeiro termo (divergente) e ficamos

com H = — /dSy *V?1) ou sua conjugada. Assim:

(@1} = (- ) = vy (B.26)
2
(@, H) = (I H} = V% (B.27)

Pode-se entao resolver explicitamente (B.22) e (B.23) de maneira que se obtém:

ih

_ 2
U = sz (0 (B.28)
uy = QmV Yr. (B.29)

Note que u; = uj. Caimos no caso onde as condigoes de consisténcia fixam os coeficientes

Uy, € 0 algoritmo encerra.

B.2.3 A classe de um vinculo

Para se resolver os vinculos no final do procedimento de quantizacao, introduzir-se o
conceito de classe dos vinculos. Uma varidvel dinamica g(q, P) é dita de primeira classe

se:

{9.2n} =0 e {9 H}=0 (B.30)

caso contrario, g(q, P) é dito ser de segunda classe. Vale ressaltar que apenas uma igual-
dade fraca é necessdria, isto é, o resultado dos colchetes (B.30) pode ser uma quantidade

fracamente nula, como um vinculo.

I'Note que podemos também obter a expressdo conjugada a esta, aplicando a identidade vetorial sobre
Vu* em vez de V.
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B.2.4 Os colchetes de Dirac

Observe que fazendo g = ®,,, na equagao (B.30) obtém-se:

Isto é, os vinculos ®; e ¥, sao de segunda classe.

A idéia por tras de quantizar uma teoria com vinculos de segunda classe é que a prépria
existéncia de vinculos de segunda classe significa que existem graus de liberdade que nao
sao fisicamente importantes e que podemos redefinir os colchetes de Poisson em colchetes
de Dirac, para excluir estes graus de liberdade nao-fisicos da teoria [12]. Primeiro forma-se
um determinante com os vinculos de segunda classe ®; = x;:

0 : 0 —ih
det(A) = baxal | B (F — i) = K253 — i) £ 0.

[x25 X1] 0 ih 0

Como det(A) # 0, a matriz A pode ser invertida:

Define-se o novo colchete como:

{&(@),n(W)}p = {f(f%n(ﬁ)}—z/d?’xd?’y{ﬁ(f),xs(z?)}AsJ(f, Pixs (), n(9)}- (B.32)

Nota-se que as propriedades e as equagoes de movimento associadas se sustentam com
a redefinicao do colchete. Antes de trabalhar com os novos colchetes pode-se colocar os
x = 0. Isto é consistente pois os colchetes de Dirac dos x’s com qualquer variavel da

teoria sao (fracamente) nulos. No caso de Schriodinger, isto significa que os dois vinculos
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podem ser tomados como igualdades fortes:

& =0 — II=im* (B.33)

Oy=0 — II"=0. (B.34)

Isto significa que a hamiltoniana pode ser escrita simplesmente como:

2

h
H= 5 / A AVETAV T (B.35)

Como II oc ¢* e IT* = 0, excluimos as varidveis II e IT*, e nossos colchetes fundamentais

agora sao:

{@, 0@ =0,  A{@ (@} =0

o (B.36)
{v(@), v (7))} = L2

Com isto, conclui-se o método hamiltoniano de quantizacao canonica da teoria de Schrodin-
ger. Nota-se que basta chamar os campos de operadores 1) — 1 para termos o operador

hamiltoniano Hy — H7 bem como as relagoes fundamentais de comutacao da mecanica

quantica:
[, 25] =0, [pi,p;] =0, [£;,p;] = ihoy;. (B.37)
~2
3 p
H="_ B.38
o (B.38)
onde p = —ihV. A construcao de um espaco de Hilbert onde os operadores z, p, H atuam

como operadores auto-adjuntos satisfazendo a dlgebra (B.37) e (B.38) serd vista na segao

seguinte.
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B.3 Construcao do espaco de Hilbert cinematico

B.3.1 O espaco de fase classico

Seja um espago de fase cldssico formado por coordenadas generalizadas (¢%, P,) com
a =1,...,D cujo colchetes fundamentais se escrevem como {¢%, Ps} = 5. Os vinculos

de primeira classe s@o tais que C,(¢, P) =& 0 com a = 1,... e obedecem [C,, Cp| = F,, °C...

O primeiro passo para se quantizar este espaco de fase é definir os operadores auto-

adjuntos ¢* e P, com a algebra gerada pelo comutador, via principio da correspondéncia?:

(G2, B] = ihop. (B.39)

B.3.2 O espaco de Hilbert na MQ

Constroi-se um espago de Hilbert cinematico 7%, de representacao desta algebra. Entao

seja ¢* e P, operadores lineares auto-adjuntos atuando em 7, entao V [¢)) € 4.

aly) € (B.40)

Ply) € 4. (B.41)

Na Mecanica Quantica convencional, temos em .7:

q"v(q) = q"¥(q) (B.42)
Pab(q) = —magéf). (B.43)

Deve-se construir um espago de Hilbert cinematico .74, de representacao desta algebra

andlogo ao espago de Hilbert da mecéanica quantica®, onde 1(g) ¢ uma fungao tal que

2Fazemos a restricdo aqui a um sistema com ntmero finito de graus de liberdade.
3Isto é, o caso onde 4, = L*(RP).
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/ dPq||? < oo, isto é, ¥(q) precisa ser bem definida no subespaco S das fungdes C* de

decrescimento rapido.

O subespaco S C 44, e se S é denso, S = J#4,. S é chamado de fecho de S, que serd
melhor definido a seguir. Entao seja uma sequéncia de Cauchy |¢,,), n = 1,..., 0o tal que

|| [n) — [m)|| — 0. Tém-se as seguintes condigoes:

1. 4, é completo se todas as sequéncias de Cauchy ,, tém um limite 1):
i [] 46} — )] = 0 (B.44)

2. Se S ndo é completo, define-se o fecho S, que é o conjunto de todas as sequéncias

de Cauchy de S.

3. Sejam V e W dois espagos vetoriais onde V' C W, W é completo e V é denso em

W se Vw € W, existe um vetor v € V tal que:

||W— ]| <e ,Ve>D0. (B.45)

Entdo, S é denso em S.

Na MQ prefere-se fazer os calculos em S devido as suas propriedades — pode-se nele

aproximar de uma funcao de onda qualquer funcao C* de decrescimento rapido.

Na quantizagao de lagos, discutida no capitulo 5, o procedimento do segundo passo su-

pracitado é de fato construir um espaco S = Cyl e completar Cyl, entdo Cyl = %,
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B.3.3 Um espaco de estados fisicos

O terceiro passo do procedimento de quantizacao consiste na resolucao dos vinculos, isto

é, definir em um espaco fisico .7, vetores de estado que obedecem os vinculos:

|y € 74, tal que Cylyp) = 0. (B.46)

A importancia destes vinculos serem de primeira classe fica evidente aqui, pois os vinculos

devem obedecer as regras de comutagao:

[Ca, Col[) = CaCilyp) — CoCalt) = F “Celt)). (B.47)

As vezes, o comutador dos vinculos gera uma anomalia Ay [C,, Cy] = F,,°C. + Aap que
nao é um vinculo. Isto acontece quando os vinculos sao de segunda classe, ou quando os
vinculos sao de primeira classe mas possuem termos que sao produtos de ¢ e P de maneira
que ha um problema de ordem com os operadores. Eventualmente, uma anomalia pode ser
eliminada fazendo uma combinacao linear dos vinculos de maneira que A, coeficientes

que dependem da representacao e dos grupos, se anulem.
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