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Resumo

Neste trabalho calculamos a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio le-

vando em conta as contribuições advindas da presença de um comprimento mı́nimo. O

cenário de comprimento mı́nimo é introduzido pela modificação da equação de Dirac

através da álgebra de Heisenberg modificada (álgebra de Kempf). Com a introdução do

potencial Coulombiano no novo operador de energia de Dirac, calculamos a mudança na

energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio em primeira ordem do parâmetro

relacionado ao comprimento mı́nimo via teoria de perturbação.
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Abstract

In this work we calculate the correction to the ground state energy of the hydrogen

atom due to contribuitions arising from the presence of a minimal length. The minimal

length scenario is introduced by means of modifying the Dirac equation truogh a deformed

Heisenberg algebra (Kempf algebra). With the introduction of the Coulomb potential in

the new Dirac energy Operator, we calculate the energy shift of the ground state of

the hydrogen atom in first order of the parameter related to the minimal length via

perturbation theory.
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1.1 Introdução

Um dos principais problemas da gravitação quântica é o fato de que a introdução da

gravitação na teoria quântica de campos parece fazer com que tenhamos uma teoria

não renormalizável. Por outro lado, já foi sugerido que a própria gravitação introduz

uma resolução mı́nima no espaço. Em outras palavras, ela faz com que exista um valor

mı́nimo para a medida de comprimentos. A pergunta natural que se faz é a seguinte:

O que faz isso ocorrer? A resposta poderia ser dada pela sequência de racioćınios:

primeiro, quando tentamos olhar para distâncias cada vez menores precisamos de uma

quantidade cada vez maior de energia para acessarmos uma tal resolução no espaço.

Segundo, quando chegamos em um certo patamar energético, começamos a causar

distúrbios na própria estrutura do espaço-tempo. Estes distúrbios fazem com que te-

nhamos uma resolução máxima para a localização da part́ıcula. A maior resolução

(localização) no espaço-tempo, experimentalmente falando, é da ordem de 1Tev. Isso

sugere que um tal comprimento mı́nimo estaria na ordem da escala de Planck. A

grande ideia por traz disso tudo é que a gravitação age como um ”cut-off”natural, su-

gerindo, assim, uma solução para a não renormabilidade de uma teoria quântica para

a gravitação.

Na verdade, todas as tentativas de quantização da gravitação parecem apontar para

uma mesma predição: a existência de um comprimento mı́nimo. No entanto, a ideia

do comprimento mı́nimo existe bem antes de qualquer tentativa de quantização da gra-

vitação. Devido às divergências provenientes da teoria quântica de campos, em 1930,

Heisenberg concluiu que deve existir um comprimento fundamental que seria como um

”cut-off”natural para as integrais divergentes [1, 2]. Heisenberg tentou, sem sucesso,

introduzir um comprimento fundamental impondo uma não comutatividade entre as

componentes do operador posição. Mas antes de 1947, Snyder propôs uma álgebra

covariante de Lorentz do operador de momento e de posição na qual as componentes
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do operador posição não comutam. Esta proposta implica em um espaço-tempo não

cont́ınuo e, desta forma, um comprimento mı́nimo é introduzido na teoria [3]. Em

1994, S. Majid e H. Ruegg propuseram uma modificação nas relalções de comutação do

espaço-tempo que ficou conhecida como álgebra de κ-Poincaré [4]. No mesmo ano, A.

Kempf, G. Mangano e R. B. Mann iniciaram o desenvolvimento das bases matemáticas

da mecânica quântica em um cenário com comprimento mı́nimo. Até onde sabemos, foi

M. Bronstein quem concluiu que a quantização induz um limite de precisão para uma

certa medição, e consequentemente leva à existência de um comprimento mı́nimo [6].

Para maiores detalhes acerca do comprimento mı́nimo e suas implicações, indicamos a

referência [5].

A ideia da existência de um comprimento mı́nimo traz grandes consequências para

a f́ısica. Um exemplo inicial seria o caso da mecânica quântica ordinária. Teorica-

mente a introdução de um comprimento mı́nimo corresponde à introdução de um valor

mı́nimo na posição, ∆x0. Veremos, em detalhe, no caṕıtulo seguinte as modificações da

teoria quântica ordinária com a introdução do comprimento mı́nimo. Outros exemplos

podem ser encontrados na teoria quântica de campos. A teoria quântica de campos

ordinária considera que as interações são locais. Esse fato está dentro do contexto da

teoria quântica de campos ordinária ser uma teoria local. Essa localidade da teoria

faz com que surjam problemas de divergências de grandezas f́ısicas. A introdução do

comprimento mı́nimo na teoria quântica pode ser extendida para a teoria quântica de

campos fazendo com que tenhamos uma teoria não local. Essa nova teoria apresenta

uma grande vantagem: O fato de que as divergências não aparecem mais. Um outro

campo de investigação dentro da teoria quântica de campos não local seria o compor-

tamento das teorias de gauge.

Com relação à teoria quântica de campos, vale apena mencionar os trabalhos das

referências [7, 8] onde o efeito Casimir é apresentado no contexto de uma teoria com
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comprimento mı́nimo. Nesses trabalhos podemos destacar três importantes fatos: ele

aparece como um ”cut-off”natural, o seu valor máximo é estimado como sendo da or-

dem de 15nm, que é da ordem do tamanho de uma dimensão extra compactificada.

Ainda com relação à teoria quântica de campos, temos o trabalho da referência [9],

onde é introduzida uma relação de incerteza que induz comprimento mı́nimo e um

valor mı́nimo na medida do momento1. Nesse trabalho, o ponto principal mostrado

é o fato de que a teoria não é mais divergente. Em outras palavraas, o comprimento

mı́nimo atua como um regulador natural da teoria.

A influência do comprimento mı́nimo também é analisada em outros contextos. Pode-

mos citar: O cálculo da constante cosmológica, a modificação da relatividade especial,

o cálculo dos ńıveis de energia do átomo de hidrogênio, dentre muitos outros. Um

caso bem interessante é a modificação da relatividade especial. As transformações de

Lorentz ordinárias, dentre outras coisas, fazem com que os comprimentos se tornem

menores quando mudamos de um referêncial inercial para outro. Se o comprimento

em um referêncial já for o mı́nimo, não podeŕıamos, mediante uma transformação de

Lorentz, ter uma redução de comprimento. Portanto, o comprimento mı́nimo entraria

como um invariante de Lorentz e, por isso, as transformações de Lorentz ordinárias

sofreriam modificações com a introdução do comprimento mı́nimo.

Como podemos notar, são muitas implicações do comprimento mı́nimo nas teorias

f́ısicas. E mais, o fato de termos problemas sanados com a sua introdução, como no

caso das regularizações na teoria quântica de campos, serve de motivação para crermos

em sua existência.

Um grande desafio tem sido a pesquisa de restrições experimentais para obter um

valor máximo para o comprimento mı́nimo. Estas restrições experimentais são parti-

1A generalização do espaço de Hilbert correspondente é chamada de espaço de Bargmann-Fock.
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cularmente relevantes para modelos com dimensões extras que possuem uma escala de

Planck efetiva menor que a escala de Planck em 4 dimensões [10]. As correções na

energia do espectro do átomo de hidrogênio devido à preseça do comprimento mı́nimo

foram calculadas por vários autores. Brau [11], introduzindo o cenário de comprimento

mı́nimo no cálculo da transição 1S − 2S estimou o valor máximo para o comprimento

mı́nimo como sendo da ordem de 10−17m. Usando a equação de Schroedinger em um

cenário com comprimento mı́nimo, Brau estimou que a energia do estado fundamental

do átomo de hidrogênio é da ordem de α4, onde α é a constante de estrutura fina.

Seria interessante estudarmos os efeitos das contribuições relativ́ısticas devido a pre-

sença do comprimento mı́nimo no átomo de hidrogênio. Significa que teremos que

considerar a equação de Dirac para o átomo de hidrogênio em um cenário com com-

primento mı́nimo.

O trabalho está organizado da seguinte forma: No segundo caṕıtulo, discutiremos

as formas com as quais podemos introduzir o comprimento mı́nimo nas teorias f́ısicas.

E para mostrar a consistência destas formas, iremos mostrar que elas são na verdade

equivalentes. No terceiro caṕıtulo, discutiremos de uma forma bem ampla a introdução

do comprimento mı́nimo na mecânica quântica pela modificação da relação de incer-

teza de Heisenberg. Essa modificação é marcada pela introdução de um parâmetro

pequeno, denotado por β. Um fato marcante decorrente do comprimento mı́nimo, é

que o espaço dos estados quânticos não pode mais ser escrito em uma base de auto-

estados do operador posição. No quarto caṕıtulo, além de fazermos mais comentários

acerca da escala de comprimento mı́nimo, estudaremos as relações: operador momento-

operador de translação espacial e operador de energia-operador de translação temporal.

No quinto caṕıtulo, estudaremos a equação de Dirac e mostraremos como escreve-la na

forma de uma equação de auto-valores. No sexto caṕıtulo, apresentaremos a teoria de



6

Dirac ordinária com a introdução de um potencial central2. A fórmula para os ńıveis de

energia obtidos para o elétron são chamados de fórmula de estrutura fina. No sétimo

caṕıtulo, vamos estudar a equação de Dirac com um potencial central em um cenário

com comprimento mı́nimo. Em particular, veremos a modificação da energia do estado

fudamental e estimaremos um valor máximo para o comprimento mı́nimo. Após isto,

no oitavo caṕıtulo, finalizaremos o trabalho apresentando e discutindo os resultados

obtidos.

2Em outras palavras, faremos a descrição do elétron em um átomo de hidrogênio



Caṕıtulo 2

Introdução do Comprimento

Mı́nimo no Modelo Padrão
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2.1 Introdução

Neste caṕıtulo iremos apresenatar boa parte do trabalho de Hossenfelder [12]. É um

fato notável que a gravitação é inconcistente com a f́ısica em escalas muito peque-

nas. Tal fato sugere que a própria gravidade faz com que tenhamos um ”cut-off”na

escala ultra violeta, ou seja um comprimento mı́nimo. Com relação ao valor do com-

primento mı́nimo, acreditamos que está em torno, ou igual ao comprimento de Planck.

Para compreendermos melhor isso, consideremos a seguinte situação: Suponhamos que

queiramos localizar uma part́ıcula com uma certa precisão. Para isso, precisamos fazer

incidir sobre a mesma uma certa quantidade de energia. Digamos que queiramos au-

mentar a precisão de sua localização. Para isso precisamos de mais energia incidentde

e tanto mais quanto maior for a precisão requerida. Chegará um ponto que a estrutura

do espaço-tempo ficará distorcida de tal forma que não poderemos mais enxergar além

de um limite máximo de precisão, ou seja, o comperimento mı́nimo.

Como exemplos de motivações para a existência de um comprimento mı́nimo temos: A

teoria de cordas [13, 14], a gravitação quântica de laços [15], as geometrias não comu-

tativas [16, 17]. Estimativas para valores máximos do comprimento mı́nimo são feitas

em várias situações: a f́ısica de buracos negros [18, 19], a dualidade T da integral de

caminhos e etc.

As formas com as quais o comprimento mı́nimo tem sido introduzido no modelo padrão

são: O prinćıpio de incerteza generalizado, a relatividade especial modificada e a relação

de dispersão modificada. Essas teorias constituem um aparato útil para estudarmos a

f́ısica além do modelo padrão.

Apresentaremos a seguir as formas citadas acima de introdução do comprimento mı́nimo

no modelo padrão e em seguida as relações entre as mesmas. Por fim, finalizaremos o



9

caṕıtulo.

2.2 Prinćıpio de Incerteza Generalizado

Part́ıculas com um patamar energético suficientemente alto para acessar distâncias

pequenas da ordem da escala de planck irão causar disturbios na estrutura do espaço-

tempo. Esses disturbios podem ser caracterizados impondo uma limitação para o vetor

da onda associada à part́ıcula. Na mecânica quântica ordinária o momento linear é

diretamente proporcinal ao vetor de onda. Para que haja uma limitação do vetor de

onda, vamos supor que o vetor de onda K = (ω,~k), em altaas energias, não é mais

linear a P = (E, ~p). O que de fato queremos é que o comprimento de onda tenha um

valor mı́nimo Lm.

Consideremos, por simplificação, o caso unidimensional. Seja K = (ω, k) o vetor

de onda e P = (E, p) o momento. Seja f = (f0, f1) funções tais que

f0(P ) = ω (2.1)

e

f1(P ) = k. (2.2)

Suponhamos que essas funções sejam bem definidas, diferenciáveis e com inversa tal

que

(f−1)0(K) = E (2.3)

e

(f−1)1(K) = p. (2.4)

Na mecânica quântica ordinária o vetor de onda é diretamente proporcional ao mo-

mento linear pela constate h̄. Tomando o sistema natural de unidades, onde h̄ = c = 1,

teremos para baixas energias

f = f−1 = Identidade (2.5)
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e

ω, k <<
1

Lm
. (2.6)

Considerando a relação de comutação entre x e k da forma usual,

[x̂, k̂] = i, (2.7)

obtemos

[x̂, p̂] = i
∂

∂k
(f−1)1(K). (2.8)

A partir da relação de comutação, podemos derivar a relação de incerteza. Sejam Â e

B̂ dois observáveis quaisquer. Da mecânica quântica, podemos escrever

∆A∆B ≥ 1

2
|
〈[
Â, B̂

]〉
|. (2.9)

Da relação acima, concluimos que

∆p∆x ≥ 1

2
|
〈
∂k(f

−1)1(K)
〉
| (2.10)

Em [20, 21] emcontramos muitos exemplos da função f .

2.3 Relatividade Modificada

Uma das consequências da relatividade restrita é a contração do comprimento. No

contexto de uma teoria com comprimento mı́nimo, o comprimento não poderá se con-

trair indefinidamente, mas somente até o valor do comprimento mı́nimo. Sendo assim,

as transformação de Lorentz devem sofrer uma modificação de tal forma que não só

a velocidade da luz, mas também o comprimento mı́nimo são invariantes de Lorentz.

Essas transformação são descritas pela álgebra de Poincare-Hopf [22, 23].

Nesse contexto, o 4 vetor momento P se transforma de acordo com as transformações de

Lorentz usuais, denotadas genericamente pela matriz Λ pertencente ao grupo SO(3, 1).

Ao efetuarmos uma transformação de referêncial inercial, temos, portanto, P ′ = ΛP .
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Vimos que a resolução do espaço esta relacinada ao vetor de onda. Portanto, para

manter o comprimento mı́nimo invariante, o 4 vetor de onda K deve se transformar de

acordo com uma nova transformação Λnova. Ou seja, efetuando uma transformação de

referêncial inercial, temos K ′ = ΛnovaK.

Existe um interesse em utilizar o grupo de Lorentz modificado para explicar a f́ısica de

raios cósmicos de energia ultra alta [24, 25]

2.4 Relação de Dispersão Modificada

A relatividade restrita nos fornece a seguinte relação

E2 = c2p2 +m2c4. (2.11)

Utilizando o conceito de onda associada a uma part́ıcula da mecânica quântica, a

relação acima torna-se uma relação entre o vetor de onda e a frequência angular, dada

por

c2h̄2k2 − h̄2ω2 +m2c4 = 0. (2.12)

Uma forma alternativa de escrever a relação acima é utilizando o sistema de unidades

naturais, h̄ = c = 1, que fornece

k2 − ω2 +m2 = 0. (2.13)

A relação acima nos mostra que o vetor de onda k pode assumir valores arbitraria-

mente grandes, desde que ω assuma também valores arbitrariamente grandes. Sabe-

mos, porém, que no contexto de uma teoria com comprimento mı́nimo, k não pode

assumir valores arbitrariamente grandes. Uma forma impor um limite máximo para k,

é modificando a relação de disperção acima, fazendo o membro direito ser uma função

de K, F (K). Ou seja,

k2 − ω2 +m2 = F (K). (2.14)
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Se a part́ıcula em questão for o fóton, a equação (2.13) torna-se

k2 − ω2 = 0. (2.15)

Restituindo h̄ e c, obtemos que a velocidade dω
dk

de propagagação da onda eletrmagnética

é a velocidade da luz c. Ou seja,

dω

dk
= c.

Por outro lado, se usarmos a relação (2.14), a velocidade da luz não será mais neces-

sariamente c. Pois,

dω

dk
= ± d

dk

√
F (k) + c2ω2 (2.18)

2.5 Correspondência Entre a Relação de Incerteza

Generalizada e a relatividade Modificada

Seja f uma relação conhecida entre P e K. Para que haja equivalência entre a relação

de incerteza generalizada e a relatividade modificada, dada uma f deve haver uma

transformação Λnova relacionada a transformação de K quando mudamos de referêncial

inercial. Também, dada uma transformação Λnova entre K e K ′ deve haver uma trans-

formação f entre P e K. Sabemos que

f−1(K) = P (2.19)

e

f(P ) = K. (2.20)

Das equações acima, concluimos

f(Λf−1(K)) = K ′. (2.21)

Então, temos

Λnova(K) = f(Λf−1(K)) = K ′. (2.22)
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Mostrando, assim, que conhecida a transformação f podemos obter Λnova. A situação

inversa também pode ser demonstrada.

2.6 Relação entre o Prinćıpio de Incerteza Gene-

ralizado a Relatividade Modificada e a Relação

de Dispersão Modificada

Uma vez que a relatividade modificada e o prinćıpio de incerteza generalizado são equi-

valentes, fica suficiente mostrar a equivalência entre a relação de dispersão modificada

e o prinćıpio de incerteza generalizado. A relação relativ́ıstica entre a energia e o mo-

mento linear é, como já mencionado, E2 = c2p2 + m2c4 que pode ser escrita como

(tomando o sistema natural de unidades, h̄ = c = 1)

[
(f−1)0(K)

]2
−
[
(f−1)1(K)

]2
−m2 = 0. (2.23)

Definindo (
f−1

)
0
K = ω +

(
f−1

)′
0
K (2.24)

e (
f−1

)
1
K = k +

(
f−1

)′
1
K, (2.25)

tal que no limite de baixas energias as funções (f−1)
′
0 e (f−1)

′
0 tendem a zero fazendo

com que obtenhamos a relação de incerteza ordinária. Substituindo as definições acima

na equação 2.23 obtemos

ω2 − k2 +m2 = −2ω
(
f−1

)′
0
K −

(
f−1

)′2
0
K + 2k

(
f−1

)′
1
K +

(
f−1

)′2
1
K (2.26)

Da relação acima identificamos F (K) como

F (K) = −2ω
(
f−1

)′
0
−
(
f−1

)′2
0
K + 2k

(
f−1

)′
1

+
(
f−1

)′2
1
K. (2.27)
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Mostramos, então, que dada uma f que relaciona P e K, obtemos uma função F (K)

e , assim, obtemos a relação de dispersão generalizada. A situação contrária pode ser

também mostrada.

2.7 Considerações Finais

Mencionamos, no começo do caṕıtulo, as motivações para a existência de um compri-

mento mı́nimo e como foi mencionado elas são diversas: gravitação, teoria de cordas,

f́ısica de buracos negros e muitas outras. Referente à motiovação oriunda da gravitação,

fizemos um breve comentário. Um entendimento mais claro das demais motivações re-

quer um entendimento mais claro a respeito de cada uma das teorias.

Apresentamos as três diferentes formas de construirmos uma teoria com comprimento

mı́nimo. Mencionamos, em seguida, que essas formas são equivalentes e demonstramos

algumas equivalências. Com isso, fica claro que as três diferentes formas apontam para

uma teoria com escala de comprimento mı́nimo.



Caṕıtulo 3

O Espaço de Hilbert em um

Cenário com Comprimento Mı́nimo
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3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos expor boa parte do trabalho do Kempf [26]. Com vimos, uma

das formas de introduzirmos o comprimento mı́nimo é por uma modificação na relação

de incerteza. Esta modificação deve ser tal que o valor da incerteza na posição (consi-

derando o caso unidimensional) tenha um valor mı́nimo diferente de zero, ∆x0. Vamos

propor a seguinte modificação

∆x∆p ≥ h̄

2
[1 + β(∆p)2 + γ], (3.1)

onde β e γ são constantes positivas que em geral dependem de 〈x〉 e 〈p〉. Na relação

acima, podemos notar que, se fizermos ∆p crescer arbitrariamente, ∆x não pode se

apreoximar de zero arbitráriamente, pois o membro esquerdo cresce quadraticamente

com ∆p, enquato que o memnbro esquerdo cresce linearmente. Ou seja, para que o

membro esquerdo seja maior, ou igual ao segundo, ∆x deve possuir um valor mı́nimo

diferente de zero.

Se quisermos que a posição e o momento assumam valores mı́nimos não nulos na

incerteza, devemos inmpor a relação mais geral

∆x∆p ≥ h̄

2
[1 + β(∆p)2 + α(∆x)2 + γ]. (3.2)

Dados dois observáveis Â e B̂, temos

∆A∆B ≤ h̄

2
|
〈
[Â, B̂]

〉
|. (3.3)

Usando a relação acima, podemos concluir que (3.2) decorre da seguinte relação de

incerteza

[x̂, p̂] = ih̄(1 + αx̂2 + βp̂2 + γ), (3.4)

com γ = α〈x〉2 + β〈p〉2.
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3.2 Construção do Espaço de Hilbert

Na mecânica quântica ordinária, a atuação dos operadores x̂ e p̂ nos vetores de es-

tado podem ser representadas por multiplicões e derivações nas funções de onda de

quadrado integrável: ψ(x) = 〈x|ψ〉 ou ψ(p) = 〈x|ψ〉, onde |x〉 e |p〉 são auto-estados,

respectivamente dos operadores posição e momento. O produto interno desses estados

é

〈x|x′〉 = δ(x− x′) (3.5)

e

〈p|p′〉 = δ(x− x′). (3.6)

Ou seja, estritamente falando, |x〉 e |p〉 não pertencem ao espaço de Hilbert, pois não

são normalizáveis. No entanto x̂ e p̂ são auto-adjuntos e seus auto-estados são esta-

dos cuja incerteza podem ser tomadas arbitrariamente próximas de zero. Em outras

palavras, falar que existe um auto-estado do operador x̂ é dizer que o pacote de onda

em torno da posição medida pode reduzir sua largura sem restrições e podemos nos

aproximar da tal medida o tanto que queiramos. Nesse caso, não teremos um patamar

positivo mı́nimo para a incerteza na posição e para a incerteza no momento, ou seja,

∆x > 0 e ∆p > 0.

Para o caso de uma incerteza mı́nima na posição e no momento, ∆x0 e ∆p0, dife-

rentes de zero, a situação será bem diferente. A incerteza na posição, para um estado

qualquer |ψ〉, é dada por ,

(∆x)|ψ〉 = 〈ψ|(x̂− 〈ψ|x̂|ψ〉)2|ψ〉. (3.7)

No caso de um valor mı́nimo pra a incerteza, a relação acima deve ser maior ou igual

a ∆x0. Dessa forma, não haverá um estado f́ısico que será auto-estado do operador

x̂. Isso não significa que não existem auto-estados do operador x̂. Eles existem, mas

não são todos estados f́ısicos, como veremos adiante. Esses estados não pertencem ao
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domı́nio de D
x̂,p̂,x̂2,p̂2

1. Esses estados, como veremos, possuem energia infinita e não

são auto-adjuntos. Como veremos tais estados são apenas simétricos.

Um fato marcante é que não podemos mais representar os estados f́ısicos em uma

base de auto-vetores do operador posição. Não teremos mais funções de onda da

posição, 〈x|ψ〉. A álgebra de Heisenberg não possuirá mais representação no espaço

das funções de onda da posição. Se considerarmos o caso onde ocorre valor mı́nimo

de incerteza também no momento, não poderemos mais ter funções de onda no espaço

dos momentos, ou seja, não teremos mais 〈ψ|p〉. A álgebra de Heisenberg não possuirá

mais representação no espaço das funções de onda do momento. No caso mais geral,

com incerteza mı́nima na posição e no momento, a álgebra de Heisenberg terá uma

representação mais geral, a chamada representação de Bargmann Fock.

Vamos considerar o caso onde temos incerteza mı́nima apenas na posição. Para isso,

tomamos α = 0 e a álgebra de Heisenberg torna-se

[x̂, p̂] = ih̄(1 + βp̂2). (3.8)

A relação de incerteza correspondente será

∆x∆p ≥ h̄

2
[1 + β(∆p)2 + β〈p2〉]. (3.9)

O conjunto de valores de ∆x e ∆p cujo produto assume o menor valor posśıvel forma a

chamada região de fronteira e é obtida tomando o sinal de igualdade na relação acima.

Feito assim, obtemos

∆p =
∆x

h̄β
±

√√√√(∆x

h̄β

)2

− 1

β
− 〈p̂2〉. (3.10)

Calculando o valor mı́nimo para ∆x na equação acima obtemos

∆xmin(〈p̂〉) = h̄
√
β
√

1 + β〈p̂2〉. (3.11)

1Essa notação representa o domı́nio dos estados com valores médios bem definidos de posição,

momento e de incertezas também bem definidos
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O valor de ∆x0 é obtido fazendo 〈p̂2〉 = 0,

∆x0 = h̄
√
β. (3.12)

No espaço das funções de onda do momento, os operadores p̂ e x̂ atuam como

p̂ψ(p) = pψ(p) (3.13)

e

x̂ψ(p) = ih̄(1 + βp2)∂pψ(p). (3.14)

Como mencionado, os operadores x̂ e p̂ devem ser simétricos:

(〈ψ|p̂)|ψ〉 = 〈ψ|(p̂|ψ〉) (3.15)

e

(〈ψ|x̂)|ψ〉 = 〈ψ|(x̂|ψ〉). (3.16)

Para termos essas simetrias, devemos definir o produto escalar como

〈ψ|φ〉 =
∫ dp

1 + β2
ψ∗(p)φ(p). (3.17)

A simetria de p̂, com a definição acima, é fácil de verificar. A simetria de x̂ é mostrada

ao mostrarmos, pela integração por partes, que

∫ dp

1 + βp2
ψ∗(p)ih̄(1 + βp2)∂pφ(p) =

∫
1 + βp2φ(p)[ih̄(1+2)∂pψ(p)]∗ (3.18)

A completeza é dada por

∫ dp

1 + βp2
|p〉〈p| = identidade. (3.19)

O operador p̂ continua auto-adjunto, equanto que o mesmo, como será visto, não ocorre

para x̂.
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3.3 Equação de auto-valores do Operador Posição

Vamos analisar a equação de auto-valores do operador x̂ no espaço dos momentos. Essa

equação é obtida de

〈p|x̂|ψ〉 = λ〈p|ψ〉, (3.20)

onde λ são os auto-valores do operador x̂. A relação acima torna-se

ih̄(1 + βp2)∂pψλ(p) = λψλ(p). (3.21)

A solução da equação acima é

ψλ(p) = cexp

(
−i λ

h̄
√
β
arctan(

√
βp

)
, (3.22)

onde c é uma constante qualquer. Impondo a condição de normalização, obtemos o

valor de c e a função acima fica

ψλ(p) =

√
β

π
exp

(
−i λ

h̄
√
β
arctan(

√
βp)

)
. (3.23)

Os estados acima são auto-vetores formais do operador x̂.

O produto escalar do estado acima, 〈ψλ|ψλ′〉 é calculado por

〈ψλ|ψλ′〉 =
∫ dp

1 + βp2
ψ∗λ′(p)ψλ(p) (3.24)

o que fornece

〈ψλ|ψλ′〉 =
2h̄
√
β

π(λ− λ′)
sen

(
π(λ− λ′)

2h̄
√
β

)
. (3.25)

Podemos verificar pela relação acima que os estados |ψλ〉 são normalizados, pois,

〈ψλ′|ψλ〉 = 1 para λ′ = λ. Para λ 6= λ′, os auto-vetores não são todos ortogonais,

mas apenas o conjunto

|ψ
(2n+λ)h̄

√
β
〉, (3.26)

onde n = 0,±1,±2, ... e λ ∈ [−1, 1[. No entanto, nem mesmo esse conjunto pode ser

considerado como estado f́ısico, pois o valor de incerteza do momento linear correspo-

dente é infinito. O mesmo ocorre com a energia,

〈ψλ|p̂2/2m|ψλ〉 = divergeência. (3.27)
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Em outras palavras, |ψλ〉 não pertence ao domı́nio Dx̂,p̂,x̂2,p̂2 . Uma vez que esse fato

também ocorre na mecânica quântica ordinária, podemos concluir que: Vetores de es-

tado |ψ〉 com valor de incerteza ∆x|ψ〉 dentro da região proibida 0 ≤ ∆x|ψ〉 < ∆x0 não

possuem um valor finito de energia.

Concluimos que os auto-vetores formais de x̂ com incerteza nula na posição não po-

dem ser aproximados por estados cuja incerteza na posição se tornão arbitrariamente

próxima de zero de energia finita. Temos um limite para a localizabilidade.

3.4 A Posição no Novo Cenário

Pelo que foi exposto, não podemos mais expandir um estado f́ısico qualquer em uma

base de auto-vetores do operador x̂. Na mecânica quântica ordinária, informações sobre

a posição são dadas por ψ(x) = 〈x|ψ〉. Em um cenário com comprimento mı́nimo, o

mesmo não poderá mais ser feito. Ainda assim, informações acerca da posição ainda

são acesśıveis. Para isso, introduzimos o conceito de estados de máxima localização.

3.4.1 A Máxima Localização

Seja |ψξ〉 o estado de uma part́ıcula cuja posição está em torno de x = ξ e valor de

incerteza é o mı́nimo, ∆x0. Ou seja,

〈ψML
ξ |x̂|ψML

ξ 〉 = ξ (3.28)

e

(∆x)|ψML
ξ
〉 = ∆x0. (3.29)

O fato de que os estados devem possuir norma positiva definida ou nula, faz com que

possamos escrever ∥∥∥∥∥
(
x̂− 〈x〉+

〈[x̂, p̂]〉
2(∆p)2

(p− 〈p〉)
)∥∥∥∥∥ ≥ 0, (3.30)



22

ou, equivalentemente,

〈ψ|(x̂− 〈x̂〉)2 −
(
〈[x̂, p̂]
2(∆p)2

)2

(p̂− 〈p̂〉)2|ψ〉 ≥ 0. (3.31)

Da relação acima obtemos

∆x∆p ≥ |〈[x̂, p̂]〉|
2

. (3.32)

Tomando na relação acima o sinal de igualdade, fica claro que o estado |ψ〉 correspon-

dente é dado por (
x̂− 〈x〉+

〈[x̂, p̂]〉
2(∆p)2

(p− 〈p〉)
)
|ψ〉 = 0. (3.33)

Escrevendo os operadores no espaço dos momentos, obtemos(
ih̄(1 + βp2)∂p − 〈x〉+ ih̄

1 + β(∆p)2 + β〈p̂〉2

2(∆p)2
(p− 〈p̂〉)

)
|ψ〉 = 0. (3.34)

A solução, no espaço das funções de onda do momento, da equação acima é

ψ(p) = N(1+βp2)
− 1+β(∆p)2+β〈p〉2

4β(∆p)2 exp

[(
〈x̂〉
ih̄
√
β
− [1 + β(∆p)2 + β〈p〉2]

2(∆p)2
√
β

〈p̂〉
)
arctan(

√
β)

]
.

(3.35)

O estado de máxima localização é obtido tomando 〈p̂〉 = 0 e o valor de incerteza do

momento que corresponde ao valor mı́nimo da incerteza da posição, ∆p = 1/
√
β, o que

fornece

ψML
ξ (p) = N(1 + βp2)

−1
2 exp

(
−i〈x〉arctan(

√
βp)

h̄
√
β

)
, (3.36)

onde N é a constante de normalização. Aplicando a condição de normalização, obtemos

ψML
ξ (p) =

√
2
√
β

π
(1 + βp2)

−1
2 exp

(
−i〈x〉arctan(

√
βp)

h̄
√
β

)
. (3.37)

A função acima é a função de onda plana generalizada no espaço dos momentos. A

incerteza no momento associada a essa função de onda não é divergente, pois o fator (1+

βp2)
−1
2 vai a zero a medida que p cresce, limitando assim a gama de estados posśıveis.

Contrariamente ao caso anterior os estados de máxima localização são propriamente

estados f́ısicos com valor esperado de energia finito:

〈
ψML
ξ

∣∣∣p̂2/2m
∣∣∣ psiML

ξ

〉
=

1

2mβ
. (3.38)
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Os estados de máxima localização são normalizados, mas não são todos ortogonais, ou

seja 〈
ψML
ξ′ |ψML

ξ

〉
=

1

π

 ξ − ξ′
2h̄
√
β
−
(
ξ − ξ′

2h̄
√
β

)3
−1

(3.39)

A normalização é verificada fazendo ξ = ξ′ na equação acima. Fazendo assim obtemos〈
ψML
ξ′

∣∣∣ψML
ξ

〉
= 1. Isso reflete o fato dos estados serem normalizados, apesar de não

serem todos ortogonais.

3.4.2 Transformação para Função de Onda de Quase Posição

Como mostrado anteriormente, não podemos mais expandir um estado |ψ〉 em uma

base de auto-vetores do operador posição, |ψ〉. Ainda assim, podemos projetar um

estado arbitrário |φ〉 sobre um estado de máxima localização |ψML
ξ 〉. O resultado que

iremos obter é a amplitude de probabilidade de encontrarmos a part́ıcula em torno de

uma posição x = ξ. Denotamos o conjunto de todas as projeções
〈
ψML
ξ |φ〉 por funções

de onda de quase-posição:

φ(ξ) =
〈
ψML
ξ |φ

〉
. (3.40)

A transformação da função de onda no espaço dos momentos para a função de onda

no espaço das quase-posição é:

ψ(ξ) =

√
2
√
β

π

∫ dp

(1 + βp2)3/2
exp

(
iξarctan(

√
βp)

h̄
√
β

)
ψ(p). (3.41)

Essa equação, que é uma generalização da transformada de Fourier, mapeia a função de

onda no espaço dos momentos na função de onda das quase-posições. Vamos analisar a

função de onda de quase posição relacionada com um estado cujo momento é definido

por um valor único p. Ou seja, um estado que é um auto-vetor do operador p̂. Para

obtermos essa função, devemos tomar ψ(p) como uma delta de Dirac em torno de p na

equação acima2, o que fornece

ψ(ξ) =

√
2
√
β

π
(1 + βp2)3/2exp

(
iξarctan(

√
β2mE)

h̄
√
β

)
. (3.42)

2Esse estado é caracterizado por um valor definido de energia E = p2/2m
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Comparando na exponencial acima 2π/λ com arctan(
√
β2mE)/h̄

√
β, obtemos a se-

guinte relação de dispersão

λ(E) =
2πh̄
√
β

arctan(
√
βmE)

. (3.43)

Se tomarmos valores de energia arbitrariamente grandes na equação acima (E −→∞)

obtemos

λ0 = 4h̄
√
β. (3.44)

Ou seja, em um cenário com comprimento mı́nimo, o comprimento de onda da onda

associada à part́ıcula possui um valor mı́nimo positivo diferente de zero. Notemos que

no caso β −→ 0 recuperamos o caso da mecânica quântica ordinária, onde não há um

limite mı́nimo positivo para o comprimento de onda.

Podemos inverter (3.41) e obter

ψ(p) =
1√

8π
√
βh̄

∫
dξ(1 + βp2)1/2exp

(
−iξarctan(

√
βp)

h̄
√
β

)
ψ(ξ). (3.45)

Essa é a função de onda no espaço dos momentos que fornece a amplitude de probabi-

lidade de medirmos um momento p, como no caso da mecânica quântica ordinária.

3.5 Operadores no Espaço das Quase Posições

É desejável obtermos a expressão para o produto escalar em termos das funções de

onda de quase posição. O produto escalar, como vimos anteriormente, no espaço das

funções de onda do momento é dado por

∫ 1

1 + βp2
ψ∗(p)ψ(p). (3.46)

Usando a relação acima e (3.45) obtemos a seguinte expressão para o produto escalar

(8πh̄2
√
β)−1

∫ ∫ ∫
dpdξdξ′exp

(
i(ξ − ξ′)arctan(

√
βp)

h̄
√
β

)
ψ∗(ξ)ψ(ξ′). (3.47)
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Usando a equação (3.45), obtemos a representação do operador momento no espaço

das funções de onda de quase-posição:

p̂ψ(ξ) =
tan(−ih̄

√
β∂ξ)√

β
ψ(ξ). (3.48)

Obtemos também a representação de x̂ no espaço das funções de onda de quase-posição:

x̂ψ(ξ) =

(
ξ + β

tan(−ih̄
√
β∂ξ)√

β

)
ψ(ξ). (3.49)

A partir dos resultados acima, podemos concluir que os operadores x̂ e p̂ podem ser

escritos em termo de multiplicação por ξ e diferenciação −ih̄∂ξ. Notemos ainda que

(3.48) e (3.49) no limite β −→ 0, faz com que os operadores x̂ e p̂ assumam a mesma

forma que na mecânica quântica ordinária.

A vantagem da representação das funções de onda de quase-posição é sua interpretação

direta. Lembremos que ψ(ξ) é a amplitude de probabilidade de encontrarmos a part́ıcula

em torno de x = ξ com incerteza ∆x0.

3.6 Álgebra de Heisenberg Generalizada para mais

Dimensões

Vimos até aqui a construção do espaço de Hilbert considerando apena uma dimensão.

Vamos agora abordar o caso de um espaço com mais dimensões. Uma generalização

posśıvel para n dimensões é 3

[x̂i, p̂i] = ih̄
[
δij(1 + β~̂p

2
) + β′p̂ip̂j

]
, (3.50)

3Esta relação irá fornecer um valor mı́nimo de incerteza em cada coordenada
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onde β′ é outro parâmetro liga ao comprimento mı́nimo. Fazendo, por simplificação,

β′ = 0 obtemos

[x̂i, p̂i] = ih̄
[
δij(1 + β~̂p

2
)
]
. (3.51)

Considerando que as componentes do operador momento comutem,

[p̂i, p̂j] = 0, (3.52)

a identidade de Jacob fornece a sequinte relação de comutação para as componentes

do operador posição

[x̂i, x̂j] = 2ih̄β(p̂ix̂j − p̂jx̂i). (3.53)

A relação acima liga a ideia do comprimento mı́nimo com uma geometria comutativa

[27]. A atuação das componentes do operador posição e do operador momento são

dadas por

p̂iψ(p) = piψ(p) (3.54)

e

x̂iψ(p) = ih̄(1 + β~̂p
2
)∂piψ(p) (3.55)

3.7 Considerações Finais

Como foi mostrado o cenário da mecânica quântica com a introdução do comprimento

mı́nimo é drasticamente alterado. Em um cenário desse tipo não podemos localizar

uma part́ıcula com uma incerteza tão pequena quanto queiramos. O menor valor de

incerteza não nula que podemos atingir é ∆x0 = h̄
√
β. O Estado que corresponde

à esse valor de incerteza é chamado de estado de máxima localização. Sendo assim,

não podemos mais decompor estadaos quânticos em termos de uma base formada pelos

auto-vetores do operador posição, mas podemos decompor em uma base de auto-vetores

do operador momento. Isso implica em não termos mais funções de onda das posições.

No entanto, referente aos estados de máxima localização, podemos construir as funções
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de onda de quase posição que, contrariamente as funçoes de onda, fornecem a ampli-

tude de probabilidade de encontrarmos a part́ıcula em torno de um valor médio. De

posse disso, escrevemos a atuação do operador de posição e de momento nas funções

de onda de quase posição.

Em seguida generalizamos para mais de uma dimensão, o que nos mostrou o impor-

tante fato de passarmos a ter uma geometria não comutativa no espaço das posições.

Isso atenta para o fato de que o aparecimento do comprimento mı́nimo também surge

quando tratamos de espaços com geometria não comutativa. Os modelos integraveis e

os grupos de simetria generalizados para o estudo da estrutura algébrica do setor de

Higgs [27] são os elementos motivadores para à introdução da geometria não comuta-

tiva em uma teoria. Em algumas situações a geometria não comutativa induz valor

mı́nimo de incerteza na posição e no momento.



Caṕıtulo 4

Mais Comentários Acerca da escala

de Comprimento Mı́nimo. Relações

Momento-Translação Espacial e

Energia-Translação Temporal
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4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo apresentaremos o que foi exposto no trbalho de Hossenfelder [28]. A

ideia da existência de um comprimento mı́nimo e a necessidade de um espaço tempo

com mais dimensões são fatores que aspontam para a necessidade da existência de uma

teoria quântica para a gravidade. Um dos fatos que sugerem a ligação do comprimento

mı́nimo com a gravitação quântica é que os efeitos da gravidade quântica se tornam re-

levantes na escala de Planck. Quando estudamos a f́ısica de colisões em um cenário com

dimensões extras, torna-se necessário supor a existência de um comprimento mı́nimo.

O modelo de dimensões extras [29, 30] nos fornece base para estudarmos, em experi-

mentos futuros de colisão, interações com energias Planckianas. Na perspectiva desse

modelo, os gravitons estão restritos a se moverem nessas dimensões extras. A escala de

Planck, na descrição desse modelo, sofre uma redução para uma nova escala Lf com

escala de massa correspondente Mf . A relação entre a massa de Planck em 4 dimensões

e a massa de Planck em dimensões maiores é

m2
p = RdMd+2

f , (4.1)

onde d é o número de dimensões extras e R o raio de compactificação.

A relação entre a massa de Planck e o Comprimento de Planck é h̄ = MfLf . Como

já mencinado, acreditamos que o comprimento mı́nimo é da ordem do comprimento de

Planck Lf . Ao fazermos menção do comprimento mı́nimo, nesse caṕıtulo, faremos uso

de Lf . No caṕıtulo anterior, o comprimento mı́nimo é dado em termos de um parâmetro

β por h̄
√
β. Portanto, uma vez que usamos Lf para identificar o comprimento mı́nimo,

temos

β =
1

M2
f

. (4.2)

Nas seções posteriores, iremos exibir a relação funcional do vetor de onda k e o operador

p̂. Em seguida a relação funcional entre a frequência angular ω e do operador energia
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Ê.

4.2 A Relação de Incerteza na Mecânica Quântica

Na mecânica quânctica ordinária, a energia (que gera as translações temporais), E é

dada por

E = h̄ω, (4.3)

onde ω é a frequência angular, que é o que gera a translação temporal efetivamente.

Já o momento linear (que gera as translações espaciais) pi é dado por

pi = h̄ki, (4.4)

onde ki são as componentes do vetor de onda, que é o que gera efetivamente as

translações espaciais. Fazendo a primeira quantização, obtemos

[x̂i, k̂j] = iδij. (4.5)

Para os operadores de momento linear e de energia, temos respectivamente

p̂i = −ih̄∂i (4.6)

e

Ê = ih̄∂t. (4.7)

Sabemos que a relação de incerteza entre dois operadores Â e B̂ é dada por

∆A∆B ≥ 1

2
|
〈
[Â, B̂]

〉
|. (4.8)

Usando a relação acima, temos que relação de incerteza entre x̂i e p̂i fica

∆pi∆xi ≥
1

2
h̄. (4.9)

Dado um estado quântico inicial |ψ(t0)〉, o estado quântico em um instante posterior é

dado pela aplicação do operador evolução temporal

Û(t− t0) = exp
(
− i
h̄
Ê(t− t0)

)
. (4.10)
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Portanto,

ih̄∂t|ψ〉 = Ê|ψ〉. (4.11)

4.3 O Comprimento Mı́nimo

Vamos considerar o caso unidimensional, onde o momento linear da part́ıcula é dado

por p e o vetor de onda por k. A introdução do comprimento mı́nimo é feita adimitindo

que o momento p pode crescer arbitrariamente, mas o vetor de onda k possui um valor

limite. A resolução na localização da part́ıcula está relacionada ao comprimento de

onda λ da onda associada à particula. Sabendo que k = 2π
λ

, um valor mı́nimo de λ irá

corresponder à um valor máximo pra k.

Temos que construir uma nova relação entre k e p, k(p). Uma escolha posśıvel é

Lfk(p) = tanh1/a

( p

Mf

)1/a
 . (4.12)

Semelhantemente, atribuimos a mesma relação entre ω e E:

Lfω(E) = tanh1/a

( E

Mf

)1/a
 , (4.13)

com a sendo uma constante real e positiva. Na equação anterior o parâmetro Lf possui,

por questão de dimensionalidade, dimensão de tempo. Por simplicidade, tomamos a =

1. Vamos expandir as funções acima para duas situações: baixas energias, contribuições

até ordem (p/Mf )
3 e altas energias, onde assumimos p >> Mf .

No caso de baixas energias, temos:

Lfk(p) ≈ p

Mf

− 1

3

(
p

Mf

)3

, (4.14)

Lfω(E) ≈ E

Mf

− 1

3

(
E

Mf

)3

, (4.15)

1

Mf

p(k) ≈ kLf +
1

3
(kLf )

3 (4.16)
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e

1

Mf

E(ω) ≈ ωLf +
1

3
(ωLf )

3. (4.17)

No caso de altas energias, usamos a aproximação tanh(x) ≈ ±1 ∓ 2exp(∓2x) para

|x| >> 1, o que fornece

Lfk(p) ≈ ±1∓ 2exp(∓ p

Mf

), (4.18)

Lfω(E) ≈ ±1∓ 2exp(∓ E

Mf

), (4.19)

1

Mf

p(k) ≈ ∓ln(
1∓ kLf

2
) (4.20)

e

1

Mf

E(ω) ≈ ∓ln(
1∓ ωLf

2
). (4.21)

As relações acima fornecem a relações momento-translação espacial e energia-translação

temporal em um cenário com comprimento mı́nimo. Podemos notar que tais relações

não são mais lineares como no caso da mecânica quântica ordinária. Assim, não pode-

mos mais associar o momento linear com a translação espacial e nem a energia com a

translação temporal.

4.4 Obtenção de Operadores

De posse das relações acima, podemos obter uma nova relação de comutação para o

momento. Iremos notar que é a mesma que a relação mostrada no caṕıtulo 3. Obtere-

mos também o operador energia nesse cenário.

Seja Â um operador qualquer. Da mecânica quaântica ordinária, temos

[x̂, Â(k)] = i
∂Â

∂k
. (4.22)

Tomando Â = p̂, temos

[x̂, p̂] ≈ ih̄(1 +
p̂2

M2
f

), (4.23)



33

ou, equivalentemente,

[x̂, p̂] ≈ ih̄(1 + βp̂2). (4.24)

Notemos que essa relação é a mesma da algebra de Kempf, mencionada no caṕıtulo 3.

Usando a aproximação de baixas energias, mencionada anteriormente, podemos obter

o operador momento p como

p̂ ≈ −ih̄~∇
(

1− h̄2β

3
∇2

)
. (4.25)

Com relação ao operador energia, temos

ih̄∂t ≈
(
Ê − Ê3/3M2

F

)
, (4.26)

ou, equivalentemente,

ih̄∂t ≈
(
1− βÊ2/3

)
Ê. (4.27)

Temos, então, que o operador energia não é mais diretamente proporcional ao operador

translação temporal.

4.5 Considerações Finais

Mencionamos que a ideia do comprimento mı́nimo e necessidade da existência de di-

mensões extras apotam para a necessidade de uma teoria quântica para a gravitação.

Também foi mencionado o fato de que a existência do comprimento mı́nimo surge de

modelos com dimensões extras. A ideia inicial do comprimento mı́nimo é que ele seja

da ordem do comprimento de Planck, mas, quando olhamos para teorias onda temos

a incorporação de dimenções extras, o valor esperado para a escala do comprimento

mı́nimo é reduzida para valores da ordem de 1Tev.

Nesse caṕıtulo, além de mencionarmos esses fatos, introduzimos uma relação funcional

entre o momento e o vetor de onda com a presença de uma escala de comprimento

mı́nimo, LF e deduzimos também a forma desse operador em termos do operador de
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translação espacial no espaço de posição. Também deduzimos a relação entre o opera-

dor energia e o de translação temporal.



Caṕıtulo 5

A Equação de Dirac
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5.1 Introdução

A descrição quântica não relativ́ıstica de uma part́ıcula é dada pela equação de Schro-

edinger,

−i h̄
2

2m
~∇2ψ(~r, t) + V (~r, t)ψ(~r, t) = ih̄

∂

∂t
ψ(~r, t), (5.1)

onde m é a massa da part́ıcula, V (~r, t) é o potencial que ela pode estar submetida e

ψ(~r, t) é a chamada função de onda que está associada com a densidade de probabilidade

de encontrar a part́ıcula. A primeira tentativa de descrever o comportamento quântico-

ralativ́ıstico de uma part́ıcula foi feito substituindo E e ~p, na relação relativ́ıstica da

energia e do momento,

E2 = c2p2 +m2c4 (5.2)

pelos operadores correspondentes da mecânica quântica, E −→ Ê = ih̄ ∂
∂t

e ~p −→ ~̂p =

−ih̄~∇. Assim,temos

−h̄2 ∂
2

∂t2
φ = −c2h̄2~∇2φ+m2c4φ, (5.3)

onde φ é a nova função sobre a qual os novos operadores atuam. É evidente que φ é

uma função das coordenadas do espaço e do tempo, φ = φ(~r, t). Usando o chamado

sistema natural de unidades, h̄ = c = 1, temos

∂2

∂t2
φ− ~∇2φ+m2φ = 0. (5.4)

a equação acima é chamada de equação de Klein-Gordon. Usando a notação covariante

da relatividade, temos

∂µ∂
µφ+m2φ = 0, (5.5)

que é a forma covariante da equação de Klein Gordon.

Sabemos da mecânica quântica que a densidade de probabilidade é dada por ρ = φ∗φ

e a corrente de probabilidade por

~j = − ih̄

2m
(φ∗~∇φ− φ~∇φ∗). (5.6)
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A densidade de probabilidade e a densidade de corrente respeitam a equação de conti-

nuidade,

∂ρ

∂t
+ ~∇.~j = 0. (5.7)

Analisando relativ́ısticamente, devemos considerar ρ como a componente temporal de

um 4-vetor, cujas componentes vetoriais são dadas por (5.6). Portanto,

ρ =
ih̄

2m

(
φ∗
∂φ

∂t
− φ∂φ

∗

∂t

)
. (5.8)

Se analisarmos a expressão acima, concluimos que a densidade de probabilidade não

é positiva definida. Isso constitui um problema que é o fato de não podermos mais

interpretar ρ como densidade de probabilidade. Outro problema que encontramos na

equação de klein-Gordon é com relação as soluções de energia,

E = ±
√
c2p2 +m2c4. (5.9)

Ou seja, temos solução de energia positiva e de energia negativa.

As dificuldades acima fez com que a equação de Klein-Gordon fosse abandonada

por algum tempo. Posteriormente, Pauli e Weisskof reestabeleceram sua validade,

interpretando-a como equação de campo.

5.2 Desenvolvimento da Equação de Dirac e Equação

de Auto-Valores

Para sanar os problemas citados acima, Dirac propôs que a equação a ser satisfeita

deve ser de primeira ordem. Vamos supor a seguinte equação1

(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (5.10)

1Lembremos que estamos usando o sistema de unidade natural
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Nosso problema é determinar os coeficientes γµ. Esses coeficientes devem ser tais que

a relação relativ́ıstica da energia e do momento deve ser satisfeita. Multiplicando a

equação acima por (iγν∂ν +m), obtemos

(iγν∂ν +m)(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (5.11)

Equivalentemente, [
(
γµγν + γνγµ

2
) +m2

]
ψ = 0. (5.12)

Para retornarmos à equação de Klein-Gordon é necessário que

γµγν + γνγµ = 2gµν , (5.13)

onde gµν é o tensor métrico da relatividade,

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
Devemos encontrar os γµ que satisfazem a relação de anticomutação acima. A conclusão

a qual chegamos é que as γµ devem ser matrizes 4× 4 não singular anticomutante. Na

chamda representação Padrão as γµ são dadas por

γ0 =
(

12×2 02×2

02×2 −12×2

)
e

γi =
(

02×2 σi

−σi 02×2

)
,

onde 12×2 representa uma matriz identidade 2 × 2 e 02×2 uma matriz nula 2 × 2. Os

σi representam as três chamadas matrizes de Pauli [31]. Posteriormente, iremos omitir

esses subindicies 2× 2. Nesse contexto ψ é um vetor coluna de 4 componentes,

ψ =


a
b
c
d

 .
Após alguns cálculos, restituindo as constantes h̄ e c, iremos obter as seguintes soluções

de onda plana para os espinores

ψα(~r, t) = uαe−
i
h̄

[~p.~r−Et] (5.14)
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para as energias positivas e

ψα(~r, t) = vαe
i
h̄

[~p.~r−Et] (5.15)

para energias negativas. O ı́ndicie α assume os valores 1 e 2. As matrizes uα e vα são

u1 =

(
E +mc2

2mc2

)1/2


1
0
cpz

E+mc2
c(px+ipy)
E+mc2

 ,

u2 =

(
E +mc2

2mc2

)1/2


0
1

c(px−ipy)
E+mc2
−cpz
E+mc2

 ,

v1 =

(
E +mc2

2mc2

)1/2


−cpz
−E+mc2
c(−px−ipy)
−E+mc2

1
0

 ,

v2 =

(
E +mc2

2mc2

)1/2


c(−px+ipy)
−E+mc2

cpz
−E+mc2

0
1

 .
A matriz u1, associada a solução de energia positiva, representa uma part́ıcula de spin

1/2 com componente z positiva. Por outro lado u2 descreve uma part́ıcula com com-

ponente z de spin negativa. O mesmo racioćınio é aplicado para v1 e v2.

A solução de energia negativa nos faz concluir que um elétron com energia positiva

poderia decair indefinidamente e emitir radiação eletromgnética indefinidamente. Ou

seja, não haveria um estado de mı́nima energia para esse elétron. Esse problema foi

sanado por Dirac pela seguinte explicação: Os estados de energia negativa estão to-

dos preenchidos de forma a constituir uma espécie de ”parede”da estrutura do vácuo.

Assim, não podemos perceber a presença de um elétron de energia negativa. Essa es-

trutura é o que chamamos de ”mar”de Dirac. Quando um elétron ganha energia e sai

do mar de Dirac para um estado de energia positiva, o mesmo deixa um ”buraco”nesse

mar. Esse ”buraco”é a ausência de um elétron. Assim um elétron com energia positiva

poderá cair para preencher o ”buraco”liberando a energia que possuia. Esse aconteci-

mento é similar a aniquilação elétron pósitron. Por isso, interpretamos o ”buraco”como
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sendo a antipart́ıcula do elétron. Em outras palavras trata-se do pósitron.

Podemos escrever a equação de Dirac em uma forma covariante. Vamos tomar o

transposto conjugado da equação (5.10). Fazendo assim, temos

−i∂µψ†γµ† −mψ† = 0. (5.16)

Multiplicando a equação acima por γ0 pela direita obtemos

−i∂µψ†γµ†γ0 −mψ†γ0 = 0. (5.17)

Definindo o espinor adjundo como ψ̄ = ψ†γ0, temos

ψ† = ψ̄γ0. (5.18)

Fazendo uso da definição acima e da equação (5.18) na equação (5.17), temos

−i∂µψ̄γ0γµ†γ0 −mψ̄ = 0.

Usando o fato de que γ̄† = γ0γµγ0na equação acima, temos

−i∂µψ̄γµ −mψ̄ = 0. (5.21)

Multiplicando a equação (5.10) por ψ̄ pela esquerda, (5.21) por ψ pela direita e sub-

traindo as equações resultantes, temos

∂µ(ψ̄γµψ) = 0. (5.22)

Restituindo as constantes h̄ e c, temos que a 4 corrente é dada por

jµ = c(ψ̄γµψ). (5.23)

Assim a densidade de probabilidade fica dada por ψ†ψ, que é positiva definida. Ou seja,

a proposta de Dirac sanou outro problema, o da densidade não ser positiva definida.
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A equação de Dirac deve ser invariante de Lorentz. Quando mudamos de um re-

ferêncial inercial para outro, o 4-vetor é alterado pela atuação de matrizes que são

usualmente denotadas por Λ. Sabemos que o espinor de Dirac é uma função das coor-

denadas do espaço e do tempo, ψ = ψ(~r, t). Na notação relativ́ıstica, as coordenadas

do espaço-tempo são denotadas por xµ = (x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z). Em uma

notação mais abreviada chamamos os xµ simplesmente de x. Assim, podemos escrever

ψ = ψ(x). Ao mudarmos de um referêncial inercial para outro, temos

ψ(x) −→ ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x). (5.24)

Ou seja, não só as coordenadas se transformam, mas também a dependência funcional

de ψ.

É claro que S(Λ) deve constituir uma representação do grupo de lorentz. Isso sig-

nifica que existe uma correspondência associada a cada transformação de Lorentz

uma matriz que atua no espaço dos espinores. A correpondência é tal que a trans-

formação identidade é associada a matriz identidade e, também, se Λ1Λ2 = Λ3, então

S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ3).

Em um referêncial inercial O′ a equação de Dirac é escrita como

(iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = 0, (5.25)

onde ∂′µ = ∂
∂x′µ

. Substituindo (5.24) em (5.25), obteremos, após alguns cálculos a

representação infinitesimal de S(Λ),

S = I − i

4
σµνω

µν , (5.26)

onde

σµν =
i

2
[γµ, γν ] (5.27)

e ωµν são elementos da matriz infinitesimal que caracteriza as transformações de Lo-

rentz.
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Vamos agora reescrever a equação de Dirac (iγµ∂µ −m)ψ da seguinte forma2

(iγ0∂0 + iγi∂i −m)ψ = 0. (5.28)

Isolando a parte temporal no membro esquerdo obtemos

iγ0∂0ψ = (−iγi∂i +m)ψ. (5.29)

Multiplicando pela esquerda ambos os membros pela matriz γ0 e rsetituindo as cons-

tantes h̄ e c, temos

ih̄∂0ψ = (−ih̄γi∂i + γ0mc2)ψ. (5.30)

Na mecânica quântica, o operador energia é identificado como Ê = ih̄∂0. Portanto, o

hamiltoniano é dado por

Ĥ = (−ih̄γi∂i + γ0mc2). (5.31)

De posse do hamiltoniano, podemos escrever a equação de auto-valores,

Ĥψ = Eψ. (5.32)

escrevendo as matrizes γi em termos das matrizes de Pauli e escrevendo ψ como

ψ =
(
φ
χ

)
,

onde φ e χ são, respectivamente, as duas primeiras e as duas últimas componentes do

espinor de Dirac, temos( −E +mc2 c(~σ.~p)
c(~σ.~p) −E −mc2

)(
φ
χ

)
= 0

Para que tenhamos soluções não triviais para ψ, a matriz acima deve ter determinate

nulo o que fornece

E = ±
√
c2p2 +m2c4 (5.33)

que são os auto-valores de energia da equação de Dirac.

2Separamos a componente temporal, denotada pelo sub́ındicie µ = 0 das componentes espaciais,

denotadas pelos sub́ındicies µ = i = 1, 2, 3
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5.3 Considerações Finais

Fizemos uma recapitulação da primeira tentativa de se descrever quanticamente uma

part́ıcula relativ́ıstica, o que nos levou a chamda equação de Klein-Gordon. Contudo,

como mostramos, essa equação possui alguns problemas de interpretação. Isso fez com

que a mesma fosse abandonada por um certo peŕıodo de tempo. Durante esse tempo,

Dirac, como mencionamos no ińıcio do caṕıtulo, propôs que a equação a ser satisfeita

pela função de onda fosse de primeira orddem, a chamada equação de Dirac.

Mencionamos também que esta equação deve ser invariante de Lorentz, ou seja, existe

uma forma com a qual os espinores e as coordenadas devem se transformar quando

passamos de um referêncial inercial para outro. Para finalizar, escrevemos a equação

de Dirac na forma de uma equação de auto-valores, onde o operador é identificado

como sendo o hamiltoniano. Obiviamente, podemos concluir que os auto-valores cor-

respondentes são energias relativ́ısticas que a part́ıcula livre pode assumir.

Essa equação será útil para, posteriormente, o hamiltoniano de um elétron relativ́ıstico

submetido a um potencial central.



Caṕıtulo 6

Teoria de Dirac de um Elétron

Submetido à um Potencial Central.
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6.1 Introdução

Neste caṕıtilo, tomamos como base uma parte do caṕıtulo 24 do livro Quantum Mecha-

nics do Merzbacher[32]. De acordo com a teoria desenvolvida por Dirac, o hamiltoniano

de um elétron livre é dado por

Ĥlivre = c
h̄

i
~α.~∇+ β̂mc2, (6.1)

onde ~α e β̂ é uma notação vetorial para representar as 4 matrizes de Dirac. Podemos

verificar que1 γ0 = β̂ e ~γ = γ0~α. Caso o elétron esteja submetido à um potencial

central V (r) = −eφ(r), o hamiltoniano passa a ser o hamiltoniano do elétron livre

mais o termo V (r), ou seja,

Ĥ = c
h̄

i
~α.~∇+ β̂mc2 − eφ(r). (6.2)

Uma vez que o operador momento angular orbital ~̂L e o operador de spin, ~̂S não

comutam separadamente com a parte livre do hamiltoniano, eles não comutaram com

o hamiltoniano como um todo. Portanto, os auto-vetores dos operadores Ĥ, ~̂L e ~̂S não

formam uma base comum de auto-vetores. Entretanto, as componentes do operador

momento angular total, ~̂J = ~̂L+ ~̂S, onde

~̂L = ~r × h̄

i
~∇ (6.3)

e ~̂S = h̄
2

(
~σ 0
0 ~σ

)
comutam com Ĥ. Em consequência, como podemos verificar, Ĥ, ~̂J

2

e Ĵz comutam entre si e, portanto, concluimos que existe uma base de auto-spinores

comum aos operadores Ĥ, ~̂J
2

e Ĵz. Vamos agora procurar os auto-spinores simultâneos

de Ĥ, ~̂J
2

e Ĵz.

1Não confundir o parâmetro de comprimento mı́nimo β com a matriz β̂.
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6.2 Equação de Auto-Valores

Vamos escrever os auto-espinores, ψ, com auto-valores de energia representados por E

como

ψ =
(
ϕ
χ

)
,

onde φ e χ são, repectivamente as duas primeiras e as duas últimas componentes do

auto-espinor, também chamados de biespinores. A equação de auto-valores é escrita

como

Ĥψ = Eψ. (6.4)

Expondo as componentes matriciais da equação acima, obtemos

(E −mc2 + eφ)ϕ− h̄

i
c~σ.~∇χ = o (6.5)

e

(E +mc2 + eφ)χ− h̄

i
c~σ.~∇ϕ = o. (6.6)

Ecrevendo a equação de auto-valores para ~Jz e ~̂J
2

= ~̂L
2

+ ~̂L~̂S + ~̂S
2

,

(~̂L
2

+ ~̂L.~σ + 3/4h̄2)I4×4

(
φ
χ

)
= j(j + 1)h̄2

(
φ
χ

)

e

(L̂z +
h̄

2
σz)I4×4

(
φ
χ

)
= mh̄

(
φ
χ

)
,

onde I4×4 é a matriz identidade 4×4 para à atuação no spinor que possui 4 componentes.

As equações de auto-valores acima sugerem que φ e χ sejam proporcionais aos auto-

estados [32] dos operadores ~̂J
2

e Ĵz
2,

yjml =
1√

2l + 1

 ±√l ±m+ 1
2
Y
m−1/2
l√

l ∓m+ 1
2
Y
m+1/2
l

 ,
2Esses auto-estados são chamados de espinores de Pauling
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onde j = l ± 1/2. As funções Y
m−1/2
l (θ, ϕ) e Y

m+1/2
l (θ, ϕ) são as auto-funções de L̂z

e ~̂L
2

. Podemos verificar que os espinores yjml são ortormais e possuem as seguintes

propriedades (onde tomamos o indice l = j ± 1/2 em yjml ) :

~σ.~ruy
jm
j∓(1/2) = −yjmj±(1/2), (6.7)

~σ.~̂Lyjmj−(1/2) = (j − 1/2)yjmj−(1/2) (6.8)

e

~σ.~̂Lyjmj+(1/2) = (−j − 3/2)yjmj+(1/2). (6.9)

Uma vez que os biespinores são funções das coordenadas polares θ e ϕ, as constante

de proporcionalidades são funções da coordenada radial r. Portanto, em termos das

coordenadas esféricas, as soluções ψ podem ser escritas como:

ψ =

(
F (r)yjmj−(1/2)

−if(r)yjmj+(1/2)

)

e

ψ =

(
G(r)yjmj+(1/2)

−ig(r)yjmj−(1/2)

)
.

Podemos notar que para obtermos as soluções, precisamos obter as equações radiais e

através das equações obtemos os auto-valores de energia. Para obtermos as equações

radiais, iremos fazer uso da seguinte identidade3

~σ.~̂p =
1

r2
(~σ.~r)(~σ.~r)(~σ.~̂p). (6.10)

Podemos ainda expressar a relação acima em termos do operador momento angular

orbital ~̂L. Fazendo assim, temos

~σ.~̂p = ~σ.~ru

~ru.~̂p+ i
i~σ.~̂L

r

 , (6.11)

3Usamos o fato de que 1
r2 (~σ.~r)(~σ.~r) = 1
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onde ~ru.~̂p = h̄
i
∂
∂r

. Substituindo a relação acima e ~ru.~̂p nas equações anteriores obtemos

o seguinte conjunto de equações para as funções radiais:

(E −mc2 + eφ)F − h̄c
(
d

dr
+
j + 3/2

r

)
f = 0, (6.12)

(E +mc2 + eφ)f + h̄c

(
d

dr
− j − 1/2

r

)
F = 0 (6.13)

e

(E −mc2 + eφ)G− h̄c
(
d

dr
+
j + 3/2

r

)
g = 0, (6.14)

(E +mc2 + eφ)g − h̄c
(
d

dr
+
j + 3/2

r

)
G = 0. (6.15)

Vamos explicitar o potencial que o elétron está submetido (um campo Coulombiano

de um núcleo pontual de carga Ze):

φ(r) =
Ze

r
. (6.16)

Por conveniência algébrica, façamos as seguintes subistituições: λ = j + 1/2, ε =

E/mc2, x = r/(h̄/mc) e α = e2/h̄c( que chamamos de constante de estrutura fina).

Com elas e a forma explicita do potencial eletrostático, as equações radiais ficam

(
ε− 1 +

Zα

x

)
F −

(
d

dx
+
λ+ 1

x

)
f = 0, (6.17)

(
ε+ 1 +

Zα

x

)
f +

(
d

dx
− λ− 1

x

)
F = 0 (6.18)

e (
ε− 1 +

Zα

x

)
G−

(
d

dx
− λ− 1

x

)
g = 0, (6.19)

(
ε+ 1 +

Zα

x

)
g +

(
d

dx
+
λ+ 1

x

)
G = 0. (6.20)

Podemos observar a seguinte similaridade das equações para G e g com as equações

para F e f : Obtemos as equações para G e g a partir das equações para f e F substi-

tuindo f por g, F por G e λ por −λ. A situação contrária também é válida.
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A partir das equações radiais, podemos verificar que para x → 0 obtemos o seguinte

comportamento para F e f : F ≈ f ≈ e±
√

1−ε2x. Uma vez que estamos lidando com

estados ligados do elétron, temos que impor |ε| ≤ 1. Sabendo que a probabilidade

de acharmos o elétron para x muito grande deve convergir, devemos escolher o sinal

negativo na expressão acima. De posse disso, vamos propor que a solução para F (r) e

f(r) posuam a seguinte forma

F = e−
√

1−ε2xxγ
∑
ν=0

aνx
ν , (6.21)

f = e−
√

1−ε2xxγ
∑
ρ=0

bρx
ρ. (6.22)

Por substituição, obtemos

(ε− 1)aν−1 + Zαaν +
√

1− ε2bν−1 − (λ+ 1 + γ + ν)bν = 0 (6.23)

e

(ε+ 1)bν−1 + Zαbν +
√

1− ε2aν−1 − (λ+ 1 + γ + ν)aν = 0, (6.24)

onde ν = 0, 1, 2, 3, ... e a−1 = 0 e b−1 = 0. Fazendo ν = 0, obtemos Zαa0−(λ+1+γ)b0 =

0 e Zαb0 + (−λ + 1 + γ)a0 = 0. Uma posśıvel solução para o conjunto de equações

acima é a solução trivial a0 = b0 = 0, porém tais soluções não são desajáveis para a

situação que estamos tratando. Para que não tenhamos soluções triviais, a constante

γ deve ser dada por

γ = −1±
√

(j + 1/2)2 − (Zα)2. (6.25)

Pelas relações de recorrência (6.23) e (6.24), obtemos para ν = n′+1 (com n′+1 sendo

tal que aν′+1 = b′+1 = 0)

bn′ =

√
1− ε
1 + ε

an′ . (6.26)

Fazendo ν = n′ nas equações 6.23 e 6.24, eliminamos aν−1 e bν−1 e obtemos a seguinte

relação √
1− ε
1 + ε

=
Zα
√

1 + ε+ (λ− 1− γ − n′)
√

1− ε
Zα
√

1− ε+ (λ− 1− γ + n′)
√

1 + ε
. (6.27)
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Substituindo os valores definidos para ε e λ, temos

E

mc2
=

1 +
(Zα)2

[
√

(j + 1/2)2 − (Zα)2 + n′]2

−1

(6.28)

Essa é a fórmula de estrutura fina do átomo de hidrogênio. Os números quânticos j

e n′ assumem os seguintes valores j = 1/2, 3/2, 5/2, ... e n′ = 0, 1, 2, 3, .... O número

quântico n da teoria não relativ́ıstica está relacionado a n′ e j por

n = j + 1/2 + n′. (6.29)

6.3 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, inicialmente, apresentamos o hamiltoniano (oriundo da teoria de Di-

rac) de um elétron relativ́ıstico livre. Com a introdução de um potencial coulombiano

central, caracteŕıstico de um átomo de hidrogênio, vimos a modificação que o hamilto-

niano sofre. Em seguida, de posse desse hamiltoniano, discutimos pormenorizadamente

a teoria quântica-relativ́ıstica de um elétron submetido a um potencial central, através

do estudo das equações de auto-valoes do hamiltoniano e do operador momento angu-

lar total, que é a soma do momento angular orbital com o momento angular de spin,

intŕınseco do elétron. Nessas equações, o estado é especificado pelo spinor de Dirac e

os auto-valores são as energias e os valores de momento angular.

A resolução das equações de auto-valores nos fornece uma equação de recorrência que

nos permite obter todos os auto-espinores e a fórmula de estrutura fina para o átomo

de hidrogênio, o que é na verdade os ńıveis de energia do átomo (os auto-valores da

equação de Dirac com potêncial central) de hidrogênio. No caṕıtulo seguinte, vamos

obter a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio em um cenário com

comprimento mı́nimo.



Caṕıtulo 7

Estado Fundamental do Átomo de

Hidrogênio via Equação de Dirac

em um Cenário com Comprimento

Mı́nimo
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7.1 Introdução

Na teoria quântica, como vimos anteriormente, a existência do comprimento mı́nimo

pode ser descrita como uma incerteza ∆xmin não nula na medida da variável posição.

Também vimos, em caṕıtulos anteriores, Kempf, baseado na teoria das cordas, mostrou

que o comprimento mı́nimo em uma dimensão pode ser introduzido da relação de

incerteza modificada, [
X̂, P̂

]
= ih̄(1 + βP̂ 2), (7.1)

onde β é o parâmetro relacionado ao comprimento mı́nimo. Em mais de uma dimensão,

a relação de comutação é dada por

[
X̂i, P̂j

]
= ih̄

[
(1 + β ~̂P

2

)δij + β′P̂iP̂j

]
, (7.2)

onde β′ é outro parâmetro relacionado ao comprimento mı́nimo. Se supusermos que as

componentes do operador momento linear comutam,

[
P̂i, P̂j

]
= 0, (7.3)

então, pela identidade de Jacoi

[
X̂i, X̂j

]
= −ih̄

[
2β − β′ + (2β + β′)β ~̂P

2
]
εijkL̂k, (7.4)

onde

L̂i =
1

1 + β ~̂P
2 εijkX̂iP̂k, (7.5)

são as componentes do operador momento angular orbital satisfazendo as relações de

comutação [
L̂i, X̂j

]
= ih̄εijkX̂k (7.6)

e [
L̂i, P̂j

]
= ih̄εijkP̂k. (7.7)
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Essa álgebra fornece um valor (isotrópico) mı́nimo não nulo para as coordenadas1

∆Xmin
i = h̄

√
3β + β′, como era esperado.

Um grande desafio tem sido a procura de restrições advindas de resultados experi-

mentais para obter um limite superior para o comprimento mı́nimo. Essas restrições

são particularmente relevantes em modelos com dimensões extras da ordem da escala

de Planck [33, 34]. A correção do espectro de energia do átomo de hidrogênio de-

vido ao comprimento mı́nimo foi calculada por muitos autores [35, 36, 37, 38, 39].

Brau, por exemplo, considerando a transição 1S−2S, estimou o valor do comprimento

mı́nimo como sendo da ordem de 10−17m. Uma vez que essa estimativa, proveniente

da transição 1S−2S, é um valor muito pequeno, é interessante fazermos o mesmo para

o caso da estrutura fina.

Esperamos que a estrutura fina do átomo de hidrogênio na presença do comprimento

mı́nimo seja uma restrição mais forte para a obtenção de um valor máximo para o com-

primento mı́nimo. No entanto, assim como o resultado obtido por Brau, a presença

do comprimento mı́nimo faz com que a correção da energia do estado fundamental do

átomo de hidrogênio seja da ordem de α2, a constante de estrutura fina.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na próxima seção, considerando

a álgebra de Kempf, obteremos o operador de energia de Dirac. Na seção 3, obtemos

a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio em um cenário com compri-

mento mı́nimo e estimamos um valor máximo para o comprimento mı́nimo. Por fim,

na seção 4, apresentaremos nossas conclusões.

1Podemos verificar que, no caso especial β′ = 2β, as componentos do operador posição comutam

para a primeira ordem em β.
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7.2 Operador de Energia de Dirac em um Cenário

com Comprimento Mı́nimo

É fácil ver da na equação (7.4) que no caso especial β′ = 2β as componentes do

operador posição comutam para primeira ordem do parâmetro de comprimento mı́nimo.

Portanto, consideremos o caso β′ = 2β. Então, as equações (7.2), (7.3) e (7.4), para a

primeira ordem em β ficam

[
X̂i, P̂j

]
= ih̄

[
(1 + β ~̂P

2

)δij + 2βP̂iP̂j

]
, (7.8)

[
P̂i, P̂j

]
= 0 (7.9)

e [
X̂i, X̂j

]
= 0. (7.10)

As relações acima fornecem ∆Xmin
i = h̄

√
5h̄.

É fácil verificar que as representações abaixo stisfazem as relações acima para a primeira

ordem em β. São elas:

X̂i = x̂i (7.11)

e

P̂i = (1 + β~̂p
2
)p̂i. (7.12)

Note que x̂i = xi e p̂i = −ih̄~∇ são os operadores posição e momento da mecânica

quântica ordinária, isto é, x̂i e p̂i satisfazem

[x̂i, x̂j] = 0, (7.13)

[p̂i, p̂j] = 0, (7.14)

e

[x̂i, p̂j] = ih̄δij. (7.15)
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A equação de Dirac na mecânica quântica ordinária é

ih̄
∂|ψ〉
∂t

=
[
c(~α.~̂p) + β̂mc2

]
|ψ〉. (7.16)

Então, o operador de energia é dado por2

Ê = c(~α.~̂p) + β̂mc2. (7.17)

Para obtermos o operador energia em um cenário com comprimento mı́nimo, substi-

tuimos p̂i por P̂i na equação acima. Fazendo isso, obtemos

ÊML = c(~α. ~̂P ) + β̂mc2. (7.18)

Usando (7.12), obtemos

ÊML = c(~α.~̂p) + β̂mc2 + βc(~α.~̂p)3, (7.19)

onde usamos a relação ~̂p
2

= (~α.~̂p)2.

Notemos que o novo operador ~̂P não coincide mais com om gerador de translações

espaciais, assim como o novo operador de energia ÊML não coincide com o gerador das

translações temporais ω̂ = i ∂
∂t

. Eles estão relacionados por

ÊML = ih̄
∂

∂t

(
1 + βh̄2 ∂

2

∂t2

)
(7.20)

ou

ih̄
∂

∂t
= ÊML

(
1− β

c2
Ê2
ML

)
. (7.21)

Usando a relação (7.20) em (7.19), obtemos(
ih̄
∂

∂t
+ iβh̄3 ∂

3

∂t3

)
|ψML〉 =

[
−ih̄c(~α.~∇) + β̂mc2 + iβh̄3c(~α.~∇)3

]
|ψML〉, (7.22)

que trata o espaço e o tempo de modo simértrico. Entretanto, podemos escrever a

equação de Dirac para a primeira ordem no tempo, usando (7.18) e a condição de

camada de massa Ê2
ML = c2 ~̂P

2

+mc2 na equação (7.21),

ih̄
∂

∂t
|ψ〉 =

[
c
(
~α. ~̂P

)
+ β̂mc2

] [
1− β

(
c2 ˆ~P 2 +m2c4

)]
|ψ〉, (7.23)

2Devemos lembrar que essa é a energia da part́ıcula livre
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onde ~̂P é dado pela equação (7.12).

Fica claro que nos casos em que estamos interessados no espectro de energia é mais

conveniente usarmos (7.19).

7.3 Energia do Átomo de Hidrogênio no Estado

Fundamental

Para determinarmos a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio em um

cenário com comprimento mı́nimo, introduzimos o potencial eletrostático do próton

na equação (7.19) e escrevemos a equação de auto-valores. Devido à equação (7.11),

a representação do potencial eletrostático3 não é modificada na ordem que estamos

considerando. Então a equação para a energia fica,

EML|ψ〉 =

[
c(~α.~̂p) + β̂mc2 − h̄cα

r
+ βc(~α.~̂p)3

]
|ψ〉. (7.24)

Se considerarmos que a escala de massa do comprimento mı́nimo é muito maior que a

escala de massa do elétron (β = c2

MMLc4
, portanto, βm2c2 << 1), podemos considerar o

terceiro termo da equação acima como uma perturbação. Então o auto-valor de energia

para a primeira ordem em β é

EML = E + βm2c2E1, (7.25)

onde E é a energia do estado |ψ〉 do átomo de hidrogênio obtida da equação de Dirac

ordinária e E1 é dado por

E1 = 〈ψ| 1

m2c
(~α.~̂p)3|ψ〉. (7.26)

O valor médio de (~α.~̂p)3 pode ser calculado de

∫ (
φ† χ†

)( 0 (~σ.~̂p)3

(~σ.~̂p)3 0

)(
φ
χ

)
d3~r,

3O operador potencial é uma função do operador posição, V̂ (~̂r).Teremos, então, V̂ (~̂r) = V (~r).
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onde φ e χ são as componentes do auto-espinor de estado,

(
φ
χ

)
=

(
F (r)yj,mj−1/2(θ, φ)

−if(r)yj,mj+1/2(θ, φ)

)
,

onde, como vimos no caṕıtulo anterior, yj,mj±1/2 são os auto-espinores comuns dos opera-

dores Ĵz e ~̂J
2

. Empregando a identidade (veja a equação (6.17))

~σ.~̂p = ~σ.~ru

−ih̄ ∂
∂r

+ i
~σ.~̂L

r

 (7.27)

e

~σ~ruy
j,m
j±1/2 = −yj,mj±1/2 (7.28)

obtemos

(~σ.~̂p)φ = ih̄

[
dF

dr
−
(
j − 1

2

)
F

r

]
yj,mj+1/2, (7.29)

(~σ.~̂p)χ = h̄

[
df

dr
+
(
j +

3

2

)
f

r

]
yj,mj−1/2, (7.30)

e

(~σ.~̂p)2φ = −h̄2

[
d2F

dr2
+ 2

1

r

dF

dr
−
(
j − 1

2

)(
j +

1

2

)
F

r2

]
yj,mj−1/2, (7.31)

(~σ.~̂p)2χ = ih̄2

[
d2f

dr2
+ 2

1

r

df

dr
−
(
j +

1

2

)(
j +

3

2

)
f

r2

]
yj,mj+1/2. (7.32)

e

(~σ.~̂p)3φ = −ih̄3

[
d3F

dr3
−
(
j − 5

2

)
1

r

d2F

dr2

]
yj,mj+1/2 + ih̄3yj,mj+1/2

(
j +

1

2

)(
j +

3

2

)
1

r2

dF

dr

− ih̄3
(
j − 1

2

)(
j +

1

2

)(
j +

3

2

)
F

r3
yj,mj+1/2, (7.33)

(~σ.~̂p)3χ = −h̄3

[
d3f

dr3
+
(
j +

7

2

)
1

r

d2f

dr2

]
yj,mj−1/2 + h̄3

(
j − 1

2

)(
j +

1

2

)
1

r2

df

dr
yj,mj−1/2

+ h̄3
(
j − 1

2

)(
j +

1

2

)(
j +

3

2

)
f

r3
yj,mj−1/2. (7.34)



58

Finalmente, com o uso de (7.27), podemos calcular 〈ψ|(~α.~̂p)3|ψ〉, o que fornece4

〈ψ|(~α.~̂p)3|ψ〉 = −h̄3
∫ (

F ∗
d3f

dr3
− f ∗d

3F

dr3

)
r2dr

−h̄3
(
j +

7

2

) ∫
F ∗
d2f

dr2
rdr − h̄3

(
j − 5

2

) ∫
f ∗
d2F

dr2
rdr

h̄3
(
j − 1

2

)(
j +

1

2

) ∫
F ∗

df

dr
dr − h̄3

(
j +

1

2

)(
j +

3

2

) ∫
f ∗
dF

dr
dr

+h̄3
(
j − 1

2

)(
j +

1

2

)(
j +

3

2

) ∫
(F ∗f + fF ∗)

dr

r
. (7.35)

De posse de toda a expressão acima, podemos calcular a energia do átomo de hidrogênio

em um cenário com comprimento mı́nimo para qualquer ńıvel. Para isso, devemos

escolher os valores adequados de j e de n′.

7.3.1 Estado Fundamental

Para o estado fundamental, temos j = 1/2 e n′ = 0. Então, a parte radial fica

F0(r) = a0x
γe−ax (7.36)

e

f0(r) = b0x
γe−ax, (7.37)

onde

γ = ε− 1, (7.38)

a =
(
mc

h̄

)√
1− ε2 (7.39)

e

b0 =

√
1− ε
1 + ε

a0. (7.40)

Pra encontrarmos a0 e, consequentemente b0, devemos impor a condição de norma-

lização 〈ψ0|ψ0〉 = 1, ou seja,

∫ ∞
0

b2a∗0a0e
−2arr2r+2dr +

∫ ∞
0

b2b∗0b0e
−2arr2r+2dr = 1 (7.41)

4Usamos o fato da ortonormalidade das funções yj,mj±1/2
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Equivalentemente,

b2
[
a∗0a0 +

1− ε
1 + ε

a∗0a0

] ∫ ∞
0

e−2arr2r+2dr = 1. (7.42)

Sabendo que a função gama [39], Γ(s), pode ser representada por

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−xxsdx, (7.43)

podemos escrever a equação acima como

2b2

(1 + ε)
a∗0a0

∫ ∞
0

e−x
(
x

2a

)2γ+2 dx

2a
= 1, (7.44)

ou

2b2

(1 + ε)
a∗0a0

(
1

2a

)2γ+3 ∫ ∞
0

e−xx2γ+2dx = 1, (7.45)

para obtermos

b2

22γ+2(1 + ε)
a−2−3a∗0a0Γ(2γ + 3) = 1. (7.46)

Resolvendo para a0, temos

a0 =
(2a)γ+1

b

√√√√ a(1 + ε)

Γ(2γ + 3)
. (7.47)

Explicitando a e b na equação acima, obtemos

a0 =
(
mc

h̄

)3/2

(2
√

1− ε2)γ+1

√√√√(1 + ε)
√

1− ε2
Γ(2γ + 3)

. (7.48)

Fazendo j = 1/2 em (7.37), teremos para o estado fundamental

〈ψ0|(~α.~̂p)3|ψ0〉 = −h̄3
∫ (

F ∗
d3f

dr3
− f ∗d

3F

dr3

)
r2dr

−4h̄3
∫
F ∗
d2f

dr2
rdr + 2h̄3

∫
f ∗
d2F

dr2
rdr

−2h̄3
∫
f ∗
dF

dr
rdr. (7.49)

Para calcularmos as integrais acima, devemos efetuar o cálculo das derivadas que apa-

recem nos integrandos. Calculando as derivadas e efetuando as integrais acima iremos

obter

〈ψ0|(~α.~̂p)3|ψ0〉 = m3c3 (1− ε2)2

ε(2ε− 1)
. (7.50)
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Substituindo essa expressão em (7.25), obtemos

EML
0 = mc2ε+ βm3c4 (1− ε2)2

ε(2ε− 1)
. (7.51)

Podemos expandir a expressão acima em termos da constante de estrutura fina α, dado

que ε =
√

1− α2. Desejando considerar até termos da ordem α4, temos

EML
0 = mc2

√
1− α2 + βm3c4(1− α2)−1/2[2(1− α2)− 1]−1α4. (7.52)

Usando ε ≈ 1− α2

2
na expressão acima, obtemos

EML
0 ≈ mc2 − α2

2
mc2 + βm3c4

(
1 + 2α2 +

α2

2
+ α4

)
α4, (7.53)

ou

EML
0 ≈ mc2 − α2

2
mc2 + βm3c4α4. (7.54)

Subtraindo a energia de repouso mc2, obtemos

∆EML
0 ≈ −α

2

2
mc2 + βm3c4α4. (7.55)

O resultado acima mostra que a correção na energia do estado fundamental devido à

presença de um comprimento mı́nimo, em termos da constante de estrutura fina, é da

mesma ordem que o resultado obtido por Brau.

7.4 Estimando o Comprimento Mı́nimo

Podemos fazer uma estimativa para o comprimento mı́nimo comparando o nosso mo-

delo teórico com resultados de medições experimentais. Até onde sabemos, a melhor

prescisão na medição de energia entre os ńıveis 1S e 2S foi obtido por Parthey [?]. Ele

obteve uma precisão de 4, 2× 10−14eV , isto é, 4 partes em 1015. O cálculo da energia

para o ńıvel 2S é um trabalho bem maior. No entanto, grosseiramente falando, não pre-

cisamos saber exatamente a energia do estado 2S, uma vez que a contribuição de mais

baixa ordem para correção advinda do comprimento mı́nimo para a energia do estado
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2S deve ser da ordem de α4, pois os estados ordinários 1S e 2S tem a mesma simetria.

Portanto, a diferença de energia entre os estados 1S e 2S deve conduzir a um resul-

tado da ordem de α4, visto que os ńıveis 1S e 2S diferem apenas no número quântico n.

Uma vez que com a máxima precisão posśıvel não percebemos o efeito do termo advindo

do comprimento mı́nimo, temos

βm3c4α4 ≤ 4, 2× 10−14eV. (7.56)

Em termos da unidade eV , c = 1, h̄ = 1, a inequação acima conduz à

∆XML
i ≤ 10−17m. (7.57)

Esse resultado é identico ao obtido por Brau.

7.5 Considerações Finais

Nesse caṕıtulo calculamos a energia de estado fundamental de estrutura fina para o

átomo de hidrogênio em um cenário com comprimento mı́nimo. Introduzimos o com-

primento mı́nimo na teoria através da álgebra de Heisenberg modificada apresentada

anteriormente, para o caso especial em que β′ = 2β. Para evitar o problema de

substituir X̂i por derivadas de P̂i no potencial coulombiano (função de 1
r
), usamos a

representação da posição. Com a intenção de manter a equação de Dirac simétrica,

assumimos que o operador de energia assume a mesma forma que P̂i. Com a introdução

do potencial coulombiano no novo operador de energia de Dirac, calculamos a mudança

na energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio via teoria de perturbação.

Pela comparação dos resultados obtidos teoricamente com os resultados experimentais,

estimamos um valor máximo para o comprimento mı́nimo como sendo da ordem de

10−17m.



Caṕıtulo 8

Conclusão
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8.1 Introdução

As teorias f́ısicas ordinárias consideram que a resolução utilizada para se localizar

part́ıculas no espaço-tempo pode ser tão grande quanto queiramos. Nesse contexto, ao

fazermos a medida da localização de uma part́ıcula elementar qualquer no espaço com

um aumento indefinido da resolução, vamos encarceirando a part́ıcula cada vez mais a

um ponto do espaço. No entanto, como vimos nos caṕıtulos anteriores deste trabalho,

temos motivações para crermos em um limite máximo para a resolução, ou um compri-

mento mı́nimo. Os trabalhos referentes ao assunto colocam a gravitação como um dos

motivos para a existência do comprimento mı́nimo. O que é interessante é ressaltarmos

o fato de que a própria gravitação (contemplada, obviamente, pela relatividade geral)

fornece possivelmente uma solução para um dos problemas de sua quantização. Como

mencionamos nesse trabalho, um dos problemas da gravitação quântica é o fato de que

a teoria não é renormalizável, mas a própria gravitação, sugerindo um comprimento

mı́nimo, gera um ”cut-off”natural, tornando a teoria renormalizavel. Como dissemos,

a teoria de cordas e espaços com geometria não comutativa são outros exemplos de

motivações para a existência do comprimento mı́nimo.

Um outro ponto mencionado no trabalho é a análise das consequências da existência do

comprimento mı́nimo nas teorias f́ısicas. Um exemplo bem t́ıpico, que não é analisado

nesse trabalho, mas que comentamos a respeito, está na teoria quântica de campos. A

aplicação da ideia do comprimento mı́nimo na teoria quântica de campos fornece uma

consequência marcante o bastante para crermos ainda mais na ideia do comprimento

mı́nimo. A teoria quântica de campos ordinária é divergente. Sua divergência é sanada

através da introdução da ideia que os parâmetros que inicialmente são introduzidos na

teoria não representam as verdadeiras grandezas f́ısicas observadas, sendo necessário

uma renormalização de forma a ajustá-los às verdadeiras grandezas f́ısicas (o que cons-

titui a teoria da renormalização). Entretanto essas ideias não aparecem naturalmente
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na construção da teoria, mas são elementos adicionados paralelamente. Isso é algo que

parece ser um tanto estranho. A teoria quântica com comprimento mı́nimo já aparece

com um ”cut-off”natural.

Muitos trabalhos, como mencionamos anteriormente, analisam algum tipo de situação

f́ısica em um cenário com comprimento mı́nimo e faz comparações com os resultados

experimentais. Estas comparações resultam em uma estimativa para o comprimento

mı́nimo, caso exista, pode ter. Dentro deste contexto, podemos citar o caso bem in-

teressante de um trabalho que trata de uma teoria de um campo espinorial em um

cenário com comprimento mı́nimo, o do Quesne. Nesse trabalho, é verificado que o

comprimento mı́nimo deve estar em um intervalo entre 10−17m e 10−15m.

O ponto principal deste trabalho foi o cálculo, em uma abordagem relativ́ıstica, da

energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio em um cenário com compri-

mento mı́nimo. O comprimento mı́nimo foi introduzido na teoria através da genera-

lização da álgebra de Heisenberg feita por Kempf (no caso β′ = 2β). Para evitarmos

o problemas de escrevermos o operador das componentes das coordenadas, X̂i, em

termos de derivadas de pi no potencial Coulombiano (proporcional a 1
r
), usamos a

representação da ”posição”. Com a introdução do potencial Coulombiano no novo

operador de energia de Dirac (obtido através da substituição de p̂i por P̂i no hamilto-

niano ordinário de Dirac), encontramos uma expressão para a mudança na energia no

átomo de hidrogênio via teoria de perturbação, uma vez que assumimos que a massa

do elétron é muito menor que a escala de massa do comprimento mı́nimo. Calculamos

explicitamente a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio e vimos que

o resultado obtido é da ordem de α4. Comparando o nosso modelo teórico com a ex-

periência, estimamos grosseiramente que o valor máximo para o comprimento mı́nimo

é da ordem de 10−17m, que é exatamente, como esperavamos, igual ao obtido por Brau.
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No segundo caṕıtulo deste trabalho, foi analisada a ideia geral sobre teorias com com-

primento mı́nimo e como que o comprimento mı́nimo pode ser introduzido nelas. Vimos

que podemos fazer isso modificando a relação de incerteza de Heisenberg, modificando

a relatividade restrita e a relação de dispersão. A modificação da relação de incerteza

fica dada em termos de um parâmetro β , que no limite β −→ 0 recupera a relação de

incderteza ordinária. Acredita-se que β deve ser pequeno, visto que seus efeitos não

foram notados em medições experimentais feitas com aparatos técnicos atuais. Um ou-

tro ponto focado naquele caṕıtulo é o de que as três diferentes formas de introduzirmos

o comprimento mı́nimo são equivalentes.

No terceiro caṕıtulo, tratamos pormenorizadamente da introdução do comprimento

mı́nimo pela modificação da relação de incerteza de Heisenberg. A modificação é feita

de modo tal que a incerteza na medição da posição possui um valor mı́nimo. Em ou-

tras palavras, vimos que não podemos mais localizar a part́ıcula com uma resolução tão

grande quanto queiramos. desse modo, fica imposśıvel escrever um estado quântico em

uma base de auto-vetores do operador posição. No entanto, foi mostrado que os estados

quânticos podem ser escritos em uma base de auto-vetores do operador momento. E

mais, no lugar dos auto-estados de posição, temos os estados de máxima localização e,

correspondentemente, as funções de onda de quase posição. Mostramos também que os

operadores de posição e de momento podem ser escritos como operadores que atuam

nas funções de onda de momento, ou nas funções de onda de quase posição. Fizemos

isso, inicialmengte, para uma dimensão. Posteriormente, generalizamos para mais de

uma dimensão.

No quarto caṕıtulo, dissemos que o comprimento mı́nimo, da ordem da escala de Planck,

pode advir de uma teoria com dimensões extras (que também vem da teoria de cordas).

Mencionamos também que a escala de Planck sofre uma diminuição em seu valor neste

modelo e a massa de Planck sofre um aumento (da ordem de 1Tev). Simbolizamos a
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escala de Planck po Lf e a massa de planck por Mf . Em seguida, escrevemos uma

relação entre vetor de onda-momento linear e outra entre frequência angular-energia de

forma a induzir um comprimento mı́nimo. Destas relações, deduzimos como o gerador

de translações espaciais está relacionado com o operador de momento e como o gerador

de translações temporais está relacionado com o operador de energia. Fizemos isso no

regime de baixa energia p << Mf e para o regime de altas energias p >> Mf .

No quinto caṕıtulo, mostramos que a extensão relativ́ıstica da equação de Schroedin-

ger leva na chamada equação de Klein-Gordon. Mostramos também que essa equação

possui problemas de interpretação e até que esses problemas fossem sanados , Dirac fez

uma proposta alternativa, que culminou na equação de Dirac. Mostramos a forma da

solução em ondas planas e, em seguida, fizemos algumas abordagens acerca da necessi-

dade desta equação ser invariante sob transformações de Lorentz. Por fim, escrevemos

a equação de Dirac na forma de equação de auto-valores, que nos permitiu identificar

o hamiltoniano de uma part́ıcula livre relativ́ıstica.

No sexto caṕıtulo, estudamos a equação de Dirac ordinária com a introdução de um po-

tencial central, ou seja, estudamos a equação que rege o comportamento de um elétron

quântico-relativ́ıstico submetido a um potencial elétrico central. Fizemos isso, através

do estudo da equação de Dirac no formato de uma equação de auto-valores.

No sétimo caṕıtulo, estudamos a equação de Dirac com potencial central em um cenário

com comprimento mı́nimo. Com a representação utilizada no sexto caṕıtulo, a equação

de auto-valores fica modificada pela introdução de um termo proporcional à 1
r
. Utili-

zamos o método perturbativo para resolver a equação de auto-valores resultante. Ob-

tivemos a energia do estado fundamental nesse cenário e estimamos um valor máximo

para o comprimento mı́nimo.
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