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Resumo

Foi mostrado por Bonzon e Livine que a gravitacao em 2+1 dimensoes com constante
cosmoldgica contém uma ambiguidade que depende de um parametro v do tipo
Barbero—Immirzi, similiar ao que se tem na gravitacdo em 4D. Baseados neste fato
mostramos que, no caso A > 0, a teoria Lorentziana pode ser parcialmente reduzida,
através de uma fixacao de calibre apropriada, a uma teoria de Chern—Simons com
grupo de calibre SU(2). Apéds revisar uma estrategia de quantizagao da teoria de
Chern—Simons ja conhecida no contexto da quantizacao de lagos para o caso de um
espago com a topologia de um cilindro, adatamos as ferramentas deste esquema
para nosso modelo. Finalmente construimos um observavel quantico que, embora
tenha um espectro nao trivial no nivel quantico, corresponde a uma quantidade que
classicamente ¢ nula.



Abstract

It was shown by Bonzom and Livine that 241 gravity with cosmological constant
contains an ambiguity that depends on a Barbero—Immirzi-like parameter v known
from 4D gravity. Based on this fact, we showed that, for the A > 0 case, the
Lorentzian theory can be partially reduced, thanks to a suitable gauge fixing, to a
Chern—Simons theory with compact gauge group SU(2). Then we revised already
known loop quantization of Chern—Simons theory for the case of a space with the
topology of a cylinder. Finally we construct a quantum observable which, despite
having a not trivial spectrum at the quantum level, it corresponds to a classical
quantity identically null.



Breve paragrafo sobre as convencoes e notacoes

Ao longo deste trabalho consideramos a variedade diferencial Mp sendo o espago-
tempo de dimensao dim(Mp) = D. Em particular, sdo considerados modelos de
dimensao D = 3 e D = 4. Numa carta local as coordenadas do espago-tempo sao
escritas x* onde os indices tensoriais tipo espaco-tempo sao representados por letras
gregas: [, V, etc, assumindo os valores 0,1,2,...D — 1. Optamos por escrever o
indice 0 como t para evitar confusao com o indice 0 no caso dos indices de grupo
(veja mais adiante). Para a andlise candnica é assumido que Mp tém a topologia
Yp_1 xR, onde ¥p_; é a variedade puramente de dimensdo dim(Xp_ 1) =D —1, e
R sendo o tempo. Numa carta local as coordenadas do espago sao escritas como z*
onde os indices tensoriais sao denotados por letras latinas do inicio do alfabeto: a, b,
etc assumindo os valores 1,2,..., D — 1. Dependendo do caso, as vezes os indices
espaciais sao escritos como subindices x,y, etc. O tensor totalmente antissimétrico
de Levi-Civita e#1#2#p ¢ definido por €% = 1, e o tensor completamente antis-
simétrico espacial como g!@192-@p-1 = ¢@a2--ap-1 gpde é claro que £'>~(P~D = 1.

No contexto das teoria de calibre temos as seguintes defini¢des. G representa um
grupo de Lie de dimensao dim(G) = d que pode ser compacto ou nao. A algebra de
Lie associada ao grupo G é Lie(G) = g, também de dimensao d. Uma base nesta
algebra ¢ denotada por 7; onde I, J, etc sao indices de grupo ou “internos” assumem
os valores 1,2,...d. Neste trabalho frequentemente consideramos grupos do tipo
SO(D'), SO(D' — 1,1) ou SO(D’ — 2,2), que tém a dimensdo d = :D'(D' —1). Os
indices de grupo serdao chamados “indices de Lorentz”, e s6 neste caso, os geradores

de grupo sao escritos como My, onde I, J,... assumem os valores 0,1,2,...,D’.
Um outro grupo utilizado de forma recurrente é SU(2), os geradores neste caso
serao denotados por 7;, onde os indices 7, 7, ... assumem os valores 1,2,3. No ini-

cio de cada se¢ao sera explicitado o grupo de calibre em consideracao para evitar
qualquer confusao. Especializando o caso SO(3, 1), defini-se o tensor completamente
antissimétrico no espaco interno como €y, onde €y03 = 1. Repare que estamos
utilizando um simbolo diferente do que era o tensor £**?? no espago-tempo, isso
para evitar qualquer tipo de confusao entre estes tensores. O tensor completamente
antissimétrico restringido ao setor “espacial” do grupo SO(3,1), é definido como
€0ijk = €ijk, onde €123 = 1.

O leitor pode consultar a seguinte tabela que é um resumo de algumas das nossas
convengoes.



Simbolo
MD, dlm(MD) =D
ED—I, dim(ED_l) =D-1

vy ... =t1,....(D—1)
a,b,...=1,....D—1
chvpo €t123 =1 6mbc :gabc
G, Lie(G) =g

TI

I,J,...=0,1,...,D

€1JKL, €123 = 1, €0ijk = €ijk

t,7,...=1,2,3
vl — %(t’“’ — V)

ST = 1510 — g7Ty
A= AZLTIdx“
F = %Fiyﬁdx“dx”
A = Alrida®

F = %FaIbT[dm“dmb

Significado

Variedade do espacgo-tempo D—dimensional.
Variedade do espago (D — 1)-dimensional.

Indices tensoriais de espago-tempo

(t corresponde ao indice temporal).

Indices tensoriais de espaco.

Tensor completamente antissimétrico de Levi—Civita.
Grupo de Lie e sua correspondente algebra de Lie.
Geradores do algebra de Lie g .

Indices da dlgebra do grupo SO(d,1) ou SO(2,d-1)
(indices de Lorentz).

Tensor completamente antissimétrico de Levi-Civita.
no espago interno.

Indices da dlgebra do grupo SU(2) ou SO(3).
Antissimetrizagao nos indices de espago-tempo e

nos indices de grupo.

Conexao espago—temporal.

Curvatura espago—temporal de A.

Conexao espacial.

Curvatura espacial de A.



1 Introducao

“If there is a problem you can’t solve, then
there is an easier problem you can solve:
find it.”

George Polya, How to Solve It: A New
Aspect of Mathematical Method.

A imagem parcial atual que temos da fisica, pode muito bem ser comparada de
forma alegérica com um quebra cabecgas, s6 que neste nao temos de antemao as
pecas, mas temos que busca-las nos fenémenos naturais, para logo junta-las. E uma
tarefa dificil, mas gracas a estreita colaboracao entre tedricos e experimentais, é que
na atualidade temos completado grandes por¢oes desse quebra cabecgas. S6 para dar
um exemplo, recentemente foi divulgada a noticia da possivel descoberta de uma
das pegas emblematicas do modelo padrao, como é o Boson de Higgs.

Como resultado deste trabalho em equipe, temos na atualidade uma imagem
parcial respeitavel da fisica. Por uma parte se distingue claramente um grupo grande
de pecas que conformam a relatividade geral, edificada sobre os fundamentos da
mecanica classica. De outro lado estao as pegas que constituem a mecanica quantica
e sobre a qual se edificam a teoria quantica de campos e o modelo padrao da fisica de
particulas. Temos assim, dois aspectos da natureza opostos e ao mesmo tempo que
se completam: o macroscopico e o microscopico. No meio destas duas teorias existe
um vazio de pecas aguardando por ser preenchido, e sinala que ha uma teoria com
um quadro conceitual suficientemente geral para explicar a aparente bi-polaridade
da natureza.

Formalmente o problema é formulado como a procura de uma teoria fisica que
combine adequadamente os principios da relatividade general com aqueles da me-
canica quantica. Esta teoria recebe o nome de “teoria quintica da gravitacio”. E
de se esperar que as singularidades e divergéncias presentes nas teorias da relativi-
dade geral e na teoria quantica de campos, devam ser regularizadas no contexto
da gravitagao quantica, além de fornecer uma descricao satisfatéria da estrutura
microscopica do espago-tempo, a escalas de Planck, que se acredita representar a
escala de energia ou comprimento na qual os efeitos quanticos da gravitagdao sao
relevantes.

Infelizmente desta vez nao é possivel apelar a exitosa dupla teoria-experimento,
pois as pecas do quebra cabecgas nesta vez estao 15 ordens de grandeza acima da
energia permitida pela tecnologia. Assim, do ponto de vista experimental, o prob-



lema da quantizacdo da gravitacao pertence a uma época futural. A fisica teérica,
por enquanto, esta sozinha neste problema.

Existem varias propostas tedricas para atacar o problema, algumas delas radicais,
outras complementérias e outras antagonicas (um resumo cronoldgico de algumas
destas teorias é apresentado em [4], também pode-se consultar [3] que contém uma
colegao variada de diferentes abordagens no problema da gravitacao quintica). Em
particular, duas teorias destacam-se por seu grande avanco e interesse por parte da
comunidade cientifica. A primeira parte sao as teorias de (super-)cordas, a teoria-M
[5, 3], com uma proposta revoluciondria, baseada no principio unificador, que intro-
duz novas simetrias, dimensoes extras e principios holograficos. No estado atual, a
teoria de cordas é formulada perturbativamente sem contemplar a natureza dinamica
do espago-tempo, porem, existem indicativos, gracas & dualidade AdS/CFT [3], que
apontam a uma formulagdo ndo perturbativa. Do outro lado, estdo as teorias nao
perturbativas da gravitagdo quantica, das quais destacam-se a gravitagao quantica
de lagos (LQG ) [6, 7] na formulagdo candnica, e as espumas de spin (spin foams)
[8, 9], na formulagao covariante. A proposta destas teorias é modesta, quando com-
parada com a teoria de cordas, a ideia basica é incorporar os principios basicos da
mecanica quantica, respeitando o principio fundamental da relatividade geral como
uma teoria geométrica do espaco-tempo. Espera se entao o surgimento de uma sorte
de geometria ou “espuma quantica” (quantum foam)[10] a escalas de Planck. Nesta
tese, nos inclinamos pela proposta da LQG.

Entre os resultados importantes da LQG, estd a construgao rigorosa do espaco
de Hilbert dos estados invariantes de calibre e de difeomorfismos espaciais [11]. No
nivel cinemético é possivel construir operadores de geometria (comprimento, area,
volume, etc) [12, 13, 14, 15] com espectros discretos, fornecendo-nos assim uma
primeira intuicdo sobre a natureza da espuma quantica. Os principios da LQG
aplicados na cosmologia, aparentemente regularizam a singularidade do Big Bang,
substituindo-o por um “Big Bounce” [16, 17]. Porém, a LQG esta longe de ser uma
teoria completa. Todavia nao existe uma descricao satisfatéria da dinamica desse
sistema, e existe ainda o problema de recobrar o limite semiclassico da teoria. Nesses
casos, resulta de grande ajuda recorrer a exemplos mais simples que capturam as
principais caracteristicas da teoria original. A gravitacdo em 3D é um exemplo
destas teorias.

Em principio a gravitagdo em 3D [18] poderia parecer um exemplo simples de mais
pelo fato que neste modelo nao ha suficiente “espaco” para sustentar a propagacao
de ondas gravitacionais®. Isto nao significa que a gravitacdo em 3D seja trivial.
E simples, mais ndo simples de mais. Casos mais interessantes surgem quando
particulas pontuais sdo acopladas na teoria, dando lugar a singularidades conicas [19,

ITal vez num futuro préximo. Existem propostas corajosas que sugerem ser possivel detectar
sinais indiretamente dos efeitos quanticos da gravitagdo. Pode consultar, por exemplo, [1, 2], e
também as contribuigdes em [3], para uma revisao dos avangos da fenomenologia na gravitagao
quéntica

2Este é o exemplo de uma teoria do espaco-tempo que nio contém gravitacdo, ilustrando assim
0 conceito que o espago-tempo é o ente fundamental e a gravitagdo uma consequéncia.



20, 21]. Também é possivel adicionar termos que geram massa topoldgica [22, 23],
até mesmo é possivel ter solugoes de buracos negros [24, 25]. Assim, a gravitagdo em
3D representa um bom “laboratério” para por em pratica as técnicas de quantizagao
da LQG, formulados em 4D.

Talvez um dos resultados mais profundos da gravitacao em 3D seja sua relacao
com as teorias topoldgicas de Chern—Simons. O primeiro passo nesta direcao foi
dado por Achucarro e Townsend [26], mas foi s6 depois do elaborado trabalho de
Witten [27], que a analogia foi evidente. Na atualidade, quase que é parte do senso
comum dizer que a gravitacdo 3-dimensional e a teoria de calibre de Chern—Simons
sdo equivalentes, até mesmo derivadas totais (termos na borda), onde a simetria de
calibre subjacente é o grupo de Poincaré. Contudo, a diferenca entre as duas teorias é
que no caso da gravitacao em 3D, a triade é restringida a ser inversivel, enquanto que
tal restricdo nao se aplica a teoria de Chern—Simons. Assim, pode-se interpretar a
teoria de Chern—Simons como uma extensao da gravitacao em 3D, incluindo métricas
singulares ou, alternativamente, pode-se considerar a gravitacao em 3D como uma
versao restringida da teoria de Chern—Simons [27]. (Porém, existem ainda questoes
nao triviais referentes ao papel da invertibilidade da triade [28]).

Uma estrutura mais rica surge quando o grupo de simetria local de Poincaré é
deformado ao grupo (anti)-de Sitter. Neste caso, além da forma quadratica padrao
que conduz a gravitagao em 3D, é possivel construir uma acao “exdtica”, equivalente
a primeira ao nivel das equagoes de campo. Esta particularidade da gravitagao,
quando formulada a partir da teoria de Chern—Simons, nao foi ignorada no trabalho
original de Witten. Isto conduz a uma analogia com a bem estabelecida propriedade
da LQG, conhecida como ambiguidade do pardmetro de Barbero-Immirzi [29, 30,
11, 31, 32]. Esta analogia foi estudada detalhadamente pelos autores de [33], e
representa a principal motivagao desta tese.

A introducao das variaveis de Ashtekar no formalismo canonico da gravitagao
em 4D [34, 35] foi um grande passo rumo a simplificagdo dos vinculos. A simplici-
dade foi alcancada gragas a introdugao de um espaco de fase complexo, mas que se
torna problematico no momento de impor as condigoes de realidade na teoria quan-
tica. Uma densidade de Lagrangiana auto-dual correspondente ao Hamiltoniano
de Ashtekar foi proposto independentemente por Samuel [36] e Jacobson e Smolin
[37]. Logo entdo Barbero apontou [29] a possibilidade de ter uma realizacao real
das varidveis canonicas, intimamente relacionadas com as varidveis de Ashtekar, s6
que o prego a pagar é a introdugdo de um pardmetro vy real/complexo, arbitrario,
conhecido como pardmetro de Barbero-Immirzi [30]. Além disso, a simplicidade dos
vinculos do Hamiltoniano de Ashtekar é destruida. Finalmente, Holst introduz [38] a
acao mais geral que resume todos os casos prévios, ela contém um termo topologico
(on-shell) acoplado pelo parametro 7. A teoria é interpretada como uma classe
de agoes da gravitagao em 4D, classicamente indistinguiveis, mas nao equivalentes
quanticamente. Embora as variaveis de Ashtekar se encaixem naturalmente no for-
malismo da gravitacdo em 3D, permanece até agora desconhecido se existe uma
correspondente conexao real do tipo Ashtekar—Barbero, definida sobre um grupo de
Lie compacto, isto é, o SU(2).



Com tudo isto, estamos na possibilidade de propor as seguintes questoes para se
resolver neste trabalho:

o E possivel a descricdo da gravitacdo Lorentziana em 3D, como una teoria de
calibre definida sobre uma grupo compacto?

« Se a resposta é afirmativa, é possivel quantizar este modelo usando as ferra-
mentas de la LQG?

» Existem observaveis fisicos na teoria?

Vamos tentar responder estas perguntas estudando o modelo que Bonzom e Livine,
proposto em [33], onde eles quantizam a gravitagido Riemanniana em 3D com cons-
tante cosmologica, baseados na presenca de duas agoes invariantes, portanto com
dois parametros independentes: a constante gravitacional e um parametro tipo
Barbero-Immirzi. Baseados neste modelo, pretendemos abordar as questoes acima
mencionadas, para o caso da gravitacdo Lorentziana com constante cosmologica A.
No caso da constante cosmologica ser positiva, onde a simetria local é descrita pelo
grupo SO(3,1), veremos que é possivel quantizar a teoria com a abordagem LQG,
gracas a uma fixacao de calibre parcial, que reduz o grupo de calibre ao grupo com-
pacto SO(3), para a qual uma quantizagao do tipo LQG foi desenvolvida em [39], no
caso de uma teoria de Chern—Simons, onde o espaco tem a topologia de um cilindro.
Também construimos um observavel fisico que tem certa analogia com o operador
de area na gravitacao em 4D, apesar deste primeiro nao possuir uma correspondente
quantidade geométrica classica.

No contexto da LQG, é bem sabido que a compacticidade do grupo de calibre
— ou entao, do grupo residual apds a fixagdo parcial de calibre — é crucial, pelo
menos até agora. Além da gravitagdo Riemanniana, o grupo compacto é obtido
para a gravitagdo Lorentziana em 4D, no caso do calibre temporal [11, 31, 32],
valido unicamente em quatro dimensoes. Um progresso significativo foi obtido pelos
autores de [40, 41, 42, 43], que conseguiram reduzir o grupo de calibre da gravitagao
Lorentziana D-dimensional ao grupo compacto SO(D-1) —mas a técnica funciona
unicamente para o formalismo Hamiltoniano. Nosso caso é diferente em trés as-
pectos: em trés dimensoes nao precisamos de seus vinculos de simplicidade (veja
o segundo artigo em [41]), respaldamo-nos firmemente na existéncia do pardmetro
tipo Barbero—Immirzi, introduzido por Bonzom e Livine, uma marca caracteristica
particular a essa dimensao, além disso, comegamos com um formalismo Lagrangiano
existente.

A tese esta dividida em duas partes, uma correspondendo a teoria classica e a
outra a quantizacao. Cada uma das partes estd composta de dois capitulos: um de
revisao (capitulo 2, capitulo 4) e outro apresentando os resultados da tese (capitulo 3,
capitulo5). O leitor familiarizado com essa drea de pesquisa é convidado a ler dire-
tamente os capitulo3 e capitulob e se referir aos capitulo2 e capitulo4 na medida
que seja requerido. O capitulo2, comega com uma apresentacao da gravitacao em
4D e em 3D, do ponto de vista das teorias de Yang—Mills (secao2.1). Logo apds, na
se¢ao 2.2, continuamos com uma exposicao breve sobre a teoria de Chern-Simons. As
ferramentas bésicas para escrever a gravitagao em 3D, com (ou sem) constante cos-
mologica, como uma teoria de calibre de Chern—Simons é apresentada na se¢ao 2.3,



onde a origem do pardmetro tipo Barbero-Immirzi é explicada. A se¢do2.3.3 é a
mais importante deste capitulo, pois contém a descricao do modelo de Bonzon e
Livine. No capitulo3 o argumento principal deste trabalho é exposto, onde con-
sideramos uma variante da analise canonica do modelo de Bonzom e Livine, para
depois propor uma fixagao de calibre (se¢ao3.3) que reduz o grupo de simetria da
teoria a um grupo compacto SU(2). Na segunda parte da tese, consideramos a quan-
tizacao da gravitagao em 3D com constante cosmologica. Uma revisao geral sobre os
métodos da LQG utilizados para construir o espago de Hilbert fisico, é apresentada
no capitulo4. Estes métodos sao aplicados, previa adaptacao, para o nosso modelo
(capitulo5), nesta se¢do também se apresenta a construcao de um observavel quan-
tico, onde é obtido seu correspondente espectro quantico. Finalmente estudamos
também o limite classico deste observavel. O ultimo capitulo é reservado para al-
guns comentarios sobre a reducao da simetria pela fixagao de calibre, a quantizacao
do modelo no espirito da LQG, as conclusoes da tese, assim como suas perspectivas.






2 Modelos de gravitacao e de teorias
topologicas

Apresentamos na secao 2.1 uma revisao geral das teorias de gravitacao desde a per-
spectiva das teorias de calibre como teorias vinculadas. Mostra-se a estreita relacao
que existe entre a gravitagdo e as teorias de calibre de Yang—Mills, primeiro com
argumentos heuristicos, e logo de forma rigorosa, pela deducao detalhada do for-
malismo canénico de Ashtekar—Barbero da gravitacdo em 4D. A conclusao principal
desta andlise é que o espaco de fases cinematico da gravitacao tem a mesma es-
trutura das teorias Yang-Mills, onde as coordenadas sao dadas pelos campos de
calibre e elétrico (relacionados com a conexao de spin e a triada espacial, respecti-
vamente), junto com um vinculo de Gauss responsavel por gerar as transformagoes
infinitesimais de calibre tipo Yang—Mills. Estes resultados sao validos também, apos
algumas modificagoes, no caso da gravitacdo em 3D. Na secao 2.2 se revisa alguns
aspectos gerais das teoria de calibre topologica de Chern—Simons. Em particular
estuda-se as invaridncias de calibre e de difeomorfismos, e a relagdo existente entre
estas simetrias. Depois estudam-se em detalhe o formalismo candnico da teoria de
Chern—Simons como um sistema vinculado. A se¢do 2.3 representa o nexo entre as
duas primeiras segoes, o formalismo da gravitacao em 3D com constante cosmoldgica
A é formulada como uma teoria de Chern—Simons onde o grupo de simetria local
é identificado com o grupo de (anti)-de Sitter. No caso A = 0 o grupo de calibre
é o grupo de Poincaré. Mostra-se também que a invariancia de calibre é suficiente
para descrever os difeomorfismos. Uma propriedade muito particular no modelo com
A # 0 é a possibilidade de se escrever duas formulagoes diferentes da gravitagao em
3D, uma correspondendo & teoria padrao da gravitagdo em 3D, sendo a segunda uma
versao “exotica”. Bonzom e Livine estudaram a quantizagdo do modelo Riemanni-
ano geral que contém a agao padrao e o termo exotico, este tultimo acoplado com um
pardmetro arbitrario v. Em particular estamos interessados na formulagao canonica
deste modelo que é desenvolvido em detalhe na ultima parte deste capitulo.

2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D
e 4D dimensoes

A teoria da gravitacdo com constante cosmolégica A formulada sob a variedade
3-dimensional M p é descrita pela acdo de Einstein—Hilbert mais um termo cos-
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

moldgico

1

5= 167G

/M P/ =g(R(g) — 210), (2.1)

onde det g, = g € o determinante da métrica do espago-tempo g,,,, R € o escalar de
Ricci definido a partir do tensor de Riemann R,,,, como

R=¢"R, = ¢" R

Nesta férmula R, é chamado tensor de curvatura de Ricci.
As equagoes de campo sao as equagoes de Euler—Lagrange obtidas a partir da
variagao de (2.1), e que se escrevem

1
G,uzz = R/u/ - §guuR + Aguu = 07 (22)

as quais sao covariantes sob o grupo de difeomorfismos do espago-tempo.

No caso D = 2 4+ 1 dimensoes existe uma “degenerescéncia”, pois os tensores de
Riemann e Ricci possuem a mesmo numero de componentes independentes. Em
consequéncia o tensor de Riemann depende linearmente do tensor de curvatura de
Ricci através da relacao

1
R;u/pa = gupRua - guoRVp - gupRua + gVO'R,up - §(g,upgl/a - guagup)R-

Portanto, de (2.2) se segue que as solugdes das equagdes de movimento do campo
gravitacional no caso A = 0 sdo aquelas de curvatura nula (solugoes planas) enquanto
que no caso A # 0 as solugbdes sao espacos de curvatura constante. Isto implica que
a gravitacao pura em 2+1 dimensoes nao tem graus de liberdade locais, pois a
geometria local é dada por uma das solu¢gbes mencionadas anteriormente. A nao
trivialidade da teoria surge quando acoplamos matéria (por exemplo, particulas
pontuais). No vacuo, graus de liberdade globais estao presentes quando o espago-
tempo possui uma topologia nao trivial.

2.1.1 Formalismo de primeira ordem

A gravitagdo como apresentada previamente é uma teoria de “segunda ordem” no
sentido que as equagoes de campo sao de segunda ordem. Existe uma formulagao
alternativa da gravitacdo, conhecida como formalismo de Palatini', que fornece
equagoes de campo de primeira ordem, por isso este formalismo também é referido
como o de “primeira ordem”. Vamos introduzi-lo aqui numa linguagem muito semel-
hante ao que se tem nas teorias de calibre, e que difere do formalismo métrico muito
comum na relatividade geral.

'Um fato histérico muito interessante é que o formalismo de primeira ordem “de Palatini” foi
descoberto na verdade por Einstein em 1925, 6 anos depois do trabalho de Palatini! Daqui que
alguns autores utilizam a denominagdo de formalismo de Einstein—Palatini. Uma referéncia
sobre esta discussdo se encontra em [44].
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

Em virtude do Principio de Equivaléncia, definimos localmente um referencial
inercial, denominado “de Lorentz”, em cada ponto P do espaco-tempo D-dimensional
Mp. O referencial local de Lorentz ¢ identificado como o espago tangente no ponto
P. Agora introduzimos os campos fundamentais eﬁ(x), que chamamos indistinta-
mente de wvielbein ou co-frame local, onde I, J,... = 0,1,..., D sao “indices inter-
nos”, também chamados indices de Lorentz, que servem para distinguir os diferentes
campos. A métrica do espago-tempo em vez de ser fundamental, é um objeto com-

posto:

9 (%) = €, (x)ey (z)mis, (2.3)

e para nés “campo gravitacional” significa os campos eﬁ(x), que definem a geome-

tria através de (2.3). Nesta definigdo n;; é a métrica no espago interno, utilizada
para subir e abaixar indices, definida como 7;; = diag(o,1,1,...,1), onde o = £1
representa um parametro que nos permite considerar simultaneamente o modelo
Riemanniano e Lorentziano, respectivamente. A relacdo entre os determinantes é
imediata:

det g = o(dete)?.

Devido a (2.3) costuma-se dizer que o vielbein é a raiz quadrada da métrica.

Repare que o g,,,, sendo um tensor simétrico, possui D(D+1)/2 graus de liberdade
enquanto os campos e, tém D?. Portanto temos D(D — 1)/2 graus de liberdade a
mais que requerem a introdugdo de simetrias internas na teoria. Isto fica claro se
notamos que a defini¢ao de g,, nao é univoca pois existe uma infinidade de triadas
relacionadas através de transformacoes locais de Lorentz da forma e/ = Af;(z)e!
que se dividem em D —1 boosts e (D—1)(D—2)/2 rotagoes espaciais, dando um total
de D(D — 1)/2 transformacoes, justamente igual ao niimero de graus de liberdade
adicionais. Assim, a simetria interna esta relacionada com a simetria local Lorentz,
isto é, com as simetria SO(D — 1,1). Na continuagdo é enunciado o conceito formal
da simetria local de Lorentz.

Seja entao o espago-tempo D-dimensional Mp introduzido anteriormente, no
qual definimos os campo 1-forma e’(z) = e/ (z)dz# e a 1-forma conexdo de spin
w!(z) = w! ,(x)dz* que carregam uma representagao do grupo de Lorentz, e que
se transformam como

e'(x) = el (x) = A j(2)e (2),

w J(ZL') — w’IJ(x) = (A_l)IKUJKLALJ + (A_l)IKdAKJ, (24)

onde A € SO(D — 1,1) sdo as transformagoes de Lorentz. A triada fornece assim
um mapa entre o fibrado do espaco tangente (M, T(M)) e o fibrado principal de
Lorentz denotado por (M,SO(D — 1,1)). Geometricamente isto significa que se
v*(x) é um vetor no espago tangente no ponto P, entao v“eﬁ ¢ um vetor no espago
(interno) de Minkowski. A conexao no fibrado toma valores na algebra so(D — 1, 1)

que é w!’.
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

A acao de Einstein—Palatini da gravitacao D+1 dimensional se escreve neste for-
malismo como?

= 1 I I Ip_ In 11 A17 T
S_]67T(D—2>!G/M611[2"'ID6 lef2 ... e!D 2<RD 1D(w)+geD 1e!D ’ (25)

onde €r,1,. 1, € o tensor de Levi-Civita completamente antissimétrico definido por
co.p=1,¢

RIJ — deJ _wIKwKJ.

¢ uma 2-forma que definimos como a curvatura de w. Note que nesta formulagao
temos dois campos fundamentais independentes, e e w!”, em contraste com a for-
mulacao de Einstein-Hilbert na qual s6 se tem o campo g,

As equagoes de Euler-Lagrange obtidas a partir da variagdo da acao (2.5) sao

T = de! —wlje’ =0, R = —/6\616‘].

A primeira equacdo nos diz que a torcdo ¢ nula, e por tanto w!” ¢ “compativel com

e!” quer dizer que essa equacao pode ser resolvida algebricamente para w em termos
de e:

wu“ _ e[laauei] _ 6[10‘3&6,{} _ e[lo‘e‘”ﬁef@ae;@, (2.6)

onde [IJ] significa antissimetrizacdo nos indices I e J. A segunda equagio é equiv-
alente as equagoes de Einstein desde que a primeira equacao seja satisfeita. Na
solugdo (2.6) introduz-se e} definido como a inversa do vielbein:
enely = o4, enel =6,

eles constituem uma base ortonormal no espago tangente em cada ponto do espago-
tempo: (er,ey) = guefe =nry, com (, ) o produto interno no espago-tempo. Em
D = 3,4 estes campos vetoriais sao referidos como campos triada ou tetrada, respec-
tivamente; sao basicamente os vetores duais ao co-frame, daqui que sao chamados
também de campos de frame. A relagao entre o frame e o co-frame é simplesmente

eﬁ = 77] d e7gy,- Vetores e 1-formas no espago tempo sao transformados em vetores e

1-formas de Lorentz através da regra v* = efv’, w, = elw;.

Por que o formalismo de primeira ordem? Do ponto de vista matematico o de-
bate se traduz na questao de escolha entre um espago afim ou um espaco métrico.
Como exemplo ilustrativo, uma propriedade dos espacos afins é o paralelismo, em-
bora nos espacos métricos temos a propriedade de ortogonalidade. Claramente dois
conceitos perpendiculares. Na gravitacdao, w é um objeto afim, pois é o responsavel
do transporte paralelo, e o vielbein e é um objeto métrico por ragoes obvias (a partir
dele se define a métrica). Entao impor, a priori, que um deles depende do outro
“é¢ uma forma de violéncia desnecessaria”®. Uma generalizacdo natural da gravi-

2No que segue evitamos escrever reiterativamente o produto wedge A. A natureza graduada das
n-formas é obtida através da regra de anticomutatividade dax*dx” = —dz¥dx* .

3Tomamos emprestada a citagio do J. Zanelli em [45] (pagina 9), que contém uma discussio
extensa sobre este tema.
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

tagdo ao nivel estrutural basico consiste em manter as estruturas afim e métrica
independentes, i.e. considerar w e e com os campos fundamentais da teoria.

Aparentemente o primeiro a considerar o formalismo de primeira ordem foi e
proprio A. Einstein?, demonstrando assim sua capacidade para quebrar ndao s6 com
os paradigmas de seus colegas, mas também com os seus proprios. Num esforco
por unificar o campo eletromagnético e gravitacional, o formalismo de primeira
ordem levou a Einstein a teoria conhecida como “Gravitacao Teleparalela”. A teoria
permaneceu obscura durante varias décadas mas agora atravessa por uma etapa
de renascimento (o leitor pode consultar [46] que contém referéncias aos trabalhos
originais).

Por outro lado, T" = 0, uma equacao de movimento no formalismo de primeira
ordem, garante a compatibilidade de w com o frame, resultado valido na gravitacao
classica pura. No setor quantico, os campos, obedecendo o principio de incerteza,
flutuam em torno das configuragoes classicas, i.e. of-shell. Por exemplo, os campos
podem ter configuragoes tais que T # 0 ou det e = 0, portanto w nao necessariamente
¢ uma conexao Riemanniana ou e nao precisa estar associado a uma métrica. No
formalismo de segunda ordem estas flutuacoes sao negligenciadas.

O formalismo de primeira ordem permite acoplar matéria fermidnica, uma vez que
contamos com a simetria local de Lorentz, fundamental na teoria de Dirac. Os graus
de liberdade fermionicos contribuem para a geracao de tor¢cao como consequéncia
do acoplamento minimo com a gravitacao. Assim, diferencas qualitativas entre o
formalismo de primeira ordem e de segunda ordem ja ocorrem a nivel classico, desde
que estejam em jogo graus de liberdade fermionicos. O leitor pode consultar [47]
para uma argumentagao detalhada deste ponto.

2.1.2 Formalismo canodnico da gravitacao

O objetivo deste paragrafo é enfatizar de forma intuitiva a estreita relacao entre a
gravitacao, as teorias de Yang—Mills e as teorias de campo topolédgicas. O ponto de
vista é o formalismo candnico de sistemas vinculados.

2.1.2.1 Sistemas vinculados

O primeiro passo na construgao do formalismo canonico classico é descrito no seguinte
esquema:

1. Comegamos com a formulagdo Lagrangiana do sistema fisico. Daqui calcu-
lamos os momentos candnicos definidos como p = 9L/dq.

2. Realizamos uma transformacao de Legendre que consiste em resolver as
velocidades em termos dos momentos candnicos, ¢ = ¢(p, q¢). Entao introduzi-
mos o Hamiltoniano do sistema fisico como H¢ = ¢p — L(q, q).

4Veja a nota de rodapé na pagina 12.
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3. O espago de fase é gerado pelo par canonicamente conjugado (g, p), onde pos-
tulamos os colchetes de Poisson {gq,p} = 1 que define a estrutura simpléctica
deste espaco.

4. A evolugao temporal ou dindmica ¢é determinada pelo Hamiltoniano através
dos comutadores fundamentais ¢ = {q, Hc}, p = {p, Hc}.

Esta prescrigdo nao é infalivel. Existem sistemas fisicos (por exemplo no caso de
sistemas descritos por Lagrangianas de primeira ordem linear nas velocidades) nos
quais o segundo passo falha nao sendo possivel resolver todas as velocidades em
termos dos momentos canonicos. No caso, é dito que a Lagrangiana é “singular”
ou bem que a dindamica é “vinculada”. Uma caracteristica essencial dos sistemas
vinculados, descoberta por Dirac [48], é que podem ser interpretados como teorias
de calibre, e vice-versa. De fato, a presenca de vinculos na teoria conduz a graus
de liberdade redundantes, portanto o nimero de solugoes fisicamente distinguiveis
¢ menor do que seriam se nao existissem os vinculos, uma caracteristica justamente
das teorias de calibre.
A prescrigao para lidar com teorias vinculadas tem o seguinte esquema [49]:

1. Momentos candnicos. Partindo da Lagrangiana calculamos os momentos
candnicos definidos como antes p = dL/dq.

2. Transformada de Legendre. Resolvemos as velocidades em termos dos mo-
mentos canonicos, mas isto nao é possivel para todas as velocidades. Definimos
entao os vinculos primarios como

p=p—0L/0j=~0,
onde o simbolo “a” se 1&é “fracamente nulo™. Adicionamos estes vinculos
na Lagrangiana original através de multiplicadores de Lagrange, A\. Entao o
Hamiltoniano do sistema é definido como

3. Espaco de fase. E definido pelo par conjugado (¢, p), junto com os colchetes
de Poisson {q,p} = 1 que define a estrutura simpléctica deste espago. O
espaco de fase contem todos os possiveis estados da teoria sem tomar conta da
dindmica vinculada, e por isso sera denominado de “cinemaético”. A dindmica
determina orbitas no espaco de fase cinematico.

5A igualdade “fraca”, denotada por “~”, é ttil por duas razdes. A primeira é que nos permite
distinguir, por exemplo, um vinculo de uma equagdo de movimento. A segunda razido é que
estas igualdades fracas definem hipersuperficies, C, no espago de fase (ndo vinculado) original
sobre as quais elas se comportam como simples identidades, mas pode acontecer que fora destas
elas sao diferentes de zero.
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

4. Analise de estabilidade dos vinculos primarios. Os vinculos, que re-
stringem a gama de condigoes inicias nos pontos do espaco de fase, devem
acompanhar a evolucao do sistema,

6 =1{¢,H} ~0.
Da condigao de estabilidade pode acontecer que 1) surjam “vinculos secun-
dérios” (aqueles que precedem aos primérios), que devem ser adicionados ao
Hamiltoniano original, ou/e 2) podem surgir condigbes que fixam alguns dos
multiplicadores de Lagrange. No caso em que surgem novos vinculos repete-se
0 processo até nao se ter novos vinculos.

5. Vinculos de primeira classe e vinculos de segunda classe. (Nao con-
fundir estes tltimos com os vinculos secundéarios!). O critério de catalogacao
¢é o seguinte: Um vinculo, ¢, é de “primeira classe” se o colchete de Poisson
com todos os vinculos é nulo ou proporcional a outros vinculos, (eles devem ser
fracamente nulos) mas nao sé isso, também é preciso que o colchete de Poisson
com o Hamiltoniano seja fracamente nulo. Dado que a estabilidade dos vin-
culos foi levada até o final, esta ultima condicao se satisfaz automaticamente.
Caso contrario algum colchete de Poisson com os vinculos nao é fracamente
nulo, o vinculo é de “segunda classe”, que denotamos por y.

6. Colchetes de Dirac. A ideia ¢é fazer que os vinculos de segunda classe, em
principio fracamente nulos, sejam fortemente nulos. Para levar a cabo isto
definimos o colchete de Dirac

{f.9}p = {19} = {/,x3C H{x. g}, (2.7)
onde C'~! é a inversa da matriz C' dos vinculos de segunda classe que ¢ definida
como

Cij = {xixg}-

Segundo esta definicdo, o colchete de Dirac entre uma fungao arbitraria no
espago de fase e os vinculos de segunda classe é nulo (ou fracamente) nulo por
construcao. Portanto, podemos escrever os vinculos de segunda classe como
igualdades fortes, x = 0, e de ser possivel elas devem ser resolvidas, de modo
que uma parte das variaveis candnicas se escrevam em termos das outras. O
resultado é um espaco de fase reduzido, onde a estrutura simpléctica que a
redugao induz é justamente dada pelos colchetes de Dirac.

7. Dinamica. A evolucao temporal é determinada pelo Hamiltoniano que apds
a reducao s6 contém vinculos de primeira classe. A presenca dos vinculos de
primeira classe se traduz numa redundancia nos graus de liberdade. Temos
assim uma teoria de calibre onde a evolucgao do sistema e dividida em dinamica
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“verdadeira”, determinada por um Hamiltoniano nao nulo H¢, e dinamica de
puro calibre, determinada pelos vinculos:

f:{faH}:{vaC+G}:{f7HC}+5Gf7

onde d¢ f = {f, G} sdo as transformagoes infinitesimais de calibre de f geradas
pelo vinculo de primeira classe G.

Optamos por desenvolver em detalhe este esquema com um exemplo particular,
como ¢ o caso das teorias de Yang—Mills. Esta teoria presenta, como veremos no que
segue, unicamente vinculos de primeira classe. A andlise dos sistema com vinculos
de segunda classe é adiada até a introducao da teoria de Chern—Simons na se¢ao 2.2

2.1.2.2 O caso de Yang—Mills

A teoria de Yang-Mills é considerada paradigmatica no conjunto das teorias de
calibre. Os elementos necessarios para construir uma teoria deste tipo sdo uma
variedade diferencial D-dimensional M p que representa o espaco-tempo®, com grupo
de simetria local GG e sua correspondente algebra de Lie g. G é assumido como semi—
simples, mas nao necessariamente compacto. A algebra de Lie se assume equipada
com uma forma quadratica nao degenerada dada pela forma de Killing, que se
escreve kry = Tr(rr7y). O campo fundamental da teoria é a 1-forma campo de
calibre ou conexao (potencial de Yang—Mills), A = AﬁT[dI“, que toma valores na
algebra de Lie do grupo; os 77 sao uma base nesta algebra, satisfazendo as relagoes
de comutagao

[TIaTJ] = fIJKTK- (2-8)

A curvatura de A, conhecida também como tensor de curvatura de Yang—Mills, é a
2-forma definida como”

1 1
F=dA+ 5[A, Al = iFgmdx#dx”. (2.9)
A conexao e a curvatura se transformam sob as transformacoes de calibre como

A(x) = A(z) = g~ (z)A(z)g(2x) + g~ (z)dg(z),
F(z) — F(x) = g ' (x)F(x)g(x).

6Consideramos neste pardgrafo o espaco-tempo de Minkowski, com métrica Juv = Nu =
diag(—1,1,...,1).
"Deve-se ter em mente todas as possiveis notacdes dos campos. Por exemplo podemos ter: F =

%F,fl,ndm"’dx” uma 2-forma e uma matriz, F,, = Flf,ﬂ'[ as componentes de um tensor de

segundo ordem e uma matriz, F! = %Fiydx“dx” uma 2-forma e um vetor na algebra, por

altimo F ,fl, um tensor de segunda ordem e um vetor na dlgebra.
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Com frequéncia é vantajoso considerar a versao infinitesimal das transformagoes de
calibre. Seja g = e* um elemento do grupo, com A = A7; um pardmetro infinitesimal
que asssume valores na algebra. As transformacoes infinitesimais dos campos sao

§A =Dan= (O, + fl i AN rpdat,
§F = [F,\] = ;( Sk F NS ) rdatda.

Repare que estamos definindo a derivada covariante
Di=d+[A ] ou Dj, =60+ f kAL

Com todos estes elementos, escrevemos a acao da teoria de Yang—Mills:

1 1
Sym = —~ / dPz Tr(F,, F") = —= / dPx ks F, F7*.
4 MD 4 MD

A invariancia de calibre desta acao se deduz facilmente das transformagoes de F
e a propriedade ciclica do trago. As equagOes de campo sao a generalizacdo nao
Abeliana das equagoes de Maxwell:

D,F* =0,  e"D,F,, =0.

A segunda equacao é a identidade de Bianchi, que é uma consequéncia de d? = 0.

O formalismo canoénico da teoria de YM comeca com a identificagdo de uma co-
ordenada tipo tempo. No espaco-tempo de Minkowski escolhemos simplesmente a
coordenada t. Todos os campos envolvidos na agao devem-se separar em compo-
nentes espacias e temporais. Isto sendo feito da seguinte forma:

Te(F,, F*™) = Tr(2F, F' + F, F™),

onde z° = ¢ é indice temporal, e a,b,... =1,2,..., D —1 os indices espaciais. Sendo
que Ft = p'n®F, = —F,,, e definindo os campos “elétrico” e “magnético” nao
Abelianos

N —

E,=F,= A, — 0,4, B, Eape O, (onde A, = 01 A,)

temos que a agao se escreve
1
Sym == / dt / P aky 0 (ELE] — BIBY),
2Jr Jepo
1 . .
_ ! / it / 4P~V (AL - 9,41)(A] — 0,4]) — BIBY).
2Jr  Jeoo

Calculamos agora os momentos canonicos a partir do termo cinético:

Pt =k 6"El =EY,  Pl=0.
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Da primeira destas equagoes é facil resolver as velocidades Aé em termos de P}, o
resultado ¢ AL = E! 4 9,Af. No referente ao momento candnico de A;, notamos
de imediato que este é zero, e portanto nao podemos resolvé-lo em termos de AtI .
Temos assim vinculos priméarios definidos como

¢t = P! ~ 0. (2.10)
O Hamiltoniano da teoria se escreve entao
H = Hc+ Moh
1
=3 /dt/ AP x[ky 6" (ELE) + BLB)) — Al D E{d*z+ N Pf|, - (2.11)
R ¥p_1
com \(x) um multiplicador de Lagrange que é visto como uma fungao teste.

Definimos o espacgo de fase cinematico a partir dos pares canonicamente conjuga-
dos (AL, Pt) e (AL, EY), junto com a estrutura simpléctica que se postula é

{Ai(@). Pi(y)} = ;0" H(@,y),  {Au(@), Bj(y)} = 056,07 (. y).

O critério de estabilidade dos vinculos conduz a vinculos secundarios,
. 1
Pi(@) = {Pj(x), H} = 5(0.Ef + f1," A, Ef) () ~ 0.
Reconhecemos neste novo vinculo a versao nao Abelina da lei de Gauss no vacuo,
Gr(x) = 0.E9 + f1,5A/E% =~ 0. (2.12)
Os vinculos de Gauss satisfazem a algebra

{G1(x),G,(x)} = 5D_1(337$,)fIJKgK(CC), (2.13)

onde fr;% sdo as constantes de estrutura do grupo introduzidas em (2.8).
Antes de continuar, é conveniente introduzir a versdo “ponderada” (ou smeared)
dos vinculos (2.10), (2.12), definidos como

Po= [ @), () = / A Gy e).

Com esta definicao a algebra dos vinculos de Gauss se escreve

{Gn), Gy =Gmxn)  (onde (nxnu) = fxn’n™). (2.14)

O vinculo de Gauss é estavel, pois é possivel mostrar que

G(n) ={G(n), H. — G(A;) + P'(A\)} =~ {G(n), Hc} = 0.

Em resumo, os vinculos na teoria de YM sdo P'(n) e G(n), e a andlise de estabil-
idade termina aqui. Passamos agora a classificacao dos vinculos.
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E evidente que P*(n) comuta consigo mesmo e com o vinculos de Gauss, portanto
ele é de primeira classe. O vinculo de Gauss é também de primeira classe, como
é verificado da &lgebra (2.14). Em conclusao, os vinculos sao de primeira classe, e
consequentemente estes geram transformacoes de calibre infinitesimais,

Spr Al = {A], P'(n)} =7,
SamAL = {AL G(n)} = Dan’,
SamEf = {EL, G}y = fr/ kESn",

e todas as outras possibilidades identicamente nulas. Note que as transformacgoes
de calibre do campo A sio proporcionais a uma funcio (teste) completamente
arbitraria, significa que este campo nao carrega graus de liberdade fisicos, ¢ um “puro
calibre”. O importante de este resultado é que daqui em diante A! serd considerado
simplesmente como um multiplicador de Lagrange, e o vinculo P*(n) ignorado. Note
também que o vinculo de Gauss é responsavel de gerar as transformagoes de calibre
tipo Yang—Mills, onde Al se transforma como uma conexio e E¢ na adjunta (i.e.
como um vetor).

Os graus de liberdade fisicos estdao contidos no par conjugado Al e EY, eles repre-
sentam as coordenadas do espago de fase cinematico da teoria de Yang—Mills. Nao
todos os pontos do espaco de fases sao fisicos, pois ainda temos o vinculo de Gauss
restringindo as possiveis configuragoes dos campos.

Finalmente estamos na possibilidade de descrever a dindmica da teoria de Yang—
Mills através do Hamiltoniano

1 1
H= 2/ A3 k0 (ELE] + BIBY) + 59 (Ar). (2.15)
Yp-1

E instrutivo neste ponto a contagem dos graus de liberdade fisicos. Temos o par
conjugado (AL, E%) que definem um espago de fase de dimensdo 2 x d x (D — 1) x
ooP~1 sendo d a dimensdo do grupo de calibre G e D a dimensdo do espaco-tempo.
O vinculo de Gauss Gy tém d componentes, cada componente reduz o espaco de fase
em 2x 00?71, Portanto a dimensao do espago de fase se reduz a 2xdx (D—2) x oo =1,
O numero de graus de liberdade fisicos é a metade da dimensao do espaco de fase,
i.e. dx (D —2)xooP~L. Por exemplo no caso D = 4 temos d fétons se propagando,
cada um com 2 graus de liberdade, em cada ponto do espaco.

Em sintese, no formalismo canoénico da teoria de YM, o espaco de fase cinematico
se define a partir dos campos Al e EY, representando as coordenadas, e que satis-
fazem os colchetes de Poisson fundamentais

{Au(@), B5(y)} = 050,67 (. y).
Além disso o campo A! é simplesmente um multiplicador de Lagrange que multiplica

o vinculo de Gauss. Esta estrutura fundamental surgira de forma recurrente em
diferentes contextos, como serd visto mais adiante.
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2.1.2.3 O caso da gravitacao

Nosso objetivo agora é construir a relatividade geral (com ou sem constante cos-
moldgica), da forma mais parecida possivel com as teorias de Yang—Mills. A nossa
pretensao nao é “descobrir” a relatividade geral, mas simplesmente enfatizar sua
estreita relacao com as teorias de calibre. Este pardgrafo segue basicamente [50, 51],
os resultados sendo validos tanto em 2+1 como em 3+1 dimensoes.

Com base no paragrafo anterior, consideremos o espaco de fase da teoria de Yang—
Mills com grupo de calibre GG, assumido como semi-simples mas nao necessariamente
compacto. No marco do formalismo canonico, A; é considerado simplesmente como
um multiplicador de Lagrange associado com o vinculo de Gauss da teoria. O
espaco de fase é gerado pelas componentes espaciais dos campos de calibre, e seus
correspondentes momentos candnicos conjugados (campo elétrico de Yang—Mills):
Al e gf}, onde a, b, ... sao indices espacias e I, .J, ... sdo indices de grupo®. Devemos
ter o cuidado de respeitar a posi¢ao “covariante” ou “contravariante” dos indices de
grupo, pois temos aberta a possibilidade de que o grupo seja nao compacto, isto é,
com uma métrica de Killing ndo trivial. A estrutura simpléctica dada pelos colchetes
de Poisson ¢é a estrutura usual nas teorias de Yang—Mills:

{Al(@), E5(a)} = 6,0567 7 (a, ).

Observe que nesta vez nao necessariamente estamos especificando M como o es-
paco de Minkowski, portanto Ejf} deve ser um vetor de densidade de peso w = 17,
motivo pelo qual escrevemos um “til” acima dele. Esta definicdo garante que a con-
tracao de gf} com Al produza uma densidade escalar que integrada é invariante de
difeomorfismos.

Além disso temos o ja familiar vinculo de Gauss na forma “ponderada”

G(\) = / P10 N (9,69 + f1,5 ATEL) () ~ 0, (2.18)
Yp_1

onde A\ é uma funcdo escalar teste. O vinculo de Gauss satisfaz uma dlgebra de
primeira classe

{G(N), G\ =G(A x \) (onde (A x X)) = f1 N AF), (2.19)

8 Adverténcia! Correndo o risco de confundir o leitor, estamos modificando levemente a notacio
utilizando simbolos caligraficos, isto com a finalidade de homogeneizar nossa notagao com as
subsequentes segoes.

9Um tensor densidade, t%;, de “peso” w se transforma sob os difeomorfismos da seguinte forma

(£8)") = E°0t" — 0l + &M . + w(0:L°) %, (2.16)

onde £, ¢é a derivada de Lie ao longo do vetor . Se ¢ é um escalar densidade de peso w = 1,
esta formula se escreve

Leh = EDet + (0:6°)0 = De(£°9). (2.17)
Daqui se verifica que a integral de um escalar de densidade de peso 1 é invariante sob difeo-
morfismos.
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e gera transformagoes de calibre infinitesimais nos campos Al e &5

Ay = {AL,G(N)} = DN
WEF = {E1, G} = [l kEINE (2:20)

Tudo isto define o espaco de fase cinematico classico de uma teoria tipo Yang—Mills.
A diferenga com a gravitacao ¢ na dinamica contida no Hamiltoniano. Seguidamente
entao se constréi o Hamiltoniano da gravitagdo. A discussao se baseia principalmente
nos trabalhos de [50, 51].

Os principios fundamentais que servem de guia na construc¢ao do Hamiltoniano
da gravitagao sdo 1) a invariancia de difeomorfismos e 2) a independéncia de fundo.
No contexto de uma teoria de calibre a invariancia de difeomorfismos é interpretada
como invariancia de calibre. Mas entao, sendo que o Hamiltoniano determina a
evolucao temporal do sistema, a mesma que nas teorias relativistas é equivalente
a difeomorfismos temporais, concluimos que a evolucao temporal é puramente de
calibre! A moral da historia é que o Hamiltoniano deve ser completamente vincu-
lado. O segundo principio, a independéncia de fundo, essencialmente indica que na
construcao do Hamiltoniano esta categoricamente proibida qualquer estrutura de
fundo, como por exemplo uma métrica nao dindmica!’. Em suma, buscamos um
Hamiltoniano puramente vinculado construido unicamente a partir dos campos AZ
e £% sem invocar métrica de fundo alguma.

As transformagoes de calibre tipo Yang-Mills sdo geradas pelo o vinculo de Gauss
(2.18) que satisfaz a algebra (2.19) e gera as transformacoes (2.20). Para gerar os
difeomorfismos, precisamos de D vinculos: D—1 “vinculos vetoriais”, os responsaveis
de gerar difeomorfismos sobre as folhas espacias'' ¥, e um “vinculo escalar” que
desloque estas folhas na dire¢ao temporal.

Comecamos por construir os vinculos espaciais. FEles devem gerar as transfor-
macoes

0 AL = (£:A)] = 9, AL + 9,6 AL
5.5 = (£€)3 = Dp(€PEF) — DpeEL,

ser construidos apenas a partir de Al e £5, e ser invariante de calibre de Yang—Mills.
Além disso deve ter um indice espacial livre, pois este se deve contrair com um vetor
N® (o pardmetro infinitesimal dos difeomorfismos espaciais). O “vetor” de Poynting

V, = ELFL ~ (2.21)

ONovamente enfatizamos que o nosso objetivo é mostrar a relacdo entre a teoria de YM e a
gravitacdo. E possivel incluir uma métrica de fundo dindmica, mas neste caso também devemos
introduzir uma agdo que descreva a dindmica desta métrica. O resultado é entdo uma teoria
de YM acoplada com uma teoria da gravitagao.

UDado que Mp tem a topologia ¥p_; x R, uma foliacdo significa definir hipersuperficies
parametrizadas 3;, t € R, onde ¢ é uma etiqueta da hipersuperficie e desempenha o papel
de “tempo”.
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onde Fl = 9,Al — 0,AL + f1;x AJAK é o tensor de curvatura de Yang-Mills,

a
preenche todos os requisitos. Para ser exato, o vetor de Poynting gera uma combi-

nacao de difeomorfismos espacias e transformadas de calibre de Yang—Mills:

{ALV(N)} = N*(2)F,(x),
= Ly A, = {Aq, G(N"Ao)},
= LAl (mod. trans. de calibre),

{5?7 V<N)} = Db(Nbglq) - Db(Nag?%
= Oo(N"EY) + [ (NPA])Ef — By(N“EY) — N fr,* A &L,
= L& —{E},G(N"“A,)} — NGy,

~ LzE¢  (mod. trans. de calibre),

onde N®AL ¢ um pardmetro infinitesimal da transformacio de calibre tipo Yang—
Mills'2.

Para a construcao do vinculo escalar especializamos o caso D = 4. O vinculo
deve ser invariante de calibre tipo Yang—Mills e de difeomorfismos espacias. Temos
duas possibilidades (sem recorrer a teorias com derivadas superiores) de saturar
todos os indices espaciais, uma delas é EEVF,,, a outra é £ L°EPE¢, onde eqpe ¢ 0
tensor densidade de peso -1 completamente antissimétrico definido por €153 = 1. A
invariancia de calibre de Yang—Mills se garante simplesmente saturando os indices
de grupo com as constantes de estrutura. Assim o vinculo escalar se escreve:

1 B A L s
H= / dx (2 Y ELESFE + 3 f”Kaabcé’?Ef}Ef(> ~ 0, (2.23)
33

onde A é uma constante de acoplamento arbitraria'?.

O Hamiltoniano total é definido como a soma de todos os vinculos da teoria

Hy = / dt / &z (MG + NV, + NH) = / dt (G(\) + V(N) + H(N)),

12Um vinculo que somente gera difeomorfismos espacias se define como

V/(N) = NV, + G(N®A,) = N*(E2FL, — ALD,EY). (2.22)

13No caso 241 dimensional o termo que multiplica A é n;;E'E7, onde

~ o 1
El = _flIKgagt ¢ = 3 floxelefe®, (2.24)

1
2

é um vetor no espago interno e uma densidade escalar de peso 1 no espago (veja a se¢do2.1.4 e
[52] para mais detalhes).
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onde V, e H satisfazem a algebra

{V(N),V(M)} = V(LgM) + G(M N Fo),
{(V(N), H(M)} = H(LyM) + Gr(MNf17  EY FE),

{H(N), H(M)}

(2.25)

ac?

— / B f17 g fEM N (NOWM — MO,N)EFELES, FN
33

Neste ponto devemos fazer varios comentarios.

1. O significado do vinculo escalar de momento é obscuro por causa do colchete
entre dos vinculos escalares. Nao podemos afirmar que a algebra é fechada
sem antes considerar casos especificos. Suponha entao o espago-tempo com
D = 3+ 1, e SU(2) como grupo de calibre tipo Yang-Mills. A métrica de
Killing para este grupo é ¢;; = diag(1,1,1) e as constantes de estrutura sao
frix = €, com 4,5, k, ... = 1,2,3 os indices de grupo. Substituindo isto na
algebra (2.25) obtemos

{V(N),V(M)} = V(LgM) + G(M*N"F,,)
{(V(N), H(M)} = H(LyM) + Gr(MN®, E0 Fh)
{H[N], HM]} = =V (K), (2.26)

onde K*(&) = (NOM — MO,N)q™, e intruzimos ¢ = (det &) 109EE
definida como a “métrica” do espago. Vemos que neste caso a algebra dos
vinculos fecha, mas com a particularidade que o colchete de Poisson entre os
vinculos escalares contém fungoes de estrutura em lugar de constantes de es-
trutura. A interpretacao geométrica de gia ¢é revelada: sao as componentes de
uma “triada” espacial. A simetria tipo Yang—Mills se interpreta com rotagoes
locais da triada no espago tangente. A &algebra acima obtida, com o sinal
“—" no termo —V(l? ) que resulta do colchete entre dois vinculos escalares,
corresponde a “gravitagdo Riemanniana” (os detalhes na se¢do 2.1.3).

2. Se nosso objetivo é o caso mais realista da gravitacao Lorentziana, entao o
colchete de Poisson entre os vinculos escalares deve ter o sinal oposto (i.e.
+V(K))™. Uma forma de mudar o sinal em (2.26) consiste em manter o grupo
de calibre SU(2), mas complexificar a conexao, de tal modo que o colchete de
Poisson fundamental adquira um fator 7 em frente:

{AL(2), €] (y)} = 10,00 (). (2.27)

Em principio a complexificacdo duplica o niimero de graus de liberdade da
conexao, mas isto nao ¢ o caso na gravitacao, pois surge um vinculo: a conexao
resultante é “auto-dual”. Este resultado longe de ser trivial, foi descoberto por

4Vamos a justificar isso na secdo 2.1.3, por enquanto simplesmente queremos entender a relacdo
entre a gravitacao e as teorias de calibre.
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A. Ashtekar [34] baseado numa ideia prévia de A. Sen [53]. O formalismo da
gravitacdo complexificada nas variaveis (A%, £)) é conhecida como Formalismo
das Variaveis de Ashtekar. A pesar de estas variaveis simplificarem drastica-
mente os vinculos da teoria, sdo pouco praticas na quantizagdo (no momento
de recobrar os graus de liberdade reais).

. E possivel fazer uma extensdo analitica das varidveis de Ashtekar e intro-

duzir uma conexao real a fim de vencer as dificuldades de trabalhar com uma
teoria complexificada. A ideia e substituir ¢ por um pardmetro arbitrario -,
conhecido na literatura como pardmetro de Barbero-Immirzi [29, 30]. Infe-
lizmente a elegéncia e simplicidade original dos vinculos na formulacao de
Ashtekar é destruida. Este formalismo, que sera desenvolvido detalhada-
mente na sec¢ao 2.1.3, é conhecido como Formalismo das Variaveis de Ashtekar—
Barbero.

. Consideramos agora o caso da gravitacdo D = 2+ 1 e SO(2,1) o grupo de

calibre tipo Yang—Mills. Neste caso a métrica de Killing é n;; = diag(—1,1,1)
e as constantes de estrutura sao fr;x = €75k, com indices I, J, K,... =0,1, 2.
Entao a relagao

e "My = —(n"™ng — nyn”™)

fornece o sinal trocado nos colchetes (2.25). Novamente a é defina ¢ =
(det £ )~ intd é;léf; como a métrica espacial, mas nesta vez repare que (ao con-
trario do que acontece em D = 3 + 1) £ ndo sdo as componentes de uma
“diada” espacial pois I = 0, 1,2 enquanto que a = 1,2. Na caso D = 3+ 1
a simetria local corresponde a rotagoes espacias da triada, em contraste, no
caso D = 2 + 1 a simetria local corresponde as transformagoes de Lorentz
ou rotagoes espago-temporais. A conexao é real, mas o grupo nao compacto.
Isto tem um impacto negativo no momento de quantizar a teoria, como va-
mos explicar mais em diante. Esta formulacao é a extensao do formalismo de
Ashtekar no caso 2+1 dimensional (veja por exemplo [50] e as referéncias ali).

. Nao existe até agora uma formulacao da gravitagao 2+1 Lorentziana que intro-

duza uma conexao analoga a conexao de Ashtekar—Barbero em 341 dimensoes,
i.e. real e definida sobre um grupo compacto.

. Continuamos com a gravitagdo D = 2+ 1. Por que nao considerar uma diada

tipo gﬁ comi=1,2ea=1,27 Parece uma escolha natural, pois neste caso a
simetria local é descrita pelo grupo Abeliano SU(1), que corresponde a rotacao
espacial local da diada. O problema com esta proposta é que uma conexao
espacial SU(1) s6 tém duas componentes: A,, a = 1,2, enquanto que a diada
tem 4 componentes. Entao, existe uma incompatibilidade entre o ntimero de
componentes, a conexao nao possui termos suficientes para formar um par
canonicamente conjugado com a diada.
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7. A generalizac¢ao deste argumento para outras dimensoes é o seguinte [40]. Seja
o espago-tempo de dimensao D, com grupo de calibre SO(D,1). Uma (D —1)-
ada £ tem (D — 1)? componentes, enquanto que uma conexao SO(D, 1) A%
tem £ (D — 1)*(D — 2) componentes. Portanto a diferenca entre o nimero de
componentes ¢ 1(D —1)?(D —4). Notamos que o nimero méagico é D = 4. No
caso D = 3 obtemos obtemos o niimero —2, que nos diz que a conexao tem 2
componentes a menos que a diada. No caso D = 5 o obtemos 4 que nos diz
que a conexao tem 4 componentes a mais que a tetrada. No trabalho [40] os
autores propoem “novas variaveis” em D-dimensoes com o fim de generalizar
o formalismo original de Ashtekar.

2.1.3 Variaveis de Ashtekar—Barbero da gravitacao em 4D

A introducao das variaveis de Ashtekar no formalismo canonico da gravitacao em 4D
[34] se deu um passo importante na simplificagdo dos vinculos. A simplificagdo foi
gragas a introducao de um espaco de fase complexo, mas que se tornou problematico
no momento de impor as condi¢oes de realidade. Uma densidade lagrangiana auto-
dual correspondente ao Hamiltoniano de Ashtekar foi dada de maneira independente
por Samuel [36] e por Jacobson e Smolin [37]. Foi entdo que Barbero (e indepen-
dentemente Immirzi) apontaram [29, 30] a possibilidade de se ter uma realizac¢ao
real das varidveis canonicas intimamente relacionadas com as de Ashtekar, mas
0 preco a ser pago é a introducao de um pardmetro real/complexo 7, conhecido
como o parametro de Barbero—Immirzi, totalmente arbitrario no nivel classico, mas
correspondendo a diferentes setores na teoria quantica. Alids, a simplicidade do
Hamiltoniano de Ashtekar é destruido. Finalmente Holst introduz [38] a agao mais
geral reunindo todos os casos prévios, que contém um termo topologico (on-shell)
acoplado através do pardmetro . A teoria é interpretada entdo como uma classe
de agoOes para a gravitagao classicamente indistinguiveis mas inequivalente no setor
quantico. Apesar da introdugao das varidveis de Ashtekar caber naturalmente na
gravitacdo em D = 2 4 1, permanece até agora desconhecido se existe um conexao
real do tipo Ashtekar—Barbero definida sob um grupo compacto, e.g. SU(2).

Uma estratégia usual para obter o Hamiltoniano de Ashtekar—Barbero comeca
com o espaco de fase do formalismo candénico ADM da gravitagao, as variaveis da
Ashtekar-Barbero sao obtidas através de uma transformagao candnica [32] que con-
tém o parametro arbitrario v. Uma outra alternativa parte diretamente da acao com
o termo topolégico de Holst no calibre temporal (pode consultar por exemplo [11]).
Uma abordagem mais nova'® é a formulacao da gravitacdo em 4D como uma teoria
topolégica tipo BF com “vinculos de simplicidade”. Os vinculos de simplicidade tém
a tarefa de trazer de volta os graus de liberdade fisicos da gravitacao ausentes na
teoria topologica BF. Esta abordagem é também o ponto de partida no formalismo
de “espumas de spin” [9].

15Na verdade trata-se de uma ideia que se remonta a um trabalho de J. Plebanski de 1977 [54],
mas veja também a nota histérica em [55].
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Vamos deduzir agora o formalismo canonico das variaveis de Ashtekar—Barbero
da gravitacao em D = 3+ 1. A apresentacdo é um pouco diferente da abordagem
apresentada nas referéncias padrao. Optamos por um esquema e notacao respalda-
dos fortemente nas formas diferencias, adaptados de tal forma que a extensao para
a teoria de Chern—Simons em 3D é direta.

Considere a agao de Palatini-Holst [38] numa variedade 4-dimensional M, (com
indices internos I, J, K, variando de 0 a 3),

1
Spy = 51 — =53, onde
r‘y
1 1
Sl = / fEUKLeIeJRKL, SQ = / *(SIJKLGI‘SJRKL, (228)
My 4 My 4

e onde R’ é a curvatura da conexdo de spin definida como
RY = dw’ — ol "7

ersixr € o tensor completamente antissimétrico de Levi—Civita com €gio3 = 1, €
Orykr = 01k0r — 010K - (2.29)

Os indices de grupo sao abaixados e levantados com a métrica n = diag(o, 1,1, 1),
onde o0 = 1 é um parametro que permite considerar os casos Lorentziano e Rieman-
niano de forma conjunta. Esta acao é invariante sob as transformacoes de calibre
SO(3,1) (SO(4) no caso o = 1) definidas na (2.4). O termo S; corresponde a acao
de Einstein—Palatini no formalismo dos wvielbein, S é o termo de Holst que ¢ um
termo topoldgico on-shell.

O termo de Holst esta relacionado com a 4-forma de Nieh—Yan (veja por exemplo
[45]) que é um termo topolégico definido como

Ny =TT — 815e’ € REY = d(nrse’T7), (2.30)
onde
T' = de! —w! ¢! = De! (2.31)

é definida como a torgdo. Se T' = 0, o lado direito na (2.30) é nulo o que implica
que Ny = 0. Para isto ter sentido d;;xre’e’ REE (o termo de Holst) deve ser
identicamente nulo também. Certamente, se T' = 0, w é compativel com a triada,
portanto R,,.3 = euKe,,LRKLaﬁ é o tensor de Riemann que satisfaz a identidade de
Bianchi

Raﬁuu + Rauuﬁ + Rayﬁu == O
Usando esta identidade no termo de Holst obtemos o resultado esperado, i.e.

Sryrele’ REL = elangR”W(e)gaﬁ“"d‘lx = Ragw,gaﬁ’“’ =0.
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Daqui se diz que o termo de Holst é topologico on-shell ou “quase topologico”.

Nao ¢ necessario impor a condi¢ao de torcao nula, pois ela surge como uma das
equagoes de campo no caso da gravitagao pura, como se verifica da variacao da acao
(2.28) com respeito de w:

1 1

(SwSPH = GITJ(EEIJKL — %(S[JKL)(SCUKL,

1 1
= 0= (§€IJKL — %5IJKL)€ITJ = Prygre’ T, (2.32)
= T’/=0, (2.33)

onde P (e sua inversa) sao definidos como

1 1 oy?

1
Prixr = 5(EUM—;(S,JKL) — (PHIIKL = (el TRE L Z§ITELY - (2.34)

2(y* - o) v
(com 07y, dado na (2.29)). Substituindo 7' = 0 na acao de Palatini-Holst (2.28), o
termo de Holst se anula identicamente resultando simplesmente na agao de Hilbert—
Einstein, mostrando assim que as duas teorias sao equivalentes desde que conduzam
as mesmas equagoes de campo. Note que (conforme (2.34)) isto é verdade sempre
que v* # 0.

Com a certeza que a agao de Holst descreve a teoria correta, procedemos a desen-
volver o formalismo canonico. A nossa estratégia inicia com a definicao da 2-forma

ElY = eIeJ,

que é antissimétrico nos indices de grupo: £/ = —E7!. Com esta definicdo a acdo
(2.28) se escreve esquematicamente com termos proporcionas a “FE vezes R”, isto é,
fica na forma ~ Tr(BF). Uma agao deste tipo corresponde a teoria topolégica BF
[56], mas repare que a gravitacao em 341 dimensdes nao é topoldgica! A solugao
disso é que na gravitagdo £ = F(e) é um campo composto pelo wvielbein, enquanto
que numa teoria BF o campo B ¢ uma 2-forma geral, nao necessariamente rela-
cionado com os wvielbein. Para construir a gravitagdo a partir de uma teoria tipo
BF ¢é preciso acrescentar “vinculos de simplicidade” (veja por exemplo [8]) que re-
duzem alguns dos graus de liberdade topolégicos na teoria BF de tal forma que a
teoria reduzida contém graus de liberdade fisicos. Nao vamos seguir esse caminho
pois nao queremos lidar com vinculos de simplicidade, ao invés disso simplesmente
consideramos E’/ como uma notacio abreviada de ee’.

Com esta clarificagdo, o seguinte passo ¢é separar o setor nao compacto dos campos
(i.e. aquele associado aos boosts). Para isso note que é possivel decompor os campos
em componentes tipo boosts e tipo rotagdes (no que segue fazemos €ijk = €0ijk>
consequentemente €193 = 1):

Al = Le. ik EL = 1l¢. ., eled
IJ . = 2%k IJ . A = 2%k
w' { , B

B =Y EL = e
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

Entao temos que a curvatura se decompoe como

Ry = F) +%€;B'B7 | onde Fij = dA" + L A'Al

R . )
t=DyB! , onde DyB* = dB" + ¢;;;A'BI

Note que em todas estas férmulas os indices latinos da metade do alfabeto sdo
definidos como ¢,7,k... = 1,2,3. Neste caso a métrica é simplesmente 1;; = d;;,
portanto nao fazemos distingao alguma entre indices contravariantes e covariantes
do grupo. No que segue utilizaremos uma notacio vetorial na qual A- B = 69 A*B7,
(Ax B); = e,-jkAj B*, etc, de modo que expressoes anteriores sdo reescritas como

Es=ltexe
B EB_Z% : (2.35)
gis. JRa=Fa+§Bx B  onde Fi=dA+3AxA (2.36)
i =DuB , onde DyB=dB+Ax B

Repare que estes objetos ainda carregam a natureza de n-formas. Por dar um
exemplo, escrevemos explicitamente

i 1 g i v
R = §(FA + §B x B),, dx"dz",

1 1 »
— Z(dA+-Ax A+ ZB x B) dztda”,
2 2 2 o

1 : , : o ,
5(8“14?} — ('i,AL —+ EleAiLAz]i -+ EGijBfLBIIf)dx“de
Pode ser apreciado neste exemplo a conveniéncia dessa notacao vetoria

Apos essas consideragoes, reescrevemos os dois termos que compdem a acgao de
Palatini-Holst (2.28)

116,

1
ZEIJKLEURKL =FEs-Rp+ FEp-Ra=(E,R), (2.38)

1
Z5UKLE”RKL =0Ep-Rp+ FEs-Ry= (E,R),.

Consequentemente a agao total assume a forma

SPH:/M4<E,R>1—1/M4<E,R>2, (2.39)

Y

6Deve ser colocado especial cuidado no grado das n-formas diferenciais no momento de comutar
termos. Considere como exemplo os seguintes casos,

AxB=BxA e Es-(Bx B)=(BXB)-Ey, (2.37)

onde A, B sdo 1-formas e E4 é uma 2-forma. No primeiro caso temos o produto exterior
de 1-formas, como é sabido as 1-formas anticomutam, mas ao mesmo tempo temos o produto
antissimétrico “x”, portanto o resultado final ndo muda de sinal. No segundo caso temos o
produto exterior de duas 2-formas, E4 e (B x B), que é simétrico, e a0 mesmo tempo o produto
“.” também simétrico, portanto o resultado final ndo muda de sinal.
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

onde estamos usando (, ); e (, ) para denotar os produtos internos invariantes
de Lorentz, definidos acima. Continuando com o anélise, assumimos agora que o
espaco tem a topologia M = ¥3 x R, onde Y3 representa as folhas de espaco e R
representa o tempo. Na linguagem das formas diferenciais a decomposicao é direta,
simplesmente temos que escrever uma 1-forma quaisquer, €2, como a soma (a nossa
convengao de indices é p,v,... =t a,b,...comt=0¢ea,b,...=1,2,3)

Q = Qdt 4 Q,dz" = Qdt + Q.

O primeiro termo ¢ a 1-forma temporal e o segundo (destacado em negrito) é uma
1-forma espacial. Formas de ordem superior se definem de forma analoga. Aplicando
esta decomposigao nas féormulas (2.35) e (2.36) os campos se separam da seguinte
forma

Ry =diA+DJA B x B Ea =6 X
Ry At tA+ DA +0 t By At flft e (2.40)
RA:FA+%BXB EA:§6><€
Rpgi=d;B+DsB;+ Bx A Ep = ele — e’
Ry Bt tb +Daby + b X A o Bt = €,€ — ¢€e (2.41)
Ry =dB+ A x B Egp =e€'e
comFy=dA+5AxAeDy=d+ Ax .
Explicitemos por exemplo o termo R 4;:
f4t = (th + DAAt —|— O'B X Bt)l
= (@Aa — aaAt + At X Aa + O'Bt X Ba)idtdfl}a
= (A; — aaAi + GijkAgAZ + O'EijkBgBS)dtdIa,
onde foi utilizada a propriedade anti-comutacao dz®dt = —dtdz®, e escrevemos

Al = 9;Al. Um outro termo que poderia resultar confuso é E%,, neste caso temos
i (0 0yi — (0 0yi a _ (0,0 _ i0 a
Ey = (e;e —ee”)' = (e;eq — ere,)'dtda® = (eje!, — eje,)dtda®.

Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.39) e apds algumas manipulagdes algébricas é
possivel mostrar que a agao adquire a seguinte forma:s:

Spyy = / At (Lo + G(A) + Go(By) + V(Ew) + H(Egy)), (2.42)
- . 1. . o .
Lein = /23 ((—B + ;A) "Ea+(-A+ 53) 'EB> ;

G(A) = / Ay - (DAEB —EsxB— i(DAEA —oEg X B)) : (2.43)
X3

g()(Bt) E/ Bt' (DAEA—O'EB X B—E(DAEB—EA X B)), (244)
3 Y
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1
V(Ey) = / Ea - (dB FAXB - (Fa+ B x B)) , (2.45)
33
H(Ep) = / Ep - (FA + gB x B — z(dB +Ax B)) . (2.46)
33

Repare agora que a forma dos termos cinéticos sugerem uma redefini¢ao das va-
riaveis. Introduzimos assim as variaveis caligraficas

(A¢, By) — (Ai, By) = (A — vBy, By),
(A,B) - (A,B)=(A—-~B,B),
(EA,EB) — (g,E) = (EA —’}/EB,EB).

Com esta substituigdo (e ap6s definir os correspondentes F 4, D4 como ja é de
costume) obtemos uma simplificagdo razodvel como se evidencia aqui:

1 . o 1
Ecin:—7/23<A-8+(a—7)B-E) (2.47)
G(A,) = —i/z A (D4E + (0 —+*)B x E) (2.48)
gO(B,f):—O'_V%/E B, - (DAE + B x £ + 2vB x E) (2.49)
V(Ea) = —i/z B - (.FA+ ;(0 —7%)B x B) (2.50)
H(Ep) = /Z Ep - (]—'A 7 Yp.B- ;@ — 7B x B) (2.51)

Até agora a teoria é bastante complicada, as varidveis canonicas que servem de
coordenadas no espaco de fase se determina diretamente do termo cinético: onde se
reconhece facilmente a presenga dos pares conjugados (A, E), (B, E), que em total
coordenam, em cada ponto @ da folha espacial, um espago de fase (cinemético) de
36 dimensoes!

Repare que a escolha o = 42 simplificaria os vinculos dramaticamente:

1 .
SPH_’Y// (A'g—At'DAg—EAt']:A—i—’)/EBt'FA),
RJXs3

1 .
= — // (A'S — A;-DAE — 5t~.7:'A) (onde & = Eay — vEp).
Y IR S5
(2.52)

O caso Lorentziano 0 = —1 implica v = 4, que corresponde a uma descricio com-
plexificada da gravitagdo (note que na segunda linha acima, todas os campos, in-
clusive os multiplicadores de Lagrange, sdo complexos). O caso Riemanniano o = 1
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

implica v = 1, e todos os campos sao reais. Reconhecemos de imediato a presenca
de um vinculo (complexificado) de Gauss, D4&, usual nas teorias de Yang-Mills
conforme o exposto na secao2.1.2.2. O segundo vinculo, multiplicado por &, diz
que a conexao ¢ de curvatura nula. O termo cinético e os vinculos de Gauss e de
curvatura nula sao caracteristicos nas teorias BF, porém note que neste caso exis-
tem vinculos de realidade implicitos. O problema com os vinculos de realidade é a
dificuldade de implementé-los no nivel quantico (ndo ha geradores associados com
estes vinculos).

Se queremos evitar as complicacoes de trabalhar com varidveis complexas, deve-
mos considerar estritamente v? # 0. Neste caso, uma possibilidade de simplificar os
vinculos consiste em impor o calibre temporal [32]

el =0 (ie. " =0).
Além disso, definimos também as fungoes de lapse e shift como
N=¢e), el =N,
Com tudo isto, vemos de (2.40) e (2.41) que
E'=E = (') = e?aei]dx“dxb =0,
e portanto
A'=A' —yB' = (4, —B,)dz",
1

| 9 1
€= (exe) = &da"da’ = Jeypelefdada,

By, = N%(e, x €)' = ¢, Nle]efda®,
Ey, = Ne' = Ne,dz".

Observamos que no calibre temporal o termo cinético B - E desaparece, ficando
simplesmente o termo A - € que em forma explicita se escreve

A-E = iAgsgceadeé‘x = A&l dP, (2.53)
ca 1 abc o 1 abc J _k 1 abc
onde &= 552-]'5 &l = SE Eikere. = o€ (ep X €c)i, (2.54)
abc

tendo um fator £%*¢, se comporta como um vetor densidade de peso -1 sob as trans-
formagoes gerais de coordenadas. Adotamos como varidveis fundamentais os campos

(AL g]b) A estrutura simpléctica do espago de fase definida pelos colchetes de Pois-

son é
{Ai(x),E) (")} = 01006 (x, '), (2.55)

que se deduz examinando o termo cinético (2.53) em (2.52).
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

Antes de escrever os vinculos em termos das novas varidveis precisamos escrever
er em termos de &7, o resultado é

7 1 s cc\i 1 ijk &b oc
€y = 27?5@@(5” x £ = SE kELEL. (2.56)

Com tudo isto os vinculos (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51) se escrevem

1 N
G(A) = —/ d*x A; - D,E, (2.57)
Y Jss
_ A2 ~
Go(By) =2~ / &z B, - B, x &, (2.58)
Y 3
S 1 . 1
V(N) = —7/ d*x N°E© . <fac + 5(0 —v*)B, x Bc) : (2.59)
33
N(Nt):_/ d*x N (S“xéb)-<fb—1(a—72)p[ By—(0—+%)B ><Bb>.
Y3 WE Y ¢ ¢
(2.60)

O interessante de este resultado é que o vinculo Gy(B;), originalmente uma equacao
diferencial nos campos, agora é algébrico: B, x £ = 0! E razoavel resolver este
vinculo agora, isto se faz da seguinte forma:

~ . 1 :
a a abc L m
0= Ba x £ = eijkB(]lgk = ieijk’g eklmBZLebec . (261)
Expandindo a forma BJ na base do vielbein forma, B = K7"e" e usando a identi-
dade ee'™ = gabenel ™ obtemos
0= Lekcm M — e K" 2.62
= 56 €ijk€klm€ =€ €ijn, ( : )

o que implica que a matriz K ¢ simétrica. Em conclusao, a solucao geral ¢é
B! =K'el, K'Y =K (2.63)

Repare que K, = K% eéeg é também simétrico. Este tensor representa no formalis-
mo métrico a curvatura extrinseca da folha espacial [57].

Note que o segundo termo do vinculo vetorial (2.59) é proporcional ao vinculo
algébrico B, x £, portanto é descartado. Finalmente temos que os vinculos se
escrevem

G(A) = 1 / d*x AiD,EL, (2.64)
Y S,

V(N) = —i / >z NUECFL, (2.65)
X3

N < | .
N(Nt) :—/E d3$ 27@61]]{8;62 ( ;b—7(0'—")/2)D[CLB;]—(O'—’)/Q)GilmBéB;)n> .
3
(2.66)
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2.1 Alguns aspectos gerais sobre a gravitacao em 3D e 4D dimensoes

Desta forma chegamos ao Hamiltoniano de Ashtekar-Barbero. A’ ¢ uma conexao
SU(2) real chamada de conexdo de Ashtekar-Barbero, v € R é o pardmetro de
Barbero-Immirzi.

Fechamos estas secao com alguns comentarios importantes.

1. Sendo honestos, ndao terminamos de contar toda a histéria. Sendo E = 0 no
calibre temporal, o que acontece com seu momento conjugado B? A resposta
é que este campo nao ¢é independente, ele deve ser funcao dos campos A e &.
Em termos gerais (veja [58] para uma andalise detalhada), a ideia é a seguinte:
lembre que tinhamos definido A = A — v B, entao

B-—‘a_a
Y

Agora, A nao é um campo independente, ele é a conexdao compativel com os
vielbein, o que implica que em principio é possivel escrever A = A(e) e daqui
A = A(E). Portanto, o campo B =y }(A(E) + A) é uma funcio de € e A.
O espago de fase reduzido tém como coordenadas unicamente o par canonico
conjugado (AZ,EN;’)

2. Voltamos novamente ao caso o = 72, nesta vez no calibre temporal. O vinculo
sofre uma simplificacao significativa. Neste caso a lagrangiana se escreve

1 . ) ~ 1 . N e

L= 5 /5{%42 - A'DE! + ;N“Sf}";b + T@Eijkgfggf'zb.
Esta acao corresponde a teoria construida na secao2.1.2.3 por argumentos
heuristicos, trata-se do formalismo candnico de Ashtekar da gravitacao. Agora
podemos esclarecer alguns aspectos que nao foram justificados nessa con-
strucdo. Note que v2 = 1 corresponde a teoria Riemanniana, neste caso a
4dlgebra dos vinculos é dada pelos colchetes (2.25). No caso v2 = —1, a conexao
¢é complexa mas o campo elétrico permanece real (veja sua defini¢do na (2.54)).
Entao fica claro agora o porqué os colchetes de Poisson (2.55) adquirem um
na frente. Também fica claro como é que a complexificagdo da conexao con-
duz a misteriosa troca de sinal nos colchetes de Poisson entre dois vinculos
escalares, sugerida heuristicamente.

2.1.4 Variaveis de Ashtekar na gravitacao em 3D

Lembre que na se¢do secao 2.1.2.3 mencionamos sem justificacdo que o formalismo
de Ashtekar cabe naturalmente na gravitagdo em 3D. Por completitude oferecemos
neste paragrafo a demostracao formal, contudo, este caso é muito mais simples que
o caso em 4D, portanto simplesmente mencionamos os passos mais importantes'”.

"Mantemos a notacdo e convencdes da secio precedente, com as modificaces evidentes no caso
em 3D.
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

O ponto de partida é a agao no formalismo de primeira ordem:
ek Nk
S = €ErJK€E (R + —e’e )
M3 6

O grupo de calibre se assume que seja SO(2,1) (ou SO(3) no caso Riemanniano).
Definimos

w[ = JK RI =

1
el jrw’® el ;xR = dw! + §€IJKCL)JCL)K

DN | —

Neste modelo nao vamos separar os “boosts” das “rotagoes” A justificacao sera
evidente em um momento.
Seguindo com o formalismo candnico fazemos a separagao em espaco + tempo:

el =eldt + e’ = eldt + elda”

1
R' = Rldt + R' = (&' + Dw!)dt + (dw’ + §EIJKwaK)'

Com tudo isto a agdo se escreve

1 A
= // d*xny; (w ej +wiD,ej + 56t H(RY, + 36JKL€J€£{)> g,
R /%,

De modo similar ao caso em 4D, o termo cinético sugere introduzir o vetor de
densidade de peso 1 definido como

EF =nre®el — el = n'e 80
O andlogo de £ x € é o escalar densidade de “degenerescéncia” [52]

. 1 1
gl = §EIJK6ab€J6£( =35 el TK ey, £9E°, (2.67)

um escalar densidade de peso 1 no espaco, mas vetor de Lorentz no espaco interno*®.

Também é util definir
R = €“bR — Rab = aable.

Com estas definigcoes a ac¢ao se 1é

1 2A
:// A’z w£8“+th5 + n[Jet(RJ 5‘]) )
RJS, 2 3

Se €1, 0 escalar de degenerescéncia, é nao nulo (uma suposigao natural se queremos
ter um termo cosmoldgico nao nulo), sempre é possivel fazer a transformagao

= (N, N%),

8¢, deve ser uma densidade de peso —1, pois a contracio £4,% deve ser um escalar.
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onde N e N* sao as funcgoes lapse e shift definidas como
el = Nl + NE&' = N, &4 + NE.
Note que definimos N como um escalar de peso —1 para garantir que NE seja um

escalar (veja [52] para mais detalhes).
Com tudo isto a agao finalmente se escreve

S:/R/22d2x <w£5?+g(wt)+v(ﬁ)+H(,]Y))’

onde
G = D,EY,
V =ER!,
1 <~ A o
H = (§€IJK5?533£ + ngg[gJ), (2.68)

sao precisamente os vinculos de Gauss, o vinculo vetorial e o vinculo escalar, res-
pectivamente, construidos na secao2.1.2.3. Nao deixa de ser uma curiosidade que
os vinculos tenham a mesma forma que os vinculos na gravitagdo em 4D. Porém,
note que na gravitacdo em 3D o termo cosmolégico é diferente que no caso em
4D (compare (2.68) e (2.23)) . Uma diferenga importante neste modelo, quando
comparado com a gravitacdo em 4D, é que nao separamos o setor nao compacto
dos campos, associado aos boost de Lorentz no grupo. Como consequéncia, no caso
em 3D c‘i{ nao é uma “diada” espacial. Assim, o grupo de calibre local nao se
interpreta geometricamente como rotacoes espacias, mas como transformagoes de
Lorentz no grupo SO(2,1). Pode parecer até vantajoso trabalhar com o grupo e
Lorentz, no final de contas, a teoria é no espago-tempo, mas o problema é que o
grupo de Lorentz é nao compacto, fato que representa um obstaculo significativo no
momento de quantizar a teoria. A discussao sobre a quantizacao se reserva para a
segao dedicada & quantizagao de lagos (capitulo4 e capitulo5).

2.2 Teoria de Chern—-Simons

Nesta secao vamos introduzir alguns aspectos gerais da teoria de Chern—Simons.
Uma revisao geral desta teoria dificilmente vai fazer justica a ela pois é muito rica
do ponto de vista matematico, e encontra muitas aplicac¢oes fisicas. Nos restringimos
simplesmente aos aspectos mais relevantes da teoria de Chern—Simons em 3D para
o presente trabalho: como sdo as propriedades da teoria frente as transformagoes de
calibre, o formalismo candnico e por ultimo a relagdo com a gravitacao em 3D.
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2.2.1 Densidades de Chern—Pontryagin e de Chern—Simons

Seja M, uma variedade 4-dimensional orientavel. Seja G um grupo de Lie semi-
simples como o grupo de calibre da teoria, e g = Lie(G) sua correspondente dlgebra
de Lie equipada com uma forma quadratica nao degenerada e denotada por Tr(-,-).
Esta forma quadratica pode ser construida a partir da forma de Killing da &lgebra,
mas nao necessariamente. Considere o campo de calibre 1-forma A = AiT[d%”,
onde 7; formam uma base dos geradores do grupo de calibre que satisfazem certas
relagoes de comutacao.
A 4-forma de Chern—Pontryagin é definida por!'®

= —kTr(F?),

onde Fy = dA—i—%[A, A] é 2-forma curvatura de A, e k uma constante de acoplamento
referida como o “nivel” da teoria.

A forma de Chern—Pontryagin é importante do ponto de vista matematico pelo
fato que sua integral 4-dimensional é um invariante topolégico. Se ele é zero temos
um sinal de que os campos de calibre possuem propriedades topoldgicas nao triviais.
Repare que a definicao da forma de Chern—Pontryagin nao envolve métrica nenhuma
o que é uma indicacao da independéncia do fundo.

Sendo P um invariante topologico é de se esperar que este se escreva como uma
derivada (exterior) total, de fato temos

P = —kTr(FF) =d(CS(A)),

onde C'S(A) é a 3-forma de Chern—Simons dada por
CS(A) = —kTr(AdA + ;AAA).

A acgao definida a partir da forma de Chern—Pontryagin é

S_—K,/ P_—li/ CS(A),
My My=0Mg3

onde M3, uma variedade 3-dimensional, é a borda de My. Asim, vemos que a teoria
de calibre obtida a partir da forma de Chern—Pontryagin sobre a variedade M, fica
definida completamente pela forma de Chern—Simons na borda M, = 0 M3. Neste
sentido a teoria depende dos aspectos globais da variedade, aspecto que caracteriza,
entre outras coisas, uma teoria topoldgica.

Apesar de termos introduzido a a¢do de Chern—Simons como a teoria na borda
de uma teoria 4-dimensional, nada nos impede definir a a¢ao independentemente da
densidade P. Entao definimos a teoria de Chern—Simons a partir da acao

S = —/{/ Tr(AdA+§A3) = —Ii/ Tr(Aa85A7+§AQA5A7)£aﬁ7d3x. (2.69)
./Vlg MS

9Lembre que no produto de formas ndo escrevemos o “wedge”: F?2 = F A F, etc.
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Neste caso M3 nao é necessariamente a borda de alguma outra variedade 4-
dmiensional, inclusive pode-se ter o caso OM3 # 0. No que segue vamos nos espe-
cializar unicamente no caso em que OMsz = 0.

A variacdo da acao fornece as equagoes de campo que se leem simplesmente

Fy=dA+A*=0. (2.70)

A equacao de movimento diz que a curvatura é nula, isto quer dizer que as solugoes
desta equagdo sdo conexdes “planas” (flat). Uma solugdo desta equagdo é A = 0,
mas também qualquer transformacao de calibre desta, i.e.

Az) = 0= A(z) = g~ (x)dg(z).

E simples verificar que, de fato, esta solu¢do resolve (2.70) e esta depende de um
elemento do grupo completamente arbitrario, tais solugoes sao definidas como “puro
calibre”. Daqui vemos que a teoria de Chern—Simons nao possuem graus de liberdade
locais, se propagando. Os graus de liberdade s podem ser globais, associados a
topologia nao trivial da teoria.

Da mesma forma que o P, a forma C'S é por construcao invariante de difeomor-
fismos pois ela é definida como uma 3-forma cuja integral no espaco é independente
da escolha do sistema de coordenadas. Além disso nao se faz uso de métrica nen-
huma na sua definicdo. As teorias com esta particularidade sdo conhecidas como
teorias topoldgicas, e mais especificamente topoldgicas tipo Schwartz na qual tam-
bém pertencem as teorias BF[59]. Outros tipos de teorias topoldgicas que nao serao
consideradas no presente trabalho sao as teorias tipo Witten. Para uma revisao de-
talhada sobre teorias de campo topoldgicas tipo Schwartz e Witten, recomendamos
[56]. O fato destas teorias ndo possuirem graus de liberdade locais e sim globais é
uma consequéncia da natureza topologicas das mesmas.

2.2.2 Invariancia de calibre

Note que a teoria de Chern—Simons é construida basicamente a partir do campo de
calibre A. Considere entao transformagoes de calibre infinitesimais do tipo

dA(z) = DaA(z) = dA(z) + [A(z), M(x)]. (2.71)

E simples mostrar que a agao (2.69) é invariante sobre estas transformagoes,

5SCS = —K/ TI"(F(SA) = / TI“(FDAA) = —/ TI"(DAF)\) = 0,
M3 M3 Ms

onde a integracao por partes é possivel devido ao fato que OM3 =0, e DFF =0 —
a identidade de Bianchi.
No caso das transformacoes de calibre finitas gerais da forma

Az) = g (@)A(2)g(2) + g~ (2)dg(x), (2.72)
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acontece que a acao de CS nao é invariante, pois pode-se mostrar que
Scs +— Scs + /€/ d (Tr(dgg’lA)) + 87°kW (g) = Scs + 87°kW (g),
Ms

onde

1
2472

Wi(g) = /M Tr(g 'dgg 'dgg 'dg). (2.73)

¢ o “numero de voltas” (winding number) da transformagao de calibre g(x) [60, 61].
Repare que o segundo termo é descartado uma vez que ele é uma derivada total,
portanto nula no caso M3 = 0. E possivel mostrar o nimero de voltas se transforma
como

Wi(g1) = W%(g1) = W(g1) + W(g2), (2.74)

onde g, e go sao dois elementos do grupo. No caso em que o grupo é compacto e
Abeliano, o winding number é um ntmero inteiro [60, 61].

Nota sobre a quantizacdo de r. Lembre-se que a teoria quantica pode ser
definida através da integral funcional da exponencial da acdo. Entao se desejamos
que o setor quantico seja invariante de calibre devemos impor a regra de quantizagao
sobre a nivel da teoria:

v
K=—, comveEZ
47
Justificaremos a quantizacao de x do ponto de vista da quantizacdo candnica mais
em diante.

2.2.3 Invariancia de difeomorfismo

Nao foi enfatizado no momento de se definir a ac¢do (2.135) de CS, mas uma vez
que ela é definida integralmente na linguagem das formas diferencias, entao ela é
manifestamente invariante de fundo e de difeomorfismos. Uma pergunta poderia
ser se existem vinculos associados com os difeomorfismos. Vimos na (segio2.1.2.3)
que no caso da gravitacao em 4D a resposta é afirmativa. No caso da teoria de CS
em 3D acontece uma situacdo comum nas teorias topologicas: a simetria de calibre
¢é suficientemente grande para conter os difeomorfismos. Vamos ver como isso é
possivel.

Um difeomorfismo infinitesimal com parametro vectorial £ é obtido como a derivada
de Lie na diregao de &, segundo a definicao £ = 1¢d + d ¢, onde i¢ é a derivada
interior que atua sob as formas por contragao com &, i.e. i A = £*A,. Entao temos
que

(S?HA = £§A = DA(15A> + ZgF. (275)
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2.2 Teoria de Chern—Simons

Daqui vemos que a derivada de Lie é equivalente a uma transformagao de calibre
infinitesimal com parametro n = 1A, mddulo equagoes de movimento. Assim,
escrevemos

6?iffA = 62(;’?4ugeA + eq. movimento. (2.76)

os difeomorfismos infinitesimais podem ser entendidos como um tipo de transfor-
macoes de calibre. Este resultado, particular a este tipo de teorias topoldgicas, é
um indicativo da estreita relacao entre as teorias de calibre e a gravitacao 3D, pois
a gravitagdo 3D é uma teoria invariante de difeomorfismos[27].

No que se refere a dindmica da teoria, vimos que Hamiltoniano (2.90) é puramente
vinculado, o que significa que a dindmica é “puro” calibre. Certamente, numa teoria
invariante de difeomorfismos, a dindmica se traduz no deslocamento de 3 (as folhas
espacias) no tempo, isto é, pelos difeomorfismos temporais, mas estes tltimos sao
obtidos a partir das transformacoes de calibre.

2.2.4 Analise canonico da teoria de Chern—Simons

Nosso objetivo é chegar ao formalismo Hamiltoniano da teoria de Chern—Simons.
Com experiéncia adquirida no estudo da teoria de YM e a gravitacdo, a analise da
teoria de CS é mais direta.

Suponha que M3 tem a topologia s x R, onde ¥, é uma variedade 2-dimensional
que representa o espaco fisico, e R representa o tempo. Separamos a conexao em
componentes temporal e espacial:

A= Atdt + Aadxa = Atdt + A. (277)

(Lembramos que denotamos com A = A,dz® (em negrito) a componente puramente
espacial da 1-forma conexao). Substituindo (2.77) na agao (2.69) obtemos o seguinte

o _“/dt/ Tr(AA +24,F 4),
2 R P
= —/;/dt/ d2fL‘k1J€ab(A£Ag+AL{F(;Z)a (278)
R 3o

onde F4 = dA + A? é a curvatura puramente espacial, o ponto acima das formas
representa a derivada temporal A = 9,A, e por dltimo k;; = Tr(r;7)) é a forma
quadratica invariante nao degenerada do grupo.

Do termo cinético da agao (2.78) obtemos de imediato os momentos canonicos

Pl=0, P'= —gkusa”Ag . (2.79)

Notamos que nao é possivel resolver as velocidades em termos dos momentos, por-
tanto eles definem vinculos primarios dados por

Xb=Pla0, xi=P4 gkusabAbJ ~ 0. (2.80)
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As coordenadas do espago de fase inicial sdo as componentes dos campos Alﬂ e Pj.
Os colchetes de Poisson fundamentais neste espago sdo postulados da forma usual,

{A](2), Pi(y)} = 6;0%(z,y),  {Aq(®), Pi(y)} = 050,6% (@, y). (2.81)

A dimenséao deste espago é 2 x d x 3 (d a dimensao do grupo).

Antes estudar a estabilidade dos restantes vinculos primaérios, é conveniente de-
terminar a algebra dos vinculos primérios. E imediato que o vinculo X% na (2.80)
comuta com os outros vinculos (ele s6 depende do momento conjugado P!, mas
nenhum dos outros vinculos dependem de A;). Assim, os colchetes nao triviais sao

Cpj(x, @) = {xj(x), x5(x')} = ke (2, a'). (2.82)

E uma matriz nio singular, nem sequer fracamente nula, portanto esses vinculos
sao de segunda classe, segundo a definigdo na (se¢ao2.1.2.1). Antes de analisar a
estabilidade dos vinculos primarios é conveniente introduzir ja os colchetes de Dirac
nesta fase precoce, para reduzir o espaco de fase ja no nivel dos vinculos priméarios.
Pode-se entender isto como a redugao do espaco de fase inicial sem levar em conta
a dindmica. Entao a andlise de estabilidade é retomada no espaco reduzido e com
a estrutura simpléctica dada pelos colchetes de Dirac?®. A inversa da matriz de
vinculos (2.82) é

(CHl =l (x,x') = —ikusabﬁ(m,m’), (2.83)
onde £’/ é a inversa de k;;. C™! é a inversa (no sentido da convolugdo “x”) de C:
(CrL = Oy ) (=, @) = / Az 0*(z, y)% (y' &) 0,0;d% = 6;0,0% (2, ).
Y2
Da definigao (2.7) temos que os colchetes de Dirac se definem como

U 9h = (o0} + K el x)+ 02, = 1) 0). (2.8)

Uma vez introduzidos os colchetes de Dirac, podemos escrever os vinculos de segunda
classe como igualdades fortes e resolvé-los:

K K
X? = P[a + §k[J€GbAbJ =0 = P]a = —§k]J€QbAg. (285)

Vemos desta equacao que uma parte das componentes da conexao faz o papel de
momentos conjugados, devido a isto daqui em diante nao vamos precisar mais dos

20Este procedimento é uma variante do método padrao que estipula comecar com analise de esta-
bilidade até esgotar todos a geragao de novos vinculos, e logo determinar quais vinculos sao de
segunda classe. Podemos afirmar, pelos menos no caso da teoria de CS, que o resultado final é
indiferente da escolha do método.
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2.2 Teoria de Chern—Simons

P’s. A consequéncia importante deste resultado é que o espaco de fase inicial foi
reduzido a metade.

Da defini¢do (2.84), se mostra que o colchete de Dirac entre as componentes da
conexao sao:

{As(@), A7 () }p = —ik”aab62(w, '), (2.86)

que vai substituindo o segundo dos colchetes na (2.81).

Retomamos neste ponto, como ja foi indicado, a andlise de estabilidade dos vin-
culos. Primeiramente, a partir da agao (2.78) fazemos a transformagcao de Legendre
e obtemos Hamiltoniano densidade

H = ’;/ d?x (kpe™ ALFS, 4+ Xyh). (2.87)
P

Da experiéncia adquirida na (se¢ao 2.1.2.2) reparamos de imediato que x* é o tipico
vinculo primario que conduz ao vinculo de Gauss:

. K a .
X = {xi Mo = Shije = G~ 0, (2.88)

que j& faz parte do Hamiltoniano, onde identificamos os campo A! como multipli-
cadores de Lagrange. Na forma ponderada o vinculo de Gauss se escreve

K
G(n) = / d*x §k1Jgabana=;. (2.89)
P
Daqui se evidencia que o Hamiltoniano da teoria é puramente vinculado, i.e

H=G(n). (2.90)

Observe que descartamos o vinculo x%, a partir do momento em que “descobrimos”
que A sdo simplesmente multiplicadores de Lagrange.

O vinculo de Gauss é estavel desde que o colchete de Dirac entre dois vinculos de
Gauss seja fechado. De fato isso é verdade, como se verifica de

{Gn).G)}p=Gmxn),  (mxu) = rm'y”. (2.91)

Portanto a dlgebra ¢é fechada, e o vinculo de Gauss é de primeira classe. Sendo um
vinculo de primeira classe ele gera transformagoes de calibre infinitesimais:

5SA ={G(n), Al(x)} = 0un’ (z) + f1yx A (x)n" (2),

justamente a transformacao de calibre infinitesimal da conexao com funcao teste 7.

Resumindo, no formalismo canénico da teoria de CS, o espaco de fase tem como
coordenadas os campos AL, dos quais a metade representam as variaveis de config-
uragio e a outra metade os momentos. Os campos Al sdo simplesmente multipli-
cadores de Lagrange, associado com o vinculo de Gauss (2.89) de primeira classe.
A estrutura simpléctica é dada pelos colchetes de Dirac (2.86)%'. A dimensdo do
espaco de fase é 2 x d X 0o, onde d é a dimensao do grupo de calibre.

2LA partir deste ponto, e desde que néo voltamos mais a utilizar os colchetes de Poisson nem os
momentos P, retiramos o subindice “D” dos colchetes de Dirac.
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2.2.5 Cociclo

Um outro aspecto da teoria de Chern—Simons que é muito interessante e sera de
especial relevancia no momento de se discutir o aspecto quantico do modelo é o
referente ao “cociclo” [62]. Vamos revisar este conceito nesta segao.

Considere um grupo G com elementos g que satisfazem a regra de composicao
gig2 = Gi2. Se ¢ é uma variavel de configuragdo (por exemplo a conexdao A) ,
entdo denotamos por ¢ a agao do grupo sob ¢ (por exemplo A9 = g7t Ag + g~'dg).
Considere agora uma funcao genérica ¥ = W(q), e U(g) a a¢ao do grupo sobre estas
fungoes que se escreve

U(g)¥(q) = ¥(¢*). (2.92)
A regra de composicao g2 = ¢19-» induz a regra de composigao nos operadores U
U(91)U(g2) = Ulgr2)- (2.93)

Uma possivel generalizacao a esta construcao consiste em permitir a introdugao de
uma fase em (2.92)

U(g)W(q) = €m0 @9w(g9). (2.94)

Uma quantidade que depende de um s6 elemento do grupo, como é o caso de a1(q; g),
¢ chamado “l-cociclo”. A regra de composigao (2.93) aplicada a (2.94) implica que
o 1-cociclo deve cumprir com a regra

Aoy = a1(¢%; 92) — an(q; g12) + a1(q; 1) =0 (mod. inteiro). (2.95)
Chamamos A o “operador co-borda”, e dizemos que «; é fechado em relagao a esse
operador.

O 1-cociclo é dito trivial se é a co-borda de um 0-coci co, i.e
Aag = an(g; g) = ao(q?) — ao(q)- (2.96)

A generaliza¢ao do operador co-borda aplicado a um n-cociclo é (veja por exemplo
[60])

Ay, = 0 (¢75 G2, -y Gnt1) — (030192, 93, - -+, Gng1) + -+
+ (_1)m+1an(Q;glag27937 <oy ImYmA+1, - - - 7gn+1> + -
+ (=DM (g3 91, G2, - - - 5 Gn)-

Daqui é possivel verificar que o operador co-borda é nilponte: A% = 0. Considere
como um exemplo o 0-cociclo temos, temos entao

A’y = (Aag) (¢ g2) — (Aao)(q; g12) + (D) (g; 91)
= ap((¢7)%) — ao(q?) — ao(¢7?) + an(q) + ao(g?) — ao(q)
-0
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2.2 Teoria de Chern—Simons

A vantagem do 1-cociclo ser trivial é que podemos fazer a redefini¢ao

U(q) = ™ Du(g) (2.97)
U(g) = ePreo@U(g)e?me@, (2.98)

de tal forma que 1-cociclo é removido na lei de transformacao, pois se verifica que
U(g)%(q) = ¥(q*) (2.99)

Outras generalizacoes na realizacao do grupo conduzem a cociclos de ordem su-
perior. Por exemplo, na regra de composigao U(g1)U(g2) = U(g12) se pode permitir
uma fase do tipo U(g)U(g) = e?72(@91:92)(g15). Neste caso aa(q; g1, g2), que de-
pende de dois elementos do grupo, ¢ chamado de 2-cociclo. Neste trabalho estamos
interessados somente no 1-cociclo.

1-cociclo na teoria de Chern—-Simons. O 1-cociclo surge naqueles sistemas fisicos
nos quais a Lagrangiana nao ¢ invariante frente a uma transformacao de simetria,
por exemplo as transformagoes de calibre. Vimos na (se¢do 2.2.2) que a lagrangiana
da teoria de Chern—Simons, no caso mais geral, nao ¢é invariante de calibre por
causa do winding number (veja (2.73)). Consideremos novamente as transformagoes
de calibre mas desta vez do ponto de vista do formalismo canénico. Entao, de (2.78)
a densidade Lagrangiana se escreve

Los = —STr(AA +24,F 4) = =2 Tr(Au Ay + AiFu).

No termo cinético, (k/2)e®Tr(A,Ap), temos que fazer a distingdo entre a varidveis
de configuragao e os momentos candnicos, isto quer dizer que temos que adotar uma
(1))

“polarizacdo”. Por exemplo assumimos que A7 sdo os “¢’s”, e Aé os “p’s”, temos
assim

Kk d

K . ) K . ) d
Lcg = —§Tr(AxAy —-AyA,) = —§Tr(Asz) — §%Tr(AxAy) ~ gp + %f(q,p)

Definimos a Lagrangiana
K d
2 dt
que difere da original por uma derivada total e portanto ndo modifica as equagoes

de movimento. )
Aplicando as transformagoes de calibre (2.72) sob Lgg obtemos o seguinte:

ECS = LC’S + Tl“(Asz) = —I{TI"(AJ;Ay + Atny), (2100)

. . d
Les = Les + 2 2maa Az 9), (2.101)

K _ _ _
a1(Ag;g) = “or Js d*z (Tr(QAgcaygg "+97'0.997'0,9) — 87r2wt(g))
2
(2.102)
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onde w'(g) ¢é definido a partir do winding number (2.73) como
Wi(g) = / d*zw'(g). (2.103)
3o

Acontece que a;(A,; g) é justamente o 1-cociclo, sendo que ele entra na acao (2.101)
como uma derivada total, ndo tém efeito nenhum nas equac¢oes de movimento.
Porém, vamos ver mas adiante (se¢ao5.1.1) que o 1-cociclo reaparece no setor quan-
tico da teoria na forma de uma fase na lei de transformacao da fungao de onda
(veja a equagao (2.94)). Como um argumento simples para nos convencer do surgi-
mento da fase, lembre que na aproximagao eikonal da mecanica quantica a fungao
de onda se escreve ¢ ~ exp(iS), portanto apds a transformagao de calibre temos
9 ~ exp(iS + 2miay). Na secao dedicada a quantizacao da teoria de Chern—Simons
estuda-se em detalhe essa “anomalia”.
Verifica-se por calculo direto que o 1-cociclo (2.102) satisfaz a condi¢ao (2.95)

Aai(Az, 9) = a1(A%; g2) — a1(As; 9192) + a1(Ag; 91) = 0 (mod. inteiro).

Queremos agora determinar se o 1-cociclo é trivial. Para isso, seja a solugao
particular A/ = 0, e seja

Al =n719,h = A, (2.104)
uma transformacao de calibre desta solugdao. Se a; é trivial ele se escreve
a1(0; ) = ao(Ay) — ao(A;) = ag(h™19:h) — ag(0) = ag(A),

onde ap(0) = 0. Portanto o 0-cociclo é

ap(A,) = 2:7 /E &z (87°w'(h) — Tr(A, h™'0,h))
k 1
= 57 (35wz = 50 (2.105)

onde h € G ¢é o funcional nao local definido na (5.6). O primeiro termo no «y,
conhecido também como a acao de Wess—Zumino, é proporcional ao winding number
de h (segundo (2.103) e (2.73)), portanto é um termo multi-avaliado. O segundo
termo em (2.105) é conhecido como a ac¢do do modelo o. Como um todo «ag ¢é
conhecida como a agao de Wess—Zumino—Witten. Aplicando o operador co-borda
sob «aq é possivel mostrar que o resultado é justamente «;.

A vantagem do 1-cociclo ser trivial esta na possibilidade de eliminar a fase na
lei de transformagao dos funcionais de A, (conforme equagoes (2.94)e (2.98)). Isto
também se manifesta na formulacdo Lagrangiana, como estudaremos agora. Para
isso, voltamos & acio Leg definida em (2.100), da lei de transformacio temos

- - d ~ d
Llg = Les + 27T£@1(Ax> g) = Les + 27?& (o(AY) — ap(Az))

; ~ d ~ d
= L¢g = L%s - 27?@%(143;) = Lcg — 27T£ao(z4x) (2.106)
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onde usamos o fato que «; é trivial. Escrevemos agora a derivada total como

d . 2 50&0(Ax) T
dtozo(Am) = /22d x SAI A, (2.107)

Para avaliar esta expressao determinamos a variagao funcional de «p:

K
21y

1
S| Ay (30Swz = 355).

A variacao do primeiro termo é
ISwz = 3/2 d*xTr([Ag, w,]h ' 0R),
2
onde w, = h~'d,h, enquanto a variagao do segundo é
6S, = /Z d*xTr((—20,A, + [As,w,])h o).
2

Consequentemente temos

doy = —F&/ deTr(TITJ)wﬁAg = —R/ dzxkuwééAi.
T Jy, T Js
O resultado final é
(50&0(Ax) K K _
7514[ = —;kjjw; = _;kjj<h 18yh)‘].

Substituindo este resultado na (2.107) e em seguida na (2.106) obtemos finalmente
v — —25/ d*x Tr(A, W, + A Fy,)
P

onde introduzimos
W, = A, — h'9,h,
que se transforma da forma
Wy = g 'W,g se h'=hg. (2.108)

L™ é por construcao invariante de calibre frente as transformacoes gerais do campo
de calibre, em particular, é manifestamente invariante frente as transformagoes in-
dependentes do tempo

Av g7 (@) Ag(z), A g (2)Ag(x) + 97 (2)dg().
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2.3 Gravitacao em 3D como uma teoria de
Chern—-Simons

A teoria de Chern—Simons em 3D ¢é uma teoria independente do fundo e invariante
de difeomorfismos. Neste sentido semelhante com as teorias da gravitagdo. Agora
bem, uma escolha certa do grupo de calibre pode fazer desta teoria genérica uma
teoria da gravitagdo em 3D. O grupo de simetria que faz o trabalho é o grupo de
Poincaré 1SO(2,1), com conexdo de Poincaré definida como??

1
Q=etw=e,Pde’ +w, o Mdat, (2.109)

onde e e w sao o co-frame e a conexao de spin, respectivamente, e P, Mj; os
geradores das translagoes e das transformacgoes de Lorentz do grupo de Poincaré
que satisfazem as regras de comutagao da algebra iso(2,1) como serd detalhado
mais adiante. Quando a conexao (2.109) ¢ substituida na defini¢do da curvatura
(2.9) o resultado é (veja (2.119))

F=(de+ [w,e]) + (dw+w?) =T + R, (2.110)

onde T é a tor¢cao e R a curvatura. Desde que as equagoes de campo da teoria de
Chern—Simons sao F' = 0, isto implica T" = 0 e R = 0, justamente as equagdes
da gravitacao em 3D! Estamos assim de frente a uma potencial generalizacao da
gravitacao.

No entanto existe uma dificuldade: a forma de Killing do grupo ISO(2,1) é de-
generada, entao ela nao pode ser usada na definicao do produto interno na algebra
do grupo, requisito indispensavel para construir a teoria de CS. Porém em 3D existe
uma saida. E possivel escrever uma forma quadrética ndo degenerada associada com
o invariante de Casimir do grupo €//% Py M. Usando esta forma quadratica a grav-
itacao em 3D ¢ obtida a partir da teoria de Chern—Simons. Contudo, substituindo
o grupo Poincaré pelo grupo de de Sitter SO(3, 1), o que se obtém ¢é gravitacao em
3D com constante cosmoldgica nao nula. As surpresas nao terminam aqui, acontece
que o grupo SO(3,1) além do operador de Casimir acima considerado, possui tam-
bém o operador de Casimir xP;P” + 3 M;;M!/, uma consequéncia que desta vez
a métrica de Killing do grupo é nao degenerada. Isto quer dizer que, em principio,
a gravitacao em 3D pode ser descrita em principio por duas teorias. Este notavel
resultado ¢ valido s6 no caso 3D.

A descoberta sutil que a gravitagdo em 3D pode ser interpretada como uma teoria
de Chern—Simons foi apontada pela primeira vez por Achucarro e Townsend [26], mas
uma compreensao mais profunda foi apresentada posteriormente no extenso trabalho
do Witten [27]. O objeto desta secdo é estudar em detalhe a relagao entre a teoria
de Chern—Simons e a gravitagdo em 3D, para isso nos baseamos principalmente no
trabalho original de Witten acima citado.

22Qs indices de grupo nesta secio sdo indices de Lorentz 3D, i.e. I,J,...=0,1,2.
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2.3.1 Primeira forma quadratica

O ponto de partida ¢ a acdo de Chern-Simons??

S:—“/ (0,40 + 202, (2.111)
2 e, 3

O link entre a gravitagdo em 3D e a teoria Chern—Simons é o grupo de simetria
local de Poincaré ISO(1,2). A conexao de Poincaré é dada por (2.109), onde os
geradores do grupo sao Pj, que representam as translacoes, e My ;, que representam
os geradores do grupo de Lorentz. Introduzimos o gerador dual J; = e/ /KM
com o fim de simplificar a notagao. Note que em 3D o dual de um tensor de Lorentz
é um vetor, o que implica, por exemplo, que o nimero de translagoes ¢ igual ao
nimero de rotagoes.

Os geradores formam uma base da &lgebra de Lie iso(2,1). Eles satisfazem as
regras de comutagao

[Jr, Jj) = €15 Tk, [Jr, Pj) = e1,"Px, [Pr,Py] =0. (2.112)

Precisamos também definir uma forma quadratica invariante na élgebra. Uma es-
colha natural é a forma de Killing diagonal, k’/, que esta relacionada com o operador
de Casimir através de k!’ (aP;P; + 3J;Jy). No caso do grupo ISO(2,1) esta forma
quadratica é degenerada, como se verifica por substitui¢ao nas rela¢ées de comutagao
(2.112). Afortunadamente em 3D, e sé em 3D, existe uma outra possibilidade, cor-
respondendo ao operador de Casimir

C, ="K P My = 20" Py, (2.113)
A forma quadratica invariante associada com este operador de Casimir é dada por
UJr, Pi)r =01y, (J1,Ji)1 = (P, P;)1 =0, (2.114)

onde ¢ é uma escala de comprimento (nas unidades naturais ¢ = 1, h = 1) necessdria
para que a métrica ny; na algebra seja definida sem dimensées. No caso da gravitacao
classica pura nao se conhece uma escala natural de comprimento, em breve veremos
como identificar £.

Com tudo isto podemos escrever a acao de CS como a acao da RG a menos de
uma derivada total:

K

S = —/ [nueIRJ + d(mJeIwJ)} ) (2.115)
0 s

23Fazemos duas modificacbes importantes da notacdo. A primeira é escrever a conexdo com o
simbolo €2, por razdes que serdo esclarecidas mais adiante. A segunda é que optamos por
escrever (T7,T;) em vez de Tr(T7T;), pois temos a intencdo de considerar formas quadréticas
mais gerais que a forma de Killing, as quais ndo necessariamente sdo obtidas como o traco dos
geradores da algebra.
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

Se considerarmos um espago-tempo Ms tal que OM3 = 0, isto é, sem borda, ve-
mos que a equivaléncia entre a RG e a teoria de CS é imediata. E interessante
comentar que, da mesma forma que no formalismo de primeira ordem, na teoria
de Chern—Simons ¢ possivel ter solugoes que no formalismo métrico se interpretam
como singulares. Portanto num sentido rigoroso, a gravitacao, no formalismo de
Chern—Simons, é uma teoria mais geral do que a gravitacao no formalismo métrico
(veja a interessante discussao ao respeito no [28]).

Podemos ir além do que isso e incluir a constante cosmoldgica positiva (negativa) A
simplesmente deformando a simetria de calibre para o grupo (anti) de Sitter SO(1,3)
(SO(2,2) respectivamente). Um caso mais geral consiste em considerar uma métrica
no espago interno da forma 7n;; = diag(o, 1,1, ), onde 0 = £1 corresponde ao caso
Lorentziano e Riemanniano, respectivamente. Em resumo, os grupos de simetria em
consideracao sao:

A
1 0 1

1 [SO(2,2) 1SO(2,1) SO(3,1)

“ 1 |S0(3,1) 1ISO(3) SO(4)

Em qualquer caso os geradores do grupo satisfazem as regras de comutacao da
algebra de Lie deformada dada por

[J[, J]] = EIJKJK, [J[,PJ] = GIJKPK, [P],PJ] = O'AG]]KJK. (2116)

Uma primeira observagao importante no modelo com A # 0 é que neste caso a teoria
classica vem incorporada com uma escala de comprimento natural que se define como

1
(= —, 2.117
VA 24D
o raio de curvatura do Universo.

Usando a forma quadratica C; = n'/P;J;, que ainda comuta com a &lgebra

deformada, e usando a definigao de ¢ (2.117), a agdo (2.111) se escreve

rps A I_J K
Sl = —Fd\/K nrje R+ EE[JKG e . (2118)
M3

Note que a curvatura da conexdo (2.109) se divide em duas componentes, uma
com gerador P e a outra com gerador J:

F=dQ+Q?
= de + [e,w] + dw + w? + ¢€°
=T'P + (R+ )Ty, (2.119)
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2.3 Gravitacao em 3D como uma teoria de Chern—Simons

onde T' = de + [w,e] = D,e e R = dw + w? sdo a torgao e a curvatura, respectiva-
mente. Repare também que estamos definindo a derivada covariante®* D, = d+|w, ].
As equagoes de movimento F' = 0 na teoria de CS (veja (2.70)) implicam que

0="T"=de + ¢ xw’ek, (2.120)
1
0=R'+ 5[6, )l = e jrw’ W + e s hel e, (2.121)
onde utilizamos a identidade w? = [w,w] (andlogo para e?) ¢ as relagdes de comu-

tagdo (2.116). Sao precisamente as equagoes da gravitacdo em 3D com constante
cosmoldgica ndo nula. E claro que as mesmas equacdes sao obtidas pela variacio da
acao (2.118).

Porém, obter as mesmas equacoes de campo nao é suficiente para estabelecer a
equivaléncia entre a teoria de CS e a gravitagdo, ainda resta estabelecer como se
traduz a invariancia de calibre da gravitacao. Para comegar, a transformacao de
calibre infinitesimal (2.71) no caso da conexao (2.109) é

0 =d\+[e+w, A] = de + dw, (2.122)
decompondo o pardmetro infinitesimal A = p! P; + 71J;, obtemos

sel = 6,e! +8,e" =Dyp’ + € ye’ T,

dw! = 5pcu] + 0wl = Aél je p% + D7l (2.123)

No caso A # 0 vemos que w possui um setor (tipo Yang—Mills) que se trans-
forma como a conexao de spin SO(2,1) com pardmetro 7, e possui também o setor
“topolégico” onde se transforma na adjunta com pardmetro p. Da mesma forma
acontece com e, ele possui um setor que se transforma na adjunta com parametro
7, e tem o setor topologico onde se transforma nao homogeneamente. Repare que
as transformagoes topolégicas de w dependem de e e vice versa. Estas relagoes sao
idénticas as que se tém na teoria BF, com e fazendo o papel do campo B.

Do estudado na secao 2.2.3 referente aos difeomorfismos na teoria de CS, vimos
que existe uma relacao intima entre os difeomorfismos e as transformagoes de calibre
dada por (2.75). Usando este resultado juntamente com (2.123) vemos que

5211& I _ Dw(fﬂei) + eIJKeJ(f“wf) (2.124)
5! = Al e’ (6e) + Du(€e)) (2.125)

Esta equacao se 1é da seguinte forma: um difeomorfismo com parametro vetorial £
dos campos e e w é equivalente a transformagao de calibre com parametros p = e,
e 7 = {fw,, correspondendo as transformacoes topoldgicas e do tipo Yang-Mills,
respectivamente. Este resultado notavel fecha o circulo entre a gravitacao e a teoria

24 Ao longo deste trabalho se introduzem diversas derivadas covariantes, dependendo da conexdo
com a que se trabalha. Em cada caso isto se enfatiza com um subindice, por exemplo, D 4, D,
etc.
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

de Chern—Simons e, o mais importante, a formulacao da gravitagdo como uma teoria
de calibre, neste caso, topolédgica. Isto nao acontece no caso da gravitagao 3+1 pois
o grupo de calibre nao é suficientemente “amplo” para conter os difeomorfismos.

Nota acerca das unidades. Nesta breve nota determinamos a relagao entre x,
A e Gy na formulagao da gravitagdo como uma teoria de Chern—Simons. Da agao
geral (2.5) no formalismo de primeira ordem, escrevemos a agao no caso 2+1 tendo
como resultado

1 A
Sgp = / (nuelRJ + e[JKeIeJeK> , (2.126)
s Ms 6

onde usamos a defini¢io R’ = 1e! ;x R’¥. Da comparacdo entre Sgp e S; na (2.118)

vemos que
1

== 2.127
" 87T\/KGN ( )

Repare que na teoria com A = 0 ndo temos a nossa disposi¢cdo uma escala de
comprimento natural na teoria classica, entao a identificacdo entre a teoria de CS e
a gravitagdo ¢ a menos de uma constante multiplicativa.

2.3.2 Segunda forma quadratica.

No caso A # 0, os grupos de simetria local podem ser SO(2,2), SO(3,1) ou SO(4),
cada um deles possui um outro operador de Casimir que se escreve

o

Cy = n”(KPIPJ + JrJy). (2.128)
Usando as regras de comutagao (2.116) verifica-se que este operador comuta com
todos os geradores do grupo. Entao associa-se a este operador o produto interno
definido como

(Jr,Py)a =0, (P, Py)o=0Mnry, {(Jr,J5)2 =1, (2.129)

Repare que este produto interno é diagonal quando comparado com ( , )1 na (2.114)
que ¢é anti-diagonal.
A agdo que resulta quando se aplica a segunda forma quadratica é [27]

1
Sy = —H/ nr(oAe'T? + wdw’ + —w!w, w]’), (2.130)
2 s 3
- = d*x (ﬂ T + nryw!o,w! + 16 wlw! wk)errv (2.131)
3

Surpreendentemente, esta acao fornece as mesmas equacoes de movimento (2.121)
que a agdo “padrao” S; (2.118). Do ponto de vista das equagoes de movimento
as teorias que se derivam das agbes S; e Sy sdo indistinguiveis. Além disso, é
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2.3 Gravitacao em 3D como uma teoria de Chern—Simons

claro que ambas teorias compartilham também as mesmas simetrias pois elas estao
baseadas no mesmo grupo de calibre. A teoria que se deriva da agao Sy é denominada
gravitacao “exdtica”; seguindo a terminologia original de Witten [27]. No entanto,
existe uma diferenca importante no que se refere a estrutura simpléctica do espaco
de fase que sera estudada no proximo paragrafo.

Sendo que em 3D a gravitacao possui duas possiveis formulacoes, Witten propoe
considerar a teoria mais geral como a soma dos dois termos, cada um com uma
constante de acoplamento diferente, isto é

1
S—5, — 552 (2.132)

Comparemos agora esta a¢ao como agao de Palatini—Holst (2.28) da gravitagdo em
4D. O parecido nao é sé coincidéncia, pois repare também a semelhanca dos produtos
internos (2.114), (2.129) com aqueles da gravitacao em 4D, (2.38). Certamente do
ponto de vista matematico trata-se da mesma ambiguidade: é uma consequéncia do
grupo SO(3,1) ter dois operadores de Casimir. Neste contexto, o termo de Holst
na gravitacao em 4D na verdade é a acao “exética” topoldgica, s6 que neste modelo
o termo de Holst por si s6 nao fornece as equagoes de movimento da teoria. Ele
nao ¢ suficiente para descrever a gravitacao. Podemos dizer que o modelo em 3D ¢é
“degenerado” pois tanto a agao padrao como o termo exotico sao termos topolédgicos,
cada um deles fornecendo as mesmas equagoes de campo.

A analogia entre o termo de Holst, e consequentemente com o parametro de
Barbero-Immirzi foi assinalado no recente trabalho de Bonzom e Livine [33]. Nesse
trabalho eles estudam em detalhe a proposta de Witten, desenvolvendo o formalismo
candnico da agdo geral (2.132), onde v é um parametro arbitrario tipo Barbero—
Immirzi. Eles também quantizam o modelo utilizando o formalismo da teoria quan-
tica de lagos (LQG pelas siglas em inglés), mas restringido ao caso da gravitagao
Riemanniana.

2.3.3 Modelo de Bonzom-Livine: Analise candnica

Bonzom e Livine desenvolvem em [33] a proposta de Witten de considerar (2.132)
como a agao mais geral da gravitagao. Nesta subsecao fornecemos uma revisao do
formalismo canonico classico do modelo de Bonzom e Livine.

Para a andlise canonica da agao (2.132) novamente assumimos que o espago—
tempo possui a topologia M3 = 35 x R. A separacao dos campos em componentes
espaciais e componentes temporais da conexao é Q = e/ P; + w!J;, onde

el = eidx“ =e' +e/dt, e! =elda”, (2.133)

w' = wida = w! 4+ widt, w' = eldz”. (2.134)

Denotamos em negrito a componente espacial das formas diferencias espaciais. As
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

acoes Sy e Sy se escrevem:

S —// 77U elw’ +w e"+2€{(R+62)J—|—2w{Tq, (2.135)
P

Sy = —2// 77[J aAe e’ +w'w’ +20Ae] T + 2w! (R + €?) } (2.136)
R J3o

onde
1 1
R = (dw + §[w, W) = 5(8(100; — Oyl + € jrw! W) Prdatdab, (2.137)
= (de + [w, e]) Py = (04} + € jgw! el ) Jrdada®. (2.138)

Portanto a acgao total é

A 1
S = —K// d2$771J5ab [éé(wb - Leb) +w ( ;- e;,])] +
P

v v
7 _ aA / [gl 760 + Galer — iwt)] : (2.139)

onde se define

— oA
gl()\)__w// P ATz
P
/f’y —O'A I
gg(/\) = ——= d ZE’I]]J)\ ab + 6 KLE, 6b) . (2140)
P

Os momentos candnicos sao obtidos a partir da variagdo do termo cinético, eles
definem os vinculos primarios que se escrevem

X(C)] = P(te)l ~ 0,

Xyt = Plyr 0, (2.141)
" u K oA
X(eyr = Pleyr + 5¢ "Ny (wi — 7%) ~ 0,

a a K al 1
X(wyr = Ployr + 5¢ "N (e — ;Wz}]) ~ 0.

A analise candnica nao ¢ muito diferente da analise feita para a teoria de Chern—
Simons (veja a segao2.2.4). Nao é necessario repetir a andlise toda, por exemplo,
identificamos diretamente p = w; — Ao, e T =6 — +w, na (2.139) como multipli-
cadores de Lagrange onde G; e G, sao os vinculos de Gauss que resultam da analise de
estabilidade dos vinculos priméarios X)Ee) ;€ Xl(tw) ;- Os demais vinculos sao de segunda
classe como pode ser verificado a partir da matriz de vinculos

gl

1
P = {x, X}y = knrse ( 17 1 ) 63 (x, x') = knre®Ad*(x, '), (2.142)
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2.3 Gravitacao em 3D como uma teoria de Chern—Simons

onde

oA 2 oA

_oh 5 oA

— Y _1:7 vy
A_< 1 ﬁ) - f 72—0A<1

A inversa (no sentido da convolugao) de C' é

) . (2.143)

Qe

(C N = —w ' epA™ % (x, @), (2.144)
Define-se agora os colchetes de Dirac

{f.9%p ={f. 9} = {f.XTHCHEG, 93, (2.145)
={f.9} —n"ealf XTFAT % 8 (2, @) x {g. x5} (2.146)

Seguidamente fazemos dos vinculos de segunda classe igualdades fortes, x = 0, e

resolvendo-os eliminamos os momentos Py, e P, em favor de e/ e wj. Como

consequéncia disto o espago de fase inicial é reduzido a metade. Os campos el e w!

definem os pontos do novo espaco de fase onde a estrutura simpléctica é dada pelos
colchetes de Dirac fundamentais®

1 g
1 PSS 1J 2 /
{ea(w)7€b<m )}_ I{Eabn O'A—’}/Qé (wam)y
, 1 oy
{wa(@), wil (@)} = —ean” —— e *(x, '), (2.147)
1 72
I TN 1J 2 /
{ea(@),wj (2')} = - Eab!] UA_725 (z, ).

Usando estes colchetes, mostra-se que os vinculos G; e Gy definidos na (2.140) formam
uma algebra fechada dada por

(G1(p).Gi(r)} = 0Gi(p x 7) + ";‘92@ <),
(G1(r).Galp)} = Ga(r % p) + “;‘gm <) (2.148)

(Go(7), Galp)} = Galr x p) + igm % p),

com (p x ) = €l jp? T, e os parAmetros das transformagoes definidos como

= pf ﬂ () = 7i(x 1
p(x) = p(x)(Pr + S Jr), (z) =7( )(J1+7P1),

sendo estes uma mistura de translagoes e transformagoes de Lorentz. Uma vez que
estes vinculos sao de primeira classe, estes consequentemente geram transformacgoes

ZDaqui em diante suprimimos o fndice D. (Veja a Nota de rodapé 21).
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Chapter 2 Modelos de gravitagao e de teorias topoldgicas

de calibre infinitesimais dos campos:
1
{G1(p), wy(2)} = Dap' () + - (Ea p) (@),

(Gi(p), ()} = (ea X )\ () + iDap%w),

(Ga(r). (@)} = (ea x 7)! () + "WADM@,

{Go(7),el(x)} = D, (x) + Uéx(ea x 1) (). (2.149)

A Algebra dos vinculos (2.148) e as transformagoes (2.149) geradas por estes cer-
tamente sdo uma versao nao diagonal da dlgebra de Lie s0(3,1) (s0(4)) em cada
ponto do espaco, com as transformacgoes de calibre sendo uma mistura dos setores
tipo YM e topoldgicos. A escolha dos vinculos G; e G, é aparentemente justificada
pela simplicidade destes (sdo os vinculos usuais da gravitagdo em 3D), apesar do
fato que estes satisfazem uma algebra pouco convencional.

Finalmente, a dindmica da teoria é puro calibre, como se aprecia do Hamiltoniano
completamente vinculado escrito como

A 1
H= / dt lgl(wt — 726 + Goley — ~wy)| - (2.150)
R 8 Y

Para fechar esta secao, repare primeiramente que no limite v — o0, o termo
exotico desaparece e recuperamos a estrutura candnica da gravitacao em 3D padrao.
Por exemplo de (2.147) se observa que o tinico colchete nao trivial é {w, e}. No limite
v — 0 o termo exdtico ¢ dominante, neste caso os colchetes de Dirac nao triviais
sao {e,e} e {w,w} (este caso deve-se analisar desde a definicio da Lagrangiana).
Finalmente temos o caso A = 0, que implica que a conexao “comuta’ a respeito do
colchete de Dirac).

Comentarios finais sobre a gravitacao e sua relacio com a teoria de Chern—
Simons. O termo exético n77e!T” da gravitacdo em 3D, e o termo termo de Holst
eres R da gravitacao em 4D surgem também como a generalizacio da gravitacio de
Lovelock no caso das “séries torcionais” [? |. Os termos exdticos estao intimamente
relacionados com os invariantes topolégicos de Chern—Pontryagin e Nieh—Yan, res-
pectivamente.

Por outro lado, ¢ importante mencionar que na literatura existe a teoria chamada
“Gravitagdo massiva topolégica” (TMG) ou “Gravitacdo de Chern—Simons” [22]
definida como a agao de Hilbert Einstein mais um termo de Chern—Simons:

Smass = SHE + mSCS - / nIJelRJ(e) + mC’S(w(e)),
Ms

CS(w) = nry(w'dw’ + ;wl[w,w]“]).
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2.3 Gravitacao em 3D como uma teoria de Chern—Simons

A primeira vista esta acdo equivale & acdo geral (2.132) quando vy = —1/m, e A = 0.
Porém, note que na Sy, & conexao de spin é compativel com o co-frame. Em outras
palavras, a TMG é para o modelo de Bonzom—Livine o que a ac¢ao de Einstein—
Hilbert é para a acdo de Einstein—Palatini, sendo que a primeira se apresenta no
formalismo de segunda ordem enquanto a segunda no de primeira.

E possivel estender a ideia original da TMG no caso da teoria de Einstein-Cartan
(63, 64, 65], onde além do termo de Chern—Simons usual, se adiciona também um
termo de Chern-Simons “translacional” C'S'#" = n;;e!T7. A acdo desta classe de
teorias é

SEC+mass = / eR + ae® + apCS(w) + asCS™™™(w, e).
M3

E importante mencionar que, dependendo das constantes de acoplamento «;, (i =
1,2,3), T = 0 nao é necessariamente uma equacao de movimento. O modelo de
Bonzom-Livine pode ser considerado o caso particular desta classe de teorias onde
a; =N ap=—AN/veas=—1/7.
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3 Calibre axial

Tomando como ponto de partida o modelo de Bonzom—-Livine [33] exposto no capitu-
lo anterior, propomos um esquema alternativo para a analise candnica deste modelo.
A estratégia consiste basicamente de duas etapas. A seguinte analise é sempre feita
no caso A # 0. Na primeira etapa, secao 3.1, separamos as componentes dos campos
que correspondem ao setor nao compacto do grupo de calibre SO(3,1), e os campos
que correspondem ao setor compacto do grupo. O setor ndo compacto é associado
aos “boosts” de de Sitter, sendo estes trés em total: duas correspondendo as trans-
formagdes de Lorentz e uma translagdo (ndo compacta) na diregdo da componente
temporal. O setor compacto do grupo corresponde as “rotagoes” de de Sitter, cor-
respondendo a uma rotacao espacial e duas translacoes espaciais. O setor compacto
dos campos forma uma conexao SO(3) (ou SU(2)). Os vinculos sdo escritos numa
base nao diagonal na qual, apesar destes terem uma forma complicada, tem a van-
tagem que sua algebra é simples. Na segunda etapa, guiados pelo formalismo de
Ashtekar—Barbero da gravitagao em 3+1 dimensdes [29, 38], propomos na se¢io 3.2
um novo conjunto de variaveis candnicas que simplificam significativamente a forma
dos vinculos da gravitagao em 3D no segundo o modelo de Bonzom-Livine. No caso
particular em que o = 72 (onde o = +1 separa os casos Lorentziano e Riemanniano,
e 7 é o parametro de Barbero-Immirzi), a gravitagdo em 3D adota a forma de uma
teoria complexificada de Chern—Simons com grupo de calibre compacto SO(3). Para
evitar a dificuldade que implica trabalhar com uma teoria complexificada, restringi-
mos o caso 7 € R. O passo crucial, feito na secao 3.3, para simplificar o modelo
no caso v € R, é dado através de uma fixacao de calibre axial que reduz a sime-
tria SO(3,1) da gravitagdo em 3D a uma teoria de Chern—Simons rela com grupo
compacto SO(3).

3.1 Variante da analise canonica do modelo de
Bonzom-Livine.

Para fins praticos especializamos o caso A > 0, o caso A < 0 segue em esséncia

a mesma linha de raciocinio. Mantemos aberta a possibilidade de trocar entre os

modelos Lorentziano e Riemanniano através do pardmetro ¢ = 4+1. Com estas

convengoes o grupo de calibre é SO(3,1) no caso 0 = —1 e SO(4) no caso o = 1.
Considere novamente a agao geral (2.132)

K 2 K 2
S=—= Q,dQ + Z0? — Q,dQ + Z0%),. 3.1
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Chapter 3 Calibre axial

Em vez de escrever a conexao como {2 = e + w consideramos a seguinte variante

com L; os geradores das “rotagoes” e K; os geradores dos “boosts” do grupo de
de Sitter. Nesta férmula 7,j,... = 1,2,3 e sao levantados e baixados com a delta
de Kronecker, ¢;;. Os geradores do grupo satisfazem as relacoes de comutagao da
algebra de Lie s0(3,1)

Note que A = A'L; é identificada com uma conexao SO(3) (ou SU(2)). Se com-
paramos a conexao A com a conexao de spin w = w’!.J;, a primeira tem a ventagem
de ser definida sobre um grupo compacto. As relagoes entre as varidveis (A, B) e
(w, e) sao

(Ly, Lo, L3) = (Po/VA, =P VA, 0.Jy), (3.4)
(K1, K2, K3) = (Jo, —Jy, PyJVA), (3.5)
(AY, A%, A3) = (VA —VAet, o), (3.6)
(B', B2, B*) = (w?, —w", VAe®). (3.7)

Na segdo se¢ao 2.3 vimos que o grupo SO(3,1) possui duas formas quadraticas
na algebra cada uma relacionada com um dos operadores de Casimir do grupo. Na
base (L, K) as formas quadriticas se leem!

Q) =(A+B,A+B),=A-B+B-A
Q.0 =(A+B,A+BY),=A-A+0B-B. (3.8)

Substituindo as formas quadraticas (3.8) na acao geral (3.1) obtemos o seguinte:

S:—FL/ (2B-FA+OB-(B><B)>—|—K/ (CS(A)+0B-DuB),
(3.9)
onde
FAEdA—i—;AXA, DsB=dB+ A x B,
1
C’S(A)EA-dA+§A~(A><A). (3.10)

Seguindo com a analise, aplicamos as técnicas desenvolvidas no capitulo2 no que
se refere ao formalismo canonico. Tinhamos visto que o primeiro passo é separar a

Dado que os indices de grupo sdo contraidos com a métrica dada pela J-Kronecker, resulta
vantajoso adotar uma notacao vetorial: A- B = 0;; A'B7, (A x B)); = €;;,A'B?, etc.
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3.1 Variante da andlise canonica do modelo de Bonzom-Livine.

conexao numa parte temporal e outra espacial, i.e. Q = €, + . Fazendo isto, a
acao adquire a forma

B . 1. 2
Q= 3 /Rdt /22 ((Q,Q}l + 2(Q, Fa)1 — §<Q7Q>2 - 7<QtaFQ>2> , (3.11)

Usando novamente as formas quadraticas definidas em (3.8) temos que

S = / dt (Lyin — G(Ar) — Go(By)) (3.12)
R
onde definimos as quantidades
p . o : 1
Lyin = —— B-(A--B)+A-(B—-A)], 3.13
w=-b [ (Ba-Tmiam-la) (3.13)
Q(At)zm/ Ay (DB—l(FA+UBXB)>,Z (3.14)
o Y 2
Go(By) = /1/ B - (FA + %B x B — zDB)> : (3.15)
Yo

junto com as defini¢des ja conhecidas F'4 = dA + %A xAeDB=dB+ A x B.
O passo seguinte na anélise nao difere muito do que foi feito na (segao 2.3.3). Ob-
servamos diretamente que a teoria definida em (3.12) é completamente vinculada. Os

(

momentos conjugados HgAt) e HiBt) de A! e B! sdo vinculos primérios ((se¢io 2.1.2)
e (segdo2.2.4)), enquanto que G(A;) e Go(B;) sdo vinculos secundarios que resultam
da estabilidade de HZ(At) e HEBt) . Segue-se entdo que Al e B} sdo multiplicadores de
Lagrange na teoria. Entretanto, também temos os vinculos primarios que envolvem
os momentos conjugados de A% e B:. Comparando aos termos cinéticos de (3.12)
com (2.139) notamos que a estrutura simpléctica mantém a mesma estrutura mas
com as substitui¢coes cA — o, e, — B,, w, — A,, portanto, escrevemos diretamente
a estrutura simplética do espaco reduzido?®:

, . 1 A2 ,

{Al(z), B](x')} = Keab(ngﬁm z'),
i i (! 1 ij @ /

(L), (2} = cad 0% (@, 2) (3.16)
. Ly 1 ii ,

(Bi(w). B(@)} = ewd? 0w, a).

Destas relagoes vemos que as 12 componentes que conformam os campos A e B sao
divididas em 6 variaveis de configuragdo e 6 momentos conjugados. Comparando
(3.16) com (2.147) notamos que elas tem a mesma estrutura, mas repare que no
presente caso a métrica interna é 6 enquanto que no segundo caso é a métrica

2Lembre que estes colchetes sido, na verdade, de Dirac (veja Nota de rodapé21).
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Chapter 3 Calibre axial

de Minkowski n’/. Além disso, os campos A e B sido combinacdes de co-frames e
conexoes de spin (veja (3.4)).

Realizando a transformagao de Legendre usual, obtemos o Hamiltoniano classico
completamente vinculado

H = G(A:) + Go(By), (3.17)

com A; e B, os multiplicadores de Lagrange.
Note que a definicdo dos vinculos G e G, resulta pouco atrativa. Por exemplo,
comparando com (2.140), podemos definir os vinculos como

G(\) = /1/2 A (Fa+ 2B xB) (3.18)

Go(p) = ff/E p-DaB. (3.19)

Contudo, estes vinculos satisfazem uma algebra sob os colchetes de Dirac nao dia-
gonal (veja (2.148)). Nao ¢é o caso dos vinculos G e Gy, eles satisfazem a dlgebra
simples,

{G(e),G(e)} = G(e x &), (3.20)
{G(e),G0()} = Gole x &), (3.21)
{Go(e),Go(e")} = 0G(e x &). (3.22)

Podemos reconhecer aqui a estrutura da algebra de Lie s0(3,1) (ou so0(4)), em total
acordo com o fato que os vinculos de primeira classe gerarem as transformacgoes de
calibre locais. Da mesma forma, as transformacoes de calibre infinitesimais geradas
pelos vinculos sao (compare com (2.149))

5g(E)A = {A, g(E)} = ]:)E7 (323)

dg)B ={B.G(e)} = B x &,

5g0(€)A = {A, Qo(g’)} = 0B x 8/,

(5g0(5)B = {B, Qo(s’)} = DSI,
comD=d+ Ax.

As transformagoes de calibre estao relacionadas, on-shell, como os difeomorfismos
locais. Isto pode se pode mostrar se aplicamos a derivada de Lie, £ = di¢ + 2d,
a0s campos

£eA=D(1A)+ 0B x (1B) + Eq. de movimento,

£eB =D(1eB) + B x (1¢A) + Eq. de movimento. (3.24)
Por comparagao com (3.23) identificamos em (3.24) as transformagoes de calibre
infinitesimais com pardmetros (e,¢’) = (1A, 2 B), médulo equacoes de campo. E
ilustrativo escrever entao

5?IHA ~ (5g(1£A)A —+ 5QO(ZgB)A7 (325)

6" B = 0g(,, 4B + 06, 3)B- (3.26)
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Em resumo, a andlise canonica apresentada nesta secao difere em dois aspectos
importantes da andlise apresentada no modelo de Bonzom e Livine. A primeira
é que combinamos as componentes do co-frame e a conexao de spin de tal forma
que obtemos uma conexao A definida sobre um grupo compacto SU(2). A segunda
diferenca é a escolha nao diagonal dos vinculos em favor de uma algebra simples.

Nota sobre a base na proposta de Bonzom e Livine. E possivel escrever
os vinculos definidos por Bonzom e Livine na base nao diagonal, temos assim

g}(et) = —/i/ nrsel ((R—i— e’)’ — (TVATJ> ,
P

Go(w;) = —li/ nrywl (T‘] - l(R—k 62)J> :
P i

Pode-se interpretar esta base como uma “rota¢ao” dos vinculos originais em (2.140):
~ 1
9= Jeta
onde A foi definida em (2.142). Na base “til” a algebra é “diagonal”:
{Ga(1),Ga(n)} = Ga(n x 1),
{G1(n), G2(n)} = Ga(n < 11'),
{G1(), 1 (n)} = oAGa(n x 1),
e as transformacoes de infinitesimais sao
{Gi(e), e} = De, {Gi(e),w} = gAe x e,
{Go(e), e} =€ xce, {Gy(¢),w} = De'.

AgG,

3.2 Troca de variaveis

Compare o termo cinético da agao (3.12) na gravitacao em 3D e o termo cinético na
agao (2.42). Compare também os vinculos (3.14) e (3.15) com os vinculos vetoriais
(2.45) e escalar (2.46) no caso em 4D. A semelhanca é mais que evidente. Baseados
nesta fato, definamos entao a seguinte transformacao dos campos:

A=A—~B, (3.27)
B=B. (3.28)

O interessante destas variaveis é que A e B “comutam” com relagao aos colchetes
de Dirac, como ¢é verificado do seguinte

{Al(z), B (z")} =0, (3.29)
{Ai(@). Aj(2)} = Lead”. (3.30)
(Bil@). B@)} = et @, (331)
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Chapter 3 Calibre axial

Em termos destas variaveis, a forma da acao e dos vinculos também sao simplificados
significativamente,

SZM/R/EQ (A-A+ (0 —+)BB) —/R(gmt)w(Bt)), (3.32)

e os vinculos sdo (enfatizamos que os multiplicadores de Lagrange nao sao variaveis
caligréficas!)

G(A) = —’; /Z A <.7-'A+ (o — ﬁizs x B)) , (3.33)
Go(By) = K/EQ B, (.FA - i(o DB — ;(a _ B x B)) 33

onde
Fa=dA+ JAxA (3.35)
DB =dB+ Ax B. (3.36)

Note a semelhanca do termo cinético nesta a¢do com a que se tem no formalismo de
Ashtekar—Barbero (2.47). Também repare que os vinculos G e Gy sdo praticamente
os mesmos que os vinculos vetoriais e escalar (2.50), (2.51).

Temos uma chance de simplificar notavelmente os vinculos fazendo a escolha o =
72, e definindo A, = A, — vB;. Temos entao

S:“// (A-A+2A,-Fu). (3.37)
27 Jr Js,

No modelo Euclidiano isto significa que v = 1 entretanto no modelo Lorentziano
temos v = i, neste tltimo caso a teoria se torna complexificada. Reconhecemos
nesta agdo a teoria de Chern—Simons definida sobre o grupo compacto SO(3) ou
SU(2). Este resultado é o andlogo 2+1 dimensional da agdo (2.52). Uma conexao
deste tipo, apesar de muito interessante padece das mesmas dificuldades da conexao
de Ashtekar em 3+1 dimensoes, basicamente no referente a medida de integracao
no grupo, como serd detalhado no capitulo 4.

Para levar a analogia ainda além das variaveis de Ashtekar devemos manter
arbitrario e eliminar o setor nao compacto dos geradores através de uma escolha
apropriada de calibre, tal como foi feita na secao?2.1.3 para a gravitagdo em 4D,
onde o calibre temporal faz o trabalho desejado. Qual o calibre, se existir, no
caso 241 que reduz o grupo SO(3,1) a SO(3)? Repare que o efeito importante
na escolha o = 72 é o desaparecimento de todos os termos que envolvem B. Isto
representa um indicio do calibre buscado. Considere por exemplo a fixacao B; =0,
ela consiste em trés condigoes de calibre, uma para cada setor nao compacto do grupo
SO(3,1). Agora, pelo fato que estamos em duas dimensoes espaciais os termos do
tipo (B x B)! = ¢7*BiBFcd2? sdo automaticamente removidos, como é desejado.
Analisaremos em detalhe esta ideia na proxima secao.
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3.3 Calibre axial

3.3 Calibre axial

Queremos fixar o calibre parcialmente de tal maneira que a simetria residual seja
compacta, isto é SO(3). A seguinte andlise é valida para o caso em que o grupo
de calibre é SO(3,1). A condi¢ao de calibre B?j ~ (0 deve ser compativel com o
procedimento de Dirac®: a fixacdo envolve simplesmente varidveis do espaco de
fase e conduz a presenca de vinculos de segunda classe tal que o niimero deles é o
dobro das condigoes da calibre. O esquema consiste em acrescentada a condicao de
calibre a agdo como um novo vinculo. Temos assim um novo conjunto de vinculos
aos quais devemos aplicar o formalismo de sistemas vinculados como é a anélise de
estabilidade, a identificacao dos vinculos de segunda classe e finalmente a introducao
dos colchetes de Dirac (segao2.1.2.1). Veremos que a fixagao reduz a simetria do
grupo da forma desejada.

A ideia basica do calibre axial pode ser entendida de forma simples como segue.
Lembre a acao (3.32) em termos das variaveis caligraficas,

S = 2’”“7 (A A+ (0—~")B - B) —G(A) - G(B,) (3.38)
)0
com G(A) e Go(B;) dados pelas equagoes (3.33) e (3.34). No calibre axial B;, = 0
temos

Al = AL — B (3.39)
A=Al (3.40)
B. = BL.. (3.41)

Dado que esta condicao de calibre ¢ algébrica, pode ser, em primeira instancia,
diretamente aplicada na Lagrangiana. Fazendo isso obtemos

sz“// (A At 2At-.7-'A)+/go(Bt), (3.42)
2y Jr /s, R
onde
6u(B:) =+ [ B (m - i(o— - 72>DAB> (3.43)
P
:/s;/ B, - (&CAy — 0y(A; — ng) + (A, — gBm) X Ay> ) (3.44)
PO Y 7

O primeiro termo na agao (3.42) corresponde a uma teoria de Chern—Simons
definida sobre um grupo compacto SU(2). O segundo termo, Gy(B;), antes um
vinculo de primeira classe responsavel de gerar os “boost”, é agora necessariamente
de segunda classe pois se ele fosse de primeira classe ele geraria transformagcoes de
calibre em 15’;, 0 que nao é permitido. Entao ¢ vinculo Gy(B;) deve ser em principio

3Estamos seguindo a terminologia de [66].
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resolvido de tal forma que um dos campos A,, A, e B, seja escrito em termos dos
restantes campos. Por exemplo, B, = B,(A;, A,). Uma vez feito isto podemos fazer
Go(B:) = 0 na agdo. A teoria final ¢ uma teoria de Chern—Simons com conexao real
SU(2).

Para proceder com a demonstracao rigorosa, escrevamos o Hamiltoniano (3.17)
acrescentando a condigao de calibre como um novo vinculo

Bl ~0, (3.45)
usando o (campo) multiplicador de Lagrange p(x):
H=0(A)+Go(B) + [ d*m(@)B}(a) (3.46)
P

Acontece que o vinculo dado pela fixagdo de calibre junto com o vinculo Gy definido
em (3.15) s@o de segunda classe, pois a matriz formada pelos colchetes de Poisson,

L ({G@.G@) (Gie). B
Cule @) <{B;<w>,ga<a:'>} {B;<w>,Bg,<w'>}>’ (3.47)

0 1 ,
~ ( 10 ) (0350, + €3 Ay) 0 (z, @), (3.48)

é (fracamente) nao singular. Seguindo a prescrigao de Dirac-Bergman, introduzimos
o colchete de Dirac (se¢ao2.1.2)

{M,N}p ={M N} — {M, xa} * (C7)*"* {x5, N}, (3.49)

onde M e N sao duas fungoes dos espaco fase, xo, @ = 1,2 sdo os dos vinculos
de segunda classe e C~! denota a inversa, no sentido da convolucio “*”, da matriz
(3.48). Por construgao, os colchetes de Dirac entre os vinculos de segunda classe e
qualquer funcao do espago de fase sdo identicamente nulos. Aqueles com os campos
A! sdo iguais aos seus colchetes de Poisson (veja (3.16)):

{AL(@), A ()} p = { AL (@), A} ()} —{ AL (@), By (2)}Ciy +{Go (7)), A} (')}
—{A(x), Go(2)} + O = {By(2), Aj(a')},
= {4, (), A)(=")}.

1 ...
— *(523&2(52(33,33/),
Ko o—7

onde usamos o fato que {Gy, A,} ~ B, (veja (3.23)), sendo portanto nulo no calibre
em consideracao, e {By, A,} = 0 (veja (3.16)). De forma similar, e pelos mesmos
argumentos, calculamos

{B.(x), A)(x)}p = {B,(x), A (')} —{ By (), B, (2) }+ Oy +{Gy(2), A} ()}
—{B.(x),G(2)} = O = { B, (), Aj(a)},
= {B,(z), Aj(=)}.
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O ultimo colchete nao trivial a calcular é
{B;(x), A(x')}p = {Bi(x), AL(z')} —{Bi(), By (2)} *Cy,' +{Gj(2'), AL () }
—{Bi(x),G4(z)} » O * {Bjj(z'), AL () }.

Estes colchetes nao podem ser simplificados usando os argumentos que funcionaram
bem no caso dos outros colchetes. Isto nao representa obstaculo nenhum, pois lembre
que agora Gy ¢ um vinculo de segunda classe, portanto ele deve ser fortemente nulo,
1.e.

. . o .
dAL — D, (AL — ZBi) = 0. (3.50)
8
Em principio podemos resolver esta equagdo para B’ em termos de A’ e AZ. Desta
forma B! nao é uma varidvel independente, e seu colchete de Dirac com os outros

campos nao € relevante.
Escrevemos entao os tnicos colchetes nao triviais que sao:

i T, Lo oy /
{Ax(w)aA;(w )Ip = Ewﬁy(%w ) (3.51)

As varidveis introduzidas em (3.28), no calibre axial B} = 0, se escrevem agora
como

A, = A, —yB,, A, =A, (3.52)

Usando os colchetes de Dirac (3.51) podemos verificar que estas variaveis formam
um par canonico conjugado:

[Al(@), 4(@)}p = 695 (2,a). (3.53)
A Hamiltoniana fica simplesmente
H = Ga(Ay), (3.54)

onde o vinculo de primeira classe G4 é dado por

K .
Galn) = - / Ly () Fiy ~ 0, (3.55)
Y Jss
com a 2-forma curvatura associada a A definida como

W= 0p AL — O AL + & ALAY. (3.56)

Pode-se reconhecer em H a Hamiltoniana da teoria de Chern—Simons com conexao
A real definida sobre um grupo compacto SU(2). O vinculo G4 satisfaz uma algebra
de primeira classe, que se escreve

{Ga(m),Ga(n)} = Galn x 1), (3.57)
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Chapter 3 Calibre axial

e gera as transformacoes de calibre infinitesimais da conexao:
{AL.Ga(n)}p = 0un' + 5ijk~'4g77k- (3.58)

Tivemos sucesso em demostrar que o calibre axial reduz a gravitacao 3D com
constante cosmoldgica diferente de zero, e pardmetro de Barbero-Immirzi, a uma
teoria de Chern—Simons com conexao SU(2). De fato, as novas varidveis caligréaficas
podem ser consideradas como as variaveis analogas as variaveis de Ashtekar—Barbero
na gravitacao em 4D, sendo o calibre axial a contrapartida do o calibre temporal na
teoria em 4D. Em ambos casos o setor nao compacto da teoria é congelada

Nota sobre os difeomorfismos apés a firacio de calibre. E interessante
notar que a fixagao de calibre B, = 0 também fixa parte da invariancia de difeo-
morfismos espaciais, deixando como invariancia residual os difeomorfismos gerados
pelos vetores £ = (£7,&Y) com &Y uma fungao independente de y. De fato, sendo
B, = 0, entao, usando a defini¢ao da derivada de Lie temos que

£B, = 0,(§"By) + (9, By — 9, By)
= ay(ngx) - gxawa
- ygmBma

que ¢ estavel s6 se 9,* = 0. Contudo, a teoria de Chern-Simons em termos da
conexao A (3.52) é novamente completamente invariante de difeomorfismos, como
consequéncia da invariancia de calibre sob transformagoes 3.58, como foi mostrada
na (se¢ao2.2.3), (2.76) (pode consultar também [39]).

Caso anti-de Sitter na gravitacao Riemanniana. O formalismo apresentado acima
é valido também para 0 = —1 e A < 0, onde o grupo de simetria é SO(2,2). Apos
a fixacao de calibre a teoria é reduzida a uma teoria de Chern—Simons com conexao
real definida sobre o grupo nao compacto SO(2,1). A desvantagem deste modelo é
que de momento nao é conhecida uma estratégia completa para quantizar uma teoria
de calibre sobre um grupo nio compacto no contexto da LQG (veja (capitulo4)). E
uma verdadeira lastima pois este modelo contém um dos objetos mais fascinantes
na gravitagao em 3D que é o buraco negro BTZ (pode consultar [67, 18] e as referén-
cias ali citadas). Porém, temos uma alternativa de estudar a quantizacao da teoria
com A < 0, se consideremos o = 1, que corresponde a gravitacdo Riemanniana com
constante cosmologica negativa. Podemos denominar este modelo como AdS Rie-
manniano. O grupo de calibre é novamente do tipo SO(3, 1), e portanto a imposigao
do calibre axial conduz novamente a uma teoria de Chern—Simons com grupo de
calibre residual SO(3) ou SU(2).

Sendo mais especificos, consideremos a conexao (2.109), que escrevemos como

Q=w'J;+eP, (3.59)
note que os indices de grupo i, 7,... tomam os valores 1,2,3 e sao levantados e
baixados com a delta de Kronecker, d;;. A algebra satisfeita por estes geradores é

Lo, i = €i" T [T, P = €i" Pi, [P, Py = Aei (3.60)
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3.3 Calibre axial

onde A < 0. Na gravitacdo AdS Riemanniana as componentes da conexao de spin
w' sao reconhecidas como as de uma conexao SO(3) (ou SU(2)), trata-se do grupo
de Lorentz Euclidiano. O setor nao compacto, que corresponde aos “boosts” AdS,
é conformado pelas componentes do co-frame. Assim, nesta teoria, as traslagoes
“topologicas” sao nao compactas.

As formas quadraticas neste modelo se escrevem

(wr + e1,way + €)1 = \/K(wl ey +wo - e1), (3.61)
<W1 + €1, Wy + 62>2 = Wi Wy + A€1 - €9, (362)

onde o fator VA na primeira forma quadratica garante que as unidades sejam as
corretas (conforme (2.114) e (2.117)).
A acgao para este modelo se escreve

K . 1 . A
S = —3 //\43 [w (e — ;w) +é-(w— ;e) — G(wi) — Goley)- (3.63)

O calibre axial se 1¢ e; ~ (0, uma relagao muito similar ao que se tem no calibre
temporal na teoria em 4D [32]. Finalmente, as novas varidveis andlogas a (3.52) sao

A = wp, — e, (3.64)

A, = w,. (3.65)
A teoria reduzida é uma teoria de Chern—Simons SU(2) com conexao real A definida
acima.

Resumindo o que foi feito nesta secao, a fixacao de calibre proposta tem o efeito de
“congelar” os boosts de forma que a simetria original SO(3, 1) é reduzida para SO(3)
ou SU(2). O Hamiltoniano sofre também uma simplificagao significativa, ficando
simplesmente um Hamiltoniano de uma teoria de Chern—Simons. Uma vez mais
destacamos a similitude com o formalismo das varidveis de Ashtekar—Barbero em
4D. O papel do calibre axial apresentado pode ser comparado ao calibre temporal
da teoria em 4D.

A partir deste ponto podemos explorar as varias abordagens para quantizar a teo-
ria de Chern—Simons com grupo de calibre SO(3) ou SU(2). Por exemplo, seguindo o
espirito da quantizacao candnica, podemos mencionar o trabalho de Dunne, Jackiw
e Trugenberger [62], também esta a proposta em [39] para uma abordagem inspirada
nos métodos da LQG. Esta ultima é detalhada no préximo capitulo.
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4 Gravitacao quantica de lacos

Neste capitulo ¢é feita uma revisao geral da quantizacao de lagos da gravitacao em
4D [11, 68, 31, 69, 70, 32]. Na se¢ao4.1, com as técnicas da quantizacao candnica,
consideramos a estratégia que consiste em quantizar primeiramente o espaco de fase
nao vinculado, para depois obter o espaco fisico através da resolucao dos vinculos no
nivel quantico. Depois, na se¢do 4.2, estudam-se duas possiveis representagoes. A
primeira é a chamada representacao da conexao, na qual o espaco de configuragoes é
dado pelo espago das conexdes que tomam valores na algebra do grupo. O problema
com esta representagao é que nao se conhece uma medida de integragdo no espago
de configuracoes das conexoes classicas. A segunda representacao considera como
variaveis de configuracao, em vez da conexao que assume valores na algebra do grupo,
a holonomia que assume valores no grupo. Veremos que neste caso, sendo o grupo
de calibre SU(2) compacto, a medida de Haar representa uma medida de integragao
natural no grupo. Logo na secdo4.3 construimos de forma sistematica o espaco
de Hilbert fisico, isto se faz em trés etapas. Primeiramente definimos o espago de
Hilbert cinemético como o completamento do espago das fungoes cilindricas (fungoes
das holonomias definidas sobre grafos orientados) quadrado integraveis. O vinculo
de Gauss seleciona deste espaco aquelas func¢oes das holonomias que sao invariantes
de calibre. Uma base no espaco das fungoes invariantes de calibre ¢ dada pelas
chamadas “redes de spin”. Finalmente os difeomorfismos sao implementados através
da técnica conhecida como “média do grupo”. Vamos ver como construir uma base
no espaco fisico, a partir das redes de spin, que dependem unicamente da classe
de equivaléncia de grafos nao orientados e links carregando uma representacao de
SU(2) que se contraem nos vértices do grafo com tensores SU(2) invariantes. Esta
base é chamada base s-knot. Os vetores desta base sao manifestamente invariantes
de calibre e de difeomorfismos, além disso, a base no espago de Hilbert fisico é
separavel. O ultimo vinculo a ser resolvido é o vinculo escalar, responsavel pela
evolucao temporal da teoria. A resolucao deste vinculo requer outras técnicas que
nao sao consideradas nesta tese.

4.1 “Reduzir entdao quantizar” vs. “Quantizar entao
reduzir”

Queremos quantizar a teoria da gravitacdo 3+1 dimensional que, como vimos na
secao 2.1.3, é descrita pelos vinculos vinculos de Gauss, vetorial e escalar, respetiva-
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mente (veja as equagoes (2.64), (2.65) e (2.66))

g - Dagiaa (41)
V= gfﬂc?

~ o~ . 1 )
N = st (Fi = Lo = DBy - (0 - Pean LB ). (43

Para prosseguir com a quantizacao candnica desta teoria basicamente temos duas
opgoes. Na primeira comegamos reduzindo o espago de fase cinematico classico,
impondo os vinculos classicamente, determinando assim o “espaco de fase fisico” (o
espago das “Orbitas de calibre”), logo quantizamos este espago para obter a teoria
quantica reduzida. Na segunda abordagem, quantizamos primeiramente o espaco
de fase cinematico, obtendo assim a teoria quantica nao reduzida, logo reduzimos a
teoria impondo os vinculos como operadores quanticos. As teorias quéanticas assim
obtidas em cada caso nao sao necessariamente equivalentes, como se observa do
diagrama nao comutativo da Fig. 4.1

Teoria classica Teoria quantica
ndo reduzida quantiza¢do ndo reduzida
Reducio cldssica Redugio quantica
Teoria classica Apuc?
reduzida izaca RO

quantizagio <40 " AT

Figure 4.1: Diagrama nao comutativos das duas estrategias de quantizacao
canonica.

A primeira abordagem nao contempla flutuagoes em torno dos graus de liberdade
de calibre, s6 quantizamos os graus de liberdade fisicos. Na segunda alternativa nao
s0 quantizamos os graus de liberdade fisicos, mas também os graus de liberdade
de calibre. Assim, esta aberta a possibilidade de que a teoria quantica reduzida
contenha efeitos ausentes no nivel cldssico’.

Com estes argumentos em mente, adotamos a segunda estratégia que é conhecida
como o “Programa de quantizagao de Dirac”. Nosso primeiro objetivo entao é deter-
minar o espago de Hilbert cinematico que é a estrutura matematica basica a partir
da qual se constroi a teoria quantica.

!Como exemplo considere o caso de elétrons confinados classicamente a uma superficie espacial
2d. Apés a quantizacio, eles podem vibrar fora da superficie! Se se considera o espago de
fase classico reduzido, este efeito é negligenciado. (R. Loll, Quantum Gravity (Review) URL:
http://pirsa.org/C09046, 2010, Perimeter Institute.)
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4.2 Conexao wvs. holonomia

4.2 Conexao vs. holonomia

4.2.1 Representacao da conexao

Na representacao de Schrodinger as variaveis candnicas sao promovidas a operadores
que obedecem as relagoes de comutacao usuais, em correspondéncia com os colchetes
de Poisson (ou Dirac, dependendo do caso) classicos que foram determinados na
se¢ao 2.1.3, equagao (2.55),

{Al(z),EN(x)} = 5i000% (@, &) — [A;(a:),§j’(a:’)] = i0:000% (@, a'). (4.4)

Fixamos agora uma polarizacao no espaco de fase. Isto consiste em identificar o
espago de configuragoes classico, no caso particular de interesse, é o espaco das
conexoes suaves que denotamos por C4 (i.e. o espago das conexdes C*). Neste
espago as coordenadas sao representadas por operadores que atuam multiplicati-
vamente sobre os funcionas de onda W[A], e os momentos se representam como
derivadas funcionais, i.e.

~ ) 2 ¥ )

A VAl = AL UA]; EVA] = ———

DA = AL ) =

Estas relacoes definem a “representacao da conexao” O espaco de Hilbert cinematico

se define entdo como o completamento do espaco formado pelos funcionais de onda
quadrado integraveis a respeito do produto escalar formalmente definido como

V(A

(W0 = / “Dul AP TTAW[A], (4.5)

onde “DulA]” é a medida de integracao finita e normalizada no espago das conexdes.
Finalmente determinamos os estados fisicos impondo que a versao quantica dos
vinculos (4.1), (4.2) e (4.3), que em conjunto denotados como C(A, ), aniquilam os
estados fisicos: C (A, £ JW[A] = 0. A expectativa é que aqueles estados que resolvem
todos os vinculos formem o chamado “espaco de Hilbert fisico” a partir do qual é
possivel extrair informagao fisica invariante de calibre.

Porém, na pratica existe uma dificuldade no momento de definir o produto escalar
no caso das teorias de Yang—Mills. O problema com esta representacao é que nao é
possivel escrever uma medida de integracao sobre o espago das “conexoes classicas”
que seja compativel a invariancia de calibre. Portanto o programa é obstruido desde
o comeco®. A ideia é buscar uma outra representacao que resolva as dificuldades
encontradas na representagao da conexao.

4.2.2 Representacao de holonomias e fluxos

O principio fisico (e filoséfico) da Relatividade Geral é que o campo gravitacional
é uma manifestacao da geometria do espago—tempo. A geometria é o ente fisico

2Isto ndo quer dizer que seja impossivel achar solugdes particulares, como veremos no seguinte
capitulo (segdo5.1.1).
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a quantizar. Podemos imaginar entao alegoricamente que a geometria quantica
¢ descrita por uma sorte de “espuma quantica” (quantum foam)[10]. O continuo
nao é mais fundamental, mas apenas uma aproximacao semi classica da geometria
quantica.

A estratégia na LQG para tratar com o nuimero infinito de graus de liberdade
consiste em “disseminar” ou “ponderar” a conexao ao longo duma subvariedade 1-
dimensional (7.e. uma curva «) do espaco 3, de modo que a teoria é decomposta em
um conjunto de teorias cada uma das quais depende de um ntimero finitos de graus
de liberdade. A tarefa de decompor o numero infinito de graus de liberdade em
um conjunto finito é feita pela holonomia. Assim, a proposta sugere que em vez de
utilizar a conexao avaliada no ponto «, é conveniente utilizar a holonomia avaliada
na curva «. As holonomias representam entao os blocos basicos para construir a
espuma quantica.

No que segue introduzimos os blocos basicos para a construgao do formalismo da
LQG. A literatura padrao da LQG é o artigo de revisao de Ashtekar e Lewandowski
[11], o livro de Rovelli [70] e o extenso tratado (matemético) de Thiemann [32].
Uma leitura critica da LQG, desde a perspectiva de um especialista em teoria de
cordas, é dada pelo artigo de revisao de Nicolai, Peeters e Zamaklar [69]. Também
recomendamos a revisao de Corichi [68] para uma abordagem didatica e intuitiva.

Holonomia e Fluxos. A holonomia é um elemento do grupo G = SU(2) definido
como

U(a; A) = Pexp </ AZ(ZL‘)TidCL’a> = Pexp (/ Ai(oz(s))ﬁd%s)ds) ,  (4.6)

onde a = a(s), s € [0,1] é uma curva analitica® na variedade espacial ¥, a* =
dx®(s)/ds, e P é uma “ordenagao de produto do caminho”, que corresponde a tomar
sempre os maiores valores de s da esquerda para a direita, finalmente A é a conexao.
Note que, desde que A é uma 1-forma avaliada na &lgebra de Lie do grupo, a
integracao ao longo de o é completamente natural e independente do fundo, além
disso repare que a holonomia é uma fungao que toma valores no grupo. A holonomia
satisfaz as seguintes propriedades

U™ =UYa) (4.7)

a terceira propriedade é a resposta da holonomia as transformagoes de calibre. Note
que a regra de transformacao é homogénea, muito mais simples se se compara com a
transformacao de calibre da conexao. Além disso, como a holonomia é um elemento
do grupo, existe uma medida de integracao natural, a medida de Haar como veremos
em breve, finita e invariante sob as transformacoes do grupo.

3Isto é, suave por pecas.
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Nada impede de se introduzir a holonomia como um campo independentemente da
conexao. Define-se entdo como um campo (nao local) que assume valores no grupo
cujo argumentos sao curvas analiticas na variedade espacial ¥, e que satisfazem as
propriedades (4.7).

No mesmo espirito da holonomia, introduz-se agora o “fluxo” da 2-forma campo
elétrico*:

E(S;E) E/f::/g;bTid[L’adxb, (4.8)
s s

a integracao é sobre uma superficie analitica S, que é completamente natural desde
que &€ seja uma 2-forma. A transformacao de calibre do fluxo nao é tao simples
quanto a da holonomia,

E(S;E) — EI(S;E) = Lg_l(x)gabg(x)dx“dmb. (4.9)

A partir da definigdo da holonomia (4.6), e a definigao classica dos colchetes de
Poisson fundamentais (4.4), mostra-se que o colchete de Poisson entre a holonomia
e o fluxo resulta na inserciao da matriz 7° no ponto onde « e S se interceptam, entao
temos

{U(),E4(9)} = U(a)T'U(a). (4.10)

Nesta féormula a; e oy sdo os pedacos da curva antes e depois a insercao do 7¢, tal
que a; U ay = a. E esta estrutura a ser promovida a comutador fundamental na
teoria quantica em substituigao de (4.4):

A

[U(),E4S)] = iU (o) T"U(a). (4.11)

E possivel reconstruir a conexdo e o campo elétrico a partir das holonomias e
fluxos, simplesmente temos que considerar estes objetos definidos sobre curvas e
superficies infinitesimais, respectivamente. Segue-se entao a equivaléncia entre a
representacao da conexao e das holonomias e fluxos.

4.3 Espaco de Hilbert da LQG

A construcao do espacgo de Hilbert na representacao das holonomias e fluxos é divi-
dida sistematicamente em varias etapas. Comegamos com algumas defini¢oes basi-
cas.

4A relacdo entre a 2-forma campo elétrico € e o vetor densidade campo elétrico foi dada na (2.54).
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Grafos. Um grafo finito I' é uma colegao {e;,1 = 1,..., N} de links orientados
independentes, no sentido que eles s6 se interseptam uns com outros nos pontos
inicial ou final, esses pontos de intercessao sendo chamados de vértices. O grafo é
“fechado” se nao existem links que tenham alguns de seus extremos livres.

Considere agora o conjunto de todos os grafos possiveis no espago Y. Existe uma
relacdo de ordenamento parcial “>" no seguinte sentido: Um grafo I" é “maior” que
o grafo IV, que escrevemos como I' = I se I' contém I, i.e, todos os links de I
estao contidos no grafo I'. A relacao > é parcialmente ordenada pois existem grafos
que simplesmente nao tem relagao alguma entre si.

A definicao de grafos dada neste paragrafo nao faz referéncia nenhuma a uma
escala ou parametro de rede relacionado com o “comprimento” dos links. O motivo
de introduzir grafos é que eles serdao o “esqueleto” sob o qual se constroem fungoes
das holonomias.

Funcoes cilindricas. Sejaografol’ ={e;;i =1,...,N},e{U(e;),i=1,...,N} as
holonomias definidas sobre os links do I'. Seja f uma funcao complexa no SU(2)*"
que depende de N holonomias. O par (I, f) define um funcional de A que se escreve

Up [ Al = f(U(ey), ..., Ulen)). (4.12)

O conjunto de todos os funcionais ¥r ¢[A] baseados no grafo I' formam um espaco
linear que denotamos por Cyly. As fungdes neste espago sdo chamadas “fungoes
cilindricas a respeito de I'". O espago Cylp depende de um nimero finito de graus
de liberdade, no presente caso, de N graus de liberdade, um por cada link. Para
capturar o nimero infinito de graus de liberdade da teoria definimos Cyl = @ Cyl
como o espago formado por todas as funcgoes cilindricas definidas sobre todos os
grafos possiveis na variedade do espaco .

Nota sobre o espaco de configuracoes cldssico e quantico. Classicamente
o espaco de configuracoes é o espago das conexoes suaves C4. As holonomias sao
definidas como funcionais destas conexdes suaves. Uma generalizagdo consiste em
considerar holonomias definidas sobre conexoes gerais nao necessariamente suaves
(distribui¢oes temperadas). O espago de configuragao das conexoes generalizadas é
denotado C4. Resulta que na teoria de campos o espaco de configuracoes classico
deve ser substituido pelo espaco das conexoOes generalizadas, as vezes chamado de
“espago de configuragoes quantico”[11]. Este alargamento do espago de configuragoes
¢é proprio da teoria quantica de campos, nao existe andlogo no caso da mecanica
quantica de sistemas com numero finito graus de liberdade.

A medida de Haar de SU(2) Em geral, a medida de Haar du de um grupo
compacto G é definida através das propriedades (pode consultar [71])

Jaw=1 [ stamantey = | smucn)

A primeira é a propriedade de normalizacao, a segunda a invariancia sob a a¢dao do
grupo.
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No caso de interesse particular, a medida do grupo SU(2) é

27 2T 2T ino
/S U(Z)f(g)du(g): /0 /0 i f(g(e,aﬁ,x))sg;2 dfdedy, (4.13)

onde 6, ¢ e x (uma parametrizacao de SU(2)) sdo os angulos de Euler .

A medida de Haar do grupo SU(2) ¢ de suma importincia no formalismo da
LQG, pois representa uma medida de integracao natural no espago de configuracgoes
na representacao das holonomias. Uma medida semelhante ndao é conhecida na
representacao da conexao.

Produto escalar no Cyl;. Sejam as fungoes cilindricas Ur ¢[A] e ¥ /[ A] a respeito
do grafo I' = {e;,i = 1,..., N}. O produto escalar se define como

(Ur s |Wr, ) 2/ dpy -+ dun f(Uy, ..., Un)f'(Ur, ..., Un),
su@)*N

/ dur F O O (O, Un), (4.14)
SU@2)*N

com du a medida de Haar no grupo, f o conjugado de f, e dur = du;---duy a
medida de Haar associada ao grafo I' (o “elemento de volume” no espaco SU(2)*™).

Com estas defini¢cbes estamos prontos para o passo seguinte que é construir o
espaco de Hilbert cinematico.

4.3.1 Espaco de Hilbert cinematico

O espago de Hilbert cinematico associado a um grafo I' é definido como o com-
pletamento de Cauchy, Hi,, = Cyl., do espago Cyl, munido do produto escalar

(4.14)5.
O espago de Hilbert cinematico Hy;, € definido como a soma direita
Hiin = D Hign (4.15)
r

de todos os espacos de Hilbert individuais associados a cada um dos grafos finitos
I'. Por defini¢ao o “vetor nulo” ¥y = 1, correspondendo ao grafo sem nenhum link
I' = () (“auséncia de geometria”), é incluido no Hy;,. Repare que este espago nao é
separavel pois o conjunto de todos os grafos possiveis é nao numeravel.

A construcgao de Hyi, s6 faz sentido se for possivel estender a definicao do produto
escalar a funcoes cilindricas do Cyl. Vamos ver que isto é possivel desde que a
medida de Haar seja finita. Sejam entdo os grafos I' e IV e as funcoes cilindricas
associadas Wr y e Wy, explicitando escrevemos

Urs=f(Ur,...,Un), (N o ntmero de links de I') (4.16)
\I’F/Jcl = f/(Ul, e Uv]\/'/)7 (N/ o numero de links de F/) (417)

SEm poucas palavras o completamento de Cauchy consiste em ampliar o espaco linear original de
modo que se incluem o limite de todas as sequéncias de Cauchy (fechamento na norma [72]).
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Caso um dos grafos esteja contido no outro, por exemplo I' = I, entdao o produto
escalar é dado pela (4.14), porque uma fun¢ao que é cilindrica a respeito do grafo
menor [ é também cilindrica a respeito do grafo maior I'°. A situacdo mais geral é
o caso em que I' e IV ndo estdo relacionados de forma alguma. O fato que o espaco
Cyl contempla todos os grafos possiveis, faz com que sempre exista um grafo T (com
N" links) que contém I' e I". Entao, como no caso prévio, Ur ¢ e U ¢ sdo fungoes
cilindricas respeito de T (as quais denotamos por F' e I’ respetivamente), portanto
o produto é dado por

(U |V ) = (VUy p [Py pr),

Na verdade existe uma infinidade de grafos T que contém I' e IV. A pergunta
importante é se o produto interno é independente da escolha particular de Y. A
resposta é afirmativa gracas ao fato que num grupo compacto a medida de Haar pode
ser normalizada. Certamente, as fungoes cilindricas a respeito de T se escrevem

Uy p=F(Ui,...,Up)=f(Uy,...,Ur) = Vry,
\I[T,F’ = F/(Ul, .. ,7UL//) = f’(Ul, .. .,UL/) = \I/F/’f/.

O produto escalar no espago Cyly entao é

(U

qI'I‘,F/> = dMTF<U1,---,UL//)F/(U1,...,UL//)7
su(2)* L’
N / " dprordprf(Us, ... UD) f'(Us, ..., Up),
SU(2)* L

onde duryur é a medida de Haar no grafo que resulta da unido de I e I, dug é a
medida de Haar formada a partir dos R links de T que nao pertencem a I' nem I".
Temos entao

(U

Uy pr) = / d,UFUF’f(Ula---aUL)f/(Ul»--'yUL’)/ dpr
SU(2)*M G

XR

—/S o o d,upuplf(Ul,...,UL)f/(Ul,...,UL/),
U(2)*

onde M é o numero de links do grafo I' U T”. O tultimo passo é uma consequéncia
da medida de Haar ser normalizada. Portanto o resultado nao depende da escolha
particular de Y.

Decomposicdo ortonormal (Teorema de Peter-Weyl). O teorema de Peter—
Weyl é uma generalizagdo das séries de Fourier no circulo, i.e. fungoes f(g) onde
g € U(1), ao caso de grupos compactos nao abelianos. O leitor pode consultar [73]
para uma apresentagao formal.

F analogo a dizer que uma funcao f(z) de R é também uma funcio de R? com F(x,y) = f(x).
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Toda fungao no grupo f(g), com g € SU(2), admite uma decomposigao ortogonal
do tipo

= > [ R (9), (4.18)

j mmn
fr=ie ) [ AnBm(6)f(9) = (Ronl0)0). (4.19)
U(2
onde R = (RJ,)*, com “*” sendo a conjugacdo complexa. A matriz R/ é a

representacao unitaria irredutivel de spin j do elemento de grupo g. Seus elementos
de matriz satisfazem as relagoes de ortonormalidade

2+ D) [ dlg) R0 R () = 57 B (4.20)
SU(2)

No que segue, e por simplicidade, absorvemos o fator (2j + 1) na defini¢ao de R’ .
. Na notagao dos ket’s (fazendo g = U, as holonomias), escrevemos R’ (U) como
|7,m,n), onde RS (U) = (U|j,m,n).

A generalizacao no caso de uma funcao f(Uy, ..., Uy) que depende de N elementos
do grupo é direta,
f(U]-?"'? Z Z Z ]77111]]:“\7”1 nNRﬁlnl(Ul) R#LVN?IN(UN)’

J1yeersJN MLyee s N N1 50N

my- mNm"'TbNH
D INED DD D R}, (U

J15eesJ N TVLye TN M50, TUN

onde os coeficientes da expansao sao obtidos simplesmente projetando a fungao ao

N ;. . ~
longo de cada componente [T;_; R7: ,, (U;), de modo que os coeficientes da expansao
sao

jzﬁﬁ = / d:uF H lenz U)f(Ula R UN)a (421)
SU( )<

=1

HRmml Nf (UL, ..., Un)). (4.22)

Assim, os produtos de componentes das representacoes irreduziveis [T Rngml(U s
associados com os links e; € I' | para todos os valores de spin j, e todos os valores
de m e n tais que —j < m,n < j, e finalmente para todos os grafos I' possiveis,
formam uma base ortonormal de Hy;,. Na notagdo de Dirac os vetores de base se

escrevem
]F,j,?ﬁ,ﬁ) =171, N, M, oy, R, e N, (4.23)

onde (UL, 7, m, @) = [1Y¥, Rl (U;). Note que j = 0 ndo é permitido na soma,
caso fosse, aqueles grafos com links carregando a representacao irredutivel j = 0
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seriam equivalentes aos grafos com esse link removido, mas estes grafos ja foram
considerados quando somamos sobre todos os grafos, portanto estariamos contando
o mesmo grafo varias vezes. O tnico objeto que carrega spin j = 0 é o vetor nulo,
|0), correspondendo a fungdo de onda ¥y = 1.

A base satisfaz as relagdes de ortogonalidade

2 o o T o o S s
<P7j7m7n|r yJ M ,TL> - 5FF’5jj/5mm’5nn’- (424)

O resultado destacavel, como consequéncia de aplicar o teorema de Peter—Weyl, é
que a base do espago de Hilbert HL. , que depende de j, m e n, é numerével e
portanto separavel. Assim, as fungoes cilindricas a respeito de I' dependem de um
numero finito de graus de liberdade. Observe que se um dos links é zero, acontece
que R7=% =1, e portanto na (4.20) temos

/ d(g) R (9) R, (g) — / d(g) B (g) = 078,y = 0. (4.25)
SU(2) Su(2)

Entao a integral individual das matrizes R’ ¢ identicamente nula. Em outras
palavras, todos os vetores sdo ortogonais ao vetor nulo. Daqui se deduz que o
produto escalar entre duas funcoes cilindricas é zero se os grafos I' e IV sao dife-
rentes, desde que o produto interno neste caso necessariamente tem termos do tipo
(4.25). Se I' = T, o produto escalar pode ser diferente de zero, dependendo dos
spins j e os elementos de matriz m, 7.

Repare que o resultado da ortogonalidade é verdade mesmo se IV =T+ dI" é o
grafo obtido a partir de uma deformacao “infinitesimal” de I". Isto quer dizer que o
“movimento” dos grafos no espaco se torna numa sequéncia de estados mutuamente
ortogonais, e implica uma quebra da nocao de continuidade no espaco, mesmo que
o espaco X “portador” dos grafos seja uma variedade continua. Neste resultado esta
contida a natureza descontinua do espago na LQG (veja a discussdao no [69]). Por
outro lado, repare a nogao de dois grafos coincidirem ou nao é puramente topolégica,
portanto perfeitamente compativel com a independéncia de fundo e difeomorfismos.

Finalmente, a decomposicao ortogonal do espago de Hilbert cinemético se escreve

Hkin = @Hgin = @ @HFJ"
r J

r
Hyin carrega uma representacao natural de SU(2) e o grupo de difeomorfismos Diff

de Y.

4.3.2 Vinculo de Gauss e redes de spin

O vinculo de Gauss esta relacionado com a invariancia de calibre do tipo Yang-Mills.
Assim, uma solucgao deste vinculo é dada pelos funcionais Hy;, invariantes de calibre,
i.e.,
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onde G foi definido na (4.1). O caso do vinculo de Gauss (3.55) no modelo da
gravitacao em 3D ¢é discutido em detalhe no préximo capitulo.

Os funcionais Ur ; que resolvem o vinculo de Gauss (4.1) sdo aqueles construi-
dos a partir de func¢oes f SU(2)-invariantes. Para isso, construimos primeiro uma
base SU(2)-invariante simplesmente contraindo as holonomias com tensores SU(2)-
invariantes localizados nos vértices dos grafos. Introduzem-se entdo as “redes de
spin” como a base SU(2)-invariante definida como

|S> = |F7.;aﬁi7ﬁ> ’ U%‘ﬁﬁa (426)
onde ?J;mﬁ ei= {i1,...,iy} é uma notagao simplificada que se refere a um conjunto
de V tensores invariantes, chamados “intertwiners”, com indices (duais) m e 7 que
se contraem com os indices m e 7 de ]F,;’, m, ). Isto pode parecer muito abstrato,
de modo que um exemplo breve ajuda a ilustrar esta construcao.

Seja entao o grafo mostrado na Fig. 4.2, com vértices carregando as representacoes
de spin j; = 1, jo = 1/2, j3 = 1/2. Neste caso o vetor |F,f,ﬁi, ny é tal que
j={1,1/2,1/2}, {h,ﬁ} = {i,A, B} onde i = 1,2, 3 (indices vetoriais) e A, B = 1,2
(indices spinoriais). Entao a base das redes de spin se escreve

1 . .
Ts[A] = (AlS) = gUZABRZ-j(Ul)RAC(UQ)RBD(Ug)J]CD. (4.27)
Os intertwiners neste exemplo sio ¢'4%/y/3, onde 0¥ sdo as componentes da
J2=1/2
A C
OiAB gicep
B D

Figure 4.2: Grafo com nodos “trivalentes”

i-esima matriz de Pauli, com defini¢do analoga para ¢/¢P/ V3.

Funcionais SU(2)-invariantes gerais se constroem a partir da base por linearidade.
O subespago de Hi;, formado pelos funcionais SU(2)-invariantes é denotado por
Heans: O espago de todas as fungdes SU(2)-invariantes com respeito a todos os
grafos possiveis é o espaco de Gauss total, Hgauwss = Pr Hgauss.

Nota sobre os lagcos de Wilson. Um exemplo de rede spin é dado pelo
trago de lacos fechados, Uy [ A] = TrU(a), conhecidos como “lacos de Wilson” Os
produtos de lagos de Wilson formam una “base” conhecida na literatura como base
multi-loop [74]. Sao os responsaveis para o nome da LQG. No entanto, esta “base”
tém o problema de ser mais que completa, motivo pelo qual o formalismo da LQG
se torna complicado nesta base. As redes de spin resolvem esse problema, pois elas
formam uma base completa.
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4.3.3 Implementacao dos difeomorfismos do espaco

Idealmente os estados invariantes de difeomorfismos sao aqueles que resolvem os
vinculos vetoriais, “V”¥ = 0, onde V é a versdo quantica de (4.2). Estes estados
deveriam formar um subespago de Hgauss: Mas a perda da continuidade na LQG
faz com que esta equacao seja indefinida. Na verdade o tnico estado invariante de
difeomorfismos no Hgauss € 0 vetor nulo ¥y = 1, que correspondente a auséncia de
“geometria”. No entanto, segundo a defini¢do do produto escalar (4.24) entre os
vetores base, nao importa quanto infinitesimal seja a deformagao 01" de um grafo, os
vetores |I') e |T'+ 0I") sdo automaticamente ortogonais. Pior ainda, quando dI" — 0,
o produto escalar (I'|I" + 6I") se anula, enquanto que (I'|l') = 1. Claramente um
sinal da descontinuidade do espago. Assim, é impossivel obter estados invariantes
de difeomorfismos além de ¥y = 1. Isto mostra que os estados invariantes de difeo-
morfismos nao podem estar contidos 1o Haauss. S€ nao estao contidos no Hagauss €les
tém que estar contidos num espaco maior.

A solucao para implementar os difeomorfismos se baseia num método conhecido
como “média do grupo” (group averaging method) [11, 70, 32, 31]. Trata-se de um
aperfeicoamento do algoritmo de Dirac, razao pela qual é conhecida na literatura
como “quantizacao refinada” (refined quantization).

Lembre que Hyi, foi obtido como o completamento de Cauchy do espaco das
funcoes cilindricas Cyl, portanto Cyl C Hyin. O espaco dual de Cyl, denotado Cyl’,
é o espaco das formas lineares ® que atuam sob as funcgoes cilindricas ¥ tal que
®(V) € C. O “triplo de Gel'fand” ¢ a estrutura definida como Cyl C Hyg, C Cyl'.
Seja agora o triplo de Gel'fand

So C Haauss C S(/), (4.28)

onde S, é o espaco das funcgoes cilindricas invariantes de calibre tal que seu com-
pletamento de Cauchy é Hgauss = So. S, é 0 espaco dual de S,. Vamos ver que os
estados invariantes de difeomorfismos pertencem a S?.

Considere agora a “média do grupo” do estado |¥q) € S, (o valor médio de |¥y)),

Pl 0) = / “dg7U, |0, (4.29)
diff

onde Uy é uma representacao unitaria dos difeomorfismos, e “d¢” é uma medida
de integracao no grupo. Py, ¢ chamado de “projetor”, mas na verdade ele nao
projeta os estados sobre um subespago de S,, mas os tira fora dele. Pyg|¥;) é por
construcao invariante sob difeomorfismos,

U¢/Pdiff‘ql1> - /

“dp"UyUy|Wy) = / “dP"Ugop|V1) = Pair|¥1). (4.30)
diff

diff

Definamos agora o produto escalar. Sejam as formas lineares ®1, ®3 no S’. Defi-
nimos o produto escalar como

(1| Po)aisr = (P1, U2) = (PairrV1, V2), (4.31)
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onde estamos utilizando a notagdo de Schwartz’s (@, V) para denotar a acao da
forma linear ® € S/ sob o vetor “teste” U € S,. Mais concretamente, sejam I" e T”
dos grafos dados, entao temos que

(PagUr, Up) — / “dg” (U, Wr| W),
diff
Para calcular a integral notamos que uma grande parte da integracao ¢é aniquilada
pelo fato que dois estados sao ortogonais se eles estao baseados em diferentes grafos.
Entao sé um subconjunto dos difeomorfismos que levam I' para I sobrevivem. A
integral se escreve entao

(PagWr, W) = > [ “do” orr (Us Wr|Wr) =) | “do” (Up, V| Prv)
L Jdiff ko Jdiff*

onde drp é 1 se I' = 1" e zero se I' # I, Uy, sao os difeomorfismos discretos que s6
intercambiam os links ou a orientagao do grafo, e diff* e subgrupo dos difeomorfismos
que levam I' para I". Podemos tirar o produto escalar fora da integral, desde que I"
é levado para IV de tal forma que ndo depende mais de ¢, sobrando simplesmente a
integral da medida do grupo, [ gig d9”, que ¢ assumida finita. Temos finalmente

(PygUr, Ur) = > (Us, U |Up). (4.32)
%

Os estados invariantes de difeomorfismos assim construidos formam um espago de
Hilbert separavel, Hg, uma vez que a enorme redundancia de difeomorfismos foi
eliminada.

A deducao apresenta é formal, em particular, repare que nao temos um argumento
convincente que garanta que | ai o7 seja finito. No seguinte capitulo considera-se
uma definicao alternativa que fornece o mesmo resultado final.

Vetores s-knot. Da mesma forma que as redes de spin formam uma base no espaco
Hcauss, desejamos construir agora uma base invariante de difeomorfismos no espaco
fisico Hair. Considere entao a definicao (4.32) aplicada a base das redes de spin

0 if TV £ [[]

S(S|Ug Sy i T =T’ (4.33)

(s,5") = (S| PuglS’) = {

onde Uy, |S") é a rede de spin obtida a partir de |S’) por uma troca na orientacao
ou ordem dos links, e [['] denota a classe de equivaléncia do grafo I' sob a acdo do
grupo discreto finito de difeomorfismos Uy, de I'. Entao os estados |s) sao baseados
em grafos nao orientados K = [I'] chamados “knots”. Escrevemos |s) = |K, ¢), onde
c representa a “cor” do knot. Dois estados s-knot sao equivalentes se eles estao “ata-
dos” e coloridos da mesma forma, quer dizer, tem a mesma topologia e os mesmos
numeros quanticos. Tudo agora é contavel numeravel. A invaridncia de difeomorfis-
mos conserta a nao separabilidade do espago Hgauss-
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Chapter 4 Gravitagao quantica de lagos

Até este ponto temos desenvolvido o formalismo da LQG para resolver os vincu-
los de Gauss e de difeomorfismos espaciais. O restante vinculo a aplicar é o vinculo
escalar (4.3). Este vinculo permanece sendo um desafio na gravitagdo em 4D. Nao
discutimos neste trabalho a resolucao deste vinculo. Como referéncias citamos por
exemplos os trabalhos nos modelos “espumas de spin” (spin foams) e o “programa
do vinculo maestro” (master constraint programe).
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5 Quantizacao de lacos da
gravitacao Lorentziana em 3D

Vimos que a gravitagao Lorentziana em 3D com constante cosmolégica positiva e pa-
rametro de Barbero-Immirzi pode se reférmular como uma teoria de Chern—Simons
com grupo de calibre SU(2). Neste capitulo aplicamos um esquema de quantizacao
ja existente da teoria de Chern—Simons inspirada na LQG [39]. Na secao5.1.1 estu-
damos a representacao da conexao, onde é assumido que o espago tem a topologia
de um cilindro. Esta topologia induz uma polarizacao na qual a componente z da
conexao representa a variavel de configuragdo, enquanto que a componente y rep-
resenta o momento candnico. Existe uma solugao fisica particular da teoria nesta
representagao [62]. A solugdo geral é obtida como o produto entre a solugio particu-
lar e um funcional invariante de calibre, esta tltima é construida, se¢ao 5.1.2, usando
as ferramentas da LQG. O vinculo de Gauss seleciona funcées das holonomias in-
variantes de calibre, resultando ser estas “ciclos” com coordenada y constante. A
invariancia de difeomorfismos ao longo de y, que foi quebrada pela escolha da po-
larizacao do espaco de fase, é restaurada aplicando a técnica da média do grupo.
O resultado final é um espago de Hilbert fisico separavel, cuja base é representada
por classes de equivaléncia de grafos nao orientados independentes da coordenada y.
Para enriquecer o modelo, na se¢ao 5.2, é construido um observavel parcial definido
a partir de uma regularizacao apropriada de um observavel classico invariante de
calibre. Este observavel é local. Para exportar este observavel ao espago fisico, ele
deve ser “deslocalizado”. O limite classico deste observavel é estudado na se¢ao 5.3,
onde descobrimos com surpresa que ele ¢ identicamente nulo, mesmo que seu es-
pectro quantico seja, em geral, diferente de zero. Fechamos este capitulo com a
se¢ao 5.4, onde se mostra, por argumentos topolégicos, que as constantes fundamen-
tais da teoria, i.e. G, A ey se combinam de tal forma que o resultado é um nimero
inteiro.

5.1 Quantizacao candnica

5.1.1 Representacao da conexao

Tendo em vista os resultados do capitulo anterior, vamos fazer aqui uma revisao
rapida da quantizacao da teoria de CS com grupo de calibre G = SU(2) sobre uma
variedade 3-dimensional orientada no tempo, M = Rx,. Desde este momento
assumimos que o espaco 2o tem a topologia de um cilindro. FEsta secao segue
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Chapter 5 Quantizacao de lacos da gravitagao Lorentziana em 3D

essencialmente [62][39].
As variaveis canonicas sao definidas como operadores satisfazendo, em correspon-
déncia com os colchetes de Dirac (3.51), as regras de comutacao

i i (A Y cij / 10 A7 (! i7 ij /
{ AL (), A ()} = ;5352(33,93) — [Ay(z), Aj(x')] = ;5“2(33,93) (5.1)
onde i,7 = 1,2, 3 sdo os indices de grupo SU(2).

Escolhemos uma polarizacao tal que fl; seja multiplicativa e A; seja uma derivada
funcional' atuando sobre os funcionais U[A,] = (A,|¥):

1 _qi . Qi _ 0
AL V[A,] = AL V[A];, A V[A] = o 5A§.C\I/[Ax]. (5.2)
O vinculo de Gauss (3.55) nesta representacao se escreve
GUlA) = |i (0" el 0 ) £ 40 | WA =0 (5.3)
A=\ an T g ) T | T '

Uma vez que
ek (AT A — AEAT)WIA,] =0,

nao ha ambiguidade de ordenamento na defini¢cdo do vinculo de Gauss quantico.
Uma solugao particular da equagao (5.3) é dada pela fase [62]

Uyl A,] = exp(2miay), (5.4)

onde g ¢ a agdo de Wess—Zumino—Witten definida na (2.105) da se¢io 2.2.5,

k 1
- %(gSWZ - 50)7 (55)

onde h[A,] € SU(2) é o funcional nao local de A, (5.6) dado por

%)

A, = h7'0,h. (5.6)

Para nos convencer de que ¥, é uma solugdo particular do vinculo de Gauss
procedemos da seguinte forma. Para comecar lembre que a acao das transformagoes
finitas dos funcionais de onda carrega uma fase, o 1-cociclo oy definido na (2.94) da
secao 2.2.5,

WILA] = U(9)U(A,) = 27 A0 (A7), (5.7)

onde

Ug) = exp/)\iQA. (5.8)

1Usamos tanto a representacdo funcional ou bem os kets abstratos de Dirac. A relacdo entre eles
é dada por ¥, [A;] = (A;|a), onde « representa os nimeros quanticos que definem o estado.
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5.1 Quantizagao candnica

Se V[A,] é uma solugao do vinculo de Gauss, entdo ela dever ser tal que
UI[A,] = V][A,]

comparando este resultado com (5.7) vemos que um funcional “invariante” satisfaz
a regra de transformagao

D[AY] = e2mionl Al A, ). (5.9)

Por sua vez, vimos na secao 2.2.5 que o 1-cociclo na teoria de CS ¢ trivial, entao ele
se escreve como a co-borda de um 0-cociclo

a1 Az, g = aolA7] — ao[Ad],

onde o 0-cociclo é justamente (5.5). Escrevendo a exponencial de a; e reacomodando
os termos temos

€2wiao[«4§] — eQwial[Az,g]e2wia0[Az] ou bem \IJO[Ag] _ €2mal[Az’g]\Ifo[.Ax].

Comparando com (5.9) identificamos ¥ = Wy[A,| como uma solucao particular do
vinculo de Gauss.

Podemos também verificar isto por substituigao direta de ¥y na (5.3), para fazer
isso precisamos antes determinar a acao de .,ZVy sob Wy,

7 0W[A,] _ o7 dap[ Az

i 0AL Kk O0AL

A, = Wl AL (5.10)

A variacao funcional de o foi calculada na secao 2.2.5, o resultado foi’:

dap(Az) K K

Finalmente, substituindo este resultado na (5.10), obtemos a equagao

AWy = (h™'0,h)W,. (5.12)
Este resultado, junto com a defini¢do (5.6), conduz ao resultado

AUy = (b 'dh) ¥y = wly, w=h"'dh. (5.13)

Portanto A atua diagonalmente sob a solucao particular .
Aplicando o vinculo de Gauss a ¥y, utilizando a equagao (5.13), e usando o fato
que w ¢é por construcao uma conexao plana, chegamos ao resultado esperado

GU = (0, A, — 0, A, + Ay x A) Ty = (Opwy, — Dy, + wy X w,) T = 0.

?Adotamos a notagdo padrao Tr(7'77) = —16%, como nas referéncias [62, 39]
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A partir da solugdo particular se postula que a solugdo geral de (5.3) se escreve
na forma

Substituindo isto na equagao (5.3), e tendo em mente que AZ satisfaz a regra de
Leibniz como derivada funcional, temos

0 = G'(Wo[ Ay ™ [A,))
= [(OeA} + EpAA) — 0, AL (To[AuJg™ [A))

= P AG W[ A + (9.AL + € ALAL) (A, (5.15)
Daqui se deduz que ™ [A,] satisfaz o vinculo de Gauss restrito (z-Gauss)

Esta tltima equacao nos diz basicamente que 1™ é invariante sob as transformacoes
de x-calibre

(5§x)-’4§c = [-Afngx(g)] = Dccgiv
dgx)winv _ [winv) Gx(g)] _ gAz((g)winv =0,

o que explica o sufixo “inv”.

Fechamos esta se¢ao com alguns comentarios importantes.

1. O problema com a fase na (5.9) é que os estados fisicos sao multi-avaliados,
pois vimos que «; é multi-valuado (veja o comentério justo apds a defini¢ao
(2.102) de ay). Esta dificuldade é superada facilmente pelo requerimento que
47k /7 seja um inteiro, o que conduz a regra de quantizagdo bem conhecida do
nivel da teoria [75, 61], que no presente contexto se escreve como

P_ ez (5.17)
T

2. O 1-cociclo a; em (5.9) sendo trivial pode ser absorvido através da redefinicao
dos funcionais de onda (segundo (2.98) na se¢io2.2.5) ¥ = e 2™ ¥, E f4cil
verificar que estes estados sdo invariantes de calibre,

WILA] = WA = VA,
¥ é justamente ™ introduzido na (5.14).

3. Ug = exp(2miSwzw), o exponencial da a¢ao de Wess—Zumino—Witten, definida
na variedade espacial ¥, é uma solucao particular da teoria de CS na represen-
tagao da conexao (e por tanto da gravitagdo em 3D segundo nosso esquema).
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5.1 Quantizagao candnica

Uma situagao parecida acontece na gravitacdo em 4D com constante cosmoldg-
ica positiva, no formalismo de Ashtekar: uma solugao particular que resolve
todos os vinculos é ¥y = exp(%SSC), onde Scg é a acao de Chern—Simons em
3D definida na borda espacial da variedade 4D original! Este estado é con-
hecido como estado de Kodama [51]. Mais interessante ainda é que o estado
de Kodama ¢é também uma solucao particular da teoria de Yang-Mills ([69] e
as referéncias ali citadas).

O passo seguinte natural na quantizacao do modelo é a construcao do espaco de
Hilbert. Para isso é preciso definir um produto escalar, que formalmente se escreve

(| w) = / Dyl A" TIAJV[A,].

Como ja foi mencionado no capitulo4 o problema com esta definicao é que amedida
de integracao “Du[A]” é definida s6 de manera formal, na pratica nao se conhece
uma medida no espago de configuragdes das conexdes. Esta dificuldade é superada
na representacao de lacos, que é o tema da seguinte secao.

5.1.2 Representacao de lacos

Apresentamos agora o formalismo de lagos na teoria de Chern—Simons (LQ-CS). Esta
representacao foi proposta pela primeira vez por Constantinidis, Luchini e Piguet
no [39], como uma continuagao do trabalho de Dunne, Jackiw e Trugenberger [62].

Seguindo o espirito da LQG (conforme as motivacgoes discutidas na segao 4.2.2)
em vez de considerar funcionais de A, (), que se transformam in-homogeneamente
sob as transformacoes de calibre e que dependem de um ntmero infinito de graus
de liberdade, consideramos funcionais das holonomias, U(«), definidas ao longo de
caminhos orientados oy, = [z1, 23] em ¥y com coordenada y constante,

2 A% 7;d
Uloy, x1,22) = Peler AT ’
que respondem as transformacoes de calibre homogeneamente,

Uy, 1, 79) = gfl(y, x2)U (v, x1,22)9(y, 7). (5.18)

Note que a holonomia é definida a partir unicamente da componente A, da conexao.
E por isso que restringimos os caminhos o, serem constantes em y, caso contrario

as holonomias dependeriam de fly que nao é uma variavel de configuracao.
O colchete entre U(a, A;) e A, é [76]

(Ula, A). Ay@) = 25

_ 2 / ds()0%(als), 2)[U (s, A Ulan, A, (5.19)

K
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onde a = a(s), s € [0,1] é a curva original, a; e g, duas curvas tais que a; U ag =
a, sao os pedacos de o antes e depois da insercdo da matriz 7° no ponto onde
A;(a:) atua sobre U. Repare nesta férmula que a integracao é 1-dimensional, mas o
argumento da integracao tem uma distribuicao 62, portanto o resultado da integral
deve ser proporcional a uma distribuicao d. Nas teorias de Yang—Mills isto se resolve
utilizando o fluxo do campo elétrico em vez do campo eléctrico, conforme se fez na
secao4.2.2. No presente caso da teoria ser 2d podemos definir o “fluxo” de A; como

A(0)= [ i) A o), (5.20)

onde f(s), t € [0,1] é uma curva com coordenada x constante. Usando (5.19) o
colchete de Dirac-Poisson entre a holonomia e o “fluxo” de A; é

(U, A,), A'(B)} = 2Uar, A)T'U(n, Ay, (5.21)

com a; € ay definidas acima, ap6s (5.19). (Compare este resultado com seu andlogo
(4.10) na gravitacdo em 4D.) A rigor, na verdade nao existe algo similar ao “fluxo”
de uma conexao, A'(8) se apresenta como a “circulagdo” da componente A, ao
longo de 3 e neste sentido similar a uma holonomia. O problema com A%(3) é que
se transforma in-homogeneamente sob as transformagoes da calibre. Mais adiante
se constroi a partir de A; um operador que se transforma de forma analoga ao fluxo
nas teorias de Yang—Mills.

As vezes nés nos permitimos escrever simplesmente U(a) sem explicitar a de-
pendéncia funcional a respeito de A, para enfatizar a semelhanga com A*(3). De
fato, pense na holonomia como um campo nao local no grupo (sem fazer referéncia
a conexao) que depende de uma curva « em Y5. Podemos entao escrever a dlgebra
de holonomias e “fluxos” completa como

{U(0),U(a)} =0,
{U(@), A(8)} = 1U(0)7'Ulen), (5.22)
{A(B), A (8)} =0,

onde o e ap foram definidas acima, apds (5.19). Da discussao no final da se¢ao4.2.2,
sabemos que ¢é possivel reconstruir a representacao da conexao a partir das holono-
mias e dos fluxos. Assim, estas representagoes sao equivalentes. Promovemos entao
a algebra de holonomias e fluxos (5.22) a operadores que obedecem as regras de
comutacao:

U(a), U(a')] =0,
[U(a), A(8)] = i1 Ulaz)r'U(a), (5.23)

[A'(B), A (8")] = 0.
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As holonomias sao adequadas para a construgao de um espaco de Hilbert com um
produto escalar bem definido (segao4.3), uma vez que tratam-se de elementos do
grupo, e dessa forma temos a nossa disposicao a medida de Haar no grupo SU(2)
como medida de integracao (4.13).

Espaco Cilindrico Cyl e espaco Hy;,. Definimos agora fungdes complexas que
dependem de um nimero finito de holonomias. Baseados na sec¢ao 4.3, construimos
o espago cilindrico Cyl cujos elementos sao (veja (5.14))

Ur p[As] = ol AuJury[Ad,
onde an[ o= f(U(ay,,z1,2)), ..., Ulay,, Tr, 2%)),
I' ={ay,, k2, k=1,..., K} é um grafo definido como um conjunto finito de K

y-constante caminhos em X5, e f é uma fungdo em SU(Z)XK com valores complexos.
Um vetor assim definido é denotado por |I', f). Uma vez que os funcionais de onda
sao escritos em termos de um nimero finito de holonomias, que sao elementos do
grupo, pode-se utilizar a medida de Haar du; do grupo para definir o produto interno
no Cyl como foi feito na (4.14), temos assim

(T, fIT, f) /Hdukf U, U (UL Uy). (5.24)

O espaco de Hilbert cineméatico Hy;, é definido como o completamento de Cauchy
de Cyl a respeito do produto interno acima definido.

Decomposicao ortogonal. Na secao 4.3 encontramos uma base ortonormal em vir-
tude do teorema de Peter—Weyl. Vimos que uma base |I', 7, &, 5), com j = ji, ..., jk,
etc. para Hy, é:

U5 = Vol A (AT, 7, 7, 1) HRmknk (s Th, ),

onde R/%  (U) denota o elemento matricial (my, 7)) na representacao de spin j da

holonomia U. Note que excluimos o valor j = 0, e completamos a base com o “vetor
nulo” |0},

correspondendo ao grafo vazio. Como ja foi visto na se¢do 4.3.1, estes vetores formam
uma base ortonormal:

(T, j m, W, e m T = Orrr6= =05 w07 7.

Vemos que cada caminho (ay,, 2k, x}) do grafo I' tem associado uma representacao
spin j de SU(2). Vetores associados a diferentes grafos sao automaticamente ortog-
onais. Note também que o espago de Hilbert nao é separavel: é a soma direita

r
Hkin — @ Hkin?
T
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sobre todos os grafos possiveis, onde Hi. é o espaco de Hilbert separdvel associado
ao grafo I'. Um vetor |¥) € Hy, se escreve como a expansao em termos da base
dada por

a soma nos [' é sobre um subconjunto finito de grafos.

Invariancia de Calibre SU(2), espaco Hgauss- Antes de implementar o vinculo
de Gauss (5.3) vamos especificar a topologia da variedade 2-dimensional espacial
Ys como sendo de um cilindro infinito. Topologicamente equivalentes ao cilindro
sdo, por exemplo, um plano infinito furado ou uma esfera com os polos furados. A
independéncia de fundo métrico nos permite representar os grafos em qualquer uma
dessas superficies.

A fixacao da topologia das sec¢oes espaciais nos permite impor o vinculo na forma
de invariancia de ™ sob todas as transformacoes de z-calibre finitas, implicando,
como pode ser visto facilmente de (5.18), que as fungdes devem ser reduzidas a
tragos das holonomias ao longo de caminhos fechados (ciclos ou lagos de Wilson, i.e.
secoes y-constante do cilindro)

Uy) = TrU(aey, x1, x).

Deste modo, cada ciclo é caracterizado por sua “altura”, e os grafos sao agora
conjuntos C' de “ciclos” C,. Isto define o espago de Hilbert HE,, . associado ao
grafo C, cuja base é o conjunto ortonormal de vetores “redes de spin” |C, 7), dados
por

N
UeslAe] = UolA] [T X (U,,), com ' (U,) = TrR'(U,),
n=1

onde j significa (j1,...,Jx). Estes vetores sao ortonormais, no sentido que
(C.41C". 5} = bc.cr07 3.

Agora considere o espago S, de todas as combinagoes finitas das redes de spin,
sendo Haauss seu completamento de Cauchy. E a soma direta ®c HS, ., onde
HE, . ¢ 0 espaco de Hilbert associado ao grafo C', que é separdvel. Nio é o caso de
Haauss, Uma vez que os grafos estao indexados por arranjos arbitrarios (ciclos com
alturas y arbitrarias) de nimeros reais.

Também é plausivel considerar grafos mais gerais sobre o cilindro em vez de sim-
plesmente ciclos y-constante, tal como se faz na LQG em 341 dimensoes. Classica-
mente isto é factivel pois é possivel definir holonomias gerais em qualquer direcao,
nao s6 aquelas com y constante. Porém, lembre-se que a curvatura ¢ nula neste
modelo, portanto todos os lagos fechados que encerram uma regiao simplesmente
conexa valem 1 em virtude do teorema de Stokes ndo Abeliano [77, 78]. No final
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P 7, TN
1 1 ——- —
12
12
1/2 172

Figure 5.1: Um cilindro infinito representando o espaco ¥, e um grafo particular
definido sobre ele. Apds projetar o cilindro num plano infinito, onde foi removida
a origem, se separa a parte nao trivial do grafo onde s6 sobrevivem os ciclos nao
contrateis, embora aqueles lagos que encerram uma regiao simplesmente conexa
valem 1.

das contas todo grafo se reduz a uma composicao de ciclos nao triviais y-constante
que nao podem ser contraidos a um ponto (veja a Fig.5.1) No nivel quantico as
holonomias sao definidas como funcionais s6 da componente A, sobre curvas com y
constante. Observe, contudo, que temos a nossa disposicao a conexao “auxiliar”

w=h"'dh =h"'0,hdx + h~'0,h dy,

dependendo somente de A, onde h é dado por (5.6), e com a qual é possivel definir
holonomias gerais. Mas, o resultado final é o mesmo que antes, pois w é, por
construgao, uma conexao de curvatura nula.

Invariancia de difeomorfismos, espaco fisico H s e estados s-knot. Uma vez
que |C, j) depende da coordenada y, os elementos de Hgauss Na0 sdo invariantes
de difeomorfismo. (Mas eles sdo z-invariantes de difeomorfismos, pois os lagos de
Wilson sao integrais de uma 1-forma ao longo de um ciclo.) Classicamente o vinculo
de Gauss era suficiente para dar conta dos difeomorfismos, mas na teoria quantica
existe uma quebra manifesta dos y-difeomorfismos, como consequéncia da escolha
de polarizacao. A invariancia local representada por y-difeomorfismo nao foi con-
templada quando o vinculo de Gauss foi resolvido. Para entender o porqué disso,
lembre que um difeomorfismo ao longo da coordenada y
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gerado pelo campo vetorial
§=1(0,¢"),

atua sobre a varidvel de configuracao 4, na forma
LeAy = Dy(§Ay) = 0:(8%Ay) + As x (EPA,y),

i.e. como uma transformacao de calibre com parametro £Y.4,. Contudo, quando
aplicado a um funcional de onda deve-se substituir .4, por o operador definido
em (5.2). Este tipo de “transformagao de calibre” nao foi contemplado quando
resolvemos o vinculo de Gauss. Portanto, ainda precisamos implementar este setor
da invariancia de difeomorfismos. A invaridncia mais geral sob os difeomorfismos
gerados pelos vetores da forma £ = (£%,£Y) vai ser evidente em vista do resultado
manifestamente invariante que vamos obter em breve.

Para comecar note que o tnico estado fisico que resolve o vinculo de Gauss in-
cluindo a invaridncia sob todos os difeomorfismos espacias é dado pelo vetor nulo |0)
representado pelo funcional W[A,] dado por (5.4), que descreve a auséncia de “ge-
ometria”. De fato, suponhamos que Vs seja um estado fisico no Hgauss diferente
de Wy. Seja também ¢ um difeomorfismo que desloca os ciclos que conformam Wy
na direcao y. Visto que o produto interno entre duas fungoes cilindricas baseados
em diferentes grafos é automaticamente zero, chegamos a conclusao que Wy € or-
togonal consigo mesmo, coisa que nao faz sentido. Vemos assim que se quisermos
ter uma chance de encontrar estados fisicos devemos considerar um espago maior
do que Haauss- Fazemos isso no que segue adaptando a gravitagao em 3D a técnica
da “média do grupo” que foi descrita formalmente na secao4.3.3 para o caso da
gravitacdo em 4D, e que agora ¢é feita de forma explicita.

O ponto de partida é o triplo de Gel’fand S, C Haauss C 5., sendo S! o dual do
espago das redes de spin S, denso no Haauss. Os elementos de S! sao definidos pela
acao sobre as fungoes teste U € S;:

d .5, —C,
U O(0) = (D, 0), (5.26)

onde, usamos a notagao de Schwartz (,) para denotar os funcionais lineares.

Vimos que o produto interno (5.24) no Hqauss € invariante por difeomorfismos
(ndo depende de altura dos ciclos que formam dois estados envolvidos no produto),
entao ¢ possivel implementar o difeomorfismo ¢ através um operador unitario U,
tal que a sua acao sobre funcionas no S, é

(Up® , W) = (D, Uy1 D).

Os estados invariantes de y-difeomorfismos resultam ser elementos do espago dual
construido a partir de qualquer vetor da rede de spin ¥ pela “projecao” funcional

Pdiﬁr : SO — Sé
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definido por

(PagV ,0') =Y (U"|¥), V|¥) e S, (5.27)

\Ij//

onde a soma é feita sobre todos os vetores |¥") no S, obtidos de |¥) através de um
y-difeomorfismo, i.e

[U7) = Uy|W).

Uma vez que duas fungoes cilindricas a respeito de diferentes grafos sao mutua-
mente ortogonais, uma consequéncia da relagdo de ortogonalidade da base (4.24), a
imensa maioria de difeomorfismos continuos colapsam na soma finita em (5.27) que
corresponde aos difeomorfismos discretos dos grafos coloridos. Em uma dimensao
sO temos dois elementos neste grupo: a identidade e a reflexdo que inverte a ordem
dos ciclos (i.e. o difeomorfismo y — —y). As formas lineares ® = PygV geram o
espago de Hilbert fisico Hpnys, com um produto interno induzido a partir do que se
tém Hgauss (veja (4.31)):

(P1]Po)air = (P1, Vo) = (Paig V1, Vs), (5.28)

onde |Uy),|Uy) € S,.
Uma base ortonormal no espago de Hilbert fisico, que é dada pelos estados “s-

knot” introduzidos em (4.33), é obtida pela projecao da base de redes de spin |C, j)

E
(J]

A
)

171,92, - - - in) = Paire| C, J)

— 0o = Ot oo s ), — 1 3
i(SJ/idjwi 6]N]§V’ jk—/Q,l, /2,...

= (5.29)

Jl

~—

a base é completada com o vetor nulo |(}). Eles sao solugoes do vinculo de Gauss e sao
invariantes sob os difeomorfismos espaciais. A partir desta base podemos construir
qualquer vetor fisico em Hppys.

Os vetores de Hphys dependem unicamente das classes de equivaléncia dos vetores
rede de spin sob a acdo dos y-difeomorfismos. Em particular, o vetor |j ), nao
depende da altura particular nem da ordem ¥, dos ciclos, mas s6 do nimero de tais
ciclos e do valor do spin associado a cada um deles®

Repare que os estados s-knot sao completamente caracterizados por arranjos de
semi-inteiros J = {j1,---,jn}. Um vetor deste tipo nao guarda memoéria nenhuma
da altura dos ciclos do grafo a partir do qual foi construido, portanto completamente
independe de qualquer sistema de coordenadas locais em 5. A invariancia sob todos
os difeomorfismos espaciais é manisfesta.

Uma vez que o conjunto de s-knots é contével, o espago de Hilbert fisico da
gravitacdo em 3D com constante cosmoldgica positiva, e parametro de Barbero—
Immirzi real, é separavel.

3Na terminologia da LQG tais classes de equivaléncia de grafos recebem o nome de knots, conforme
a secao4.3.3.
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5.2 Observavel

O operador mais simples de se escrever é o laco de Wilson definido como o trago
de uma holonomia fechada, U (o) = TrU(a). Ele atua sobre os funcionais de onda
multiplicativamente simplesmente adicionando um novo ciclo ao grafo. O operador
U () é interpretado também como um operador de criacdo de “geometria”. Por
exemplo, quando aplicado sobre o vetor nulo obtemos:

U()TolA,] = TrU (a)Wo[A,] = ol A.],

onde denotamos ¥ a excitacao do vetor nulo que resulta num novo grafo com um
ciclo.

Na LQG existe um operador associado com a quantidade geométrica area, cuja
agao é bem definida no espago cinematico [12, 79, 11, 70]. Ele atua diagonalmente
nos vetores (portanto ele é auto-adjunto), e tem um espectro discreto. O operador
de area nao é invariante por difeomorfismos, pois ele nao comuta com os geradores
de difeomorfismos espaciais, neste sentido se diz que o observavel é “parcial”.

Seguindo entao os passos da LQG no que se refere ao operador area, procuramos
um operador diagonal na base s-knot do espaco de Hilbert fisico para nosso modelo
de gravitacao em 3D.

Para comecar, a algebra dos colchetes de Dirac entre a holonomia e o “fluxo” de
A,. dada por (5.21), é promovida ao estatuto de algebra operadores,

[U(a), AY(B)] = i%U(ozz)TiU(oq), (5.30)

com «,  duas curvas com y constante e x constante, respectivamente, e a; e as
como foram definidas anteriormente (veja explicacio apés (5.19)). AY(S) é definido
como a versao operador de (5.20):

() = [ aei0.di(r.0). (531

A equagao (5.30) também é verificada usando a polarizagao escolhida (5.2), na qual
.A atua como derivada funcional a respeito de A,. E possivel mostrar entdo que (a
demostragao é andloga a (5.19))

H(B)U(0) =i U(aa)r'Ulew),

O operador A herda duas propriedades nada atrativas de fly. A primeira é que

A se transforma in-homogeneamente sob as transformacoes de calibre, a segunda é
que sua agao sobre os funcionas de onda é complicada. Mostramos isto no caso de

A
AU = A (Typ™)
— (Ay\ll()>77/)inv + \IIOJZ‘\-y@Z)inv
= w, ¥ + T A ™™, (5.32)
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onde utilizamos fly\I'o = w, ¥y na (5.12), junto com a defini¢do w, = h~*d,h em
(5.10). Note da tultima equagao (5.32) que o operador definido como

W,(A, Ay) = A, —w, = A, — h™'9,h, (5.33)
aplicado sobre ao funcional ¥ = W™ atua como .fl; sobre Y™, i.e.
WiU[A,] = UoALy™[A,]. (5.34)
A vantagem de Wy sobre .,Zly é que o primeiro se transforma como um vetor de
SU(2):
Wy = WY =g (@)Wg(),

pois é definido como a diferenga de dois objetos que se transformam como conexoes.
Isto se mostra, no caso das transformacoes infinitesimais, calculando o comutador
com o vinculo de Gauss:

HWIW = [W,, G\ ¥
=W,(G(NT) — G(\) (W, 1)
= W, (G, (N), w“”)— ( )(%A P)
= VA, G, (™ — Gu(N) A W™
= Wo[A,, G.(\)]™,

onde usamos (5.15) e (5.34) com G, definido em (5.16). Temos entéo, usando (5.34),
que

AW = W\ Abypm = N, 0.

Finalmente, para evitar ter que trabalhar com distribuicoes, define-se, em analogia
com (5.31), o “fluxo” de W,

() = /5 AW A1), A, (1)), (5.35)

ao longo da curva z-constante finita 3(t) na variedade espacial 35 onde ¢ € [0, 1].
Este operador representa um bom objeto para comecar a construir observéveis in-
variantes de calibre.

Para definir a acdo de W (3) sobre os funcionais de onda, é suficiente considerar
a acao sobre um funcional de onda de spin j particular,

\I/(j)[a,Ax] = \IJO[AI]U(j)(a,Ax), com U(j)(ay;Ax) = R(j)(U(a;Ax)),

correspondendo a holonomia ao longo de um ciclo y-constante x = a(s) , s € [0, 1]
no espaco Y, que na representacio de spin j é dada pela matriz RY). A acdo de
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W(ﬁ ) sob este funcional é diferente de zero se [ intersepta «, dando como resultado:
(a demostracao é completamente andloga ao caso classico na (5.21))

W) B9 = L AU ar, A) 70U (01, A, ), (5.36)

onde a curva « foi dividida nas partes a; (antes) e ay (depois) da sua intersegao
com 3, e resultando na insercio da matriz 7)? (a representacdo matricial de spin j
do gerador 7') no ponto em que /3 corta a.
Define-se entao o operador quadratico
A 3 A . A .
W2(8) =Y W' (B)W'(B), (5.37)

i=1

que, em virtude do resultado anterior, atua sobre o mesmo W) diagonalmente. Para
mostrar isto, suponha que em vez de W?(3) temos o operador
W2<6a¢7 Bm’) = Z Wz(ﬁm’)wz<ﬁx)a

=1

onde [, # [, sdo duas curvas z-constante tal que ' < x (o caso #’ > x completa-
mente analogo). Aplicando este operador a W) temos

3 2 3
S W(BAW (B = — 00 A] Y Uls, A)70"U (02, AT U0, A,)
i=1 i=1

onde a curva « é dividida nos pedagos aq, as € ag, com as respectivas insergoes,
segundo a regra em (5.36). No limite 2 — x, ay se encolhe até um ponto e portanto
U(asz, A;) — I. Assim temos

2

W23 = L + 1)0V), (5.38)

K2

onde usamos a representagao de spin j do operador de Casimir de SU(2) dada por
3 .y . o\ .
ZT(J)ZT(J)Z _ —j(j + 1) w 1)
i=1

Por tultimo, podemos tirar a raiz quadrada de WQ(ﬁ ), e definir

L(8) = W2 (9). (5.39)
O espectro deste operador é simplesmente a raiz quadrada do espectro de W(ﬁ E

v

L(B)oV) = i+ DWW, (5.40)

98



5.2 Observavel

Infelizmente este resultado elegante é eclipsado pelo fato que a presenca da integral
na defini¢ao de T () obstrui a invaridncia de calibre de W?2(3) e subsequentemente
de f)(ﬁ ). Porém, vamos ver que numa regularizacao apropriada, f}( ) pode ser escrito
como o limite de um operador invariante de calibre.

A fim de aplicar este operador a um vetor rede de spin geral, precisamos introduzir
uma regularizacdo. Similarmente ao operador de drea na LQG [12, 13, 11, 70, 32],
uma regularizacao é disponivel para I:(ﬁ) Em linhas gerais a ideia é seguinte:

Regularizacdo. Comegamos com um objeto cldssico (uma funcdo das varidveis
do espago de fase) definido como uma integral. O esquema de regularizagao consiste
em 1) aproximar a integral por uma soma de Riemann e 2) logo substituir esta por
uma soma de operadores quanticos.

K K
Ok = I}l_I)IlOOEk:Ok = O = I}l_rgo%:(’)k, (541)

onde K é o parametro de regularizacao ou refinamento. Verifica-se que a ac¢ao dos
operadores @k sobre os vetores de Hgauss € bem definida. 3) Finalmente, a agao
do operador regularizado é implementada como um limite de uma sequéncia {@K}
A sequéncia eventualmente se torna independente do refinamento. Em particular
o0 espectro torna-se “estacionario” (existe um refinamento K’ tal que para qualquer
K > K’ o espectro permanece inalterado). O sucesso em todos estes passos permite
afirmar que o limite K — oo é bem definido.

Entéo, considere o grafo C' de um vetor |C, j> de redes de spin que envolve varios
ciclos C,,, n = 1,..., N, dotados com representacoes de spin j,. Um subconjunto
destes ciclos cruzam o caminho [ a diferentes alturas y,, (m = 1,..., M) (veja
Fig.5.2). O esquema de regularizagdo consiste em subdividir o caminho 5 em K

Jo K Cy,
7 y AN

J3 - --F - Clys
PG [ B~ =X

j2 :- CZM
5

Figure 5.2: Regularizacao: A curva 3 é dividida em segmentos (3, de tal forma que
cada segmento é interceptado, como maximo, por um ciclo. Repare também que
um dos ciclos nao intercepta .

segmentos O, k =1,..., K, tal que cada ciclo cruze no maximo um dos segmentos
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br. Para cada um destes segmentos podemos definir L, como

A

Ly, = VW2(B).

Entao o operador regularizado total é a soma de todas as pecas
K A
k=1

Aplicamos Ly sobre um vetor da base e, segundo a prescri¢ao na (5.41), tomamos
o limite K — oc:

Lp)lc,j) = Jim Lk|C, j) (5.43)
K

= lim Y Li|C, 5. 5.44

K*)ookz::l kC, 5) ( )

E claro que existe um valor K’ no refinamento tal que cada segmento 3 é cortado
s6 por um ciclo ou por nenhum ciclo. A partir deste ponto a soma se estende
unicamente sobre aqueles segmentos com intersecao, i.e

S

L(B)IC,J) = lim Y Ln|C,J)

K—oo el
~
- m+1)|C, 5.45
ﬁ\/ (G + 1)[C, J) (5.45)

onde M é o ntmero de ciclos que compoem o grafo C. Repare que na ultima linha
utilizamos a equacao (5.40) que descreve a agao de Ly, sobre um ciclo individual.
Entao fica claro a partir deste momento que o espectro de ﬁ(ﬂ) nao depende mais
do refinamento K, este permanece estacionario, e portanto temos que

= lim
K—>oo

||M§

M
> AVim(m +1). (5.46)

m=1

ﬁ(ﬁﬂC,j} :LC"7|C75’>7 E

.

O espectro s6 depende do ntimero M de ciclos que cruzam o caminho 5 e de suas
representagoes SU(2) associadas. Repare que o resultado também depende do grafo
C, motivo pelo qual incluimos um subindice C' no autovalor. E importante esclarecer
que existe a possibilidade de que alguns dos ciclos do grafo C' sejam excluidos da
soma (5.46), como se mostra na Fig. 5.2, isto quer dizer que em geral N > M.

Assim, tivemos sucesso em construir L () como o limite em (5.45). Isso define um
“observavel parcial”, isto ¢, um operador auto-adjunto no espaco de Hilbert Hgauss,
obedecendo a equagao de autovalor

L(B)IC,j) = Ley|C. j). (5.47)
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Uma pergunta obvia é se é possivel estender a definicao deste observavel parcial a
um observavel genuino, 7.e., um operador auto-adjunto iphys(ﬁ ) no espago de Hilbert
Hpnys. Para qualquer curva finita dada 3, a resposta ¢ negativa, como veremos em
seguida.

Da se¢ao4.3.3 lembre que os estados fisicos foram definidos “fora” do espaco
Hiauss. O estados fisicos, ® € Hpnys C S., sao definidos como formas lineares
que atuam sobre os vetores de redes de spin U € S, (veja (5.26)). Portanto, uma
extensao natural de I:(B) como um operador atuando no S}, com dominio em Hpys,
¢é dado por

L'(B)® (V) = (L'(B)®, ) = (D, L(B)T), VI €S, (5.48)

onde ® € Hpuys ¢ obtido pela “projecao” ® = PygV de algum vetor ¥ € S, segundo
a defini¢ao (5.27). Por linearidade, é suficiente especializar em elementos da base de
redes de spin de S,:

® substituido por <I>j = Pug¥, i
¥’ substituido por ¥, -,

sendo C' e (' dois grafos genéricos. Temos entao
<(I)J"7 \I/C,j,) = <Pdiff\I/CJ-’, WC’,;’)’
— Z <\I/C//,;|\chl,j'>7

cre(c)
_ oy HCTENCl (5.49)
0 it ¢[0)

onde denotamos por [C] a classe de equivaléncia formada por todos os grafos equi-
valentes ao grafo C através de um y-difeomorfismo. A tltima igualdade se segue
da ortonormalidade da base rede de spin. Usando a defini¢do (5.48) e a equacao de
autovalores (5.47), obtemos o seguinte:

<£,(5)¢‘7, \I,C/,;/> = <(b_"7 i(/B)\IJC’73’>
e Z <\IIC”,;|L</B)\IJC’,;’>
=Log(B) > (WonjlVer )
crelC)
0= if C" € [C],
7B ]
0 it ¢|C],
- Lo BN V). VO, (5:50)

Finalmente obtemos

<]A}’(ﬁ)(1);, \I]c/j/> = <LC'J'(6)(I)3'7 \DC’,}/>’
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nesta dedugao usamos a equagao de autovalores (5.47). O problema com este resul-
tado € que L, 7, do lado direito da férmula, depende do grafo C" que define a rede

de spin |C’ i ) da funcao teste V¢ 7, mas do lado esquerdo o vetor s-knot |j>, em
virtude da invariancia dos difeomorfismos, nao depende de nenhum grafo especifico,
portanto \;} nao pode ser auto-vetor de L/ (B). Ainda pior, os “autovalores” de ﬁ(ﬁ)
na base s-knot (veja (5.29)), ndo sdo sequer invariantes sob y-difeomorfismos! De
fato, um y-difeomorfismo atuando sobre os estados fisicos ® resulta num desloca-
mento dos ciclos que interceptam S (por exemplo pode deslocar arbitrariamente os
ciclos que formam o grafo, como se mostra na Fig.5.3), mas deixa a curva 3 inalter-
ada*, modificando assim o nimero de interseccdes entre os ciclos e 3. A conclusao
é que o operador L() ndo pode ser um observavel fisico.

:

1

TN
N
NS

k_

N
|

|

N

Figure 5.3: Um difeomorfismo ativo atua sobre os ciclos deslocando-os, mas
deixando a curva [ fixa.

A nao viabilidade de promover f)( £) no espago de Hilbert fisico é uma consequéncia
de querermos construir um observavel a partir de um objeto puramente geométrico
local. Sabemos que nossa teoria, por ser de natureza topoldgica, sé pode ter ob-
servaveis globais. Entao para curar IA/(B) simplesmente temos que “deslocaliza-1o0".
Isto é conseguido fazendo 8 uma curva infinita, como veremos logo.

Queremos mostrar que se, em vez das curvas finitas 3, considerarmos curvas
infinitas o, = {z,y|lr = constante, — 0o < y < oo}, chegamos a um observavel
fisico bem definido, i.e., um operador auto-adjunto f}phys no Hpnys. Certamente, em

4Entende-se que os difeomorfismos sdo ativos, portanto s6 atuam sob os estados mas nao sob a
variedade. E uma variante do cldssico “problema do buraco” de Einstein (para uma discussao
pode consultar [70]).
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primeiro lugar, (5.46) torna-se

L(B:)IC, j) = L7|C, /), com L=

ZN\Q

ﬁ: \/ Jn(n + 1), (5.51)

onde a soma ¢é efetuada agora sobre todas as interse¢oes da curva [, com o grafo
C, portanto sobre todos os ciclos do grafo C'. Por consequéncia, o auto-valor Lz ¢
independente do grafo C' escolhido na classe de equivaléncia [C], caracterizada por
ter N ciclos com as cores ; = (J1,.-.,7n). Observe que, mesmo que 3 sendo uma
curva infinita, o resultado é um espectro finito, desde que o niimero de ciclos seja
finito. Note também que os auto-valores sao independentes da posi¢ao = da curva
B0, naturalmente. Como exemplo considere novamente o caso descrito na Fig. 5.3,
se f é uma curva infinita é claro que nao importa qual o difeomorfismo em y o
numero de ciclos do grafo C' que cortam [, é sempre o mesmo. A invariancia sob
todos os difeomorfismos espaciais do espectro é agora manisfesta.

Indo para o nivel do espaco de Hilbert fisico, Hpnys, podemos definir ﬁphys a partir
de L(f+) seguindo o raciocinio da (5.50)

<'zphys¢‘7, WC/J’/> - < ; (/600) Cl />
- Z C” )\IIC/J’/>
lold=

= L;/ Z <\IJC”,;|\IJC’,;’>

Cc"elC]
e v
ol 1250
<LJ¢J» \I'c'j/>,
onde L foi definido por equagdo (5.51). Concluimos finalmente que
Lonys|j) = Z Gn(in + DI, (5.53)

o que mostra que Lpnys ¢ real diagonal na base s-knot de Hpnys, € dai, define um
operador auto-adjunto, 7.e. um observavel como foi anunciado.

5.3 Limite classico: O espectro de zero nao é zero

O procedimento usual para definir observaveis na teoria quantica consiste em pro-
mover um observavel classico a um de operador auto-adjunto, e em seguida imple-
mentar o esquema de regularizagdo descrito on page 99. Ainda nao definimos o
observavel classico que corresponde a f}phys, nao fizemos isso pois ele apresenta uma
peculiaridade que ¢ explicada agora.
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Chapter 5 Quantizacao de lacos da gravitagao Lorentziana em 3D

Considere primeiramente o objeto classico

. 3 o .
— /ﬂdww: /ﬁdtﬁ\/@, (5.54)

SU(2) invariante, onde
W)= Al —h'0,h, (5.55)

¢ o analogo classico de (5.33), que se transforma como um vetor SU(2). Seja
B = UK, B a decomposicio da curva 3, a soma de Riemann de (5.54) com esta
decomposigao se escreve

L(B) :[}%ZA&/WQ (5.56)

onde AfS é o comprimento (no sistema de coordenadas auxiliar y) do segmento
Bk, t.e. AB = yYpi1 — Yk, € Y € Pr € um ponto representativo do segmento S
(Yr < Uk < Yrs1)-

Considere agora a versao classica de (5.35) definida ao longo de um dos segmentos
By, isto €

W) = [ diWie) ~ AW, (5.57)
Bk
onde o tltimo passo é o valor médio da integral no intervalo [yx, yx+1]|. Portanto,
K
k=1 =1

Usando (5.57) é facil se convencer que (5.58) coincide com (5.56), que era a soma

de Riemann de um objeto invariante de calibre. Temos assim a defini¢ao classica de

L(3). Repare que justamente esta definigao foi utilizada no esquema de regularizacao
a (5.42).

A segunda questdo importante é interpretar fisicamente L(/3). Surpreendente-
mente vamos mostrar que, para uma curva finita 3, e dai para a curva [, no limite,
o invariante de calibre cldssico L(f) é nulo! A fim de mostrar isto, notemos que a
conexao A = A,dx®, pode ser reescrita da seguinte forma:

= (A, — A0, M) dz + ANdA
= AT AL = 9NN+ AN

onde A é um funcional de A, definido pela equagio A'9,\ = A,. Isto mostra que
a conexao ¢é equivalente de calibre a

A=A, — N0\ Mdr = Eda.
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Usando esta conexao no vinculo de Gauss (3.55) obtemos

0= 0,4, — 0, A, + A, x A,
= ~0,E(z.y).

Isto significa que £ = E(x) é independente de y. Com este resultado a conexao se
escreve

A = E(z)dz.

Como coroldrio, no calibre em que a tltima equacao é valida, necessariamente A, =
0. Aplicando este resultado em (5.6) que define h como funcional de A,, inferimos
que h = h|E,(x)] é independente de y neste calibre. Por tltimo, da versao classica
(5.55) de W, descobrimos que

W, =A,—h7'9,h =0.

Visto que a quantidade classica L(f) definida por (5.58) é invariante de calibre,
concluimos que L(S) = 0, e daqui também L(f) no limite 5 — oo, como foi
anunciado. A nossa conclusdo entao é que a nao trivialidade do observavel quantico
ﬁphys ¢ um efeito puramente quantico. Temos a situacao em que o espectro nao nulo
de um operador quantico corresponde a um observavel classico identicamente nulo.

Nota: L(S) € global. E de se esperar que o objeto invariante de calibre L(8) =
0 seja nulo, pois a teoria topolégica é caracterizada pela auséncia de observaveis
invariantes locais. L(/3) claramente é local pois depende de x e das extremidades de
S. No limite da curva 8 indo até o infinito, segue-se também a nulidade de L(5.),
embora este ultimo seja de fato global. Néao é claro que L(f.,) seja global a primeira
vista, em principio poderia depender da coordenada x da curva ., mas o fato da
curvatura F,, ser nula, junto com o teorema de Stokes ndao Abeliano [77, 78], nos

permite mostrar facilmente que L(f) é independente de x.

5.4 Quantizacao das constantes fundamentais

Na sec¢ao 2.3 tinhamos determinado a relacao entre x, A e Gy. A relacdo é (desta
vez escrevemos também a velocidade da luz)

63
SWGN\/K -

Lembre agora que na (segao4.2.1), vimos que o “nivel” da teoria (a constante em
frente da acdo de CS) é quantizada por argumentos topolégicos se o grupo de calibre
subjacente é compacto e simplesmente conexo. No nosso caso o nivel da teoria
reduzida é k/v, portanto, segundo (5.17), temos

h
P ™ omvez. (5.60)

v (4m)

(5.59)
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Chapter 5 Quantizacao de lacos da gravitagao Lorentziana em 3D

Comparando (5.59) e (5.60), e definindo Ip = hGx/c3, o comprimento de Planck em
241 dimensoes, obtemos uma regra de quantizacao das trés constantes fundamentais
da teoria:

1
VipVA=—, veZ (5.61)
2v
Todas as constantes se combinam de tal forma que o resultado final é um nimero
inteiro v.
Substituindo (5.61) na (5.51) o espectro do operador Ly se escreve finalmente
como

N — 4 X —
Lz = —v87VAlp > \/juljn +1) = 72./jn(3n+1).
n=1 n=1

Daqui se infere que Lz ¢ adimensional. Um operador com unidades de compri-

mento pode ser definido como [ Lphys, este tltimo muito semelhante ao seu andlogo
operador 4rea na gravitacao 3+1 dimensional®.

5Com a diferenca importante que em na gravitacdo 341 dimensional o operador de 4rea é sé um
observavel parcial, nem sequer invariante sob os difeomorfismos espaciais.
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“...analogies, it is true, decide nothing,
but they can make one feel more at home.”
Sigmund Freud, New Introductory Lec-
tures on Psychoanalysis.

Neste trabalho, foi apresentada uma revisao da gravitagao em 3D, no ambito das
teorias de calibre de Yang—Mills e as topologicas de Chern—Simons. A imagem fisica
que surge desta formulacdo é a de teorias de calibre se propagando a respeito de
outras teorias de calibre, desaparecendo assim qualquer referéncia a uma estrutura
de fundo absoluta. Vimos também um fato curioso da gravitacao em 3D, como foi
a presenca de duas agdes que descrevem a teoria classica. Este fato foi a origem da
ambiguidade do parametro de Barbero—Immirzi, da qual ja se tinha conhecimento
na gravitagao em 4D. Logo, na quantizacao, revisamos sistematicamente o modo de
construir o espaco de Hilbert fisico, no quadro da gravitacao quéantica de lagos. Nesta
teoria, a nocao de continuidade é substituida por uma sorte de espuma quantica.

Com estas ferramentas foi estudada a quantizacdo da gravitagdo em 3D. No que
se segue, expomos os resultados da tese.

Resultados

O modelo de Bonzom e Livine (BL) é uma teoria da gravitagdo em 3D com cons-
tante cosmologica A e um pardmetro do tipo Barbero-Immirzi v [33]. Nesta tese
temos desenvolvido a quantizacao de lacos do modelo BL Lorentziano com constante
cosmolodgica positiva. Para isso, mostramos primeiramente que no formalismo clas-
sico uma fixagao de calibre axial conduz a uma redugdo do modelo a uma teoria de
Chern—Simons com conexao real e definida sobre um grupo compacto SO(3). Logo,
a quantizacao foi feita seguindo um programa de quantizagao de lacos ja existente
da teoria de Chern—Simons [39]. Completamos a teoria com a construgdo de um
observavel fisico global.
De forma detalhada temos:

o A ambiguidade de Barbero-Immirzi na gravitagdo em 3D, tem sua orgiem no
fato que ¢é possivel definir dois produtos internos invariantes nao equivalentes
na algebra do grupo SO(3,1). A mesma ambiguidade ja era conhecida na gravi-
tagao em 4D, onde o grupo de calibre é também SO(3,1), mas correspondendo
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ao grupo das transformacoes de Lorentz em 4D, enquanto que no caso da gra-
vitagao em 3D, o grupo de calibre corresponde as transformacoes de Lorentz
e translagoes em 3D. Assim, é de se esperar uma diferenca qualitativa no
momento de interpretar v em cada um dos casos, mesmo que o grupo possua
a mesma dimensao, isto é, 6.

O parametro de Barbero—Immirzi na gravitagdo Lorentziana em 4D, resulta ser
extremadamente benigno, pois permite uma extensao analitica do formalismo
de Ashtekar vencendo assim a dificuldade de ter que trabalhar com variaveis
complexas. Baseados nesta ideia, desenvolvemos uma analise detalhada do
setor A > 0, do modelo BL Lorentziano, onde conseguimos reduzir o grupo de
calibre de de Sitter SO(3,1) ao seu subgrupo compacto SO(3), gracas a escolha
de um calibre axial apropriado e a uma redefinicio das variaveis candnicas.
Estas variaveis podem ser consideradas as analogas as variaveis de Ashtekar—
Barbero na gravitagdo em 4D, onde o calibre axial da teria em 3D é comparado
com o calibre temporal na teoria em 4D.

O esquema desenvolvido é também valido no caso Lorentziano com A < 0. O
grupo de calibre é 0 SO(2,2) (grupo AdS). Apéds aplicar o esquema de redugao,
obtemos uma teoria de Chern—Simons, definida sobre o grupo nao compacto
SO(2,1). O problema com este modelo é que a quantizacao de lagos é bem
definida unicamente no caso de grupos compactos. Alternativamente, podemos
considerar a gravitacdo Riemanniana com A < 0, que tem grupo de calibre
SO(3,1) (o anti-de Sitter Euclidiano), apés a redugdo, o grupo de calibre é o
SO(3).

A quantizacdo do modelo BL Lorentziano é feito seguindo o programa de
quantizagao da teoria de Chern—Simons, com o grupo SU(2) no caso de um
espago com a topologia de um cilindro [39]. A escolha de topologia permite a
construcao de lagos fechados nao triviais. Vamos denominar esta teoria como

LQ-CS para diferencia-la da LQG em 4D.

Quando adaptada, a LQ-CS a nosso modelo, obtemos um espaco de Hilbert
fisico separavel com uma base s-knot, que consiste de N ciclos fechados nao
orientados etiquetada por arranjos de spins j = (ji,...,jn). Construimos um
observavel global f/phys, diagonal na base s-knot:

N
Lonysl) = =487V ALp Y \/4n (G + D]5)
n=1

com um espectro bastante similar ao observavel parcial “area” presente na
gravitacao 4D.

Finalmente, apesar da nao trivialidade do observavel quantico ﬁphys, descobri-
mos que a contrapartida classica de L(/3) é trivial, na verdade nula. Atribui-
mos este resultado ao fato que um L(f4) nao nulo, corresponde ao limite de
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uma quantidade invariante de calibre local, portanto, de um observavel lo-
cal classico L(f3). A existéncia deste tltimo, estaria em contradi¢cao com a
natureza topologica da teoria. Assim, o observavel ﬁphys, junto com seu espec-
tro, aparentemente ¢é o resultado de um efeito puramente quantico. Segundo o
nosso conhecimento, nao existe na literatura nenhum exemplo anterior de um
obsgrvével cuja contrapartida classica seja nula. Repare que zero é o autovalor
de Lphys:

Linys|0) = 010),
onde o vector nulo |(}) corresponde ao grafo vazio.

o Um ultimo resultado, que consideramos interessante por razoes topolégicas, é
a quantizacdo das constantes fundamentais da teoria: vlpvA = 1 /2v, onde
v e L.

Discussao y perspectivas

Um primeiro ponto que gostariamos de discutir aqui é acerca da interpretacgao fisica
do modelo estudado. Para isso, considere as solugoes classicas da gravitagao em 3D
com constante cosmoldgica positiva e particulas puntais acopladas [20]. E sabido
que na gravitagao pura com constante cosmoldgica positiva, as se¢oes espaciais tém
a topologia de uma esfera: ¥ = S2. O resultado de colocar uma particula puntual
num dos polos, por exemplo, é uma singularidade tipo “conica”, que consiste em
remover uma cunha da esfera e identificar as bordas resultantes. Esta construcao
necessariamente induz uma outra singularidade conica no polo oposto. A topologia
das secoes espaciais sdo agora ¥ = S! x R, justamente a topologia de um cilindro.
E plausivel que nosso modelo corresponda a esta situacdo fisica. E um tema a ser
investigado em trabalhos posteriores.

Seguindo com as particulas puntuais, os autores em [80] estudam um modelo cos-
molégico Riemanniano em 3D, com A > 0 e duas particulas puntuais. Os autores
deste trabalho sinalam que nesta teoria contem um horizonte cosmolégico, ao qual
é possivel associar uma entropia (e por tanto uma temperatura) andloga & entropia
de Hawking dos buracos negros. De forma similar, os autores em [81] chegam a um
resultado similar, mas dessa vez, para o caso do buraco negro BTZ, numa teoria
de gravitacdo Riemanniana com A < 0 (caso anti-de Sitter Riemanniano). O que
nosso formalismo pode dizer sobre estes modelos? Vimos que nosso esquema de
quantizacgao é aplicavel nas situacoes acima mencionadas, pois os grupos de calibre
sao SO(4) e SO(3,1), respetivamente. Seria muito interessante interpretar o signifi-
cado do observavel ﬁphys e seu espectro no contexto dos modelos considerados neste
paragrafo.

Trocando de tema, uma restricdo na quantizagdo da LQG é que a topologia do
espaco € predeterminada e fixada. Nao temos conhecimento de um mecanismo que

! Agradecemos a Alejandro Perez por esta tltima observacio.
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contemple uma topologia variavel. Contudo, o primeiro passo nesta direcao é a
generalizacao do modelo desenvolvido ao caso de outras topologias, para dar um
exemplo, temos um toro de n asas.

Temos apontado (item 3 na pagina 89) uma semelhanga entre o estado de Kodama
Uy = exp(%scs) da gravitagdo em 4D, e a solugao particular Wy = exp(27Swzw),
correspondente ao vetor nulo |()) = ¥y|0). Ambas solugdes resolvem todos os vincu-
los de suas respectivas teorias. Existe uma outra coisa em comum, ambas solucoes
resolvem também a equacao de Hamilton-Jacobi da teoria classica. Isto ¢ mostrado
para o estado de Kodama em [51]. No caso de ¥y, isto resulta evidentemente do
fato que a equacao de Hamilton-Jacobi tem a mesma forma funcional que o vinculo
de Gauss quantico. Pode isso significar que a solucdo ¥, é uma solu¢ao semiclassica
da teoria?

Um ponto delicado é o referente aos difeomorfismos temporais. Nao é claro e-
xatamente o que acontece com estes difeomorfismos ou como podemos obté-los. E
possivel que a restauracao das variaveis originais, isto é, e e w, possa nos ajudar
neste problema.

No contexto da LQG, é bem sabido que a compacticidade do grupo de calibre —
ou entao, do grupo residual apds a fixagao parcial de calibre— é crucial, pelo menos
até agora. Além da gravitagdo Riemanniana, o grupo compacto é obtido para a
gravitacao Lorentziana em 4D, no caso do calibre temporal [11, 31, 70, 32], valido
unicamente em quatro dimensdes. Um progresso significativo foi obtido pelos au-
tores de [40], que conseguiram reduzir o grupo de calibre da gravitacao Lorentziana
D-dimensional, ao grupo compacto SO(D —1) — mas a técnica funciona unicamente
para o formalismo Hamiltoniano. Nosso caso é diferente em trés aspectos: em trés
dimensoes nao precisamos de seus vinculos de simplicidade (veja o segundo artigo em
[40]), respaldamo-nos firmemente na existéncia do pardmetro tipo Barbero-Immirzi,
introduzido por Bonzom e Livine, uma marca caracteristica particular a essa dimen-
sao; além disso, comegamos com um formalismo Lagrangiano existente.

Sem o direcionamento dos experimentos, é possivel que nossos esfor¢os por enten-
der a natureza “atomica” do espaco-tempo nao seja muito diferente dos esfor¢os dos
filésofos Gregos da antiguidade, para entender a natureza atémica da matéria. Afi-
nal de contas, no momento s6 temos, no que se refere a quantizacao da gravitagao,
um conjunto de teorias matematicas e modelos extremadamente simples quando
comparados com o mundo real. Isto ndo quer dizer que nossos esforgos sejam in-
luteis, pois o problema da quantizacao da gravitagdo ha estimulado e enriquecido
outros ramos da fisica e a matemética. E possivel que no futuro sé algumas das
ideias que temos sobre a gravitacao quantica sejam corretas, no mesmo sentido que
hoje sabemos que os Gregos estavam no caminho correto sobre a existéncia dos ato-
mos, mas que os detalhes sejam completamente diferentes do que nds conseguimos
imaginar.
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