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“Science is organized common sense where many of beau-
tiful theory was killed by an ugly fact.”

Thomas Henry Huxley.



Resumo

Um dos grandes desafios da fisica nos tltimos cinquenta anos tem sido a conciliagao da Mecéanica
Quantica com a Relatividade Geral, numa teoria Quantica da Gravitacao. Teoria que até hoje
nao foi encontrada, de forma concreta, devido a sua complexidade, sobretudo quando tratamos
sistemas gravitagao-matéria, e a falta de tecnologias que possam nos dar evidéncias experimen-
tais. Mas, existem muitos modelos tedricos que procuram explicar esta teoria, entre os quais
temos a Gravitagao Quéntica de Lagos. Para entender e simplificar as dificuldades teoricas
da Gravitacao Quéantica de Lacos em 3+1 dimensoes, estudamos modelos de dimensoes mais
baixas. Partindo do modelo topologico BF, discutimos nesta tese sistemas gravitagao-matéria
do espago-tempo bidimensional, a través de extensoes supersimétricas N = 1. Discutimos dois
modelos: 1.) Num primeiro modelo, o grupo de calibre da teoria é dado pelo supergrupo super
(anti-)de Sitter, S(A)dS, que ¢ a extensao supersimétrica N = 1 do grupo de calibre (A)dS,
a qual possue trés geradores bosonicos e dois geradores fermidnicos. 2.) No segundo modelo
acoplamos matéria, sendo guiados pela existéncia de uma supersimétria rigida (estudamos espe-
cificamente a gravita¢do num espago Riemanniano com constante cosmologica positiva), onde
os campos do modelo BF usual sao expressos em termos de supercampos, como grupo de ca-
libre sendo uma “supersimetrizagao” de SU(2). Neste caso particular quantizamos o modelo
extendendo as técnicas usadas na Gravitagao Quantica de Lagos. Em ambos casos, discutimos
a estrutura canodnica do modelo, mostramos que a Hamiltoniana do modelo é completamente
vinculada, bem como construimos quantidades invariantes de calibre (observaveis de Dirac).



Abstract

One of the main challenges in theoretical physics over the last fifty years has been to recon-
cile Quantum Mechanics with General Relativity into a theory of Quantum Gravity. Theory
that has not yet been found, in a concrete way, due to its complexity, specially when we deal
with gravity-matter systems, and lack of technologies that may give us experimental evidences.
But, there are many theoretical models which try to explain this theory, among of them we
have Loop Quantum Gravity. In order to understand and simplify the difficulties of of Loop
Quantum Gravity theory in 3 41 dimensions, we study models in lower dimensions. Starting
from a topological BF model, discussed in this thesis gravity-matter systems of two-dimensional
space-time, by means of supersymmetric extensions N = 1. We discuss two models: 1.) In
the first model, the gauge group of the theory is given by the super-(anti-) de Sitter, S(A)dS,
supergroup, that is a supersymmetric extension N = 1 of the (A)dS gauge group, which have
three bosonic generator and two fermionic generators. 2.) In the second model, we couple
topological matter, being guided by the existence of a rigid supersymmetry (especifically we
study the Euclidean gravity with positive cosmological constant), where the fields content is of
the theory is expressed in terms of superfields, with the gauge group being a "supersymmetri-
zation"of SU(2). In this particular case we quantize the model by extending techniques well
used in Loop Quantum Gravity. In both cases, we discuss the canonical structure of the model,
we show that the Hamiltonian of the theory is completely constrained, we also construct gauge
invariant quantities (Dirac observables).



Sumario

1 Introducao

2 Gravitacao Classica 2D

2.1 Introducao . . . . . . ..
2.2 Modelo de Jackiw-Teitelboim . . . . . . ... ..o
2.3 Modelo BF bidimensional . . . . . .. ... . o0
231 Acao BF 2D . . . . . .
2.3.2 Simetrias de Calibre e de Difeomorfismo . . . . .. . .. .. ... .. ..
2.3.3 Analise Canonica do Modelo BF . . . . . .. ... ... ... ... ... .
2.3.4 Algebra de Vinculos . . . . . ... ...
2.3.5 Invariantes de Calibre (Observaveis de Dirac) . . . ... ... ... ...
2.4 Quantizacao de Lagos do Modelo BF 2D . . . . .. ... ... ... ... ....

3 Supergravitagao 2D, S(A)dS

3.1 Imtroducao . . . . . . ..
3.2 Modelo BF Supersimétrico . . . . . . . . ...
3.2.1 Superalgebra (anti) de Sitter, s(a)ds. . . . . . ... ..o
3.2.2 Acao Super-BF 2D . . . ..
3.2.3 Simetrias de Calibre e de Difeomorfismo . . . . . . ... ... ... ...
3.3 Analise Candnica . . . . . . . . ...
3.3.1 Momentos Conjugados . . . . . . . . .. ..
3.3.2  Supercolchetes De Poisson . . . . . . . ... ... ... ... ... .. ..
3.3.3 A Hamiltoniana . . . . . . . .. ...
3.3.4 Algebra de Vinculos . . . . . .. ...
3.3.5  Vinculos de Primeira Classe como Geradores da Simetria de Calibre . . .
3.4 Superholonomia . . . . . . . ...
3.5 Observaveis de Dirac . . . . . . . . . .

4 O Modelo BF acoplado com Matéria Topoldgica
4.1 Introdugdo . . . . . . . L
4.2 O Modelo BF com Supersimetria Rigida . . . . ... ... ... .. ... ....

10

15
15
16
17
19
21
22
23
24
25

28
28
29
29
31
32
34
34
35
36
38
39
41
43



421 A Agao Super-BF . . . . ...

4.2.2 Equagoes de Movimento . . . . . . . . ..o L
4.2.3 Supergrupo de Calibre . . . . . . . . ...
4.3 Simetrias. . . . . ... e
4.3.1 Transformacoes de Calibre . . . . . . . ... .. .. ... ... ......
4.3.2 Transformacoes de Calibre Infinitesimais . . . . . . . .. ... ... ...
4.3.3 Transformacoes de Difeomorfismo Infinitesimais . . . . . ... .. .. ..
4.4 Analise Candnica . . . . . . . ..
4.4.1 A Hamiltoniana . . . . . . . .. ...
4.4.2 Algebrade Vinculos . . . . . . ... .. ...
4.4.3 Superholonomias . . . . .. . ... L
4.5 Observaveis de Dirac . . . . . . . . . ..
4.6 Quantizagao de Lagos . . . . . . . . .
4.6.1 Espacode Hilbert . . . . . . . . ... .o
4.6.2 Medida de Integracao . . . . . . . . ... oL
4.6.3 Produto Interno . . . . . . . ...
4.6.4 Observaveis de Dirac . . . . . . . . . ... oL
Conclusoes

Algebra de Grassmann e Superespaco.

A1 Algebra de Grassmann . . . . . . . . . . ...
A1 Algebra . ...,
A.1.2 Algebra de Grassmann . . . . . . . . ...

A2 Superespaco . . . ...
A.2.1 Superespago e Superfungoes em RB/™™ . . . . . ... ... ...
A.2.2 Diferenciabilidade de uma Superfuncao sobre RB;™" . . . . . .. ... ..
A.2.3 Propriedades de Deriva¢ao de uma Superfungdao . . . . . . . ... .. ..

A.2.4 Integral de Berezin . . . . . . . . .. ...

Superalgebras e Supergrupos.

B.1 Propriedades Gerais da Superalgebra de Lie . . . . . .. .. ... ... .....
B.1.1 Superalgebras de Lie . . . . . . . . . ...
B.1.2 Representacoes das superdlgebras de Lie . . . . . . ... ... ... ...
B.1.3 Representacao Adjunta e a Forma de Killing . . . . . .. ... ... ...

B.2 Supermatrizes . . . . . ...
B.2.1 Multiplicacao por um Escalar de Grassmann . . . . . .. ... ... ...
B.2.2 Supertransposta e Supertrago. . . . . . ... ...

B.2.3 Superdeterminante de uma Supermatriz par . . . . . .. .. ... L.

70

72
72
72
73
75
75
76
7
78



B.2.4 Adjunta e Superadjunta . . . . . .. ... oL 86

B.2.5 Diferenciacao de Supermatrizes . . . . . . . .. ... 87
B.3 Definigoes . . . . . . 88
B.3.1 Superélgebra de Lie sl(p/q;R),sl(p/q;C) . . . .. .. ... ... 88
B.3.2 Superalgebra de Lie Orto-simplética osp(p/q) . . . . . . . . . . ... .. 89
B.3.3 Algebra (Anti)de Sitter, (a)ds . . . . . .. ... ... 91
B.3.4 Superalgebra (Anti) de Sitter, s(a)ds. Generalizagao de osp(1,2). . . . . . 93
B.4 A Representagao Adjunta e a Superforma Quadratica de Killing . . . . . .. .. 95
B.5 Supergrupos . . . . .. 97
Teoria de Representacao do Grupo Super (Anti) de Sitter, S(A)dS 100
C.1 Representagoes Irredutiveis da Superalgebra s(a)ds. . . . . . .. ... ... ... 100
Holonomias 107
D.1 Holonomia . . . . . . . . . . 107
D.2 Transformagao de Calibre da Holonomia . . . . . . .. ... ... ... ..... 109

D.3 Transformagao de Calibre Infinitesimal da Holonomia . . . . . . . . .. ... .. 111



10

Capitulo 1

Introducao

Nos tempos atuais, as duas teorias fisicas mais bem estabelecidas sao, a Mecanica Quantica
(MQ), a qual é probabilistica, nao local e discreta, e a Relatividade Geral (RG), que é deter-
ministica, local e continua. Ambas estao lado a lado na descri¢ao das interagoes fundamentais
que governam nosso mundo fisico, que vao das escalas do nivel atomico, regidas pela MQ), as
escalas do nivel cosmologico, regidas pela RG. A interacao gravitacional é descrita pela RG,
uma teoria de campos classicos na qual a métrica determina a geometria do espago-tempo. E
as interagoes eletrofraca e forte sao descritas pela teoria quantica de campos, que tem com
base a MQ. Estas duas teorias, MQ e RG, tém modificado os fundamentos conceituais da fisica
classica —mecanica classica e teoria nao-relativistica—, de maneira bem consistente e tém obtido

uma vasta comprovagao experimental.

Apesar do sucesso da M(Q e da RG, nao temos uma base conceitual que possa explicar ambas
teorias. Razao pela qual, nao contamos ainda com uma teoria capaz de prever o que acontece
no regime fisico na qual ambas teorias sao relevantes, a escala de Planck, 1073% cm, na qual
supostamente as propriedades quéanticas do espago-tempo manifestam-se. A procura de coe-
réncia entre a matéria e a descrigao geométrica do espago-tempo indicam a necessidade de uma
teoria completa da Gravitagao Quantica. Hoje em dia esta teoria é activamente procurada pela

comunidade de fisicos tedricos.

A Gravitagao Quéantica vem atraindo a atengao da comunidade cientifica hé mais de 30 anos,
mas ainda esta longe de ser compreendida e explicada completamente. Embora existam alguns

progressos do lado tedrico devido a presenca de pelo menos duas teoria candidatas viaveis, teo-
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ria de Cordas e a Gravitagao Quéntica de Lagos, (entre outras aproximagoes, como Geometria
Nao-comutativa [30], Triangulagao Dinamica Causal [2|, Twistor Theory [58], etc. ), a auséncia
de quaisquer supporte experimental, seja direto ou indireto, até agora, é ainda intrigante. A
principal dificuldade na obtencao de evidéncia experimental esta relacionada ao valor extre-
madamente grande da escala da energia de Plank, que ¢ da ordem de 10'%TeV, na qual sinais
da gravitacao quantica sao supostos a aparecer. Esta é de 15 ordens da grandeza maior que
a escala de energia testada pelos experimentos atuais de fisica de altas energias como o LHC,

Large Hadron Collider.

A Gravitagao Quéantica é abordada de dois pontos de vista, do ponto de vista de um fisico de

particulas e do ponto de vista de um relativista.

Do ponto de vista de um fisico de particulas, a gravitacao é simplesmente a tltima e a mais fraca
das interagoes fundamentais da natureza, assim, o problema da gravitacao quantica é encarado
como o ultimo passo no caminho a teoria da grande unificacao. Com esta perspectiva tenta-se
entender as propriedades da gravitacao quantica usando estratégias que se usam exitosamente
no tratamento das outras interacoes fundamentais. Esta forma de atacar o problema nos leva &
Teoria das Cordas, mas com a particularidade da existéncia de um espago-tempo 26 dimensional
— ou 10 se tomamos em conta a existéncia de fermions — para ter coeréncia teérica. Com o
descobrimento da supergravitagao, nos anos 70’s, onde trabalhou-se muito com a esperanca
de construir uma teoria da gravitagao quantica, conclui-se que a dimensao méaxima do espago-
tempo, para que a supergravitacao possa existir, deveria ser D = 11. Logo com o objetivo
de descrever uma teoria em dimensao, D=4, a supergravitagao poderia ter um supersimetria
de ordem N=8 no méaximo. Mas o problema da nao renormalizabilidade da teoria, fez que a
comunidade dos fisicos se virasse a teoria de supercordas, que por muitos anos foi considerada
como uma teoria que era capaz de descrever nosso mundo fisico no nivel fundamental, incluindo
a gravitagao quantica. Hoje em dia o problema ainda nao foi resolvido. Na Teoria de Cordas
e supercordas, interpreta-se a gravitagao como uma exitacoes da corda vivendo em algum
espaco métrico, um fundo. A existéncia de tal espaco de fundo, no qual a teoria é definida,
¢ a ferramenta técnica chave para a formulagao e interpretacao da teoria, o que dificulta a
comprensao de um regime nao perturvaivo. As teorias de cordas e supercordas, apesar de
seus fundamentos nao serem bem entendidos e de estar longe de descrever com precisao nosso
mundo real. Elas tém grandes méritos, como, a unificacao das diferentes intercoes fundamentais,
expansao perturbativa bem entendida (exceito o problema da provével finitude ultravioleta) e

tem uma teoria matemaética muito rica.
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Por outro lado, para um relativista, a idéia de uma descricao fundamental da relatividade em
termos de excitacoes fisicas sobre um espaco de fundo é fisicamente erroneo. Tem-se que ter
em conta que a RG é uma teoria invariante sob as transformacoes gerais das coordenadas do
espago-tempo (transformagoes de difeomorfismo), isto é, covariante e independente do espago

métrico de fundo sobre o qual a fisica acontece.

Ao contrario da teoria de Cordas, a Gravitacao Quéantica de Lagos nao tem como objetivo
unificar todas as interagoes fundamentais em uma teoria simples. Ela desde o principio, parte
de um tratamento candnico nao perturbativo e independente do fundo, e suas pretensoes sao
menos ambiciosas que da teoria de Cordas, pois ela tenta apenas construir uma teoria que possa
descrever os fenémenos da gravitacao no nivel da escala de Planck, tentando conciliar unica-
mente a MQ com a RG, sem a consideracao de dimensoes extras e supersimetria, ingredientes
essenciais da teoria de Cordas e supercordas. Assim a Gravitacao Quantica de Lacos, é uma
tentativa de quantizar a RG, e oferece uma possivel estrutura conceitual na qual RG e MQ

sejam consistentes e que tenham sentido juntos, usando as técnicas de quantizagao canonica.

A idéia béasica em tentar quantizar a Relatividade Geral, usando a técnica da féormulacao Ha-
miltoniana, foi descrita inicialmente por Bryce DeWitt, baseada nos trabalhos de Peter Berg-
mann [20], usando as técnicas de quantizac¢ao cafionica para sistemas vinculados construidas
por Dirac [39], j& que a RG é um sistema completamente vinculado. A abordagem de Dirac
de sistemas vinculados permite a quantizacao de sistemas que possuem simetrias de calibre,
utilizando a técnica de quantizacao canénica. Assim, numa abordagem nao perturbativa - Gra-
vitagao Quéantica de Lagos - a Relatividade Geral é tratada apenas como uma teoria dindmica
de conexoes. Com esta abordagem ela pode ser tratada de forma analoga as teorias de calibre

usuais, no sentido que o espaco de fase cinematico se assemelha ao da teoria de Yang-Mills.

A Gravitacao Quéantica de Lagos, comecou a emergir depois de que Ashtekar introduziu uma
nova variavel, a conexao inicialmente complexa, para descrever a RG isto ja pelos 80’s [5].
Depois estas variaveis, foram colocadas em forma real por Barbero [15]; a partir dai foram
desenvolvidas muitas técnicas para a construcao de espacos de Hilbert e a definicao da re-
presentacao dos operadores de vinculos sobre estes espagos de Hilbert [12, 65,68, 74]. Esta
abordagem fornece uma formulagao tedrica bem definida e bem estabelecida matematicamente,
da imagem fisica do nosso mundo, e das previsdoes quanticas na escala de Planck. O sucesso
desta teoria inclui a determinacao do espectro de quantidades geométricas, tais como area e vo-

lume [10,11,69], a derivagao da formula de Bekenstein para a entropia dos buracos negros [7-9],
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e resultados de cosmologia quantica [24-26].

Apesar do progresso inegavel da Gravitagao Quéantica de Lacos durante as tltimas décadas,
ainda falta muito a ser entendido, em especial o que refere-se a formulacao dinamica, a qual
é estudada ao longo de diferentes dire¢oes e em diversas variantes (como por exemplo Spin
Foam); o limite semi-classico da RG néo esta ainda sido bem estabelecido, como também a

inclusao de matéria resulta ser um topico bastante complicado.

A questao é se os resultados e a simplicidade geométrica obtidos pela Gravitacao Quéantica de
Lacos, na gravitacao pura, sobrevivem na presencga de matéria. Esta questao é importante, ja
que os campos de matéria sao os constituintes da teoria relativista e os observaveis fisicos sao
definidos na presenca da matéria. Na Gravitacao Quéantica de Lagos, a gravitacao é tratada
como um sistema quéantico vinculado. Como quaisquer teoria com Lagrangiana invariante de
parametrizacao, a Hamiltoniana do campo gravitacional acoplado a matéria acaba por ser

vinculada.

Thiemann teve éxito na quantizagao da Hamiltoniana da gravitacao acoplada a campos de
matéria do modelo padrao, sobre um espago de Hilbert cinematico [23,73,74]. Este é um passo
importante para implementar a dinamica na teoria, nao obstante os operadores de vinculos
resultam ser extremadamente complicados. Apesar do esfor¢o dado nesta linha [1,23,73, 74|,
estamos longe de um entendimento soélido de sistemas gravitacao—matéria. Isto é devido a

gravitacao quantica e campos de matéria quantica serem tépicos altamente complicados.

Teorias fisicamente realistas, sao em geral altamente complexas e em geral é quase impossi-
vel resolvé-las analiticamente. A gravitagao 4-dimensional, é ainda uma teoria nao bem en-
tendida, devido & complexidade que ela apresenta. Por tal motivo, é natural procurar ins-
trucoes em teorias de dimensoes inferiores, e espera-se que as informagoes recolhidas nestes
cenarios possam ser de certa utilidade. Em dimensoes mais baixas, existe uma equivaléncia
entre teorias topologicas e gravitagao. No caso bidimensional podemos ver isto no modelo de
Jackiw-Teitelboim [50,52,52,71,72], que pode ser colocado como um caso particular do modelo

topologico do tipo BF [22] bidimensional [32,33,44,45,49,56].

Nesta tese, acoplamos matéria ao modelo BF bidimensional, com base na supersimetria N = 1,
e o fazemos de dois modos: 1) num primeiro modelo consideramos uma supergravitagdo, com
grupo de calibre o supergrupo S-(Anti) de Sitter, S(A)dS, que é uma extensao supersimétrica

do grupo (Anti) de Sitter (A)dS [32,33] que descreve o modelo BF bidimensional com constante
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cosmologica, que pode ser considerado como a generaliza¢ao do supergrupo OSp(1,2) [16,18], e
2) acoplamos matéria topologica no modo proposto por Leitgeb, Schweda e Zerrouki [54], mas
aqui consideramos sua estrutura supersimétrica, aparentemente nao notada por esses autores.

Esta supersimetria é rigida e o grupo de calibre é um supergrupo deformado de SU(2).

Acreditamos que abordagens deste tipo possam ser titeis tanto para o entendimento de questoes
ligadas a quantizacao de teorias invariantes por difeomorfismos, quanto para o teste deste
método de quantizagao nao perturbativo em teorias de campo. Deve-se observar que, apesar
da LQG nao considerar a supersimetria como principio fundamental, sua estrutura permite
que ela possa ser incorporada naturalmente & teoria. A primeira vista, as teorias descritas
pelo modelo BF podem parecer triviais e desinteressantes, mas, muito pelo contrario podemos

aprender muito destas, que podem nos ajudar no entendimento de teorias mais complicadas.

Esta tese esta dividida de acordo a seguinte estrutura: No Capitulo 2, damos uma revisao rapida
da gravitacao pura do modelo BF dois-dimensional relacionada ao modelo de Jackiw-Teitelboim.
No Capitulo 3, estudamos a supergravitacao 2D, escrita como uma extensao supersimétrica do
modelo BF em 2D, com o supergrupo de calibre S(A)dS, discutimos a representac¢ao de sua
superalgebra s(a)ds. No formalismo canénico, determinamos os vinculos, a algebra de Poisson
deles, para logo construir os observaveis classicos do modelo. No Capitulo 4, estudamos também
a extensao supersimetrica do grupo (A)dS, mas consideramos unicamente um espago com geo-
metria Riemanniana e considera-se a constante cosmoldgica positiva. Neste caso o acoplamento
de matéria é feito por meio de uma supersimetria rigida, diferente do caso anterior S(A)dS,
simetria aparentemente ndo notada pelos autores da Ref. [54]. Estudamos a estrutura cand-
nica do modelo, construimos seus observaveis classicos e quantizamos a teoria baseando-nos na

Gravitacao Quantica de Lagos. No Capitulo 5, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.

Finalizamos com o Apéndice, com a finalidade de fazer esta tese autoconsistente, aqui damos as
ferramentas e definicoes matemaéticas basicas que serao usadas no desemvolvimento do trabalho.
Este apéndice esta dividido em quatro topicos: 1) Damos as defini¢oes béasicas de éalgebra de
Grassmann e superespaco. 2) Introduzimos as definigdes de superalgebras e de suas represen-
tagoes; as defin¢oes de supermatrizes, com supertraco, superdeterminante, superadjunta, etc.
Construimos explicitamente os geradores da superalgebra s(a)ds. 3) Estudamos a representagao

de s(a)ds, e 4) Damos as defini¢oes e propriedades do conceito de holonomia.
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Capitulo 2

Gravitacao Classica 2D

2.1 Introducao

Dadas as dificuldades que temos para entender teorias em quatro dimensoes, geralmente nos
voltamos para dimensoes menores. A Relatividade Geral nao é uma excegao. Recorremos em

geral a dimensoes inferiores na esperanca de que a teoria se simplifique.

Neste capitulo apresentamos a teoria BF da gravitagao pura do espago-tempo bidimensional
[44, 45, 49|, este modelo esta relacionado ao modelo de Jakiw-Teitelboim, que foi proposto,
independentemente, por Jackiw [50-52| e Teitelboim [71,72], como um modelo alternativo para
descrever a gravitagao no espago-tempo bidimensional, ja que a acao de Einstein-Hilbert nesta

dimensao é uma constante, e como tal nao fornece nenhuma informacao sobre a teoria.

Iniciamos o capitulo com uma rapida revisao do modelo de Jackiw-Teitelboim, que descreve
a dindmica da gravitacao pura com constante cosmolégica, no formalismo métrico no espaco-
tempo bidimensional. Logo passamos a descrever a acao do modelo BF bidimensional, este
descreve a gravitacao bidimensional tendo como varidveis fundamentais, a conexao 1-forma A
e um campo escalar ¢, que sao validados na algebra de Lie do grupo (Anti)-de Sitter, denotado
por (A)dS [32,33,49]. Fazemos a analise canonica do modelo, determinando os vinculos da
teoria e sua algebra de colchetes de Poisson, e finalizamos dando um comentéario rédpido da

teoria quantica usando o método da Quantizagao de Lagos [33,56].
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2.2 Modelo de Jackiw-Teitelboim

Dada a variedade M, o espago-tempo bidimensional, a acao de Einstein-Hilbert, Sgg, com

constante cosmologica A, é dada por:

C4

167G

SEH =

/d%;\/—_g(R —2A), (2.1)

onde ¢ sendo a velocidade da luz, G a constante gravitacional de Newton, g o determinante da
métrica bidimensional, e R o escalar de curvatura, é topologica, isto é, a gravitacao bidimen-
sional ¢ nao dinamica, consequentemente, a dindmica gravitacional nao pode ser descrita pela

equacao de Einstein®,
1
R, — égm,R + Ag, =0, (2.2)

dado que o tensor de Ricci, R, no espago-tempo bidimensional ¢ identicamente igual a % 9w,
vemos que a equacdo (2.2) se reduz a Ag,, = 0, de onde temos como solugao nao admissivel
g = 0, quando A # 0, e g, ¢ totalmente indeterminado quando A = 0. Assim, podemos
observar que a equagao de movimento (2.2), obtida a partir da agdo Sgy, nao da informagao

alguma acerca da teoria.

Devido a este inconveniente, Jackiw e Teilelboim, independentemente, inspirados na teoria
classica de Liouville, propuseram que a gravitacao bidimensional poderia ser governada pela

dinamica de Liouville, representada pela equagao
R—2A =0, (2.3)
em substitui¢do da equagao de Einstein (2.2). Eles sugeriram a seguinte agao,
Sy = / d*xpr/—g(R — 2\), (2.4)

como substituto para a a¢do de Eisntein-Hilbert, da qual a equacao (2.3) poderia ser derivada.
Aqui ¢ é um campo escalar, conhecido como campo de dilaton, e faz o papel de multiplicador

de Lagrange.

1Os indices gregos, mintsculas do meio do alfabeto, p,v,--- (= t,x), referem-se as coordenadas do espago-
tempo.
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A agdo (2.4) é invariante sobre difeomorfismos é conhecida como a agao de Jackiw-Teitelboim.

2.3 Modelo BF bidimensional

Modelos BF [22,59] sao teorias topologicas do tipo Schwarz que podem ser definidos numa

variedade M de quaisquer dimensao n, e esta esta definida pela agao,

SBF:/ TrBF
M

onde a 2-forma F' é a curvatura de Yang-Mills da conexao de calibre A = A,dz", e B ¢ uma
(n — 2)—forma. Esta ac¢do é sendo independente da métrica tem significado topologico. Para o

caso bidimensional o campo B é um 0—forma (um escalar).

No formalismo métrico, ou formalismo de segunda ordem, a gravitacao pura bidimensional
representa-se pela agao de Jackiw-Teitelboim, equagao (2.4), e pode ser obtida a partir de uma

acao topologica do tipo BF' bidimensinal, a qual é dada no formalismo de primeira ordem.

No formalismo de primeira ordem [57], a teoria da gravitagao é formulada como uma teoria de

calibre, e como tal, é escrita em termos do D-bein (para nosso caso 2-dimensional D=2, o zwei-

I
I

1J JI

bein) e;, e a conexao de spin w,” = —w, ", 0s quais sao vistos como quantidades independentes?.

Uma agao invariante de calibre para a gravitagao bidimensional foram tratadas inicialmente
por Fukuyama e Kaminura [44, 45| considerando o grupo de calibre O(2,1), e independente-
mente, por Isler e Trugenberger [49] que consideram o grupo de calibre SO(2,1), também por
Chamseddine e Wyler [28,29] tendo os grupos de SO(2,1) e ISO(1,1) como grupo de calibre,

entre outros.

O modelo, ao ser tratado como uma teoria de calibre, estd baseado numa conexao A. Em
duas-dimensoes a conexao A, uma 1-forma, é tomada como uma combinagao do zweibein e a
conexao de spin, e toma valores na éalgebra de Lie do grupo de Poincaré, ISO(1,1), os geradores

sendo, translagoes do espago-tempo e o boost de Lorentz, (P;, (I =0,1)) e A, respectivamente

A(x) = el (z) P + w(x)A. (2.5)

2Letras maitsculas do meio do alfabeto latin, I,J,--- = 0,1 referem-se as coordenadas do espaco-tempo
tangente na base definida pelo zweibein. Estes indices sao elevados e abaixados usando a métrica 7y, definida
em (2.8), e sua inversa n!7.
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Os geradores satisfazem as relagoes de comutacao
[A,P|=¢7P; , [P, P)]=0. (2.6)

No caso que consideramos, existe uma constante cosmologica A nao-nula. Assim a algebra do
grupo de calibre ISO(1,1) é deformada na algebra de (anti-)de Sitter, (a)ds, do grupo de calibre
(A)dS, isomorfica a SO(2,1) (ou SO(1,2)), dependendo se a constante cosmolégica é considerada

positiva (ou negativa), com as relagdes de comutagao,

[A,P]] :EIJPJ 3 [P[,PJ] :ACIJA. (27)
onde ¢;7 = n'Ferx, com
o 0
(n'") = , (2.8)
0 1
sendo a métrica de Minkowski se ¢ = —1, e a métrica de Riemann se ¢ = 1, e €7; o tensor de
Levi-Civita,
0 1
(6[]) = . (29)
-1 0

Esta algebra, (a)ds, é mais adequada para uma descrigao de calibre da teoria, dado que conta
com uma forma quadrética invariante nao degenerada, a métrica de Killing k;; [35], que é

degenerada para o caso do grupo ISO(1,1).

(kij) = : (2.10)

Denotando os elementos da algebra dos geradores do grupo (A)dS como:

{Ji} ={Jo, J1, J2} = {P, P, A}, (2.11)

onde os idices mintsculos do meio do alfabeto latino ¢, j, - - -, (i = {I,2}), representarao indices

do grupo (A)dS, podemos escrever a élgebra (a)ds, equagao (2.7) numa forma compacta, como:

[is Ji) = fi * . (2.12)
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onde f;;* sdo constates de estrutura reais, e as nao-nulas sendo:
f012=A, f120=<77 f201=1- (2.13)

As constantes de estrutura f;;; = ki fij * sao completamente anti-simétricos nos seus 3 indices,
aqui ky; é a forma quadratica ou métrica de Killing (que a definiresmos a continuagao). Esta
forma de Killing e sua inversa permitem subir e abaixar os indices do grupo ¢,7,---, (ver
equacao B.45 do Apéndice B). A forma de Killing k;;, como a podemos ver na subsecao B.3.3
do Apéndice B, esta definida como o trago do produto bilinear de elementos da &lgebra de Lie

na representacao adjunta, isto é:
(kij) = Tr(ad(J;)ad(Jy)),
esta e as constantes de estrutura, f;; ¥, estao relacionadas pela seguinte expressao:

kig = fue ' fir®, (2.14)

Na representagao fundamental os geradores J;, (ver B.41), sdo dados explicitamente, por:

. 1 0 . 01
Jo=Py=—3VA , Ji=P=-}/oVA ,
0 —1 10
. 0 —i
Jo=A=—35\/0 , (2.15)
i 0

2.3.1 Acgao BF 2D

Consideremos a agao classica invariante sob as transformagoes de calibre do grupo (A)dS que

define a teoria BF' bidimensional, dada por:

Saeld ol = [

M

Tr(ng[A]):/ ki FI[A)). (2.16)

M

Esta acao é topologica, e portanto independente da métrica. M é a variedade espago-tempo,

o multiplicador de Lagrange ¢ é um escalar, A é a conexao, que no caso bidimensional é uma
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combinagao do zweinbein e da conexao de spin.
1

é a curvatura da conexao A. Todas estas quantidades estao validadas na algebra de Lie, do

grupo (A)dS, isto é,
A=AJ, ¢=¢'J;, e F=FJ, (2.18)
assim,
F., = 0,A, — 0,A;, + [’ AL A, (2.19)

As equagoes de movimentos derivadas da agao (2.16) sdo:

0Spr B
s = Do=o. (2.20)
0SBF
= F= 2.21

com D = d+ [A, ] sendo a derivada covariante da correspondente conexao A. De (2.21)
podemos ver a condi¢ao de curvatura nula, condicao tipica de modelos topologicos, indicando
que as solugoes classicas da teoria sdo de conexdes planas, e de (2.20) que ¢ é calibre-equivalente

a uma constante.

Se expandimos a agao (2.16) em componentes, i=(1,2), escrevemos as componentes da curvatura
F em termos do zweibein e da conexao de spin w. E resolvendo a equacao de movimento para a
componente F%[e,w] = 0, considerando a zweibein seja inversivel, pod a

, , j , poderemos escrever a conexao
de spin unicamente como fungao das componetes do zweinbein e’ e suas derivadas |13, 76],
susbstindo este resultado na ac¢ao, poderemos ver que a acao de Jackiw-Teitelboim, agao (2.4),
é recuperada, isto nos permite afirmar que o modelo BF bidimensional esta relacionado com o

modelo de Jackiw-Teitelboim.
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2.3.2 Simetrias de Calibre e de Difeomorfismo

As transformacoes da calibre, do tipo Yang-Mills, dos campos da teoria, sob a qual a acao BF

(2.16), é invariante, sao dados por:

() = g(z)o(x)g (z) (2.22)

Al(x) = g(x)dg™ (x) + g(x) Alx)g~ ()

onde g(x) sao elementos do grupo de calibre (A)dS. Com ajuda destas duas tltimas expressoes,
e considerando elementos do grupo, como g(x) = e®)| temos que as transformacdes de calibre
locais infinitesimais, geradas pelo parametro escalar € = €'.J;, com valores na algebra de Lie do

grupo de calibre (A)dS, sobre a qual a agdo BF ¢é invariante, sdo dadas por:

6€¢ = [67 ¢:|7
A =—De=—de—[A €]

(2.23)

Por outro lado, também temos as simetrias em relagao as tranformagoes de difeomorfismos
ativos, gerados por um campo vetorial v = v#0,. As tranformacoes de difeomorfismo sao
definidas pela derivada de Lie £, := i,d + di,, onde i, representa a derivada interior e d a
derivada exterior [21]. Assim, os difeomorfismos dos campos fundamentais, na dire¢ao do vetor

v sao dados por:

Lyp = ivdg,

(2.24)
L,A = (iyd + diy) A,

No entanto on-shell, isto é, equagdes de movimento (2.20, 2.21) satisfeitas, as transformagoes
de difeomorfismo (2.24), geradas pelo vetor v, e as tranformagoes de calibre (2.23), geradas pelo

parametro escalar € sao equivalentes, se € = i, A = v"4,,, assim

£U¢ = _56¢|€:U”‘AH + iUF7

(2.25)
EUA — —6614‘6:@#14# + ZUD¢

consequnetemente as transformagoes de difeomorfismo (atuando sobre o espago das solugoes)

podem ser considerados como um subgrupo das transfomagoes de calibre do grupo (A)dS.
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2.3.3 Analise Canonica do Modelo BF

Agora procedemos com a analise Hamiltoniana da acao Sgr. Consideramos a variedade M do
espago-tempo bidimensional foliado em espago e tempo, isto ¢, M = R x ¥, com coordenadas
x, = (t,z), onde o tempo t € R e a coordenada espacial 1-dimensional z € ¥. Com esta

foliacao a agao (2.16) toma a forma:

1 )
SBF[A>¢] = 5/ @F;de“/\dx”
M

= / dt / dz (0, AL + AjD,¢;) = / dtL, (2.26)
R P R

Cco1m

L= / dz (8, AL + Ay Dyb;) (2.27)
b
sendo a Lagrangiana.

O ponto de partida para o formalismo candnico é a definicao dos momentos candnicos. As-
sim, tomando como coordenadas generalizadas a conexao Az(t, x), 0s momentos canénicos sao

definidos como as derivadas funcionais®,

. 6L
i (z) = ) (2.28)

Com ajuda desta, o momento conjugado da conexao, A°, ¢

() = ¢, (2.29)

(z) =~ 0, (2.30)

no formalismo canénico de Bergmann-Dirac [39], estas condigoes sao interpretados como vin-
culos primarios. Aqui = significa uma igualdade fraca, isto quer dizer que as igualdades serao

implementas somente apos que todas as manipulacoes dos colchetes de Poisson foram efetuadas.

3No que segue, explicitaremos s6 a dependéncia da coordenada espacial x,v, etc. Todos os campos sdo
tomados no mesmo valor de ¢ na coordenada temporal, consequentemente este pardmetro nao seré escrito.



23

O formalismo canonico é baseado nos colchetes de Poisson da conexdao A’ e seu momento

conjugado 7;, e os colchetes nao nulos destes sao:

{AL(2), 7 (y)} = 856(x — ),

. | (2.31)
{Al(@), 75" ()} = 0j0(x — y).

Observando os momentos conjugados podemos concluir que temos uma teoria singular, o que
significa que nao todas as “velocidades” podem ser escritas em termos dos momentos e 0s
campos. Entao as equagoes (2.29) e (2.30) representam vinculos, vinculos primérios para ser
mais precisos, que devem ser adicionados a Hamiltoniana. Através da anélise dos vinculos,
usando o formalismo de Bergmann-Dirac de teorias vinculadas, veremos que os vinculos (2.29)
podem ser resolvidos, enquanto que os vinculos, que se seguem de (2.30), sdo vinculos sobre as
variaveis dinamicas. Com esta anélise, teremos que a Hamiltoniana deduzida da agao (2.16),

pode ser escrita como [13,32,49,56):
H = —/d:l;AiQi(x), (2.32)
onde
Gi(x) 1= Dagi(x) = Optri() + fii" A () dn () = 0, (2.33)

¢ um vinculo secundario da teoria, que provém da consisténcia dos vinculos primarios (2.30)
com a evolugao temporal. Assim os campos canonicos dindminos da teoria sao os campos A’ e

¢i, com colchetes de Poisson dados por,

{AL(2), 0;(y)} = 6;0(x — ). (2.34)

2.3.4 Algebra de Vinculos

Na teoria temos os vinculos (2.33), vejamos que propriedades devem satisfazer estes, princi-
palmente em relagao aos colchetes de Poisson. Por consisténcia estes vinculos, tém que ser
vinculos de primeira classe (isto é, o colchete de Poisson de dois vinculos tem que ser nula o
uma combinagao linear de vinculos), e como tal, tém que ser os geradores das transformagoes

infinitesimais de calibre da teoria.
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Por comodidade na hora dos calculos, podemos escrever os vinculos G;(z) numa forma integral,

forma ponderada (smeared form), isto é

Ge) = /dm €' (z)Gi(), (2.35)

onde €'(x) sdo parametros infinitesimais locais, que podem ser escolhidos como “fungoes testes”

suaves’.
Os colchetes de Poisson dos vinculos G;(x), na forma ponderada, com os campos da teoria sdo,

{G(e), AP (x)} = Op€P + f;;PAlel = D,eP

' (2.36)
{G(e), pr(x)} = —Jfpi Py, = 9, 5]17

que comparando-os com as expressoes em (2.23), vemos que elas representam as transformagoes
infinitesimais de calibre, o que mostra que este vinculos sao os geradores das transformacoes
de calibre da teoria, e como tal tém que ter uma éalgebra de Lie fechada, com o produto de Lie

sendo os colchetes de Poisson,

{G(6),9(0)} = G(le. €) (2.37)

o que prova que estes sao vinculos de primeira classe. Onde definimos

e,€) := [e,&"Jx, com [e,8" = f;; "'

2.3.5 Invariantes de Calibre (Observaveis de Dirac)

Suponhamos que nossa variedade M bidimensional tenha a topologia S; X R e que z# = (¢,0),
onde t ¢ uma coordenada ndo compacta ao longo de R (“o tempo”) e 6 € [0, 27| ¢ uma coordenada

periodica sobre o circulo &; (0 espago).

Mostra-se em [56], no caso do grupo SU(2) compacto, que o espago de fase sobre o qual os

vinculos sao definidos é um espaco de dimensao infinita, e que o espaco das érbitas de calibre

4Estas funcdes testes, sao fungdes do espaco S de Schuartz, as quais sdo fungdes C> que decaem no infinito
mais rapidamente que qualqrer poténcia de z, assim como todas suas derivadas.
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é bidimensional, podendo ser coordenatizado pelas duas quantidades invariantes de calibre:

W = Te(h[A, 7(s)]) = Te(Pe £:4)

. (2.38)
L =Te(¢?) = ¢'(x)¢s(x),

as quais comutam com os vinculos e formam um sistema completo de observaveis de Dirac.
Por conseguinte os estados fisicos da teoria sao caracterizados por estas duas quantidades. W
é conhecida como o lago de Wilson e é o trago da holonomia da conexao A ao longo de um

caminho ~ fechado parametrizado pelo parametro s (ver Apéndice D).

2.4 Quantizacao de Lacos do Modelo BF 2D

A Gravitacao Quéantica de Lacgos, é a quantizacao canonica da Relatividade Geral em variaveis
de conexao, onde os estados quanticos podem ser pensados como funcionais de onda ¥[A], da
conexao A, sobre o espago de conexoes, sobre a qual a agao de certo conjunto de operadores

correspondendo a fungoes do espago de fase sdo definidos [65, 66, 74].

Seguimos o programa de quantizagao canénica de Lagos, no contexto da quantizagao de Dirac. O
primeiro passo na quantizacao de lacos, seria a de construir um espaco de Hilbert auxiliar, H ..z,
espago no qual as holonomias h[A, 7] sdo argumentos dos funcionais de onda. As holonomias
h|A,~], sao funcionais da conexao A ao longo de caminhos orientados v C X, (Ver o apéndice

D), e sao definidas por:
h[A,A) = Pe” 4,

onde P é o operador de ordenamento de caminho. Assim, escolhendo a conexao como coorde-

nadas, os momentos conjugados promovidos a operadores sao derivadas funcionais, da forma:

J

¢; = —Zh@,

com isto, as relagoes de commutacao, nao nulas, dos operadores fundamentais sao:
AL(2), 35(y)| = ind}o(z — y) (2.39)

Num seguinte passo os vinculos G;, equagao (2.33), devem ser promovidos a operadores, os quais
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atuando sobre os funcionais de onda devem anularse. O espaco destes funcionais de onda, isto é
dos estados quanticos, que resolvem os vinculos, formam o espaco de Hilbert fisico H ;s C Haua
da teoria, que por definicao devem ser funcionais de quadrado integravel e ter um produto

interno bem definido.

Neste caso bidimensional o espago de Hilbert fisico Hy;s pode ser construido diretamente, sem
passar pela construcao de Hgque, ja que aqui temos s6 os vinculos de Gauss, vinculos que
geram as tranformacgoes de calibre, como sabemos. Dado que estamos considerando um espago
unidimensional compacto (o circulo S;), temos essencialmente um lago, o que facilita bastante

a construcao da teoria quantica.

Como podemos ver em [56], para o grupo de calibre SU(2), o espago de estados quanticos nao

vinculados é formado por funcionais de onda W[A], isto é funcionais das holomias.

Os estados quanticos que resolvem os vinculos de Gauss (2.33), s@o estados da forma,
V[A] = f(W[A]) = ¢ (h,[A]). (2.40)

Consequentemente, um estado fisico ¢ dado por fungoes de onda v, fungoes de quadrado inte-
gravel sobre SU(2), que tem como argumento o traco da holonomia sobre um caminho fechado.

Sobre este espaco de funcoes, existe um produto escalar invariante e é dado por:

) i= [ du(a)ohlA)) v (L), (241
onde du(A) é a medida de Haar do grupo de calibre.

Podemos ver de [56] que os operadores quanticos das quantidades invariantes de calibre, W e

L, sao bem definidos sobre o espaco de estados fisicos 1, assim:

Wip(h) = Tr(h)y(h),
Lip(h) =  H2C¥(h),

sendo C' é o operador de Casimir, neste caso o Casimir do grupo de calibre SU(2), e sabemos

que os autovalores estao dados por j(j + 1), com j sendo um nimero inteiro ou semi-inteiro,
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consequentemente vemos que o autovalor do operador L esta quantizado e é dado por:
R?5(5 +1).
Na representacao irredutivel j, podemos definir os estados quéanticos como
Y;(h) = Tr;h = Tr(RY (b)), (2.42)

onde RY(h) é uma matriz representando a holonomia, h[A], na representacdo j, estas matriz

satisfazem o teorema de Peter-Weyl:

: v 1 -
dh(RY (h))*RY (h) = 71 2.4
[ R 0BG () = 5267 b (2.43)

teorema que permite-nos concluir que os estados quanticos v;, formam uma base ortonormal,

a qual denotamos por |j), consequentemente temos,
(A]j) =: Tr;(h). (2.44)

Por otro lado, sob a representacio matricial RY )(h), temos a seguinte relacao:

) )

A 5AE = I DE) 2

Como podemos ver a quantizacao deste modelo bidimensional é bastante simple, mas tem
analogias com a quantizacao de lagos da Relatividade Geral. Vemos que o operador W ¢é
analogo ao operador de lago da Gravitagao Quéantica, enquanto o operador L é anélogo a
quantizagao do operador area. Uma abordagem mais detalhada da quantizacao de lagos deste

modelo pode ser encontrada em [33,56].



28

Capitulo 3

Supergravitagao 2D, S(A)dS

3.1 Introducao

H& muitos trabalhos que se concentram nos modelos de gravitagao pura. No entanto, se quiser-
mos fazer alguma previsao do nosso mundo a partir de uma teoria quantica da gravitacao, esta
tém que fazer referéncia a matéria. Além dos problemas ainda nao bem entendidos na gravita-
¢ao quantica de lagos, como sao a evolucao dindmica da geometria, a aproximacao semi-classica,

etc., uma questao importante ainda em aberto é o acoplamento dos campos de matéria.

Neste capitulo, acoplamos matéria ao modelo BF bidimensional, através de uma extensao su-
persimétrica. A teoria é uma extensao imediata da gravitagao pura 2D, do modelo BF, descrito
no capitulo anterior, este é independente do fundo e invariante por transformagaoes de cali-
bre e difeomorfismo. Com a extensao supersimétrica, o modelo estara descrito por campos
Grassmannianos pares e impares, isto é, campos de natureza bosonica e fermionica respectiva-
mente. Assim, além das simetrias usuais do nosso modelo, encontraremo-nos com as simetrias

supersimétricas.

Iniciamos o capitulo com as defini¢oes bésicas de superalgebras para logo passar a definicao do
modelo BF supersimétrico, mostramos que “on shell” as transformagoes de calibre e difeomor-
fismo sao equivalentes. Fazemos a analise canonica do modelo, construimos as superholonomias
e as quantidades invariantes de calibre, finalizando com a construgao do Casimir (supercasimir)

e a representacao do grupo S(A)dS, que é o grupo de calibre deste modelo.
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3.2 Modelo BF Supersimétrico

3.2.1 Superalgebra (anti) de Sitter, s(a)ds

Seja X,Y,Z, ... elementos de uma algebra de Lie graduada (superalgebra de Lie) g, com
produto da algebra dado pelo supercolchete de Lie, denotado por [, }, que satisfaz as relagoes

de comutagao graduadas, e a superidentidade de Jacobi (ver Apéndice B) [34,42,43]:

XY} = XY = (-)NIMyX,
(XY} = (=) ]y, X},
X[V, 23} ()N [V, [Z, X3} ()M (7, [X, Y3} (1) =0,

aqui introduzimos uma fungao de paridade denotada por ||, (ver a equagao (B.1) do Apéndice
B ), que denota a paridade Grasmanniana dos objetos, isto é, | X| = 0(1) se X é uma quantidade

par(impar).

Numa extensao supersimétrica da algebra (a)ds, do grupo (A)dS, que a chamaremos de superal-
gebra (anti) de Sitter, s(a)ds, (ver o paragrafo (B.3.4) do Apéndice B), do supergrupo (anti) de
Sitter, S(A)dS, escolhemos como bases da superélgebra de Lie g, os geradores Ty = {7}, Qa},
onde os T;’s sdo elementos pares (|T;| = 0), que s@o os geradores de (A)dS que foram definidos
no capitulo precedente, e etiquetados por J;’s, equagao (2.15), (i = 0, 1,2), emquanto que os

Q.’s sao elementos impares (|Q,| = 1), (& = 1,2). A superélgebra de Lie é dada por:
[TA7TB} - fABCTC7 (3]‘>

onde fap® sdo as constantes de estrutura da superalgebra, aqui, as letras maitsculas latinas

(A, B, ..) representarao indices da superalgebra, A, B,.. =i, j,..;a, (3, .., indices miniusculas do
meio do alfabeto latino 7, 7,.. = 0,1, 2, sao indices que representam os geradores bosonicos e
as letras mintsculas do inicio do alfabeto grego «, 3,.. = 1,2, etiquetam indices dos geradores

fermionicos!. A superélgebra (3.1) escrita na sua forma extensiva é dada por:

[1—;77—‘]} = fijkaa [T’za Qa] = fiaﬁQﬁv {Qom Q,B} = faﬁiT‘ia (32)

IEscrevemos os ntmeros 1,2 sublineados para se referir que estes estdo representando indices dos geradores
fermidnicos e para diferenciar das etiquetas 1,2 que representam a os geradores bosonicos.
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onde as constantes de estrutura fz-j’“, fia” e fap', sdo dados, respectivamente, por (2.13)% e

fiaﬁ - _(Ji)aﬂa faﬁi - _(Ji)ozﬁa

onde (J;),” sao elementos de matriz dos geradores da algebra (A)dS, na representacio funda-

mental, ver (2.15).

Representacao Irredutivel de s(a)ds

A existéncia de um operador de Casimir, é importante para fornecer a redutibilidade completa

de quaisquer representacao finita dimensional de uma algebra de Lie.

De forma analoga ao caso ordinario da algebra de Lie, o Casimir para s(a)ds é dado por,
Cy = TaK*PTp = TKIT; + QuK*Qp, (3.3)

onde K48 & a métrica de Killing de S(A)dS (ver Apéndice B). A representacio irredutivel
pode ser etiquetadas completamente por ntimeros j,[ e m, onde j esta relacionado a os valores
proprios do Casimir Cy, enquanto [ e m ao momento conjugado ordinario. A base vetorial

desta representagdo podem ser representados por vetores |7,1,m), cuja dimensao é 45 + 1, (ver

Apéndice C).
Para a representagao j = 1/2, os elementos da s(a)ds sao dado por (ver Apéndice C):

00 O 000 00 O

Th=-2101 0 [\h=-282001|. =200 -

00 —1 010 0 i 0
010 0 0 1

Qi=al 000 [,Q=af -1 00 (3.4)
100 0 00

como podemos ver, considerando o = 1 (espa¢o de Riemanniano) e a constante cosmologica

A =1, temos os geradores do grupo OSP(1,2) como caso particular [4, 18,48, 70].

20s indices a, 3, - -+ sao elevados e abaixados usando a métrica de Killing K5 e sua inversa, por exemplo,
v 1= K%, v, 1= vPKg, ver (B.60) do Apéndice B.
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3.2.2 Acao Super-BF 2D

Escrevemos a extensao supersimétrica da acdo BF', equagao (2.16), como,
S[®, A] = / Str(®F[A]), (3.5)
M

onde ® é um superescalar — o “superdilaton” e F[A] é a curvatura da superconexao A, estas sao
as extensoes supersimétricas dos campos fundamentais e da curvatura, presentes no modelo BF
2D usual, ac@o (2.16). Str, representa o supertraco (ver Apéndice B, subsegao B.2.2). & é uma
zero-forma, A uma 1-forma e F[A] uma 2-forma. Todas valoradas na adjunta da superalgebra
de Lie, isto é,

A= ATy = AT, + Q.. 16

b = BTy = ¢'T; + X" Qu, o0
onde A e ¢ sdo a conexao 1-forma e o dilaton da teoria BF usual, agao (2.16), respectivamente,
campos de natureza bosonica, isto ¢, campos de paridade par (|A’| = |¢'| = 0), enquanto isso, a
1-forma v e o escalar y representam campos de natureza fermionica, isto é, campos de paridade

fmpar (|¢% = |x*| = 1). Dada a superconexao A, a supercurvatura ¢ dada por:

1
F = dA+ANA= 5]—"de“ A da”
= FAT,=F'J, + F°Q,,

que contém uma parte bosonica " associada a os geradores bosonicos T; e uma parte fermionica

F“ associada a os geradorores supersimétricos (),
Fho= 0,A8 —0,A% + (—1)NWPIATAD fop” (3.7)
, 1 1 ;
Fi = dA + 5,4] A AR it — iw AP fos' (3.8)

1 .
Fe = dw“+§A’/\wﬁfi5°‘. (3.9)



32

Equacgoes de Movimento

Variando a ac@o (3.5) com respeito aos supercampos fundamentais ® e A, obtemos as equagoes

de movimento, as quais sao dadas por

oS
w5 = F=0, (3.10)
oS
— = D = A1

onde D = d+ [A, ], é a derivada covariante correspondente & superconexao A. Podemos ver
que as equagoes de movimento (3.10) e (3.11) sao as extensdes supersimétrica das equagoes de

movimento da teoria BF pura, equagoes (2.20) e (2.21).

A equagao (3.10), tem como componentes as expressoes dadas por (3.8) e (3.9). Observando a
equagao (3.8), vemos que além do termo, dA® + %Aj N AF fir', que representa a curvatura usual
na teoria BF pura, temos um termo bilinear do campo fermionico ¢, termo que proporciona

uma curvatura nao nula a teoria.

Como uma teoria que modela a gravitacao, a extensao supersimétrica do modelo BF, acao
(3.5), deve ser invariante sob transfomagoes de difeomorfismo. Veremos que esta invariancia

estd contida na invariancia de calibre da teoria.

3.2.3 Simetrias de Calibre e de Difeomorfismo

Como no caso do modelo BF para a gravitacao pura bidimensional, estudado no capitulo
anterior, as tranformacoes de calibre infinitesimais dos campos fundamentais para nosso modelo
com extensao supersimétrica podem ser descritas de maneira analoga as transformacoes de

calibre infinitesimais ordinérias, equagao (2.23), assim temos,

5.0 = [, 2} — 6. D¢ = (—1)ICIMeADp fo 4,

(3.12)
S A = —De — 0, A° = —de® — (—1)AIBIAAB £, 5©
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com, € = ATy = €' J; + €*Q,, sendo um escalar valorado também na adjunta da superéalgebra

gs, s(a)ds. Explicitamente, estas transformagoes de calibre sdo da forma:

5t = €ifri + € Xpfra’s

5. A" = —Dé + 1/)a€ﬁfa5i,

@
—_
s

0
—
ot

dXpg = €Xafsi™ — € 0ifsa’,
S = —De* —Pe 5,

que podem ser classificadas como, tranformagoes de calibre tipo Yang-Mills (YM) associdas
ao parametro de paridade par, €, e as transformacoes de calibre supersimétricas locais, trans-
formagdes SUSY, associadas ao parametro infinitesimal de paridade fmpar, €*, (ver Tabela

3.1).

Tabela 3.1: Tranformacoes de calibre infinitesimais da teoria. As transformagoes tipo YM e as
transformacoes SUSY.

’ Transf. tipo YM ‘ Transf. SUSY ‘
0k = €Gif’ | 0dk = *Xpfra”
0A" = — D¢ SA = =P fg,!
Oxg = €Xafsi" | OXp = —€"Pifpa’
5% = ey f" | 097 = —Dev

Além de estas transformagoes de calibre, também, temos as transformacoes de difeomorfismo
infinitesimais, sob as quais nosso modelo deve ser invariante. Os difeomorfimos, como sabemos,
sao dados pela derivada de Lie, L¢ := i¢d + dig, onde & ¢ o vetor diregao, d a derivada exterior
e i¢y a derivada interior [21]. Assim, as transformacoes de difeomorfimos infinitesimais dos

supercampos A e ® é dado por:

LeA=ieF +D(igA) = i35 — §.A,
Lc® =D — [ic A, @] = i 25 — 5. 9.

3.17
5 (3.17)
0A
Observemos que estas transformacoes sao equivalentes as transformacoes de calibre infinite-
simais dadas por (3.12), modulo equagdes de movimento e pardmetro infinitesimal de calibre
dado por € = A = (" A,. Isto significa que a invariancia da teoria sob as tranformacoes de

difeomorfismo é direta, ja que por construcao o modelo proposto é invariante de calibre.
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3.3 Analise Canénica

A quantidade chave na analise canoénica ou formalismo de Dirac-Bergmann [3,19,38-40,46,47|,
para descrever a dindmica, isto é a evolugao do estado fisico de um estado inicial a um estado
final arbitrario, é a Hamiltoniana H. Seja F' uma funcao do espaco-tempo, a evolugao de F' no

tempo t, é dada pelo colchete de Poisson da funcao F' com a Hamiltoniana, isto é,
F={F H}. (3.18)

O ponto sobre a funcao F' denota a derivada total da funcao F com respeito ao parametro
de tempo ¢t. Aqui {, } denota os colchetes de Poisson, na teoria classica. Na teoria quantica
os colchetes de Poisson sao substituidos por comutadores divididos por ¢A. Para nossa teoria
supersimétrica, os colchetes de Poisson pasarao a ser supercolchetes de Poisson na teoria classica

e supercomutadores divididos por 7h na teoria quantica.

3.3.1 Momentos Conjugados

Como ¢é usual [75], assumimos que a variedade M do espago-tempo bidimensional, admita uma
foliagio M = R x X. As coordenadas, x* = (t,x), com o tempo t € R e x € ¥, a coordenada
do espaco 1-dimensional, fornecem uma parametrizagao arbitraria do espaco-tempo. Sob esta
foliacao temos A, = (Ai, Ay), Ay = (A, ), Ay = (Ay,1,). Assim, podemos escrever a agao

(3.5) na forma,

—_1\lAllB|
S = <_1)|A|B|/ (I)AFBICABZ—( 1)2 /d$2€“VCI)A.F£,]CAB
M M

_ (cp)Als / dt / ™ (9,48 — 9,47 + (—1) 9P AC AP fopP) Koag
R by

_ / dt / doL, (3.19)

L=0,A8 — 9, AP + (=1)ICIPIAC AL £, B (3.20)

onde

é a densidade Lagrangiana do sistema, e K45 é a métrica de Killing do supergrupo S(A)dS, esta
¢ uma forma quadratica invariante e nao degenerada, que permite subir e abaixar os indices do

supergrupo, (ver a subsegao B.4 do Apéndice B ) [34].
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Da definicdo do momento candnico, temos que os momentos conjugados da teoria sao dados

por:

oL
= CI)B) Hgt ([E) :

oL
17 (x) : =
B (l’) aatAtB

= 5047 ~ 0, (3.21)

de (3.21) podemos ver que temos uma Lagangiana singular; “~” indica uma “igualdade fraca”
(tornando-se igualdade depois que toda a algebra dos supercolchetes de Poisson seja levado
acabo). As quantidades fracamente nulas Héi denoninam-se de vinculos primarios, de acordo
com a terminologia de Bergmann-Dirac [3, 19, 39,40, 46,47]. Reduzimos diretamente o espago

de fase identificando TT4* (x) = ®, como os momentos conjugados de A,.

3.3.2 Supercolchetes De Poisson

Generalizamos a definicao dos colchetes de Poisson para o caso onde contamos com campos de
natureza bosonica e campos de natureza fermionica [47], denominamos esta de supercolchetes

de Poisson, e usamos a mesma notagao dos colchetes de Poisson, {, }, para representa-lo.

Dados dois funcionais M e N quaisquer, do espaco de fase, definimos os supercolchetes como:

wioar [ OM ON aipy OM  ON
(M, N} ;:ZA:/dx(_m o |(§QA(x) B (—1)lel |57>A(x)5QA(x))’ (3.22)

onde Q4 e Py sdo as varidveis de configuracio e seus momentos conjugados. Em particular, os

supercolchetes nao nulos, das variaveis fundamentais sao,
{Qu(@). PPy} = (1)1 656 (x —y). (3.:23)

Para nosso caso, esta defini¢cao, explicitamente, tem a forma,

- ~(— \MHAE| oM ON i |AE||H;;‘M\ oM ON
e / B <5A5(Z> ) 6H;‘~(z)5AE(z)>’(3'24>

_ /dz oM 6N M 6N
0AL(2) 6TI ™ (2)  OTI(2) 0A}(2)

s(oa (M ON oM oN
0P (2) STIG () OTL(2) 0¥a(2) ) )7

onde com o simbolo | - | definimos a fungdo de paridade Grasmanniana, (ver equagao B.1 do
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Apéndice B). Assim |F| (ou | A7|) na expressao acima ¢ igual a zero se F' (ou A% ) é uma quan-
tidade Grassmanniana par, e serd igual a um se F' (ou Af ) ¢ uma quantidade Grasmanniana

impar; por convencao, tomamos derivadas pela esquerda.

Consequentemente, os supercolchetes de Poisson nao nulos para os campos fundamentais da

teoria sao:
Ay v Ay N
{Ad(@) I (y)} = (—)AIB" 53570 (v —y) = —(—1) M 1 {TT4 (), A (2)},  (3.25)
e explicitamente, temos:

{AL(2,), 0y, 1)} = 056(x — y) = —{;(y, 1), ALz, 1)},

. . ) . (3.26)
{Ai(z, ), 111 (y, )} = 66(x — y) = — {11 (y, 1), Ai(x, 1) }
para os campos bosonicos, e
(g (@, 1), xp(y, 1)} = —050(x —y) = {xp(y, 1), ¥3 (2, 1)}, (3.27)

}
{vr. 0.0 (4.0} = 053 —y) = {0 02 1) |

para os campos fermionicos.

Algumas das propriedades dos supercolchetes de Poisson que usaremos com mais frequéncia

sdo (para mais detalhe, ver Apéndice B):

{F,GiGy} = {F,Gi}Gqo+ (-1)FI9IG {F, Gy},
{GIGQ,F} = Gl{GQ,F}+(—1)‘G2||F|{G17F}G2.

Definidos os supercolchetes e suas propriedades, pasemos a determinar a Hamiltoniana do

sistema.

3.3.3 A Hamiltoniana

Recorrendo a tranformacao de Legendre, por definicao a Hamiltoniana é dada por:

H = / dr( A2 — L), (3.28)
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j& que contamos com campos anticomutantes na teoria, temos que ser cuidadosos com o ordena-
mento destes fatores anticomutantes [47]. Devido & conven¢ao de usar derivadas pela esquerda,
em (3.28), escrevemos as quantidades A;? a esquerda dos momentos conjugados. Assim, usando
a transformacao de Legendre e o fomalismo de Bergmann-Dirac [39], a Hamiltoniana total toma

a forma:
H = H,+ / dzAPTI4 (3.29)
com
H, = — / dz AAD,® 4, (3.30)

sendo a Hamiltoniana canénica, e AP’s sdo multiplicadores de Lagrange para os vinculos pri-
marios H“gt, e

D, Py = 0,04+ (—1)PICIABD £, 5°. (3.31)

Por consisténcia, os vinculos primarios, equacao (3.21), ndao devem evoluir no tempo, conse-

quentemente, devem satisfazer a relacao,
TAL . A ~
Iy =[5 H} ~ 0,
recorrendo a esta rela¢do de consisténcia, temos os seguintes vinculos secundarios [39]:

() = [@ae),H) =~ [ dz [0a(o). AP()D.0n()}

Os vinculos Hﬁt podem ser considerados zero fortemente e os campos A2 identificados como
multiplicadores de Lagrange para os vinculos secundarios; consequetemente, a Hamiltoniana
total seré equivalente a Hamiltoniana candnica, isto ¢ H = H,.. Como isto, observemos que a
Hamiltoniana canonica, equagao (3.30), é completamente vinculada, como era de se esperar ja

que estamos tratando com uma teoria covariante, e esta é dada por:
H=H, = —/dz.AtACA(z), (3.33)

os vinculos C4 tém paridade par ou impar dependendo do valor do indice A: valores i, j, - - - ou

valores «, 3, - - -, respectivamente. Por tanto, fazendo referéncia & parte bosonica e fermidnica
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dos vinculos a Hamiltoniana pode ser escrita como:

H, - — / d2(AICH(2) + 92Cal2)), (3.34)

Cco1m

Ci = Do + Voxafia”s € Ca= Dixa — V2ufas”.

correspondendo respectivamentes as partes bosonicas e fermionicas do vinculos, e os campos
Al e ¢, fazendo o papel de multiplicadores de Lagrange, também de natureza bosoénica e

fermionica respectivamente.

Para ter uma teoria livre de inconsisténcias temos que ver se além destes vinculos existem vin-
culos adicionais. Isto podemos sabe-lo determinando os supercolchetes de Poisson dos vinculos,
e vendo se este forma uma superalgebra de Lie fechada. Se assim for podemos concluir que
a teoria nao conta com vinculos adicionais, caso contréirio existem vinculos adicionais que te-
riam que ser acresentado a Hamiltoniana, mas como veremso a algebra de Poisson dos vinculos
é fechada, consequentemente a teoria nao conta com outros vinculos, além dos que ja foram

determinados.

3.3.4 Algebra de Vinculos

Se os vinculos de um sistema Hamiltoniano surgem da simetria da acao, sua algebra de col-
chetes de Poisson sera necessariamente fechada, em geral com fungoes de estrutura. Quando
a Hamiltoniana é uma combinagao de vinculos, este fechamento assegura que os vinculos se-
jam preservados no tempo pela evolucao que ela gera, consequentemente isto assegura ter uma
teoria consistente. Isto é importante, se nao fosse assim, poderiam existir vinculos adicionais.
Se a algebra dos vinculos é fechada estes denominam-se de vinculos de primeira classe, caso

contrario denominam-se de vinculos de segunda classe.

Por conveniéncia escrevemos os vinculos C4 numa forma ponderada, (smeared form), desta

forma teremos,

Cle) = / dweA (2)Ca(), (3.35)
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poderemos voltar aos vinculos locais realizando uma derivada funcional, isto é

dC(€)
Calz) = ) 3.36
A@) = 5 (3.36)
aqui os €’s sdo funcdes testes arbitrarias, continuas e bem comportadas, infinitamente diferen-

ciaveis que decaem no infinito mais rapidamente que qualquer poténcia de x assim como todas

suas derivadas.

Determinemos a superéalgebra de Poisson dos vinculos. Para isto, primeiro calculamos os su-

percolchetes de Poisson dos vinculos com os campos da teoria,

{A2(2),Cle)} = —0,e* — (—1)IPIOUSEP fop® = —D, e (), (3.37)

{a(@).Cle)} = (~1)NPle@pfac? = {e(2), (2)} 4, (3.38)

com ajuda de estas expressoes temos,

{co.cmy = / dre? [8,84(x) + (~1)PITAB (2)bc(x) fas, C(n) }

= [l eate) = Clle.n). (3.30)

C A1, B , .

com [e,n]” = (=1)I<"IIN"IeAnB £, 3¢ De (3.39) podemos ver que a superalgebra de Poisson dos
vinculos C4 é fechada, consequentemente estes sao vinculos de primeira classe. Assim dado que
a Hamiltoniana é uma combinacao destes, esta assegurado que os vinculos sao conservados no

tempo.

3.3.5 Vinculos de Primeira Classe como Geradores da Simetria de

Calibre

Dado que os vinculos C4 sao de primeira classe, estes devem ser os geradores das transformacgoes
de calibre da teoria [39], o que pode-se ver facilmente comparando as equagoes (3.37) e (3.38)

com as equagoes das tranformagoes de calibre infinitesimais (3.12), isto é:

{Af(x),C(e)} = —D,e(x) = 6. A (x),
{®@a(x),C(e)} = {e(z), ()} 4 = 6ePa(z).

(3.40)
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Como no caso da Hamiltoniana da equagao (3.34), os vinculo C(¢) a podemos escrever como a

suma de partes, parte bosonica e fermionica, entao:
C(e) = /d:):eACA(x) =CY(e) +cY(e) (3.41)

onde

Cc®(e) :/dxeiCi(x), e CY(e) :/dxeaca(x). (3.42)

Colocamos as etiquetas (b) e (f) para nomear os vinculos correspondentes a parte bosodnica
e fermionica, respectivamente. Consequentemente, as transformacoes de calibre que geram os

vinculos, dentro de sua respectiva paridade sao dados por:

e transformacoes de calibre geradas pelos vinculos bosonicos:

{CO(e), Al(x)} = Oue' + AlF fi' = D,€,

{C(b (€),45(x)} = =€) fig®, (3.43)
{CV(e),¢i(x)} = —onfi",

{C(” Xa(@)} = —€xafai’,

e e transformacoes geradas pelos vinculos fermiénicos:

{€Dm), A2)} = 0™ fas”
{CY ), @)} = 9™+ Ay fig™ = Danf®, (3.44)
{C(f) ¢i(2)} = —1*xsfia’,
{c! (x)} = 1 rfas".

Com a ajuda de (3.43) e (3.44,) a algebra de Lie de C®)(¢) e CY)(¢), que ¢é a algebra (3.39), mas

escrito numa forma mais explicita, é:

[CO(e),cP@)) = / dz e d Cilx) = CO ([e, &),
e (e),c0m)} = / wle,n]’ o) = €O ([e, 7)), (3.45)

(.} = ~ [ bl Cia) = ~C(n. 7,
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onde,
€, E]i = Gijfjkia €, 77]5 =N fi, [Uaﬁ]i =17 fas’.

Podemos ver que a primeira e terceira expressao na equagao (3.43) correspondem a transforma-
¢oes de calibre do modelo BF usual para a gravitagdo pura bidimensional, equagao (2.23); da
mesma forma que a primeira expressao de (3.45) corresponde a algebra de vinculos do modelo

BF usual da gravitagao pura bidimensional, equacao (2.37).

Com isto mostramos que os vinculos C;(z) geram as transformagoes de calibre usuais do modelo

BF, enquanto que C,(z) sdo vinculos que geram tranformagoes de supersimetria local.

Feita a analise canonica do modelo, determinando os vinculos da teoria, mostrando que eles
sao de primeira classe por tanto os geradores das transformacoes infinitesimais de calibre vendo
assim que o modelo planteado para a gravitacao bidimensional com extensao supersimétrica é
completamente consistente, temos dado o primeiro passo para sua quantizacao via a quantizacao

de Lagos.

A ideia para quantizar a teoria, é a de prosseguir de forma analoga ao caso da Quantizacao
de Lacos da gravitagao pura. Com este intuito passamos a construir a holonomias estendidas,

superholonomias.

3.4 Superholonomia

A quantizagao nao-pertubativa da Relatividade Geral pode ser realizada pela representacao de
lagos [62,65-68|. Nesta representacao as variaveis de quantizagao, as componentes da conexao,

sdo expressas em termos das holonomias®

. A holonomia surge em gravitagdo quantica, nos
trabalhos de Jacobson e Smolin [53] como solugoes da equagao de Wheeler DeWitt [36] escritas
nas variaveis de Ashtekar [6]. Assim na representagao de lagos, da teoria quantica da gravitagao,
dada uma variedade M sobre a qual a conexao A e o lago v sao definidos, define-se o objeto
h|A,~], chamada de holonomia da conexao ao redor do lago 7, ( ver o apéndice D, equagao

(D.5)), como uma variavel para a descrip¢ao do espago-tempo. Nas versdes mais recentes [65],

curvas nao fechadas em ~.

3Podemos encontrar no Apéndice D, de esta tese, um resumo detalhado da definiciio do operador de trans-
porte paralelo, a holonomia.
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Para este caso do medolo BF bidimensional com extensao supersimétrica, a quantizacao pode
ser pensada de forma analoga ao caso ordinario de gravitacao pura, com a diferenca de que em

lugar de uma conexao A, temos a superconexao A, como variavel de configuracao.

Com este intuito podemos definir a superholonomia #H[A, 7], de forma analoga ao caso ordinario,

WA o0 = Pesp (= [T a5 4,66 (3.46)

S0

com sg e s¢ sendo os extremos do caminho «, (ver Figura D.1 do Apéndice D), e P é o operador
de ordenamento de caminho. A superconexao A, como sabemos, sendo valorada na algebra de
Lie do supergrupo de calibre, para este caso a superalbegra de Lie s(a)ds do grupo de calibre

S(A)dS, (ver o subsegao B.4 do Apéndice B).

Os resultado e propriedades obtidos para estas superholonomias, sao anélogos aos obtidos para

as holononias (ver Apéndice D). Assim pode-se mostrar que (3.46) é solucao da equagao:

THIA (S, 50) + 3 () AHEA A5, 50) =0, (3.47)

a qual a podemos escrever como,
dH[A,v(5)](s, 50) = —ds7"(5)Au(v(5))H[A, v (s)](s, s0), (3.48)

observemos que esta equagao, é a equacao diferencial da superholonomia mun caminho v que

val desde um punto inicial sy fixo a um ponto posterior quaisquer parametrizado por s, e sg < s.
Considerando a composi¢ao de caminhos, temos que,
H[A,y2 0] = H[A, 7] - H[A, 7], (3.49)
nao é dificil obtermos,
dHIA,~(s)|(sf, s) = H[A, A (s)l(s5, 8)ds V" (s) Au(y(s)). (3.50)

que vém a ser a equagao diferencial da superholonomia mun caminho v, mas neste caso, que vai

desde um ponto inicial quaisquer parametrizado por s a um ponto posterior fixo s¢, e s < sy.
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Por outro lado, sob as transformagoes de calibre, a superconecao A transforma-se como:
A(z) — A'(z) = g(x)dg(z) ™" + g(x)A(z)g ™ (), (3.51)

com g, sendo elemento do grupo S(A)dS. Sob esta transformagao de calibre a superholonomia

transforma-se como,
H[A, () — H[A' A](s, 50) = g(s)H[A,~](s,50)9 " (s0), (3.52)

que infinitesimalmente transforma-se como:

OH[A, Y (5)](s5,50) = /SfdSﬁ“(S)au(H[Aﬁ(S)](Sf,8)6(7(8))7{[«4,7(8)](87So))

S0

= e(v(s))HIA A (s7)](s5,50) = H[A, 7(50)](57, 50)€(7(s0)). (3.53)

Construida a superholonomia e conhecendo como esta se transforma sob as tranformacoes de
calibre pasemos a determinar as quantidades invariantes de calibre, observaveis de Dirac, da

teoria.

3.5 Observaveis de Dirac

Um observavel de Dirac, é uma funcao das variaveis dindmicas que é invariante sob as trans-
formacoes de calibre. A relacao entre os observaveis de Dirac e o formalismo Hamiltoniano, é
que os observaveis de Dirac sao caracterizados por terem colchetes de Poisson com os vinculos

iguais a zero ou fracamente zero.

Os observaveis de Dirac sao cruciais para a quantizagao canonica de sistemas com vinculos de
primeira classe, ja que unicamente operadores de Dirac podem ser promovidos a operadores no
espago de Hilbert fisico [41,63-65]. Além disso, estes podem ser vistos como um processo de

quantizagao para procurar uma representacao da algebra de observaveis num espaco de Hilbert.

Se consideramos a variedade M = R x ¥, com X sendo o circulo &7, as coordenadas sendo
= (t,0), comt € R e 6 € |0,27] sobre o circulo S;. De forma analoga ao caso BF puro, as

quantidades invariantes de calibre sao as extensoes supersimétricas dos dois invariantes dados
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em [56], isto é:

L = Str(®®) = (1) 4Bl KB, (3.54)

WA = Str(H[A,~(s)]) = StrPe”H 4, (3.55)

As invaridncias deste dois objetos sob transformagoes de calibre podem ser mostradas facil-

mente, vejamos:

como sabemos a transformacao de calibre do supercampo escalar ® é dada por
D r— ' = g(z)Pg (), (3.56)
com ajuda desta expresao, podemos mostrar de forma direta que,

5L = 6.Str(®?) = Str(5.0D + ®5,) = Str([e, D|® + D[e, P])
= Str(fe, D]D + [®, @) =0 (3.57)

Do mesmo jeito, com ajuda da equagao (3.53) (ou usando a expressao da transformagao de

calibre, equacgao (3.52)), e considerando um caminho v fechado, teremos que

SIWLA] = Str(6H[A, ~(s)])
= Str(e(y(s)H[A,(s)l(s) = H[A 7(s)](s)e(v(s))) = 0. (3.58)

Consequentemente, com (3.57) e (3.58) mostramos que tanto a supertraco da fungao quadratica
de ®, equagao (3.54), como o supertrago da superholonomia num caminho fechado =, equagao
(3.55), sao quantidades invariantes sob as transformagoes de calibre, e portanto observaveis de

Dirac da teoria.
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Capitulo 4

O Modelo BF acoplado com Matéria

Topolobgica

4.1 Introducao

Como sabemos a acao do modelo BF no espaco-tempo bidimensional para o grupo de calibre
SO(1,2), esta relacionada com o modelo Jackiw-Teitelboim, que descreve a gravitacao pura
com constante cosmologica. Modelos como este, de dimensoes inferiores, sao geralmente usados
como um laboratério, para nos ajudar num melhor entendimento no estudo de teorias com

dimensoes superiores, como poderia ser a Gravitagao Quantica de Lacos em quatro dimensoes.

Leitgeb, Schweda e Zerrouki [54], propuseram acoplar ao modelo BF bidimensional usual um

campo vetorial e um campo escalar, sendo a acao dada por:

1 o -
5= [ daesBy, + [ Enev(D,B) v (4.1)

onde ¢' e 1" sao campos escalares, F}., ¢ a curvatura associada ao campo de calibre A°, B}, um
campo vetorial e D, a derivada covariante. Os indices ¢ = 1,2, 3 indexam as bases da algebra
de Lie do grupo de calibre SU(2). A primeira integral em (4.1) é a agdo BF usual, enquanto

que, a segunda integral representa a matéria topologica.

Neste capitulo consideramos o grupo de calibre SU(2), correspondente & gravitagdo Riemanni-

ana com constante cosmologica positiva, que é um caso particular do grupo (A)dS. Assim todos
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os campos serao validados (tomados) na algebra de Lie su(2).

A proposta é estudar o acoplamento da materia topologica, proposta por Leitgeb, Schweda e
Zerrouki, mas guiando-nos pela supersimétria rigida presente no modelo. Simetria esta, que
aparentemente nao foi notada por este autores. Assim a agao descrita pela equacao (4.1), pode

ser vista como uma ac¢ao para o modelo super-BF.

Levaremos acabo a quantizacao deste modelo extendendo e aplicando as tecnicas da Gravitagao

Quéantica de Lagos.

4.2 O Modelo BF com Supersimetria Rigida

4.2.1 A Acgao Super-BF

Por defini¢ao supercampos N = 1 sao dados por,

o(x,0) = po(r) + Op1(z), (4.2)

onde x = (z#, u = 0, 1) sdo as coordenadas da variedade do espago-tempo, que denotaremos por
(t,z),e0, com #* = 0, a (tnica) coordenada de Grassman do superespago. No presente contexto,
as transfomacgoes de supersimetria rigida sao geradas por tim unico operador supersimétrico
nilpotente Q, Q* = 0, assim, por definicdo, sob a supersimetria rigida, um supercampo N = 1

transforma-se infinitesimalmente como:

0
que em componentes da:
Qo = 1, (4.4)
Qe = 0.

A extensao de supercampos dos campos fundamentais presentes no nosso modelo BF bidimen-

sional, agao (4.1), sdo dados por:

O: = Y+00¢, (4.5)
a: = A+0B, (4.6)
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onde P e a, sao o supercampo escalar e a superconexao de paridade impar e par respectivamente.
Campos de paridades pares e impares como sabemos caracterizam os campos de natureza
natureza bosonica e femionica, respectivamente. Debe-se ressaltar que ¢ e A sao o campo
escalar e a conexao 1-forma, respectivamente, que temos no modelo BF bidimensional, e estes
sao de natureza bosonica, enquanto que, o campo escalar ¢ e o campo uma 1-forma B sao

campos fermionicos, campos que caracterizam a matéria topologica acoplada a nosso modelo.

Sob a acao da supersimetria rigida os campos fundamentais que descrevem a teoria transformam-

se como dubletos, isto é,

QA=DB, QB=0,
QY = 9, Qo = 0.

Nao ¢é dificil mostrar que a agao (4.1) é invariante sob estas transformagoes de supersimetria

(4.7)

rigida. Invaridncia que fica ainda mais 6bvia definindo a agdo no superespacgo, da seguinte

forma [31]:

Sr[x,a] = Tr/d@x%[a], (4.8)

agao que ¢ equivalente a agao (4.1), com a diferencd que aqui os campos 1 e B sdo campos
de natureza fermionica, contrario ao caso tratado por Leitgeb, Schweda e Zerrouki [54], onde
todos os campos da teoria sao bosénicos. Aqui § é a curvatura 2-forma da superconexao a, e
por definicao é dada por:

5 = da—i—%[a,a]

com F' sendo a curvatura usual de Yang-Mills e ' seu parceiro supersimétrico, quantidades

dadas respectivamente por,

Fo= dA+ (A 4] (4.10)
Y (4.11)

onde D é a derivada covariante’, D = d + [4, |, e d = dx#0, a derivada exterior usual do

espago-tempo.

1Os colchetes [+, -] sdo comutadores graduados, isto é, um anti-comutador se ambos argumentos sdo fmpares,
caso contrario serao comutadores.
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A integracao na vaiavel § é definida pela integral de Berezin [17,34] e por definigao satisfaz a

seguentes propriedades (ver o subparagrafo A.2.4 do Apéndice A),

/d@f::%f, /dm:o, /d99:1

Os campos estao todos tomados na algebra de Lie do grupo SU(2), assim:
X=xXT, a=dT, F=3FT,

onde (i=1, 2, 3), os T; sdo os geradores do grupo SU(2)?. Podemos considerar, aqui, a dlgebra de
Lie su(2), como uma algebra de Lie su(2) extendida, a qual teria como geradores bosonicos, os
geradores T; do grupo SU(2), mais os geradores 67T; que representariam os geradores fermionicos,

estes satisfariam a seguinte superalgebra de Lie:

Podemos também considerar essa estrutura como uma “supersimetrizagao” da algebra su(2).
Em analogia com a complexificagao de su(2), que consiste em substituir os parametros reais o'
por parametros complexos, aqui substituimos os o por superparametros o + 3%, como pode

ser visto explicitamente na parametrizagao introduzida na sec¢ao (4.2.3).

4.2.2 Equacoes de Movimento

Variando a acao (4.8), temos:

58y = Tr / d0(50F + B5F) = Tr / d6(60F + 5aDD),
M M
- T / O(GYF + SA(d) + [A, ) + 056 F — O50F
M
- T /M<5¢F  GUF — 6A(=dé — [A, 6] + [B, &) + 6B(DY + [A,4)])), (4.12)

20s geradores do grupo SU(2), na representacio fundamental, sao dados por:

if0 1 i(0 —i i1 0
Tl__2(1 O)’T2__2<i 0 )’T3__2(0 1)'

Que sdo os geradores do grupo (A)dS, equagdo (2.15), mas neste caso com geometria Riemanniana e constante
cosmologica positiva.
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onde D := d+][a, ], é a derivada covariante da superconexao. Assim, as equagoes de movimento

da teoria sdo:

0ST B _

50 — P70

0ST

1 = d0+[A0]—[B.Y]=D¢—[B,y] =0,
0ST

S - =

§Sr N

E - d¢+[A,¢]—D¢—0-

Com solugao equivalente (localmente), modulo uma supertransformacao de calibre, a; A =

0, B=0, ¢ =const., 1 =0.

4.2.3 Supergrupo de Calibre

Para tratar a estrutura graduada dos supercampos, consideramos o grupo de calibre G cujos

elementos sao dados por:
G(z,0) =G(a,B) := M) — (@) +05(z) (4.13)

onde a e (3, sdo pardmetros tomados em su(2). Observemos que a é uma quantidade par,

enquanto que [ é a transformagao supersimétrica (4.4) de a, 5 = Qa, é impar.

Expandindo G(zx, ) em termos da variavel 6, podemos escrever,

G(a,B) == g(a) + 08> g(a) (4.14)

com
oo an

gla) =e% = Z o (4.15)
n=0

sendo um elemento do grupo de SU(2), e a quantidade,

n

0 > e _
gla) =30 > arhpat (416

n=1 k=1

Brgla) =4

a definimos como a insergdo do pardmetro supersimétrico 5 no elemento g do grupo SU(2).
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Como podemos ver, esta é uma transformagao supersimétrica do elemento g(«) do grupo de

calibre.

B gla) = Qg(w),
Existe o elemento inverso de G, dado por,
G Ha,fB)=e =" =g a) + 05> g (),

com

5 > g—l(a) — Z (_nll)n Zan—kﬁak—l.
n=1 k=1

Podemos verificar sem dificuldade que a seguinte propriedade é satisfeita,
Brg)g™ =—g(B>g7").
Sob a multiplicagao a esquerda e a direita de um elemento de grupo g,
g =gq99;", comg=gla), g =g(ar), B =Qau, k=12,

a insercao do parametro 5 no elemento do grupo, transforma-se como

B9 =a(B>9)g" + (B> 91)995 " — 91995 (B2 > g2)ga "

4.3 Simetrias

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

A agdo (4.8) é invariante sob transformacoes de calibre, e dado que esta deva descreva a gra-

vitacao, ela tem que ser invariante sob transformagoes de difeomorfismo. Verificaremos isto na

subsegao (4.3.3).
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4.3.1 Transformacoes de Calibre

Como na teoria BF usual, podemos verificar que a agao (4.8) é invariante sob supertransforma-

¢oes da calibre.

Por defingao, analogamente ao caso usual, a transformacao de calibre da superconexao a é dada

por,

d(x,0) = G(x,0)dG  (z,0) + G(x,0)a(x,0)G(z,0), (4.23)

com G sendo o elemento do supergrupo (4.13). Inserindo nesta tltima expressao o supercampo

a, equagao (4.6), e os elementos do grupo, equagoes (4.14) e (4.18), temos

A +0B = G(z,0)dG  (z,0) + G(z,0)A(x)G (z,0) + G(z,0)0B(x)G*(z,0)

= g(z)dg™'(x) + g(z)A(x)g ™" (x) + Og(z)(B(z) + D(g~ ' (z)B(z) > g(x))g " (x),

de onde podemos identificar,

Aw) = g(x)dg(z) + g(x)Az)g ™ (z), (4.24)
B'(z) = g(x)(B(z)+ D(g'(x)B(z) > g(x)))g™ (z), (4.25)

as quais sao as transformacoes de calibre das componentes da superconexao. Lembremos que

D representa a derivada covariante na representacao adjunta, assim,

D(g~'(Brg)) =d(g7 (B>9) +Ag~ (Brg) + g (B> g)A. (4.26)
Analogamente, a supertransformacao de calibre do supercampo ®, é definida por:
¥ (z,0) = G(z,0)0(z,0)G " (x,0) (4.27)

substituindo o supercampo escalar ® e so elemento do supergrupo de forma explicita, poderemos
identificar as transformacgoes de calibre das componentes do supercampo escalar, assim, estas

sao dadas por,

¢(x) = glx)p(z)g ™ (z), (4.28)
V(z) = glz)(W(z) +0[(2), g7 (2)(B > g)(@)])g " (). (4.29)
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4.3.2 Transformacoes de Calibre Infinitesimais

Usando as supertransformagoes de calibre, equagoes (4.23) e (4.27), e considerando a quantidade
Q(x,0) do elemento G(x,0) do supergrupo G, equagao (4.14), como parametro pequeno. Temos
as supertransformagoes de calibre infinitesimais dos supercampos fundamentais da teoria, as

quais estao dadas por:

Sga = —D, (4.30)
So® = —[®,9)] (4.31)

lembremos que o parametro de transformacao infinitesimal €2 e dado por,

Qz,0) = a(z) + 08(x) = o (2)T; + 03 (x)T;. (4.32)

As transformacgoes de calibre infinitesimais escritas em termos da suas componentes sao dadas

por:

Soa = 6.A+05A+ 05,8 + 0058, (4.33)
SoX = Outh + 01 + 06,6 + 0650, (4.34)

assim, comparando as equagoes (4.33) e (4.34) com as equagao (4.30) e (4.31), encontramos as

seguintes transformacgoes de calibre dos campos, e as clasificamos como:

1. ) Transformacoes de calibre, que envolvem os parametros infinitesimais pares o'(z), que

chamaremos de transformagoes tipo a, dadas por:

0aA = —Da,
5a¢ = [O./, ¢]7 <435>
0o B = |a, B,
o) = [, 1)).

2. ) Transformagoes que envolvem os parametros impares 3°(z), que chamaremos de trans-
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formacoes tipo [:

0gA =0,

s¢ = 8, 9], (4.36)
0B = Dp,

S0 = 0,

Estas transfomacoes de calibre sao as mesmas que aparecem no modelo de Leitgeb-Scheweda-
Zerrouki, dadas pela agao (4.1). Com a diferenca de que, neste caso, as transformacoes do tipo

[ sao agora interpretadas como transformagoes supersimétricas locais, sendo [ agora impar.

4.3.3 Transformacoes de Difeomorfismo Infinitesimais

Difeomorfismos sao também simetrias do modelo BF. Com efeito, considerando um campo
vetorial v, as transformagoes de difeomorfismos infinitesimais, dz# = v*(z), sdo dadas pela

derivada de Lie:

L,® = i,dd,
L,a = (i,d + diy)a,

(4.37)
podemos facilmente verificar que estes difeomorfismos infinitesimais podem ser expressos como

LoD =i,%L 4+ 67,9 _ 5, D,
5B SA (iva) (4.38)

08

Ev(l = ZU(;—(; + gl 05T

CAP 6(iva)a7

onde d(;,q) ¢ uma supertransformacao de calibre dg (4.33, 4.34) com € = 7,a. Como podemos
ver, as transformagoes de difeomorfismo estao relacionadas as transformacSoes de calibre, se
considerarmos i,a = v*a, como parametros das transformacoes de calibre infinitesimais, modulo

equagoes de movimento.

4.4 Analise Canonica

Consideramos a variedade M do espaco-tempo bidimensional, e consideremos a foliacao M =

R x ¥, com coordenadas z, = (t,x), onde t € R e x € ¥. Com esta foliagdo a acao (4.8) a
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escrevernos Ccommo:.

1
Sr = ETY/ d*x do e X S, (4.39)
M
onde
Sw = Fu +60F, =0,.,a,—0,a,+ [a,, al, (4.40)
Fo = 0,4, — 0,4, +[A,, A, (4.41)
F, = D.,B,-D,B,, (4.42)
consequentemente,
Sr = /dt/dwd@@ (Ora. — Oyal + fin'ala alak)
— /dt/dw— i((0hal. — pal + fi'alak) :/dt/dx (¢:iFY, — ¥iFy,)
R Jx
- / dtLy, (4.43)
R
com

Lr = [ de( 0, - 0,45 + fu' ALAS) — wi(OiBL — 0B} + f! (A[BE — ALBLY), (449
sendo a Lagrangiana.

Usando a definicao dos momentos canonicamente conjugados,

P 0Ly
v 5at90(x)

onde os ’s sao variaveis do espago de configuracao da teoria, os momentos conjugados de

nossos supercampos ®(= (', ¢%)) e a(= (a’,a’)), sdo:

R R ) (4.45)

Wi(AI) = Qbi, 7TZ<(BI) = ’QDZ (446)
podemos ja ver a presenca de vinculos primérios na teoria.

Como podemos ver de (3.22), os colchetes de Poisson na presenga de campos com paridades
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pares e impares, supercolchetes de Poisson, por defini¢ao sao dados por:

- o(— |M||QA4| oM ON QAP oM ON
(M, N} EA:/d( 1) (5QA<x)5pA(I) (~1) 577A(:E)5QA(x)>’

com M e N sendo duas funcdes quaisquer no espaco de fase, com Q4 e P4 sendo as variaveis
de configuragao e seus momentos conjugados respectivamente, coordenadas do espago de fase,
e o simbolo |.| denota a fungao de paridade Grassmanniana, que por defini¢do |M| = 0(1) se
M & uma fungao par(impar), ver equagao B.1 do Apéndice B. Os supercolchetes nao nulos, das
varidveis de configuracao e dos momentos conjugados, para campos generalizados, sao dados

por.
{Qu(z), PP(y)} = (—1)‘QA”PB‘5E5($ — ). (4.47)

Como podemos ver de (4.46), os momentos conjugados das variaveis de configuragao A% e B!
sao identificadas com ¢; e 1);, respectivamente. Consequentemente, os supercolchetes de Poisson

nao nulos sao:
(AL 6,0} = 53t — 1) = = {6, AL()). s,
{B.(2),¥;(y)} = =6;6(x —y) = {;(y), By(x)} .

(A¢)

. B . . -
Por outro lado, os momentos conjugados m;"" e 7T£ Y de A} e By sao nulos, como podemos ver

em (4.45), e como tal sdo interpretadas no formalismo de Bergmann-Dirac [39] como vinculos

primarios, isto é,
WZ(At) ~ 0, 75 ~ 0, (4.49)

lembrando que ~ denota uma igualdade fraca [39] .

4.4.1 A Hamiltoniana

Tendo obtido os momento conjugados, recorremos a féormula de Lagrange para determinar a

Hamiltoniana da teoria, assim,

H = /dxa;wgz — Ly,

- / dz(Al(Dy¢i(x) + [By, ¥);) + BiDyy;). (4.50)
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Por consisténcia sob a evolucao temporal gerada pela Hamiltoniana, os vinculos primarios,

equagao (4.49), produzem os vinculos secundarios da teoria, os quais sao:

i (x) = Dpgi(w) + [Bu(), 9 (2)); =: Gi(x) = 0,

By

7t () = Dybi(x) =: Si(x) =~ 0.

(4.51)

as quantidades G;(x) e S;(x) devem ser considerados como quantidades fracamente nulas, caso
contrario terfamos uma Hamiltoniana igual a zero, e como tal nao poderiamos descreve a
dindmica da teoria. Assim, da consiténcia dos vinculos sob evolucao temporal, conclui-se que
a Hamiltoniana (4.50) é completamente vinculada, como era de se esperar de numa teoria

independente do fundo, consequentemente
H=— / de(Ai(2)Ca(x) + Bi(2)Si(x)). (4.52)

onde G;(x) e S;(x), definidos em (4.51), sdo vinculos secundérios de natureza par e impar (boso-
nica e fermionica), respectivamente. Observemos que Al e B} fazem o papel de multiplicadores

de Lagrange. Veremos na continuacao se estes vinculos secundérios sao de primeira classe.

4.4.2 Algebra de Vinculos

Por conveniéncia escrevemos os vinculos G;(x) e S;(z) na sua forma ponderada (smeared form),

Gla) = / dral (2)G(z), (4.53)

S(B) = /dzﬁl(x)Sz(x), (4.54)

onde o'(z) e B'(z) sao fungoes testes suaves que decaem no infinito mais rapidamente que
qualquer poténcia de z, e sao de natureza bosonica e fermidnica respectivamente. Nao é dificil

ver que os vinculos S e G, equagao (4.51), formam um dubleto supersimétrico, isto é, @S = G.

Tomando S e G como componentes de um dado supercampo S, podemos escrever:

Si(x,0) = S;(x) + 0G,(x). (4.55)
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Assim, escrevendo 2 (4.13), como superfungao teste, a superfun¢ao S(x,#) ou supervinculo a

podemos escrever numa forma ponderada, consequentemente,
:/ﬁf/wm@ﬁnmgm:G@m+&mzo. (4.56)
Sem dificuldade podemos checar que esta tltima forma uma &algebra de Poisson fechada,
{S(1), 8(Q2)} = S([1,Qa]), (4.57)

sendo § o gerador de tranformacgoes de calibre infinitesimal, isto é, as supertransformacgoes
(4.30) e (4.31),

{5(2), ax(,0} = 0.8z, 0) + |a(x,0), Uz, 0)],

{§(Q), P(z,0} = [P(z,0), Uz, 6)].

(4.58)
Em componentes, a superdlgebra de Poisson é dada por:

{G(a),G(a")} = G([o, a]),
{G(a),8(6)} = S([a, A]), (4.59)
{S(9),S(8)} = 0,

por outro lado em componentes as transformacoes calibre infinitesimais do tipo « e o tipo
dadas na subsecao 4.3.2, como podemos ver sao geradas pelos vinculos, assim, as tranformacgoes

de tipo a e do tipo 8 sao geradas respectivamente por:

{G(a), A% (2)} = Dy (z),
{G(a), ¢i(@)} = —[a(), ¢(l’ﬂiv' (4.60)
{G(@), B;(2)} = —[a(z), B(z)]',
{G(a), ¢i(2)} = —[a(x),¥(z)];,
{S(8), A (x)} =0,
{S(8), di(2)} = = [B(2), ()]s, (4.61)
{S(8). B;(z)} = D",
(8), ¢

{S(8), ¥i(x)} =

Vimos que os vinculos G e S tém uma superalgebra de Lie fechada, com o supercolchete de
Poisson sendo o produto. Assim concluimos que G e S sao vinculos de primeira classe, e como

tais, os geradores das transformagoes de calibre infinitesimais da teoria.



o8

4.4.3 Superholonomias

No esquema da Gravitcao Quéantica de Lacos, holonomias sao escolhidas como variaveis ade-
quadas da teoria quantica, quando impomos os vinculos de Gauss, ja que elas, as holonomias,
sao dotadas com propriedades de transformacao que permitem a construcao de quantidades

invariantes de calibre de um modo relativamente simples.

Assim seguindo os passos da Gravitagao Quéantica de Lagos, escreveremos funcionais de onda
em termos das holonomias e da B-insercao —a serem definidos a seguir—, no lugar dos mesmos
campos locais A e B, funcionais sobre as quais os vinculos sao impostos para selecionar os

vetores que pertencem ao espaco de Hilbert fisico da teoria.

Guiados pela supersimetria (rigida) do modelo, definimos a superholonomia da superconexao,

a, atraves de um caminho ~ sobre a variedade Y, como segue:
H.[a] := H,[A, B] := Pe” b = pe” LAT05), (4.62)

onde P ¢é o ordenamento no caminho. Expandindo em série de poténcias, reagrupando e co-
locando em evidéncia o parametro Grassmanniano €, a superholonomia a podemos escrever

L [A, B] = h,[A] — 0B > h,[A] (4.63)

onde h,[A], como sabemos, representa a holonomia usual da conexao A ao longo do caminho 7

na veriedade X3, que por definicao é dada por,
ho[A] := Pe” b4, (4.64)

Seguindo a defini¢do da inser¢ao do parametro Grassmanniano S em SU(2) dada em (4.16),
definimos a quantidade B > h,[A] como a inser¢ao do campo Grasmanniano B na holonomia

atraves da curva 7 parametrizada por s com sy < s < sy, sendo assim temos,

B> h,[A](sf,s50) := /Sf dsh[A](ss,s)B(s)h[A](s, so)- (4.65)

S0

3Definigao e as propriedades basicas da holonomia a podemos encontrar no Apéndice (D).
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Fazendo uso da nogao de supercampos, podemos escrever as superholonomias H,[A, B] como:
H,[A, B] := hy[A] + 0Qh,[4], (4.66)

onde @ é o gerador supersimetrico (4.3), consequentemente temos:
Qh,[A] = =B > h,[A]. (4.67)

Com isto em mente, introduzimos algumas relagoes tteis presentes neste formalismo. Conside-
remos um caminho composto sobre ¥ dado por v = 73 0 4, (ver Figura D.2, do Apéndice D),

sob este caminho a holonomia h,[A](sy, so) satisfaz a seguinte propriedade,
hy[A](sy, 80) = hy[Al(s7, 5) 0 hy[A](s, s0),

onde sy e sy sao os pontos inicial e final do caminho v e s é o ponto final de v; e o ponto
inicial de 7,. Sob esta composicao de caminhos, a inser¢ao do campo B na holonomia, isto é,

a quantidade Qh,[A](s¢, so), satisfaz a propriedade,
Q(hy[Al(sf, 50)) = Qhnp[Al(sf, 8) 0 by [Al(s, 50) + By [Al(55, 5) © @Ry, [Al(s,50).  (4.68)
Por outro lado, sob uma transformacao de calibre, a holonomia transforma-se como se segue:
h;[A](Sfa so) = g(sy)hy[A](sy, 50)9™" (50)- (4.69)
De forma semelhante, a transformacao de calibre da superholonomia, por defini¢ao, é dada por,
H' [a] (s, 50) := G(s)H, (55, 50)G " (50); (4.70)

onde G representa o elemento do supergrupo da calibre parametrizado como em (4.14). Diferen-
ciando esta expressao em 6 e usando, (4.18), (4.66), (4.67) e (4.69), obtemos as transformagoes

de calibre da B-insercao,

(B> hy[Al(sg,50)) = gl(sp) (B> hy[Al(sg,50) + (g7 (B> 9))(55)he [Al (57, 50) —
hylA](s5,50) (g7 (B> 9))g™" (50) (4.71)

Nota:



60

Observemos que esta regra de transformacao é a mesma como a da insercao [,
equacgao (4.22), com g, g» substituido por ¢(s¢), g(s0), g com h,[A](sf,s0) € S > g com
B > hy[A](sy, s0)-

Conhecendo as regras de transformacao de calibre, da holonimia e da B-inser¢ao na holonomia,

podemos passar a determinar as quantidades invariantes de calibre da teoria.

4.5 Observaveis de Dirac

Um observavel cléassico de Dirac é uma funcao das varidveis do espago de configuracao, fungao

que por definicao ¢ invarinate sob as transformacaoes de calibre da teoria.

Uma vez conhecida as regras das transformacoes de calibre da holonomia e da B-insercao na
holonomia, procuramos as quantidades invariantes de calibre da teoria, isto €, os observaveis
de Dirac. Considerando a topologia de > sendo o circulo S;, é sabido que para o modelo
BF bidimensional um invariante de calibre é o Laco de Wilson, aqual a denotamos por W,
[32,33,56], trago da holonomia através de um caminho fechado —a qual aqui coincide com o
espago 57, além deste observavel, neste modelo construimos o observavel, Wy, que é o trago da
B-insercao na holonomia ao longo do mesmo caminho fechado, assim estas duas quantidades

invariantes por defini¢ao sao escritas como:

Wy := Tr(h[A]),
W, := Tr(B > h[A]).

(4.72)

Observemos que a quantidade Wy é uma quantidade de natureza bosonica, enquanto que W;
é uma quantidade de natureza fermiodnica. A invaridncia de calibre destes invariantes, sem
dificuldade, segue de (4.69) e (4.71). Notemos que nao existe B-inser¢des invariantes de calibre

multilineares de ordem > 2 em B.

Outras quantidades invariantes de calibre presentes no modelo sao:

Ly :=Tr(¢%) = ¢'¢s,

| (4.73)
Ly :=Tr(¢o) = ¢'¢i,

a quantidade Ly esté presente no modelo BF didimensional [32, 33, 56].



61
Observemos que estes quatro invariantes formam dois dubletos sob a supersimétria rigida [31]:

QWO = Wla le = Oa
QL = Lo, QLo =0,

(4.74)

As duas primeiras quantidades, isto € Wy e W7, podem ser tomadas como uma base algébrica

para os funcionais de onda que descrevem o espago quantico do modelo.

4.6 Quantizacao de Lacos

Como primeiro passo na construcao da teoria da Gravitacao Quéantica de Lacos, constroi-se um
espago de Hilbert cinemaético, cujos elementos sao funcionais de onda ¥ da conexao (elemento
do espago de configuragao), onde os operadores de momento conjugado atuam como derivadas
funcionais. Uma vez que o espaco de configuracao, uma medida de integragao invariante e um
produto interno sejam bem definidos, passa-se a resolver os vinculos logo de que estos foram
promovidos a vinculos quanticos, a solucao dos viculos permitem-nos selecionar os vetores
pertencentes ao espago de Hilbert fisico da teoria, espago formado por os funcionais de onda ¥

que resolvem os vinculos.

4.6.1 Espacgo de Hilbert

Para nosso modelo bidimensional, o espaco de Hilbert cinemaético esta caracterizado por funci-
onais de onda do tipo ¥[a] := ¥[a, Qa] ou equivalentemente W[A, B]. Assim, escolhendo como
coordenadas a conexao A e o campo vetor B, fixamos a polarizagao (coordenadas — momento),
sendo assim, o operador associado as coordenadas A e B atuam como multiplica¢ao sob os fun-
cionais de onda V[A, B], emquanto que seus respectivos operadores de momentos conjugados

¢ e 1 atuam como derivadas funcionais, isto é:

Ay (2)U[A, B] := A, (2)U[A, B], ¢(z)V[A, B := —m%xym, B,

B,(z)U[A, B] := B,(x)U[A, B], (x)V[A, B] := —ih 5;

U([A, B,
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por outro lado, os supercolchetes de Poisson, equagao (4.48), sdo promovidos a comutadores e

anti-comutadores,

Ar@).0,(0)]_ = insig(a—y)
[ A A ] (4.75)

Bi(x),1;(y) L= —ihdio(x — y)

O espaco de Hilbert cinematico sera construido sobre as bases das funcionais de onda da forma
WA, B] = f(I,[A], B> h[A]), (4.76)

as quais sao as chamadas de funcdes cilindricas da nossa teoria. Seus argumentos sao as holono-
mias h,[A], e B-inser¢des na holonomia, B > h,[A], dados em (4.64) e (4.65) respectivamente,
com 7y sobre o espaco S;. O conjunto de tais fungoes formam um espago vetor de fungoes

cilindricas.

Os vetores estado do espago fisicos sao obtidos pela imposi¢ao dos vinculos G(x) e S(z), equa-
gao (4.51), sobre o espago de Hilbert cineméatico. Assim os funcionais de onda fisicos serdo
funcionais invariantes de calibre, sendo assim, estes sao dados por funcionais que sao funcoes

das quantidades invariantes de calibre Wy e W, definidas por (4.72), isto é:
W[A, B] = F(WolA], W[A, B)) = (hy[A], B & hy [A]). (4.77)

a segunda igualdade define o funcional de onda como uma func¢ao das holonomias e a B-insercao

da holonomia, isto ¢ uma funcao do supergrupo de calibre G.

Dado que W; é um ntimero fmpar anticomutante, W2 = 0, a fungao f em (4.77) se expande

em Wj como
F(Wo[A], WA [A, B]) = b(Wy) + Wic(Wh). (4.78)

escolhendo uma primitiva ¢ da fungao ¢, ¢ = ¢ (a simbolo ¢ denota a derivada de ¢ com respeto

ao argumento, que neste caso seria Wj), reescrevemos a ultima fungao como
FWo[A], WA, B]) = b(WolA]) + Wi[A, BJ&/(Wo[A]) = b(Wo[A]) + QE(WolA]),  (4.79)

com isto podemos concluir que o espaco de funcionais invariantes de supercalibre divide-se em

representacoes de singleto e dubletos da supersimetria rigida. Os singletos sendo funcionais
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constantes.

Podemos também concluir, de (4.78), que temos dois tipos de funcionais de onda, funcionais

de natureza par e funcionais de natureza impar,

par: ‘I’+[Aa B] = f+(W0[A]) = z/;+(h7[A]),
fimpar:  W_[A, B] = Qf-(W,[A]) = Tr(B > h[A])¥- (h[A]) = Wi_ (h[A]).

(4.80)

O produto interno de dois vetores estado (4.77) sera definido por uma integral sobre o super-

grupo de calibre G de elementos G,

<%Wﬁ=LwMM%@W%@% (4.81)

onde du é a medida invariante sobre G, uma generalizacao da medida de Haar que daremos

acontinuacao.

4.6.2 Medida de Integracao

Para definir o produto interno, precisamos definir uma medida de integracao sobre o espago de
configuragao, cujos pontos sao holonomias da conexao A e da B-insercao na holonomia. Para
isto construimos agora uma medida de integracao sobre o supergrupo de calibre G definida na
Subsecao (4.2.3) [31], j& que, como sabemos, as holonomias e as B—inser¢oes sao elementos que

pertencem ao grupo de calibre, entao definimos a medida de integragao como:

[ du@)1@) = | #adspta5)F (0.5, (4.82)
G G
onde
o 9 0
dsﬁ = dB1dB2dBs, = 8_638_528_51’

é amedida de integragao de Berezin sobre os parametros impares do grupo, F(«, 5) = f(G(a, f))
e p(a, B) é a densidade da medida que deve ser escolhida tal que a integral seja invariante sob

multiplicagoes pela esquerda e direita:

/dmmﬂmzjdmmﬂgmzjﬁmmﬂam,vgee, (4.83)
G G G
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isto iré assegurar a invaiancia de calibre do produto escalar.

Em termos dos parametros de parametrizagdo (o, ) definida por (4.13), os parametros do

produto G'(/, f') = G1(an, B1)G(a, B) escreve-se,

o = plana), B = Qufana) = (B + oD, ), (4.81)

1

onde p’(aq, @) é a lei do produto em termos da parametrizagao « da parte bosonica do grupo
de calibre, aqui SU(2). Assim, a condigdo da invaridncia (nos restringimos aqui & invariancia

pela esquerda)

/ Pad Bp(a, B)F (o, B) = / FadBp(a, H)F (o, B), (4.85)
G G

implica, gragas ao superjacobiano de mudanga de variaveis de integragao (o, 8) — (a/, ') no

lado direito ser igual a unidade, na condi¢ao de invariancia,

pla, B) = p(d, B, (4.86)
para densidade da medida de integracao.
Oservemos que a dependéncia  da fun¢ao F(«, ) pode ter quaisquer uma das quatro formas

seguintes:

Fifa), on F)F, on JFi@)B8, ou SFul)fsis (4.87)

Cada uma das expressoes (4.87) deve ser integrada com uma das seguintes densidades da medida

de integracao p(«, (3), respectivamente:

Sok@B BB, on Spy(@)FF, ou pa)d, ou pofa) (4.89)

Usando as quatro formas das fungoes F'(a, §) com as respectivas quatro formas das densidades

de medida de integragao, a integral (4.82) é lida, apds a integragao de Berezin

/d?}ﬂﬁlﬂ]ﬁk — Eijk:
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ser realizada, como:

dSaﬁij(a)Fij(a), (4.89)

1
3.

aqui com p estamos representado o dual da densidade de medida p, isto é:

p0) = 5 pula)
Fla) = Ze™onla)

pla) = Fp(a),

pEe) = (o).

Escrevendo a condi¢ao de invariancia (4.86), para cada uma das quatro formas, da densidade
da medida de integracao (4.88), veremos que obtemos termos em [ e ;. Aqueles em [3; s@o
irrelevantes dado que eles sao de ordem inferior em (3, assim nao contribuem & integral de

Berezin. Isto produz as condigoes

o) = ~<oz>det|8—0‘|+o<ﬂl>,

F) = 7 >§O‘” (8),

) = ﬁmn<a>§g;33;j (5). (4.90)
) = ) o 000 D gy 0 oy,

Oayy, Oy, Oy

Dado que os funcionais de onda que estamos considerando sao lineares na B-insercao, é sufici-
ente, para definir um produto interno, restringir ao restante da discu¢ao no méaximo termos de
ordem 2 em (3. Assim estamos interessados em encontrar solugoes para as densidades da medida
de integracao p correspondentes as trés primeiras expressoes de (4.89) e (4.90). A primeira das

condigao de (4.90) significa que p transforma-se como a medida de Haar da parte bosonica do
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supergrupo de calibre, e pode assim ser identificado com este:

p = pu(a). (4.91)

A segunda condicao implica que 9p'/da’ transforma-se como a medida de Haar p, portanto p*

pode ser identificado com a solugao de

o5
dai

(4.92)

A terceira condigao implica que a divergéncia 9p% /da’ transforma-se como p°, consequente-
mente, estamos tentados identificar este com a tltima. Porém, isto nao funciona ja que impli-

caria no desaparecimento de pg, como pode ser visto tomando a divergéncia em ambos lados
o 9

507 o7 anula-se identicamente devido a anti-simétria de

da equacao (4.92) e observando que

pY. Precisamos outra solucdo para este tltimo, obedecendo & terceira condicao de invariancia
(4.90). Mas nao precisamos conhecer esta explicitamente. Suponhamos que tenhamos uma
solugao para p". Como veremos na subsegao (4.6.3), equagao (4.98), fungoes de onda invarian-
tes de supercalibre sao ambas fungoes de a, ou lineares em 3, da forma 3'0f(a)/0a’. Assim,

precisamos unicamente definir integrais restritas a forma

/ Baji(a) 8?;?) ag’iif‘), (4.93)

a qual, depois de integrar por parte, é igual a

s 00" (a) 9fi(a) s 0p(e) . 0fa(q)
_/d (6] Dou Dot fg(Oé) = /d &Wfl(a) -

isto sugere definir a integral (4.93) sustituindo 9% /0a’ com a densidade de medida de inte-
gragao p', solugao de (4.92), a qual tenham a propriedade de transformgao correta para fazer a

integral invariante, assim:

/d?)aﬁij(a)afl(a) afg(Oé) — l/d?’aﬁz(a) (fl(a)afZ(a) . afl(a)fg(&)) ] (494)

OJat  Oad 2 oo da’

Recapitulando, as densidades da medida de integragao que precisaremos sao a densidade da

medica de Haar py e a densidade de medida de integraciao p* solucao de (4.92).

Para o presente grupo de calibre SU(2), com a parametrizacao (4.15), estas duas fung¢ao expli-
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citamente sao:

_ A0/ 59 sinG)) (4.95)

PH
r3

r

com 12 = (a!)? + (a?)? + ()2, As quais se imp6s a condi¢do de normalizagao

/dsozd?’ﬂ pla, B) =1, (4.96)

a que é nao-trivial apenas para o primeiro.

4.6.3 Produto Interno

O produto interno Hermitiano de dois vetores estado invariantes de supercalibre ¥, e Wy per-
tencentes ao espago de fungdes cilindricas, dados como em (4.77) com fungoes ¥; e 1y da
holonomia h[A] e das B-inse¢oes B > h|[A] ao longo do espago S, serd agora definido com a

ajuda da medida de integragao inviante (4.82) que temos construido, assim temos que,

(04 W) = /G (&) (1(9))" fo(G) = /G PadBp(a, B)(Fi(e, B) Fo(or, 8),  (4.97)

com * estamos representando a conjugacao complexa. Para um vetor WV, de paridade par, a fun-
gao correspondente F' éigual a fi (Trg(«)), e para um vetor impar ¥_, a funcdo correspondente

F é da forma,

F(a,8) = Qf_(Trg(a)) = B 0

[ Tr(g(a)) (4.98)

Consequentemente temos, as seguintes trés formulas para o produto interno, as quais sao obtidas

usando (4.89) e (4.91), (4.94), e a notacao y = Tr(g(a)):

(U1 | Uay) = / Popr (@) (Fre (@) for (x()),

W) = [ @)y 2D,

) = i [ #apita) (afla(jjf“”)* D)

- i/d?)aﬁi(oz) <(f1—(X(a)))*af2_a(O>fi(a)) - (8f1_a(o>fi(a)))*f2_<xm)))

2

a ultima igualdade segue de (4.94).
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Usando a estrutura supersimétrica de singleto e dubletos do espago de vetores estado, podemos
tomar como base os vetores estados |j+) (estados pares) e [j—) (estados impares), que definimos

por:
(Alj+)  =TeRO(h[A]),
(4.99)
(A,B| j—) = QTeRY)(h[A]),

onde RY), como vimos na secdo 2.4 do Capitulo 2, é a matriz da representacdo de spin j do

elemento do grupo g € SU(2), j =0, %, ,++-. A parte par da base é justamente a base de redes
de spin da quantizagao de lagos do modelo BF bidimensional bosonico [56]. Observemos que o

tnico singleto supersimétrico é dado pelo estado de spin nulo |0).

4.6.4 Observaveis de Dirac

A quantizacao das quantidades invariantes de calibre cléssicos, observaveis de Dirac, Wy, W,
equagao (4.72), e Ly, Ly, equagao (4.73), é direta. Os dois primeiros, Wy, Wi, dado que sao
respectivamente funcoes da conecao A e da conecao A e do campo B, agem por multiplicacao
sobre os funcionais de onda, isto é, existem mapeamentos de funcgoes cilindricas em funcoes

cilindricas, assim:
Wo1U[A, B] = Wy, [A, B). (4.100)

Calculemos a agao de Ly e Ly sobre os vetores base (4.99). Quando atuamos estes sobre os

funcionais de onda, eles sao representados pelos operadores:

Lo(z) == _hQM(ix) : 535(9;)’ (4.101)
Ly(x) == —R? 0 i (4.102)

5A(z) 0A(z)
Por outro lado, o gerador supersimétrico () é representado por,

Q= /de(:c) : (5A6(x)'
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Podemos ver, sem dificuldade, que estes operadores obedecem as seguintes relagdes de (anti-)

R
[0,0] =0

e
]~
], =

Destas relagoes de (anti-)comutagao e dos resultados encontrados em [56, 65|, (ver a equagdo
(2.45) do Capitulo 2, com RV (h) sendo a matriz de representagio j da holonomia h[A]), isto

é, a relacao,

podemos mostrar que:

Lolj+) =0, Lolj—) = 12j(j + 1)|j+),
(4.103)
Lilj+) =R*j(+1)|j+), Lilj—) =R*j(j + 1)|j—).

De isto podemos ver que cada dubleto supersimétrico |j+),]j—) ¢ auto vetor do observavel
bosonico L; com o mesmo auto valor /2 j(7 + 1), enquanto que o observéavel fermiénico Lo faz

o papel de operador step.



70

Capitulo 5

Conclusoes

1.)

Iniciamos esta tese estudando a gravitagao pura com constante cosmologica num espago-
tempo bidimensional, dada pelo modelo de Jackiw-Teitelboim, na formulagao de primeira
ordem, baseando-nos no modelo BF. Construimos a estrutura canénica do modelo, mos-
tramos que o modelo é descrito por uma Hamiltoniana completamente vinculada e que
as tranformagoes de difeomorfismos estao contidas nas transfomacoes de calibre da teoria
— modulo equagdes de movimento. Construimos os observaveis de Dirac e quantizamos o

modelo via a Gravitacao Quéantica de Lagos.

Como ponto principal do trabalho, propomos dois modelos para acoplar materia ao mo-
delo BF da gravitacao pura bidimensional. Isto foi feito nos baseando nas extensoes

supersimétricas com supersimetria N = 1, do modelo BF puro:

i.) No primeiro modelo, a extensao supersimétrica nos leva a uma teoria de supergra-
vitagao, a qual tem o supergrupo S(A)dS (extensao supersimétrica N = 1 do grupo
(anti-)de Sitter), como grupo de calibre. Achamos o operador de Casimir deste
supergrupo, objeto que nos permite construir as representacoes irredutiveis de sua
superalgebra s(a)ds. Através da andlise canonica, mostramos, como era de se es-
perar, que a Hamiltoniana do modelo é completamente vinculada, com os vinculos
sendo de primeira classe e como tais geradores das supertransformacoes de calibre,
acontinuacao construimos os observaveis de Dirac da teoria. Até este ponto, todo
o tratamento classico do modelo foi dado de maneira consistente. Sendo assim,
no nosso seguinte passo ¢ dar inicio ao proceso da quantizagdo do modelo. Mas

neste caso, devido a dificuldade que encontradomos, especificamente na construcao
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de uma medida invariante de integragao, nao pudimos concretizar esta tarefa, tarefa

que esperamos cumprir num trabalho futuro.

No segundo modelo, logo de reconhecer que o acoplamento de matéria, ao modelo BF
bidimensional, proposto por Leitgeb, Schweda e Zerrouki [54], tém uma supersimé-
tria rigida, aparentemente nao percebida por eles. O efeito foi promover a simetria de
calibre total deste modelo a um grupo de simetria de supercalibre G. O modelo que
resulta disso adquire uma estrutura de supersimetria rigida gerada por um tnico ope-
rador nilpotente (). Vimos que as transformagoes de difeomorfismo da teoria estao
contidas nas tranformagoes de calibre. Nos baseando na analise candnica determi-
namos a Hamiltoniana, e vimos que esta resulta ser completamente vinculada, com
seus vinculos sendo de primera classe e como tal os geradores das transformacoes de
calibre. Construimos os observaveis de Dirac desta teoria. O passo principal neste
modelo foi a construcao da medida invariante de integracao sobre o supergrupo de
calibre G. Isto foi possivel para uma classe restrita de integrantes, adequados & pro-
posta de definir um produto interno. Temos assim obtido a quantizagao completa,
no espirito da Gravitagao Quantica de Lacgos, da extensao supersimetrica N =1 do
grupo SU(2) do modelo BF bidimensional, com a base do espago fisico dada pelo
singleto supersimetrico |0) e dubletos indexados por numeros de spin semi-inteiros
j > 1/2. Temos também, obtido expressoes explicitas dos observaveis atuando sobre

os vetores de estado.
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Apéndice A

Algebra de Grassmann e Superespaco.

Teorias de campo supersimétricas, sao naturalmente formuladas com a ajuda da nocao da

algebra de Gassmann, que opera com variaveis anti-comutantes ou ntmeros anti-comutantes.

Aqui damos nogoes bésicas das defini¢des de algebras de Grassmann, como as defini¢oes de
superespaco, e das regras de diferenciacao e integragao de superfuncoes. Nos baseamos em,

[17,27,34,37,60,61].

A.1 Algebra de Grassmann

A.1.1 Algebra

Um espago linear € (real ou complexo), é chamada de algebra (real ou complexa) se € esta

numido de uma operagao binaria, o produto:
(a,b) — ab € €,Va,b € €,

que satisfaz os axiomas

a(ab + Be) = aab + Bac,

(ab + Bc)a = aba + Pea,
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onde «, § sao numeros reais ou complexos e a, b, c elementos da algebra. Se a lei da multiplicacao
esta caracterizada pela propriedade ab = ba, Va,b € €, a algebra é chamada de comutativa. Se
a lei da multiplicagao esté caracterizada pela propriedade a(bc) = (ab)c, Va,b,c € €, a algebra
¢ chamada de associativa. Se € contém a unidade e com a propriedade ae = ea, Va € €&, a

algebra é chamada de unital (ou algebra com a unidade)

A.1.2 Algebra de Grassmann

Uma algebra de Gassmann By, real ou complexa, é uma &algebra asociativa unital, gerada por
um conjunto de L elementos linearmente independentes (%, i = 1,2,--- , L, que anti-comutam

entre eles, isto é,
C'¢+ ¢ =0, i,j=1,2,---,L. (A1)
de onde, em particular, temos
() =0, (A.2)

para quaisquer inteiro positivo L. Nao é dificil mostrar que o nimero de geradores independentes
nao-nulos e seus produtos (incluindo a unidade, 1), é 2%, nenhum destes fatores contém mais

que L fatores. Com excecao da unidade, estos elementos da &lgebra By escrevem-se na forma
g, (A.3)
coml<k<LielSi<ipg<---<i,<L.

Assim cada elemento a € B, pode ser representado na forma

L
a=0a+Y  fiimnCC? 0 CF (A.4)

k=1

onde v e fj,i,...;, A0 NUMeEros, € fi ,..;, ¢ totalmente anti-simétrica em seus indices. Lembremos
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que indices repetidos indicam uma soma. Em (A.4) temos os elementos:

L,

¢,

¢, i <y (A.5)
§1C2 . CL

que formam uma base vetorial para By. Assim, a dimensao da algebra B ¢, dimB; = 2%,

com 251

elementos pares, que contém um ntimero par de geradores (’s, (onde est4 incluido o
elemento unidade), e 2L~ elementos fmpares, que contém um ntmero fmpar de ¢¥’s. Elementos
de Bj, sao também chamados de superntimeros e cada superniimero a pode ser representado na

forma:

a = ap+as (A.6)
L

a5 = Y fuigeinCHC M (A7)
k=1

com ay € fii,-i,, sSendo nimeros. Seguindo a definicao de B. de Witt, a; é chamado de corpo,

(body), e as alma, (soul), de a.

Por outro lado, cada superntimero pode ser decomposto em uma soma de suas partes pares

(even), a., e impares (odd), a,, definidas por

a = a.+a,
e = ap+ ) firigein G (2 (A.8)
k=1

RC Z fili2~-vi2k+1<—ilci2 . Ci2k+1
k=1

Se a € By, ¢ da forma (A.4), e seja {¢'} um sistema de geradores da algebra de Grasmann By, os
elementos pares e impares com respecto 4 base (¢, formam subespacos lineares que denotaremos
por By e Bpy respectivamente. Se o espago linear é real, o denotaremos com RBj, e se fosse
complexo, o denotaremos por CBy. Assim o subconjunto de elementos pares de By, Brg, € 0

subconjunto de elementos impares de By, By, cada um forma um espaco vetorial de dimensao

2L=1,



75

A.2 Superespaco

Introduzimos aqui a ideia de superespaco. Definimos o superespago como uma generalizagao
do espaco Euclideano, na qual cada ponto é especificado por um conjunto de elementos de uma

algebra de Gassmann real, em vez de apenas ser especificado por um conjunto de niimeros reais.

A.2.1 Superespaco e Superfungdes em RB;""
Superespago

Uma das caracteristicas mais importantes dos grupos de Lie lineares de dimensao m é que
existe uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto de elementos do grupo conectados a sua
identidade e um conjunto de pontos x = (z!, 22 -+ ™) de R™. A origem de R™ corresponde
a identidade do grupo. Como uma generalizagdo de R™, considera-se o espaco RB;™", que

consiste de m copias do subespago par RB;, da algebra de Grassmann RBj e n copias do

m

subespaco fmpar RBy, de RBy. As m copias de RBz, serdo denotadas por z!, 2%, -+ 2™, e as
n copias de RBy, por 01, 60% .- 6"

Entao um superespaco ¢ uma variedade definida pelas coordenadas z'(i = 1,2,---,m), que
sao coordenadas de um espago Riemanniano, e as coordenadas 0%(a = 1,2,--- ,n), que s@o

variaveis anti-commutantes. Usualmente os z'’s sdo chamadas de coordenadas bosonicas, en-
quanto os #“’s de coordenadas fermionicas. Numa notacao mais compacta podemos escrever as

coordenadas de um elemento de RB;""

X = (XL X2, X

= (z;0) = (xl,--- LT RN ,0")

Cada coordenada X4(A =1,2,--- ,m + n), tem uma expansao em termos dos elementos base
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Fungées sobre RB;™"

Do mesmo jeito que se define uma fungao sobre um aberto V' de R™, existe uma generalizacao
imediata para fungoes das variaveis de Grassmann, definidas sobre um aberto de RB/™", em
lugar de R™ e com valores em CBp. Tais fungoes podem ser definidas atribuindo a cada ponto
X = (2;60) de um conjunto aberto U de RB;"" um elemento F'(z;6), de CB. Quaisquer fungao

definida sobre o superespaco, é chamado de superfuncao.

A.2.2 Diferenciabilidade de uma Superfuncao sobre RB;""

Seja F'(z;6) uma superfungao continua [34,60|, que toma valores em CBy, definida sobre um
conjunto aberto U de RB;"". Suponhamos que existe m fungoes OF(z,0)/dz" (para i =
1,2,---,m) e n fungdes OF(z,0)/00* (para o« = 1,2,--- ,n) validadas em CBy, e definidas
para todo (z;60) de U por,
- . — _OF(230) N~ OF(2:0) A o
F(z+7;0 +0) = F(x;0) —l—;x W+Ze g @ )ln(z.0), (A9

J=1

onde (7;0) e (x+;0+0) sdo pontos de U, ||(z,0)|| é a norma [61], e 7(Z, §) uma funcao definida
em RB"" | com valores em CBy, tal que ||n(z,0)|| — 0 quando ||(Z,0|| — 0. Se diz entdo
que a fungao F(x,0) ¢é diferenciavel em U, e as quantidades OF (x;0)/0x" e OF (z;0)/06 sao
descritas como sendo suas derivadas parciais. Se F'(x;#) é uma superfungao par, entao todas
suas derivadas OF (z;6)/0z sdo pares, e suas derivadas OF (z;6)/067 sdo impares, e se F(z;0)
¢ uma superfuncao impar, entao as derivadas dF (x;0)/0x" sao todas fmpares, e OF (x;0)/067

Sao pares.

Entre as fungdes F'(x;0) definidas sobre RB;"" estao aquelas que envolvem produtos das va-
riaveis de Grassmann fmpares 6%,6%,--- ,6". Dado que §*0* = 0, para cada k(= 1,2,--- ,n),
nenhum produto pode envolver quaisquer #* particular mais que uma vez. Assim se L ¢é finito

e F(z;0) uma superfuncao diferenciavel, esta pode ser escrita na forma:

F(x;0) = Z Z g, (2)0716072 - 9

]C 01122

= Fy(x )+F1( )0+ Fy(2)0% + -+ - + Fio(2)0'0? + - Fig.n(2)0160* - - - 0"(A.10)
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onde as fungoes Fj ..., (x), sdo fungoes a valores complexos definidas nas coordenadas bosoni-

cas.

A.2.3 Propriedades de Derivagao de uma Superfungao

Seja FI(X) e G(X) duas superfungoes superdiferenciaveis sobre o aberto U, com X = (z;6),
entdo F(X)+ G(X) e F(X)G(X) também sao duas superfungoes superdiferenciaveis sobre U,

logo:
IFX)+G(X))  0F(X) 0G(X)
0XA - 0x4 oXA
sao as formulas de Leibnitz graduadas, onde os indices, A = (5; ), (i = 1,2,--- ,myx =
1,2,-+-,n), e || éa funcdo de paridade definida em ( B.1).
Outra propriedade importante é:
o 0 Ayxs 0 0
7 — (1 IXANXE
8XA8XBF(X) (—1) N aXAF(X), (A.11)
de onde podemos ver que,
o0 _ 00
0xi 0z 0x) Oxt
00 _ 00
oxi 98 99« Oxi
o0 _ _9 0
00008 068 0h«
e concluir que,
09 _ (29 2 =0 (A.12)
o090~ \ 06 ) '

Em principio existem dois tipos de derivadas, a derivada pela esquerda, e a derivada pela direita.

Aqui adotaremos, por convencao, a derivada pela esquerda.
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A.2.4 Integral de Berezin

Agora consideremos a integragao sobre variaveis anti-comutantes. Das regras de derivagao,
mencionadas anteriormente, temos que (9/ 89“)2 = 0, do qual conclui-se que uma integracao
nao pode ser definida como uma operacao inversa a diferenciacao. Uma defini¢ao da integracao
sobre varidveis anti-comutantes foi dado por F. Berezin, e é a seguinte. Seja F'(x;0) uma
superfun¢ao, superdiferenciavel definida sobre algum aberto U de RB;"", cuja expansao é da
forma (A.10). A integral de Berezin sobre as varidveis de Grassmann 6,62, --. 0" ¢ definida

por:

/d"@F(a:;H) ::/d91~~~d0"F(a:;9) = %---%F(m;@),

consequentemente

/ d"OF (2:0) = Fia (),

vemos assim que a componente Fys..,(z) de F(z;6) associada a poténcia mais alta §16%--- 9"

é a Unica que sobrevive.
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Apéndice B

Superalgebras e Supergrupos.

B.1 Propriedades Gerais da Superalgebra de Lie

As élgebras de Lie e os grupos de Lie com estrutura Grasmanniana sao usadas extensivamente
na fisica. Estes objetos aparecem primeiro nos problemas relevantes na segunda quantizagao dos
sistemas fermionicos, como também na teoria de campos supersimetricos e na supergravitacao.
Algebras com estrutura Grasmanniana, usualmente sdo denominadas de superalgebras, e os
grupos com esta estrutura chamam-se também de supergrupos. Neste Apéndice nos baseamos

em [4,17,18,34,42, 43,48, 70, 77]

B.1.1 Superalgebras de Lie

Um espago linear complexo L4 é chamado Zs-graduado se este ¢ a soma direta de dois subespagos
Loe Lq,isto é L, = Lo P L4, elementos a € Ly sao chamados de pares, e elementos a € £, de

impares. Elementos que sao s6 pares ou s6 impares sao chamados homogéneos, e define-se uma

fungao de paridade sobre estes elementos homogéneos, que representaremos por | |, dado pela
formula:
0,se a € Ly,
ja| = (B.1)
1,se a € L4,

Seja Lg um espago graduado complexo, com Ly e £; sendo seus subespagos pares e impares

respectivamente, os quais sdo assumidos a ter dimensdes m e n respectivamente (onde m > 0,
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n>0em+n>1). Fazemos a hipotese que, para todo a,b € L, existe um produto de Lie

generalizado (o supercomutador) [a, b} que satisfaz os seguintes axiomas:

1. [a,b} € Lg para todo a,b € Lg;
2. para todo a,b € Lg e quaisquer ntimero complexo « e § [aa + b, ¢} = a[a,c} + 5 [b, c};

3. se a and b s@o elementos homogéneos de Lg, entao [a, b} ¢ também elemento homogéneo

de Lg cujo grau é (|a|4|b|); para quaisquer dois elementos homogéneos a e b de Lg,

(a0} = —(=1)“I" b, a} ; (B.2)

4. para trés elementos quaisquer a,b e ¢ de Lg,
[(l, [b7 C}} (_1>|GHC| + [bu [07 CL}} (_1)‘1)"&' + [Ca [CL, b}} (_1)|C||b| - 07 (B?))

esta ultima expressao sendo chamada identidade de Jacobi generalizada ou superjacobi.

L satisfazendo estas propriedades, Lg é dita ser uma superélgebra de Lie, com dimensao par
m e dimensao impar n, que também sao as vezes conhecidas alternativamente como algebras

de Lie Zs-graduadas ou pseudodlgebras de Lie.

Escolhida uma base de Lg com elementos a1, as, - -« , Gpaponde ay, as, -+ @y € Lo € Qmats Gma2s s Gt

L1, o produto de Lie generalizado toma a forma:

m+n

lap, aq} = Z fod" (B.4)
r=1

onde os nimeros reais ou complexos fp,” sdo as constantes de estrutura. Podemos ver que (B.2)

e (B.4) implica em

qur = _(_1)|ap|‘aq‘fqprv (B5)

3 T _ __ T = A T e 1
assim fp,,” = —f,," se a, e/ou a, sdo pares, mas f,,” = f,,” se a, e a, sd@o impares.
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Se L, possui um produto associativo ab— que gera o envelope de L, podemos definir o produto

de Lie generalizado, pelo supercomutador,

la,b} = ab — (—1)1"lpa, (B.6)

1. temos que se a € Loeb € Ly,oua € Loeb € Ly oua € L1 eb € Ly entao,
la,b} = [a,b] = ab — ba, é o comutador, [a,b] = —[b, a;
2. enquanto que se a € £, e b € Ly entdo, [a,b} = {a,b} = ab+ ba, ¢ um anticomutador,

{a,b} = {b,a}.

Em particular, esta construgao se aplica a superalgebras de matrizes M(m/n;R) and M(m/n; C).

Ver [34].

B.1.2 Representagoes das superalgebras de Lie

Muitas das ideias de representacao de superalgebras sao generalizagoes diretas das representa-

¢oes de algebras de Lie. Suponhamos que para cada a € L existe uma matriz 7(a) do conjunto

M(m/n;C), tal que:

i.) para todo, a,b € L e todo escalar «,
m(aa + pb) = an(a) + pr(b);

ii.) para todo a,b € Ly, 7([a,b}) = [w(a),n(b)};

iii.) se a € Ly, subespago par de L, entdao 7(a) tem a forma de “matriz par” !

)

(a) = , (B.7)
O 7T11(CL)

onde my(a) e 711 sdo submatrizes m X m e n X n respectivamente, e se a € L, o subespago

Wer as definigoes dadas na secio (B.2).
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impar de L, 7(a) tem a forma de “matriz impar”,

= | 0 @ (B.8)
7T10(CL) 0

onde 7y (a) e mo(a) sdo submatrizes m X n e n X m respectivamente.

As matrizes 7(a) formam uma representacao graduada (m/n)-dimensional de L. Os elementos
pares de L, sdo representados por matrizes pares de M(m/n;C), e os elementos impares por

matrizes impares, entao a paridade de |m(a)| = |al.

B.1.3 Representacao Adjunta e a Forma de Killing

Assim como no caso das algebras de Lie, a representagao adjunta e a forma de Killing tem um

papel importante para as superagebras de Lie.

Seja L, uma superalgebra de Lie real ou complexa com dimensao par m e dimensao impar n,
e sejam ay, as, - , Umin, UMa base homogénea da superdlgebra. Para quaisquer a € Ly, seja

ad(a) uma matriz (m + n) x (m + n) definida por

m4n

la,a;} = Z{ad }] ar, (B.9)

para j = 1,2,--- ;m + n. O conjunto de matrizes ad(a) forma uma representagao graduada
(m/n)-dimensional de £, chamada a representacao adjunta de £,. Para cada a € L, o operador
ad(a) pode ser definido por ad(a)b = [a, b}, para todo b € L,; comparando (B.9) e (B.4) temos
que:

{ad(ay)}y" = fog"- (B.10)

Define-se para £, uma forma bilinear B, associada a uma representacao m de £, como uma

funcao bilinear de £, x L, a valores reais, tal que,
B (ai,a;) = Str(mw(a;)m(a;)), Yai, a; € Ls, (B.11)

onde 7(a;) sd@o matrizes de representacao dos geradores (da base) da superalgebra, na re-

presentacao 7, e Str denota o supertrago, que estd definido na subsegao (B.2.2), para tudo
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a, € Lo =Ly D Ly

Uma forma bilinear B sobre £, tem as seguintes propriedades

e & consistente se B(a,b) =0,Va € Lyebe Ly,
e & supersimtrica se B(a,b) = (—1)19PB(b, a), Ya,b € L,

e ¢ invariante se B(la,b},c) = B(a,[b,c}), Va,b,c € L.

A forma invariante K (a,b) associada a representacao adjunta de Ly, definida por

K(a,b) := Str(ad(a)ad(b)), Va,b € Ls, (B.12)
é chamada a forma de Killing sobre £,. Em consequéncia podemos escrever

K(ap, aq) = (‘Ulapl‘aqlfrpsfqu = Ky, (B.13)
e a expressao de invariancia dada por,

Fonp" Erg (=)0 frn " By = 0.

Podemos encontrar em [34,43] um estudo mais detalhado das definigdes dadas aqui.

B.2 Supermatrizes

Uma superalgebra de Lie cléssica pode ser descrita como uma superélgebra de matrizes. Uma
supermatriz é um tipo especial de matriz cujos elementos sao elementos da algebra de Gras-
smann. Assumiremos que este seja uma algebra complexa CBy, mas poderia ser substituido
pela correspondente algebra real RB;. As supermatrizes existem em duas classes chamadas de

pares e impares.
Seja M uma matriz (m + n) X (r + s) particionada na forma,

A B
M = (B.14)
C D
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onde A, B,C e D sao submatrizes com dimensoes m X r,m X s,n X r e n X s respectivamente.

Entao

(i) Se diz que M é uma supermatriz (m/n) x (r/s) par se os elementos das submatrizes A
e D sao membros da superélgebra de Grassman par CBy, e os elementos de B e C' sao

membros do subespacgo de Grassmann impar CBy,,.

(ii) Se diz que M é uma supermatriz (m/n) x (r/s) impar se A e D s@o membros da supe-
ralgebra de Grassman impar CBy, e os elementos B e C sao membros do subespago de

Grassmann par CByp,.

O grau de paridade de uma supermatriz M é |M| = 0(1) se M é par(impar). O conjunto de
todas as supermatrizes quadradas (m/n) x (m/n) com entradas em CBp ou CBy; é denotado

por M(m/n;CBy).

Uma matriz (1/0) x (r/s) é uma supermatriz linha par, quer dizer uma matriz linha de ordem

1 x (r+ s) da forma
m = ( a b ) (B.15)

onde a é uma matriz linha 1 X r cujos elementos sao membros do subespaco de Grassmann par
CBypo e b é uma matriz linha 1 x s cujos elementos sao membros do subespaco de Grassmann
impar CBp;. Por outro lado, uma matriz (m/n) x (1/0) é uma supermatriz coluna par, que

dizer uma matriz coluna de ordem (p + ¢) x 1 da forma
m = (B.16)

onde a é uma matriz coluna m x 1 cujos elementos sao membros do subespaco de Grassmann par
CByo e ¢ é uma matriz coluna 1 X s cujos elementos sao membros do subespago de Grassmann

impar CBy,;.

Temos defini¢oes analogas para matrizes linha ou coluna impares.
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B.2.1 Multiplicacao por um Escalar de Grassmann

Suponhamos que B € CBy, ou CBy, e que M é uma supermatriz (m/n) x (r/s), entao

B1,, 0 A B A B B1, 0
BM := , MB:= (B.17)
0 (-1)kB1, C D C D 0 (—1)FlBI1,

onde 1,,,1,,1, e 1,880 m X m,n X n,r X r e s X s matrizes unitarias e em general BM # MB.

B.2.2 Supertransposta e Supertraco.

Se M é uma supermatriz (m/n) x (r/s) particionada como em (B.14), entao a supertransposta

de M, M*®, & uma supermatriz (r/s) x (m/n) definida por

A (—1)MIC

—(-1)MB D

M = (B.18)

onde fl,é, C e D sdo as transpostas ordinarias de A, B,C' e D respectivamente. Tém-se as

seguintes propriedades:

A -B
((Mst)st) — 7 (((Mst)st)st)st — M,
-C D
(MN)st — (_1)‘MHN|NstMSt7 (MB)st — MStB.
E o supertrago de M, Str(M), é¢ um elemento de Grassmann definido por
Str(M) := tr(A) — (—1)Mtr(D) (B.19)

de onde pode-se ver que:

tr(A) — tr(D), seM umasupermatriz par,
Str(M) = (B.20)
tr(A) + tr(D), seM umasupermatriz mpar,

Propriedades:

(a) Str(M + N)= StrM+StrN.
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(b) Se M é uma supermatriz (m/n) x (r/s) e N uma supermatriz (r/s) x (m/n); Str(MN) =
(—1)IMINIStr(NM)

(c) Se M € M(m/n;CBL)eB € CBryouCBp; entao Str(BM) = B(StrM), Str(MB) =(StrM)B.

(d) Se M € M(m/n;CBy), entao Str(M**) =StrM.

B.2.3 Superdeterminante de uma Supermatriz par

Se M é uma supermatriz par (m/n) x (r/s), definida como em (B.14), entdo seu superdeter-

minante, Sdet M, é um elemento de Grassmann par, definido por:

detA — BD~IC
detM := B.21
Sde detD ’ ( )

ou de forma equivalentemente

detA
SdetM := dct(D — CA-1B)’ (B.22)

O superdeterminante é as vezes conhecido como Bereziano.

Propriedades

(a) Se M e N sao dois membros de GL(p/q; CBy), Sdet(MN) =(SdetM )(SdetN),

(b) se M é uma supermatriz (m/n) x (r/s) par, entao exp(M) é uma supermatriz invertivel

(m/n) x (r/s) par, e temos Sdet(eM) = 5M,

B.2.4 Adjunta e Superadjunta

A conjugacao adjunta e superadjunta de superalgebras de Lie classicas sao generalizacoes da
conjugacao hermitiana de uma algebra de Lie usual. A importancia da conjugacao hermitiana
para algebras de Lie simples vem do fato que as representacoes de dimensao finita de uma

algebra de Lie compacta sao equivalentes a representagoes hermitianas.
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Seja L, = Lo @ L, uma superalgebra de Lie classica. A operagao adjunta em L, denotada por

T, ¢ um mapeamento de L, em L, tal que:

i.) a € L, entdo a' € L, para tudo s =0, 1
ii.) (aa + Bb)T = a*al + B*bf, para tudo o, 3 € C,
iii.) [a,b}" = [bf,at},

iv.) (a")T =a.
E a operagao superadjunta en L, denotada por i, € um mapeamento de £, em L, tal que:

i.) a € L, entdao a* € L, para tudo s = 0, 1,
ii.) (aa + Bb)* = a*at + B*bt, para tudo o, 3 € C
iii.) [a,b} = (=)l [b} ot} = — [aF, bF},

iv.) (ah)t = (=1)"la,

onde a,b € L e a,f € Ce “x” representa a conjugacao complexa. ( [43] pag.56)

B.2.5 Diferenciacao de Supermatrizes

Seja M (z;6) uma supermatriz cujos elementos Mj,(x;6) sdo fungoes superdiferenciaveis de
(x;0) que tomem valores em CBj, e sao definidos sobre un conjunto aberto U de RB}"",
X := (z;6) sdo as coordenadas do superespago, onde o espago real de coordenadas x é am-
pliado adicionando coordenadas grassmannianas 6 anti-comutantes . Suponha-se que existam
m supermatrizes OM (z;0)/0x7 (para j = 1,2,--- ,m) e n supermatrizes OM (x;0)/00* (para
k = 1,2,---,n), cujos elementos tém valores em CBj, e sao definidos para todo (z;6) em
U. Se M(x;6) é uma supermatriz (m/m) x (r/s), par ou impar, com elementos de matriz

diferenciaveis sobre um conjunto aberto U de RB;"", cujo particionamento &

M(a; 6) == / Y (B.23)
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temos: para1=1,2,--- ,m,
OMxg) [ Puen o) .
oxt T OM(z;0) OM (z;0) ) (B.24)
Oz ox*
e,parak=1,2,--- ,n,
OM(z:0) [ ZgE? T n25)
00k | oM(ze)  aM(ze) | :
o0k 00k
Que podemos escrever como:
OM (z;0) OM (x;0)
M — 0X X (B 26)
0X (—1)IMIX|9M @) (_yimx| oM () | :
0X X

com | X|=0se X =ze|X|=1 s X =6.

Seja M e N duas supermatrizes cujos elementos sao fungoes das supercoordenadas X = (x,0),

e além disso sejam fungoes superdiferenciaveis, sendo assim satisfazem a ‘“regra de Leibniz”,

O(M(x,0)+ N(x,0))  OM(x,0) ON(x,0)
oX T Tax T ax
O(M(x,0)N(x,0)) OM(x,0) Ml

ON(z,6)
09X

Aqui demos as definigdes basicas mais relevantes que precisaremos para a discussao deste tra-

balho.

B.3 Definicoes

B.3.1 Superalgebra de Lie sl(p/q;R),sl(p/q; C)

O subconjunto de todas as matrizes M de M(p/q; R) que satisfazem a condigao

StrM = 0, (B.27)
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e para o qual o produto de Lie generalizado é definido por (B.6), formam uma superalgebra de

Lie real que é denotada por sl(p/q;R).

Os elementos pares da algebra de Lie £y sao da forma

A 0
0 D

onde A e D sao matrizes quadradas pares de dimensoes p e ¢ respectivamente, entao trA —trD =

0; enquanto os elemento da parte impar £; sao da forma

0 B
c 0

<
I

onde B e (' sao matrizes pares de ordem p X ¢ e ¢ X p respectivamente. A dimensao m de
Ly é dada por m = p?> + ¢*> — 1, e a dimensao n de £, é dada por n = 2pq. Similarmente
sl(p, ¢; C) é definido como o conjunto de matrizes M de M(p, q; C) que satisfaz (B.27), e pode
ser considerado como uma algebra de Lie complexa cujas dimensoes pares e impares sao dadas
respectivamente por m = p? +¢> — 1 e n = 2pq, ou como uma subalgebra de Lie real com
ambas dimensoes sendo duplicadas (algumas outras notagoes para sl(p, ¢; C) considerada uma

superalgebra de Lie complexa sao sl(p, ¢),sl(p, q; C) e spl(p, ¢; C)).

B.3.2 Superalgebra de Lie Orto-simplética osp(p/q)

Consideremos o conjunto de matrizes M(p/q;R) com p > 1, e ¢ positivo e par. Seja K um

membro de M(p/q;R) da forma

G 0
K = , (B.28)
0 J

onde G = 1, (matriz unitaria p x p) e J ¢ a matriz ¢ X ¢

0 14/2
—1gp2 0

J= (B.29)

O subconjunto de matrizes M de M(p/q;R) que satisfaz a condic¢ao

MK 4 (=1)MK M = 0, (B.30)
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para o qual o produto de Lie generalizado é definido por (B.6), forma uma superélgebra de Lie
que ¢é denotado por osp(p/q; R). Esta algebra ¢é fechada e sua clausura segue-se da propriedade
(MN)*t = (=1)MININS ALt junto com StrM = 0, implica que ([M, N])* = —[M*t, N'].
Assim, se M, N € osp(p/q; R), entéo

([M, N) K + (1)K M, N) = 0,
mostrando que [M, N| € osp(p/q; R).

Os elementos pares de osp(p/q; R) sao da forma

A 0
M = , (B.31)
0 D
que satisfazem o vinculo
AG +GA =0, (B.32)

se G =1, (B.32) se reduz a: A+ A =0, junto com o vinculo
DI +JD =0. (B.33)

Vemos que o conjunto de matrizes A de ordem p x p forma uma &lgebra de Lie ortogonal
so(p), e o conjunto de matrizes D g x ¢ forma uma algebra de Lie real simplética sp(%q, R) 2.
Assim Ly = so(p) ® sp(%q, R). E esta propriedade que sugeriu o nome de ortosimpletico para

osp(p/q; R).
Os elementos impares de osp(p/q; R) sdo da forma

0 B
M = (B.34)
C 0

e consequentemente satisfaz o vinculo

BG —JC =0. (B.35)

2Uma matriz a de ordem ¢ x q é chamada de matriz simplética real, pertence & algebra sp( %q;R), se ela
satisfaz a relagdo, aJ = —Ja, J dado por (B.29).
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A dimensao m da parte par de Ly de osp(p/q; R) é dada por

m = %p(p - 1)+ %Q(CI +1), (B.36)

e a dimensao n da parte impar £; é dada por
n = pq. (B.37)

Similarmente osp(p/q; C) é definido como um conjunto de matrizes M de M (p/q; C) que satisfaz
(B.30). Este conjunto pode ser considerado ou como uma superalgebra de Lie complexa cujas
dimensoes pares e impares sao dadas por (B.36) e (B.37) respectivamente, ou como superalgebra

de Lie real com suas dimensoes respectivas duplicadas.

Para completar, mencionamos as construgoes analogas onde tomamos, em vez de G = 1,

se p(= 2r) é par, ou

0 1, 0
G=1]1 00
0 0 1

se p(= 2r + 1) é impar. Para mais detalhes ver [34].

B.3.3 Algebra (Anti)de Sitter, (a)ds

Queremos construir uma superéalgebra s(a)ds como uma generalizagao da superalgebra osp(p,q),
no caso particular de p = 1 e ¢ = 2, que seja a extensao supersimétrica da algebra de Lie (a)ds do
grupo de de Sitter ou anti-de Sitter (A)dS, com trés geradores pares T;(: = 0, 1,2)) obedecendo

as regras de comutagao de (a)ds e dois geradores impares Q,(a = 1,2).

Uma base da algebra de Lie (a)ds é dada pelas matrizes J;, i = 1,2, 3, com

[Ji, Ji] = fi; . (B.38)
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onde as constantes de estrutura nao-nulas sao dadas por
fa?=A, f’=0, fuo'=1 (B.39)

Aqui, 0 = +1(—1), para o espa¢o Riemanniano (Lorentziano), e A é a constante cosmolégica.
Esta algebra é uma extensao da élgebra de Poincaré bidimensional, ja que é considerada a

constante cosmologica nao nula. Na representacao fundamental esses geradores tém a forma

Jo = —%\/KT(), Jl = ! \/E\/KTl, JQ = _%\/57_2 (B4O>

2

onde os 7;, (1 = 0, 1,2) sdo as matrizes de Pauli
TO = 5 7-1 = 5 T2 = . (B.41>

A representacao adjunta definida por

Zad(JZ)ijk = [JZ, J]] s (B42)

onde ad(J;) é a matriz adjunta de J;,

0 0 O 0 0 o 0 —0 0
ad(JO) = 0O 0 -1 R ad(Jl) == 0 0 0 ) ad(J2) = 1 0 0
0 A O —A 0 O 0O 0 O

A forma quadratica invariante definida a partir da representagao adjunta é chamada de forma

de Killing, e é definida como:
(ki) = Tr (ad(Ji)ad(J;)) = fu"fii ", (B.43)

A forma de Killing para (A)dS é

oA 0 O A 0
(kj)=-20| 0 A O |=-20 Z” ] (B.44)
0 0 1

onde ny;=diag(c, 1), (I, J = 0,1). A métrica de Killing k;;, define uma forma bilinear invariante
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nao-degenerada. Ela permite abaixar e levantar os indices:

U; = k:ijuj, ui = (k?_l)iju]'. (B45>

B.3.4 Superalgebra (Anti) de Sitter, s(a)ds. Generalizacao de osp(1,2).

A solugao geral da definigao (B.30) no caso p =1 e ¢ = 2, entao com

1 0 0
G 0 0 1
K = =10 o0 11]; G=1, J= , (B.46)
0 J -1 0
0 -1 0
¢ dada pelas supermatrizes M, (par) e M; (impar)
00 0 0 by by
Mo= |0 dy dy [, Mi=] —=by O 0 [, (B.47)
0 ds —dy by 0 0

onde os elementos de matriz sao nimeros reais ou complexos arbitréarios.

Um elemento M da extensao supersimétrica de s(a)ds ¢ dada como uma expansdo numa base

{Tl, Ty, T3, Q1, Q2}3
2 2
M= aTi+ ) 6°Qu,
i=0 a=1

onde os a' sao nimeros de Grassmann pares e os 0% ntimeros de Grassmann fmpares. Os

geradores pares sao dados por

/i 00 0 /i 00 0 00 0

v A i/ oV A o

Ty = — 5 01 0 ,le—‘/; 00 1 ,Tzz—T 0 0 —i |(B.48)
00 —1 010 0 i 0

escolhidos de maneira a satisfazer as regras de comutacao de (a)ds (B.38) com as constantes

de estrutura B.39. O pardmetro o tem os valores 1(—1) se consideramos o espago-tempo
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Riemanniano (Lorentziano), e A é a constante cosmologica. E para os geradores impares temos:

010 0 01
Qi=Q-=al 000 [|,Q=Qi=a| -1 0 0 |, (B.49)
100 0 00

onde « é um numero real arbitrario.

Este conjunto de 5 supermatrizes representa os geradores do supergrupo S(A)dS. Eles obedecem

as regras de comutagao e anticomutagao

[T, T = fi"Tw
[1:,Qu] = fi"Qs (B.50)
{Qom Q,B} = faﬂiﬂ

onde os colchetes [, | denotam uma relagdo de comutagao e as chaves {, } relagdes de anti-

comutacao. As constantes de estrutura nao nulas sao

fi" = fal=Afi' =0, fal =1

m/K 7 a\/K o
fidd = fol= = —foo?, fu2 = \/_T = fi2h, fa® = \/7— = —f', (B.51)
2ia? i _ 200

2
faol, fui” = —= = f”.

fag® = S’ = v fus fu' = NG

VoVA

onde os indices sublinhados sao os indices a, 8 = 1,2. Recorremos a esta notagao para nao

confundir os valores dos indices, latinos (i, j,.) e gregos.

Podemos ver aqui que a superalgebra osp(1,2) [4,18,48,70], ¢ um caso particular da superalgebra
s(a)ds, quando considera-se métrica Riemanniana e constante cosmolégica positiva, quer dizer,

quandooc =1e A =1.
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B.4 A Representacao Adjunta e a Superforma Quadratica

de Killing

Introduzimos no paragrafo B.3.4 uma extensao supersimétrica da algebra (a)ds, que chamamos
s(a)ds, uma base sendo dada pelos geradores Ty = T;, Q,, onde T; € Ly, (i,7,--- =0,1,2.), sdo
os elementos pares (B.48), e Q, € L4, (o, 3, -- = 1,2) os elementos impares (B.49) da algebra
de Lie graduada (superélgebra de Lie). Os T; s@o os geradores de (A)dS definidos no paragrafo

B.3.3). Reescrevamos as relagoes de (anti)-comutacao da forma,
( G ¢
(T4, Tg} = fap“Tc .

com as constantes de estrutura satisfazendo f4p® = —(—1>|A||B|fBAC, onde as letras maius-

culas do inicio do alfabeto latino (A, B,..) representam indices do supergrupo, (A, B,.. =

iy 7,0, B,.).

Os geradores na representacao adjunta sdo definidos por ad(T4)?¢ = f4B¢, ver (B.9). Explici-

tamente:
00 0 0 0 0 0a 0 0
00 -1 0 0 0 00 0 0
ad(To))=1 0 A 0 0 0 [, adT)=| -A 00 0 0 ,
00 0 M 0 00 o oA
00 0 0 —24 0 0 0 YA g
00— 0 0 0 0 0 0 0 -z
1 000 0 0 0 0 Ze 0
adl)=|0 0 0 0 o0 [, ad@)=] o0 0 0 0 |,
00 0 0 —¥%& —MA 0 0 0
00 0¥ o 0 —WeA _ve g




0 0 0 -2 0

0 0 0 0 —j;&
ad(Q2) = | 0 0 0 0 2 :

0 —WeA vToo 0

WA 0 0 0

2

A forma quadratica invariante de Killing é definida como,

B(TATB) = STr(ad(TA)ad(TB)) = KAB,

onde Str, é o supertrago. Obtemos

(Kij) | 0
(Kap) = ) :
0 | (Kus)
onde
oA 0 0
3
(Ky) = STr(ad(@)ad(T)=-F | 0 A o |,
0 0 1
0 1
(Kap) = STr(ad(Q.)ad(Qp)) = 6a° = 60*(eap)-
-1 0
E
STr(ad(T;)ad(Qa)) = 0,
De maneira analoga, temos os inversos
o/A 0 0 0 1
y 20 1 -
K7) = -— KoPy = —
()301/A0,()6a210,
0 0 1

como submatrizes de (K“P), que satisfazem a seguinte propriedade,

(K*7)(Kpe) = o¢.

96

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)
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Os indices de supergrupo, A, B, ..., sao elevados e abaixados com ajuda da forma de Killing

(ou métrica de Killing), seguindo a regra:

Xp = X4K,5 X" :=K¥X3. (B.58)

Em consequencia
X; = XK;;, X =KYX; (B.59)
X = XKos, X" =KX (B.60)

B.5 Supergrupos

Supergrupos sao generalizagoes dos grupos de Lie, e a relacao entre um supergrupo e sua
superalgebra é analoga ao caso de algebras de Lie classicas. Um supergrupo G asociado a
superalgebra L, é o mapa exponencial do envelope de Grassmann de L, os geradores pares da
superalgebra L, correspondendo a parametros pares e os geradores impares de L, correspon-
dendo a parametros impares. Dada a algebra de Lie podemos obter os elementos do grupo de

Lie exponenciando os geradores da algebra multiplicados por parametros de transformacao.

Temos que tomar em conta que na multiplicacao dos geradores da superalgebra por escalares, os
escalares fmpares de Grassmann anticomutam com os geradores impares da algebra, enquanto

comutam com nimeros complexos e os geradores pares da algebra.

Um elemento geral X da superalgebra, para nosso caso s(a)da, é escrito como uma combinagao

linear dos geradores T; e @, isto é (ver subsegao B.3.4)
X =ad'Ty +60°Qn = XATy (B.61)

onde os a' sdo parametros pares, e #% parametros impares da algebra de Grassmann, X4 =

(a',0%) e Ty = (T}, Q). Por defingao estes parametros satisfazem as relagoes:

[a*,b'] =0 = [a*,6%] = {6*,6°} =0, (B.62)
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para dois elementos quaisquer da algebra, X,Y temos:

(X,Y] = (=1)X'WPIxAYB (T, T}  assim,

(@' T VT = o'V [T, T3] = ol [, 1)
[aiTi,@aQa} = a'¢” T3, Qo)
[0°Qn, 0°Qs] = —0°0""{Qu, Qs} = —0"*0"{Qu, Qs}

onde

1 1
M%W:§WWMH%%,M%W:?WW—WW)

—_

' = 2(a'W — ab)

\)

Os elementos do supergrupo sao obtidos exponenciando os elementos da superélgebra:
9(a,0) = expli{a’Ts + 6° Q)] (B.63)
cujo inverso é dado por,
g7 (a,0) = exp|—i{T, + 6°Q.}] (B.64)
A féormula de Baker-Campbell-Hausdorff

1
expXexpY =exp(X +Y + §[X’ Y]+...) (B.65)

poderia ser aplicada na multiplica¢ao de elementos do grupo: g(a”,0") = g(a,0)g(d’,0"), ja que

por definicao um elemento geral da superalgebra, X = a'T; + 0%Q.,, ¢ uma quantidade par.
Nao ¢ dificil ver que quaisquer matriz g(a, ) do supergrupo tem uma decomposi¢ao

A B
9(a,0) = (B.66)
C D
onde as submatrizes A e D tem unicamente contribui¢coes de um produto de um niimero par

de parametros 0% além dos paramétros a'. Assim, os elementos destas submatrizes estao no

subespago, Cp( da algebra de Grassmann complexa. Por um argumento analogo, as submatrizes



99

B e C incluem um nimero impar de parametros % por consequéncia, estao no subespaco, Cr1,
da algebra de Grassmann complexa. Portanto, quaisquer elemento do supergrupo g é uma

supermatriz par.
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Apéndice C

Teoria de Representacao do Grupo Super

(Anti) de Sitter, S(A)dS

C.1 Representagoes Irredutiveis da Superalgebra s(a)ds.

Estudamos as representagoes irredutiveis de dimensao finita da algebra de Lie graduada s(a)ds.
De forma analoga ao caso ordinério de algebras de Lie essas representagoes sao classificadas
pelos auto valores dos geradores de Casimir. O operador de Casimir quadréatico de s(a)ds é
dado por,

Cy = TAK*8Ty = TKYT; + Q. K Qg, (C.1)

onde K48 ¢ o inverso da superforma de Killing introduzida na secio B.4 do Apéndice B.

A condicao

[Cy, T4l =0, (A=i=0,1,2,e A=a=1,2), (C.2)

pode ser verificada facilmente.

Definindo uma troca de base (base de Cartan-Weyl):

%Toa Q= Qi Q)= Qu (C.3)

' 1
T:t = —2

Ty F—Ts, T}:=
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com 1§, T, Q4 satisfazendo as seguintes relagoes de comutagao e anticomutagao:

[T67 Tﬂ:] = j:T:b [T-‘r: T—] = 2T(;7
T, Q] =+5Qs, [T0,Qc)=—Qu, [T0,Qs] =0, (C.4)
{Q+,Q1} = F20°Ty, {Qi,Q+} = —20°T}.

As condigoes de hermiticidade (superadjunta, ver definicao na subsecao B.2.4 do Apéndice B)!
sao:

T =Ty, Ti=T: QL=+Q= (C.5)

Nesta base o operador de Casimir C5 escreve-se como,

Cr=T"+ —5(Q.Q - Q Q.. (C.6)

onde T? ¢ o operador Casimir de (a)ds (igual ao Casimir L? de su(2), no caso 0 = A = 1),

ii 20 (o 1
T = TKIT = -2 (KT3+KT3+T22> |
2
- T Ty o)
2
- g(T_T++T(§2+T(j), (C.7)
com,
2 T3
T.T. = -2 22471
* oA o 0
T T3
T, = -1 _22_70
* oA o 0

pode-se verificar facilmente que T2 é o operador de Casimir de (a)ds, consequentemente:
[7%,T;] = 0. (C.8)

A existéncia da forma quadratica Cy é importante para fornecer a redutivilidade completa de
quaisquer representagao finita. As representagoes irredutiveis de s(a)ds sdo caracterizadas pelos

autovalores c; de Cy onde j etiqueta esses valores. Os vetores de cada uma dessas representacgoes

! Precisamos usar o cunjunto superadjunta pois o conjunto hermitiano de Ql e QT_ nao pertence, a superal-
gebra.
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sao autovetores |7,1,m) dos operadores T}, e T?, facilmente calculéveis. Assim
02|j7l7m> :Cj|j7l7m>7 (C9>

Té’j7l7m> :m‘j7l7m>7
2

Telj l,m) = /(A Fm) I £m+ 1)|j,1,m=+1).

Temos agora que calcular os auto valores ¢; de U e a agao dos geradores impares (), sobre os

vetores de base |7,1,m).

As relagoes de comutagao entre o operador de Casimir de (a)ds e os operadores fermionicos @,

sao dadas por
[T%,Qu] = K% f;’ {T5, Qs} = K% f;(IT3, Qs + 2Q4T)), (C.11)
usando (C.4), podemos mostrar que
(Q:Q- —Q Q) =60*T% +203(Q,Q_ — Q Q,) = 2a*(2C, —T?).  (C.12)
Com a ajuda desta tltima expressao, derivamos a seguinte relagao
cgz(T?+%)@CT—T%. (C.13)

Na representacao irredutivel (IR) de base |j,l,m) passamos a determinar o autovalor ¢; do
Casimir Cy, que esta definido por (C.9). Atuando sobre o estado |7,l, m) da RI ambos lados de
(C.13) e resolvendo a equagao algébrica, obtemos

2 1 2 1
sabemos que ¢; tem o mesmo valor para todos os vetores da RI, portanto valores permitidos de

[ s@o restritos por (C.14). E de fato pode-se ter s6 dois valores distintos de : [ = joul = j— %,

assim

¢;=2J0J+3) (C.15)
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Entao os vetores de base para uma representacao j dada, serao: |j,j,m) e |7,j — %, m).

Aplicando a relagao 17, Q4] = £3Q4, ao vetor |j,1,m), obtemos
/ . , 1 , 1 '
TQu1j. . m) = (QuTy 4 5@y Lm) = (m % 1)Qulj.1m). (©16)

Aqui vemos que Q|j,j,m), é autovetor de Ty com valor proéprio (m + 1), também podemos
observar que o operador @, (Q_) agindo sobre |j,l,m) aumenta (diminui) o valor de m em
%. Assim de (C.16) podemos ver como o operador ()1 afeta a quantidade m quando este atua
nos estados. Agora queremos saber como este operador afeta o nimero quantico . De (C.11),

podemos escrever:

[7%Qs] = —3{T% Qe+ {T5,Qx)
2

= 3 (—QJFTAE + ZQi + gQiTQ + QiTé> - (C.17)

Com ajuda desta tltima expressao teremos que

TQQiUu l7m> =

Wl Do

+(§+l(l+1)im)@i|j,l,m)} : (C.18)

de (C.18), para | = j temos

STQujgom) = —/G—m)Gm QL gm+ 1)
HC 4G+ 1) +mQalj, o), (©19)
STQLjgmt 1) = —/GEm D —mQylg.m)
Hg 40+ 1) = m)Qal jom+ 1), (C.20)

1

Sabemos que os operadores Q4 (Q—) aumentam (diminui) m em 3

e que [ pode ter valores j

ouj — %, e dado que para cada j, [ pode tomar os valores de j ou j — % em geral temos:

Q+|.]7.]>m> :O[i_ ’j?]?m+§>+ai— ‘.]7.] _§7m+§>7 (C21>
o . 1 . | 1

Substituindo (C.21) e (C.22) em (C.19) e tendo em conta que os estados sdo linearmente
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independentes teremos que

m+ D)o = /G )G+ T DA (C.23)

ajm bjm+1
= = : (C.24)
Ji—m Jirmil

Analogamente para (C.20) obtemos

— o+ B = G DG - mal, (C25)
e
a’” _ pm
Vi—-m j+m+1
Comparando (C.23) com (C.25) podemos concluir que " = 0 = ™' Por outro lado

sabemos que QT = T, Q. , que atuando sobre o estado |7, j,m) e usando (C.21) obtemos,

Cij ajm—l—l
— — = : (C.26)
Vi—-m  \/j—(m+1)

Comparando (C.24) e (C.26) temos a seguinte relagao de recorréncia

aimﬂ aim K" ymHl (C.27)
= = == = - = - = = s .
Vi=(m+1)  Vi-m Vitm o JiEmEl
que resulta em,
. . o1 1
Qs jym) = ay/jFmlj,j — 5.m = 5). (C.28)
Analogamente para o caso [ = j — %
.. 1 i—im, . . 1 i—im, . . 1 1
Q+|]a]_§7m>:ai 2 ’]7]7m+§>+aj+ : |J7]_§7m+§>a (029)
.. 1 i—Lm, .. 1 i—Lm, . . 1 1
Q—|.]7.]_§7m>zﬁj— 2 |.]7j7m_§>+b]— 2 ‘jﬂj_gam_§> (C?)O>
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e (C.18) deduzimos

3 o1 : 1 1
PQuig - tom) = —\/<y—m—5><y+m+ QL pm 1)
o1, 1 1
HU =)0+ g) 4 mt DQulij—gom),  (C3)
SrQ g m ) = G emet DG -m- heui - bm
5 =177, M = JTm 5 J—m 5 +175J 27m
1., 1 1 |
+(( - 5)(] + 5) —m-— Z)QHLJ Tyt 1). (C.32)
Substituindo (C.29) e (C.30) em (C.31) obtemos
3, j-1im 1 I, ,j-1im
m+ 94 = G mr DG m - )
€ 1
Jj—5m ]7—m+1
= —= (C.34)
\/j+m—|—— \/j—m——
e de (C.29), (C.30) e (C.32) a relagao
Jj— —m—i—l . 1 X 1 j—lm
e D = G D em e Dl (©3)

1

J j—Lm . ~
Entao de (C.33) e (C.35) conclui-se que, a’. " =0 =" >"". Finalmente usando a relagao,

1 o1
TyQ+l5,7 — 57m> = Q41455 — §,m>, (C.36)
teremos
‘—%m 6 —7m+1
— (C.37)
NEET N
do qual de (C.34) e (C.37) deduzimos
j—%m—l—l j—%m 2 —m—l—l

a o b= i (C.38)

_—+ —_— e — = —
\Jj—m+3 \JJ+m+3 \/j—m+— \/j—m——

e assim concluimos que

o1 /. 1 .. 1
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Também temos {Q,,Q,} = —a*T,, entdo
Q+Q+l7.j,m) = —a’Tyj, j,m), (C.40)
de onde obtemos ab = —a?. Podemos escolher a solucao particular, a = a ¢ b = —a. Assim

como resultado final temos os vetores estado na representacao j, que damos na Tabela. C.1.

Podemos ver que a dimensao do especo vetor da representagao j é 45 + 1.

Tabela C.1: Representagao j de s(a)ds.

’ ‘ |]7]7m> ‘ |j7j_%7m>
Ty ml|j, j,m) m|j — yL>
T2 3ﬂj+DUJ7> §NJ+DMJ m)
Cy 23+ 3 g,m) 2 - MUJ— m)

r | VGFmGEm S jm 1) \/(]¥m—%)(9im+ Dl = hm1)
G

Qe | aviFm)jij—3m=*3) ,V

Fm+3)j5,m=*3)

Para a representagao j = 1/2 (representacao fundamental), os vetores estados da represen-
tac@o sao, |0) = [1/2,0,0), |1) = [1/2,1/2,1/2), |2) = [1/2,1/2,—1/2) e as matrizes nesta

representacao sao:

00 0 000 000
Té=% 01 0 |.Txy=lo0oo01|.7-=|o000|[,
00 —1 000 010
010 0 01
Q-=a|l 000 [.Qi=a] =1 00 (C.41)
100 0 00

Usando (C.3), verificamos que as matrizes T; e (), sao bem aquelas introduzidas na defini¢ao

da superalgebra na se¢ao (B.3.4) do apéndice B.

Vi 00 O Vi 000

WA ivovV A

Ty = 5 01 0 ,T1:—\/_2 0O o011,
00 -1 010
00 O

1o .

T = Ty 00 —i |, Qi=0Q-, ,Q2=0Q4. (C.42)

0 72 0

que sdo os geradores de S(A)dS.
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Apéndice D

Holonomias

D.1 Holonomia

Seja vy, um caminho orientado suave que vai de um ponto sy a um ponto s; numa variedade

M, parametrizado pelo parametro s € [0, 1],

v:[0,1] +— M

s — ak(s) ="(s).

Seja v(x) um campo vetorial. Queremos fazer um transporte deste vetor v ao longo do caminho

~ apartir de um ponto 7(s). Entao a derivada covariante de v(7y(s)) na diregao 7, isto é na

direcdo 4#(s) = “La#(s), ¢ igual a zero (ver Figura D.1). A equagdo que descreve este transporte

paralelo é entao,

Lo(5)) +(s)o((s)) =0, (D.1)

Figura D.1: Translado paralelo de um vetor através do caminho « parametrizado com s € [0, 1].
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onde A, é a conexao, a qual estd tomada na algebra de Lie de um grupo de calibre G, e ¢é
a quantidade que permite fazer o transporte paralelo do vetor. A solucao desta equacao, se

existe, satisfaz a equacao integral

v(y(s)) = v(zo) — / s 4 (5) A1 (3))v(x(s1)). (D2)

Olhando a expressao (D.2) ndo podemos dizer que tenhamos resolvido a equagao de transporte
paralelo do vetor v(s), ja que a quantidade a ser resolvida aparece nos dois lados de (D.2), mas

usando um método recursivo podemos resolvé-la, e o resultado final é dado por

o(s) = i (o [as [T [T dsaten a0 - )0 ) ) o), 03
que pOdemOS escrever como

(6 = Pexp (= [ a3 4,6() ) (o) (D.4)

0

P denota o ordenamento no caminho dos termos da expansao da exponencial de modo que
os valores da conexao sejam ordenados da esquerda & direita conforme o parametro s que
parametriza a caminho ~ vai diminuindo (s > s; > -+ > s, = 0). Dado o vetor v(s), podemos
denotar h[A,v]v(sg) como resultado do transporte paralelo de v(sp) no ponto sy ao ponto s
ao longo do caminho . Entao, a partir de uma conexao A de um grupo de calibre G sobre
uma variedade M, define-se a quantidade h[A,~] como o operador de transporte paralelo, ou

holonomia de um ponto y(sp) a um ponto y(s) como:

A (s.s0) = Pexp (- [ @56 ) (.5)

S0

e podemos verificar facilmente que é solugao da equacao diferencial dada por

DDA, ]G5, 50) + () AuhlA (s, 50) = 0. (D.6)

Em geral, se v é suave por pedagos, podemos encontrar pontos na qual estd nao é suave,
dividindo-a em pegas suaves maximas ; : [$;, S;41] — M, onde 1 < i < n, define-se a holonomia

por,
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Figura D.2: Composi¢ao de caminhos, v = 73 0 11

que faz o transporte paralelo do vetor ao longo de pecas de caminhos suaves, trasladando-o
paralelamente ao longo do caminho de uma peca de cada vez. Isto leva-nos a no¢ao de produto
de caminhos. Suponhamos que temos um caminho v em M do ponto p a r, que pode ser
dividido em caminhos 7, do ponto p ao ponto ¢, e 72 do ponto ¢ ao ponto r, (ver Figura D.2),
dizemos que os caminhos y; e 75 sao combinéveis. Assim temos v = 3 0 7;. Notemos que se
Y1 € Y9 sa0 suaves, 7y requer unicamente ser suave por pecas. Assim da nocao de produto de

caminhos nos leva a seguinte propriedade para a holonomia,

h[Av Y2 © 71] (ST7 Sp) = h[A’ 72] (57’7 Sq)h[A7 ’71](Sq7 Sp)? (D8)

Também, para quaisquer caminho v de sy a sy (ver Figura D.1), existe um caminho inverso

”y‘l do ponto sy ao ponto sg, e pode-se mostrar que:

h[A, 77 (s0,81) = (h[AA](sy,)) ", (D.9)

e existe também o elemento identidade

h[A,yoy 7l =1. (D.10)

D.2 Transformacao de Calibre da Holonomia

Vejamos agora como se comporta a holonomia sob uma transformacao de calibre g da conexao
A. Supanhamos que o vetor v(s) satisfaz a equagao de transporte paralelo, equacao (D.1), que

podemos escrever de maneira simplificada como:

dv(s) + Av(s) =0, (D.11)
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onde d é a derivada exterior, A é a conexao, A = dsj"(s)A,(7(s)). Aplicamos uma transfor-

magcao de calibre g a v, dando como resultado v, isto é

V'(s) = g(v(s))v(s). (D.12)

Para que o vetor transformado v'(s) seja transportado paralelamente ele deve satisfazer (D.11),
ou seja

dv'(s) + A'V'(s) = 0, (D.13)

onde A’ representa a conexao A transformada.

Dado que gg~! =1, com g~! sendo o elemento inverso do elemento do grupo g, temos
dgg™ = —gdg™', (D.14)
por outro lado de (D.12) obtém-se
v(s) = g7 (7(s))v'(s). (D.15)

Agora aplicando a derivada exterior a expressao (D.12), e com ajuda de (D.14) e (D.15),

teremos:
dv'(s) = —(gAg™" + gdg~")v'(s), (D.16)
que comparando-a com (D.13), vemos que
A = gAg~t + gdg?, (D.17)
que é a expressao de tranformacao de calibre g da conexao A.

Agora, dado que a holonomia h[A,~], ¢ um mapeamento linear, enviando um vetor de um
ponto inical sy para um ponto final s, isto é de u(sp) a u(sy), similarmente o fara a holonomia
transformada, isto é h[A’, v](s) enviando v'(so) = g(7(s0))v(so) a v'(sf) = g(y(sy))v(sy), segue-
se que

A" (s, 50) = g(s7)h[A,7](s£, 50)9 ™" (50), (D.18)

que ¢é a formula que mostra como transforma-se a holonomia sob uma transfomacao de calibre
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g da conexao A.

D.3 Transformacgao de Calibre Infinitesimal da Holonomia

Uma quantidade que também é importante calcular, e que se precisara do resultado, é a trans-
fomacao de calibre infinitesimal da holonomia. Vejamos: a variagao infinitesimal da conexao A
seguida de (D.17) com o elemento do grupo g = "), onde () é um elemento infinitesimal da

algebra de Lie do grupo G se escreve como:
A =—De=—(de+ [A,¢€]). (D.19)
Da (D.6) temos que,
dh[A;~(s)](s, 50) = —ds3"(s) Au(y(s))RIA, ¥ (5)](s, 50), (D.20)
e com a propriedade multiplicativa (D.8),
h[A,7](sf, s0) = h[A, 7(5)](s, 8)h[A, 7] (s, 50)

onde sy < s < sy¢. Diferenciando esta tltima equacao com respeito ao parametro s da curva, o

lado esquerdo desta é zero, logo usando (D.20), teremos,

dh[A, v (8)](sy, s) = h[A, ()] (sf, s)dsT"(5) Au(7(s))- (D.21)

Variando infinitesimalmente h[A, ] temos:

Ochl A, v(s)l(s7,50) = = /Sf dsh[A,y(s)](sy,8)7"(s)0cAu(v(s))h[A, 7(s)l(s,80).  (D.22)

S0
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Substituindo aqui a transformacao de calibre infinitesimal (D.19) e integrando por partes,

teremos que:

5.h[AA(5)](5,50) = /  dshlA,A())(57. 5)5"(5) Due(y() LA, 1(5)] (5. 50)

S0
Sf

= / dsh[A,5(s)](s7, 5)7"(5) (D€’ + Afe” fiu") (v(s))Tih[A, 7(5)] (s, 50)

S0
Sf

- / ds5(5)0 ([ A, 1(5)] (57, 5)e(s)A[A, 7()] (5, 50)
—d(h[A, ()] (5. 5))e()BIA, ()] (5. 50)
— BA ()] (57, 8)e(s)d(RIA, A(5)] (5, 50))
)

+h[A, 7 (5)](s7,5) [e(s), ATA[A, 7(5)](s, 50))- (D.23)

Agora substituindo as expresoes (D.20) e (D.21), poderemos ver que o segundo e terceiro termo

eliminam-se com o quarto termo, obtendo-se assim:

0ch[A, ()] (sy;80) = /SfdSW“(S)aﬂ(h[AW(S)](Sf,8)6(7(8))h[z4,7(8)](8,So))

50

= e(v(sp))hlA 7 (sp)1(s5: 50) = hlA,7(s0)] (s, s0)e(7(50)). (D.24)

Isto é a transformagao de calibre infinitesimal da holonomia. Esse resultado também pode
ser obtido diretamente da expressio (D.18), com g(s;) = e = 1 + e(y(sy)) e g(so) =
6*5(7(50)) =1 — E(’V(So)).

A analise mais rigorosa da defini¢ao e das propriedades da holonomia a podem ser encontradas

em [14,55,65,74].
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