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Resumo

E um fato bem conhecido que a radiacdo eletromagnética ¢ medida por uma particula
de massa de repouso nula, o féton. No entanto, sabemos que existem mecanismos que geram
espontaneamente massa para as particulas. E nosso objetivo neste trabalho investigar a
possibilidade de dar massa ao féton via o mecanismo de penetracao do campo magnético na
blindagem devida ao efeito Meisner em supercondutores. Propomos uma associagao entre
a "massa de repouso do féton"e o comprimento de penetragdo do campo magnético em
uma amostra supercondutora. Possiveis valores para esta massa sdo entdo determinados

utilizando-se valores tipicos de comprimentos de penetracao.



Abstract

It is well known that electromagnetic radiation is measured by a particle of zero rest
mass, the photon. However, we know that there are mechanisms that generate spontaneous
mass to particles. It is our goal in this work to investigate the possibility of giving mass
to the photon on the mechanism of penetration of the magnetic field due to the shielding
in superconducting on Meisner effect. We propose an association between the "rest mass
of photon"and the length of penetration of the magnetic field in a superconducting sam-
ple. Possible values for this mass are then determined using typical values of lengths of

penetration.
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Se o fdoton tivesse massa qual seria seu valor?

Essa é uma pergunta deveras capciosa e que nos ultimos anos tem despertado a
atengdo dos fisicos. A natureza que estudamos esta a margem desta possibilidade, uma vez
que a enxergamos com foétons desprovidos de massa e, ainda, utilizamos desta propriedade
para beneficio proprio, via aplicacoes em fisica e, consequentemente, em engenharia.

O eletromagnetismo da maneira como conhecemos “nasceu” do estudo da forca entre
corpos carregados, feito por Coulomb e Cavendish hé cerca de 260 anos atrds. Em seus
estudos e andlises, estes chegaram a uma relagdo para forca entre dois corpos carregados

que é:

Q102
X —,

F
2
12

(1.1)

ou seja, a forga elétrica é proporcional ao produto das cargas elétricas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre elas.

Mais tarde, o inglés James Clerk Maxwell, constréi um conjunto de equagtes que
definem o eletromagnetismo. Este conjunto de equagoes se baseia no fato de termos forcas
eletromagnéticas que dependem, inversamente do quadrado da distancia entre os corpos.
As equacgtes de Maxwell sdo também invariantes em relacdo a uma transformacao de
calibre, ou seja, uma transformacao que mantém a intensidade dos campos a inalterada.

A lei do inverso do quadrado funciona muito bem quando olhamos para sistemas
com alcance entre 0,01m e 107m. Abaixo deste limite, é necessario que utilizemos outras
ferramentas, como por exemplo a mecénica quantica. Quando estudamos limites ainda
mais baixos, é necessario que recorramos a mecanica quantica relativistica [7].

Para tanto, vamos trabalhar no capitulo 01 a supercondutividade, que é o fenémeno
em que vamos estudar a possibilidade de existéncia de fétons massivos. Neste capitulo,
abordaremos o estado supercondutor da matéria, os fendmenos associados aos supercon-
dutores como o efeito Meisner e a teoria de London para supercondutores metalicos.

No capitulo 03 abordaremos a teoria de Ginzburg-Landau, onde estudamos o feno-
meno da supercondutividade através de uma transicdo de fase termodindmica.

No capitulo 04 a abordagem do eletromagnetismo para fétons massivos através da
teoria de Maxwell-Proca. Neste estudo iremos encontrar uma radiacao massiva, puramente
tedrica.

No capitulo 05 iremos comparar o parametro teérico abordado na teoria de Prca com

um parametro extraido da teoria de London para supercondutores. Através dessa com-
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paracao, tracaremos valores para uma possivel massa do féton com valores experimentais
de comprimentos de penetragao em supercondutores.

Iremos utilizar o sistema natural de unidades, ou seja h =c = 1.



Capitulo 2

A Supercondutividade
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2.1 Introducao

O estado supercondutor da matéria foi descoberto no inicio do século XX e ja é
amplamente utilizado no mundo moderno. O estado supercondutor é alcancado, em certas
amostras, quando baixamos sua temperatura para uma temperatura fixa para cada tipo
de amostra, chamada de critica (7). Como consequéncia, a amostra perde totalmente sua
resistividade e passa ter correntes perpétuas em seu interior.

As primeiras amostras supercondutoras foram os metais [20]. A principio seria muito
dificil de se conseguir aplicacoes préticas, pois os metais se tornam supercondutores a
temperaturas extremamente baixas, tipo 19K, dificultando a aplicacdo em temperaturas
ambientes.

Anos mais tarde, descobriu-se que algumas ligas cerdmicas se tornavam supercon-
dutoras a temperaturas mais altas, como 120K . Essa descoberta tornou um pouco mais
palpével a busca por aplicagdes praticas para os supercondutores.

Para que uma amostra se torne supercondutora, devemos ter a presenca de dois
fenémenos: a resistividade do material se anular e o campo magnético no interior da
amostra ser completamente expulso, ou seja, ndo h& campo no interior da amostra quando
ela ocupa o estado supercondutor. Podemos fazer consideracoes importantes acerca dos
dois fenémenos citados, que fazem com que tenhamos um novo estado da matéria: o estado
supercondutor [21]. Uma motivagao suficiente para se estudar os supercondutores é, por
conta de sua resistividade nula, o transporte de energia sem perdas, tornando as amostras

supercondutoras ricas em aplicaces [15]

2.2 A Resisténcia Nula num Supercondutor

Se a resisténcia num supercondutor é nula, entao podemos afirmar que este material

fica com uma condutividade infinita [27]|, uma vez que:

p= (2.1)

A lei de Ohm, no entanto, nos diz que a densidade de corrente elétrica é proporcional

ao campo elétrico por meio da condutividade elétrica do material:

i =0oF 2.2
J 7 (
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Como teremos uma condutividade infinita, precisamos que nosso campo elétrico no

interior da amostra seja nulo para que tenhamos uma densidade de corrente constante.

pA

ndo-supercondutor

supercondutor

>
1 T

Figura 2.1: Grafico de uma amostra alcangando o estado supercondutor

E possivel perceber pelo grafico acima, que quando uma amostra atinge a temper-
atura critica, sua resistividade cai a zero abruptamente. Isso significa que temos uma
transicdo de fase termodinamica de um estado para o outro.

Em algumas amostras supercondutoras de altas temperaturas, é possivel perceber
que quando a temperatura se aproxima da temperatura critica, ainda temos alguns valores
de resistividade diferentes de zero. Estes valores aparecem por conta das flutuagdes ter-
modinémicas criticas associadas a transicdo de fase. A temperatura precisa da transicao
de fase termodindmica T, é definida como sendo a temperatura em que a resistividade na
amostra se torna igual a zero.

Ao tratar do estudo dos supercondutores, um questionamento pode ser feito: E
possivel termos um valor de resistividade exatamente igual a zero? Ou os valores dessa
resistividade simplesmente tendem a zero? Uma resposta suficientemente convincente para
estas perguntas vem da experiéncia com a observagdo de correntes persistentes. Se
olharmos para um fio supercondutor conforme o da figura abaixo, podemos perceber que a
corrente nao para de circular no fio. Isso ocorre por que como nao hé dissipagdo de energia,
o campo magnético no centro do anel permanece constante e a corrente nunca decai.

Para pensarmos nestas correntes persistentes, vamos analisar o fluxo do campo mag-

nético no centro do anel, onde a transicao para o estado supercondutor ja se deu.
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Figura 2.2: Anel supercondutor com uma corrente I.

O fluxo de campo magnético é dado por:

P = / B.ndS, (2.3)

onde ndS é um vetor perpendicular ao plano do anel. Utilizando a equagao diferencial de

Maxwell, temos:

VXE=—-—— (2.4)

usando o teorema de Stokes:

/ (v x E) AdS = 7{ E.d7 (2.5)

teremos:

dd o

A integral do lado esquerdo da equagao é fechada no interior do anel condutor. Nesta

Regido o campo elétrico é nulo, o que faz com que

ae =0. (2.7)
dt

Este resultado nos mostra que o fluxo do campo magnético no centro do anel per-
manece constante com relacao ao tempo. O campo magnético é gerado, entdo, por uma
corrente elétrica que permanece constante com o passar do tempo. Se houvesse uma re-

sisténcia no anel, entdo a corrente iria diminuir gradualmente, fazendo com que houvesse

uma variacao do fluxo de campo magnético no centro do anel.
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2.3 O Efeito Meisner

Conforme ja mencionado anteriormente, o fato de termos resistividade nula nao define
uma amostra como sendo supercondutora. Concomitantemente com este fato, devemos ter
a presenca do efeito Meisner [19].

Neste efeito, 0 campo magnético é expulso do interior da amostra supercondutora.
Imaginemos uma amostra sob acdo de um campo magnético externo, conforme figura

abaixo.

(a) (b)

T B#0

B+0 <‘> T<T B+0 ‘> T<T

Figura 2.3: Campo magnético externo numa amostra condutora, depois de resfria-la (a), e antes de

resfria-la (b)

T>T

Quando a amostra estd a uma temperatura maior que a temperatura critica e apli-
camos um campo magnético externo fraco, este campo penetra na amostra livremente. Se
baixarmos a temperatura até a temperatura critica, entdo uma blindagem magnética é
gerada no material. Esta blindagem impossibilita que o campo magnético penetre no ma-
terial enquanto ele estiver no estado supercondutor. Um fato extremamente interessante
é que se baixarmos a temperatura até a temperatura critica e depois aplicarmos o campo
magnético, a blindagem ocorre da mesma maneiral

O efeito Meisner faz com o que o estado supercondutor se torne, efetivamente, um
novo estado da matéria com propriedades muito singulares. Além disso, a transicao do

estado normal para o estado supercondutor é uma transformagao termodindmica reversivel.
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2.4 O Diamagnetismo Perfeito

Para que o campo magnético no interior da amostra mantenha-se nulo, é preciso
que haja um campo, gerado internamente, que seja contrario ao campo externo aplicado
a amostra. Este campo gerado internamente provavelmente se da pelas correntes que
circulam nas bordas da amostra.

Iremos descrever estas correntes através das equagoes de Maxwell num meio mag-
nético. A corrente total serd divida em uma corrente externa, responsavel pelo campo

externo, e numa corrente interna, responsavel pelo campo interno. Logo:

; = .;e:ct + jint (28)

As correntes internas produzem uma magnetizacao na amostra, de modo que

V X M = jimt (2.9)

O campo aplicado pode ser definido pela corrente externa pela equacao:

V X H = Jemt (2.10)

Os vetores de campo magnético M, H e B sao relacionados pela equacao:

B = 1 (FI+M) (2.11)

Vamos imaginar que nossa amostra supercondutora esteja num solenoide infinito,
onde n é o numero de voltas por unidade de comprimento. O campo H produzido no
interior da amostra é dado por Ink e o campo B = 0 por conta do efeito Meisner. Deste

modo, a equagao (2.11) fica:

M=—-H (2.12)

Definindo a suscetibilidade magnética como sendo

X = (2.13)

Utilizando (2.13) em (2.12), temos:

x=-1 (2.14)
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Materiais que sao diamagnéticos possuem x < 0 e os paramagnéticos possuem x > 0.
Materiais que apresentam y = —1 s3o chamados de diamagnéticos perfeitos; o diamag-
netismo perfeito é uma caracteristica dos materiais supercondutores, pois resulta do campo

magnético expulso do interior da amostra.

2.5 Supercondutores dos tipos I e 11

Conforme representado na equagao (2.12), a magnetizacao ¢ uma fun¢do do campo
H. De acordo com este fato, temos dois tipos de supercondutores que possuem diferentes
relacoes entre este estado, o supercondutor, e o campo aplicado.

Nos supercondutores do tipo I, o estado supercondutor é alcancado para campos
fracos. A medida que aumentamos o campo aplicado, diminuimos a magnetizacio da
amostra, até que um campo critico (H,.) é alcancado, de modo que a magnetizacio da
amostra vai a zero e o estado supercondutor é destruido.

Nos supercondutores do tipo II temos a presenca de dois campos criticos: o campo
critico inferior (H,.1) e o campo critico superior (H.2) [4]. Conforme aumentamos o campo
aplicado, enquanto o campo critico inferior ndo é alcancado, temos um comportamento
muito parecido com o dos supercondutores do tipo I. Quando o campo aplicado é maior
que o campo critico inferior, entdo o estado supercondutor comeca a ser destruido, mas
a magnetizacdo nao vai a zero instantaneamente. Ela aumenta até que o campo critico
superior é alcancado e a amostra fica com magnetizacdo nula e, consequentemente, sai do

estado supercondutor.
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Tipo 1 Tipo 11

H M

\J
\J

Figura 2.4: a) Supercondutor do tipo I, onde a magnetiza¢do na amostra vai a zero instantaneamente
quando o campo aplicado chega ao campo critico; b) Supercontutor do tipo II, onde o campo critico
inferior é alcancado e a amostra vai perdendo seu carater supercondutor, até que o campo critico superior

é alcangado e a amostra perde totalmente a magnetizagao e, com isso, o estado supercondutor.

Como funcao da temperatura, todos os campos vao a zero quando a temperatura
se aproxima da temperatura critica. Isso é perfeitamente compreensivel, uma vez que a
amostra se torna supercondutora quando a temperatura critica é alcangada. Os gréficos

abaixo mostram como 0s campos se comportam em funcao da temperatura.

Tipo I Tipo 11
H
H A HCQ A
H,
H(?l
> T >
T. T Meissner . T

a) b)

Figura 2.5: a) Supercondutor do tipo I, o campo vai a zero quando a temperatura se aproxima da
temperatura critica; b) os dois campos criticos, inferior e superior, vao a zero quando a temperatura se

aproxima da temperatura critica.

A regido entre os campos criticos inferior e superior nos supercondutores do tipo
IT possui uma interessante explicacao fisica. O campo magnético penetra na amostra na

forma de vértices.
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Xt /

/IN /1IN

Figura 2.6: Vértices supercondutores, onde ha campo magnético devido as supercorrentes.

Cada vértice consiste numa regido onde uma supercorrente gira ao redor de um ponto.
Neste ponto o campo magnético aplicado penetra e as correntes supercondutoras servem

para “expulsa-lo” da amostra.

2.6 A equacao de London

A primeira teoria para supercondutores que “cobria” o efeito Meisner foi uma teo-
ria desenvolvida pelos irmaos F. London e H. London, em 1935 [17]. Nesta teoria eles
assumiram que quando uma amostra se torna supercondutora ela possui duas densidades
de elétrons: os elétrons supercondutores e os elétrons normais. Sendo assim teremos uma
densidade total de elétrons dada por n = n, + ns, onde n,, sao os elétrons normais e ng
sao os elétrons supercondutores.

Com este modelo simples, os irmaos London chegaram a uma equag¢ao que associa a
densidade de corrente em uma amostra supercondutora com o potencial vetor magnético.

Esta equacdo é dada por:

j=——"01A (2.15)

Me
Para chegarmos a esta equagdo, iremos repensar o modelo de Drude [16] para con-
dugdo de elétrons num condutor. O repensar se dard por conta de nossa andlise para

frequéncias finitas dos campos elétricos. Usando a representagio complexa, temos:

-

je Wt = g(w)ETt (2.16)

onde a condutividade também é um ntmero complexo. A sua parte real corresponde a

correntes que estdo em fase com o campo elétrico aplicado (resistiva) e a parte imaginaria
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corresponde a correntes que estdao fora de fase com o campo (indutiva ou capacitiva).

Generalizando o modelo de Drude para o caso que estamos analisando, temos:

o(w) = (2.17)

Tomando a parte real, temos:

ne? T
Integrando sobre todas as frequéncias, temos:
& e’
/ Re[o(w)]dw = - (2.19)

ou seja, um resultado constante independente do tempo 7.

Em sua teoria, os irmaos London [17] postularam que a parte real da condutividade
estava associada aos elétrons supercondutores por estarem a um tempo 7 — 00, por nao
termos dissipacao de corrente. A parte imaginéria seria aquela em que haveria ainda um
tempo 7 finito. Eles assumiram que a parte com os elétrons supercondutores estariam
ocupando os estados de frequéncia nula, representado por uma delta de Dirac do seguinte

modo [1]:

(2.20)

2.6.1 Derivagao da Equagao de London

Para derivarmos a equacao de London, iniciaremos com a lei de Ohm, onde j = oE,
onde a condutividade é uma funcido da frequéncia. Tomando o rotacional dos dois lados

da equacao, temos:

(V X ;) e~ = g(w) (V X I@) e~ twt

Integrando o lado esquerdo desta equacao com relagao ao tempo:

(VXJ') e = o (w)Bet (2.21)



2.6 A equacao de London 29

Utilizando (2.20), temos:

. 2 — .
(v x j’) emiwt = T gt (2.22)

2
Vxj=-—""% (2.23)

Utilizando a equacao de Maxwell V x B = ,uoj, temos

2
nsge E

VxVxB=—pu, (2.24)

Me
E comum reescrevermos o coeficiente do vetor campo magnético do lado direito da

equacao como sendo

¢ = Holts@ (2.25)
Me
que nos fornece:
VxVxB=—¢B (2.26)
Utilizando a identidade vetorial V x V x B = V.V.E —V2B , temos:
=0
~V’B = —¢B (2.27)
A solugao de (2.27) é dada por:
B = B1et® + Bye &° (2.28)

A equacdo (2.28) se refere a um campo no interior da amostra. Como vimos, no
entanto, o efeito Meisner blinda a amostra magneticamente, fazendo com que nao haja
campo no interior dela e, este fato, faz com que desprezemos totalmente a primeira parte
da equagdo para o campo magnético (2.28). A segunda parte, no entanto, se refere a uma
parcela do campo magnético que decresce enquanto adentramos na amostra. Podemos
perceber, entao, que o campo magnético penetra numa pequena regiao da a mostra até

tender a zero totalmente, estando em acordo com o efeito Meisner para supercondutores.
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B4

'

>X

Figura 2.7: Dependéncia do campo magnético com a distancia no interior da amostra

A quantidade £ esta associada com o quanto o campo magnético penetra na amostra
[29]. Podemos definir a profundidade da penetra¢do de campo magnético na amostra como

sendo.

§= % (2.29)

com A sendo chamado de comprimento de penetragdo de campo magnético na amostra
supercondutora.

Vamos discutir os resultados da equacdo de London em termos do vetor potencial
magnético. Se utilizarmos a relacao entre campo magnético e potencial vetor magnético

V x A = B nos dois lados da equaco (2.26), teremos:

VXVxVxA=—£VxA, (2.30)

ou seja,

V x (V.V.ff— VQ/Y) =V x (—&T) . (2.31)

Esta equagdo nos fornece uma solugdo parecida com a solugdo para o campo magnético.
Logo teremos uma pequena penetragdo do potencial vetor magnético na amostra com a

forma:

A=A e (2.32)

E interessante frisar que esta equacdo ¢ valida com a escolha adequada do gauge

para o vetor potencial A. Lembrando que a equacao V X A =B ¢ valida se fizermos uma
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transformacdo A — A’ + Vx e obtivermos o mesmo campo magnético B.



Capitulo 3

A Teoria de Ginzburg-Landau
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3.1 Introducao

Ja vimos que o estado supercondutor pode ser encarado como um novo estado da
matéria com algumas propriedades, como o diamagnetismo perfeito, por exemplo. E pos-
sivel olharmos para a transicdo de fase entre os estados metélico e supercondutor, como
se fossem fages termodinadmicas. Cada fase é caracterizada de maneira especifica, como o
calor especifico da amostra e sua temperatura critica.

Esta interpretacdo para a transicdo para a fase supercondutora da amostra foi feita
por Landau e Ginzburg em 1950 [9] e leva em conta as flutuagbes termodinamicas no
sistema, e, por isso, é um tipo de Teoria de Campos termodinamica.

Um fato importante de se notar é que em supercondutores de baixas temperat-
uras as flutuagdes termodinamicas sdo praticamente inexistentes e, por isso, podem ser
desprezadas. As flutuagdes termodindmicas consideraveis sdo as que ocorrem em super-

condutores cerdmicos de altas temperaturas e serdo estes os alvos de nosso estudo neste

capitulo.

3.2 Energia de Condensagao

Iremos, agora, observar algumas importantes propriedades termodindmicas sobre a
transicdo de fase supercondutora. E possivel escrevermos os diagramas da fase supercon-
dutora da mesma maneira que fazemos com os gases.

Para os gases, nossas variaveis sdo a pressao (p) e o volume (V). Para o estado
supercondutor iremos utilizar as varidveis magnéticas, como o campo aplicado (ﬁ ) e a

magnetizacao (M) como varidveis relevantes.

Consideremos um solenoide infinito. O campo gerado por ele é dado por:

H = nik, (3.1)

[1PeX]

onde “n” é o nimero de voltas no solenoide por unidade de comprimento, e “i’ a

corrente elétrica no fio.
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Figura 3.1: Campo magnético num solenoide infinito

Podemos escrever o trabalho como sendo:

dW = —nLeidt. (3.2)
Como a forga eletromotriz € = — entao:
do . :
dWw = nLazdt = dW = nLid¢ (3.3)

O fluxo do campo magnético por uma superficie é B.kdS. Logo d¢ = dB.kS. Logo:

dW = LS nik .dB (3.4)
~—
volume V' ff
dW =V H.dB (3.5)

Podemos, ainda, escrever o campo magnético B em fun¢do do campo aplicado H e

da magnetizagdo M através da expressdo:

B = 1 (ﬁ + M) (3.6)

dB = p, (dﬁ n dM) (3.7)

Reescrevendo a expressao para o trabalho, temos:

AW = 1y (ﬁ.dM + ﬁ.dﬁ) : (3.8)
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A nossa expressao para o trabalho ficou em funcdo das variaveis que consideramos

relevantes H e M. Cada contribuicio ¢ dotada de um significado fisico:

—

e H.dM: E o trabalho magnético por unidade de volume feito sobre a amostra.

e H.dH: F o trabalho realizado mesmo se nao houvesse amostra no interior da regido

estudada. Uma espécie de auto indutéancia.

Se imaginarmos que nao ha amostra no interior do solenoide, entao M=0 e, logo,
percebemos que o termo H.dH equivale & energia do campo magnético no vacuo, pois
B = uoﬁ . Evidentemente este nao é nosso caso e, portanto, nao iremos incluir o termo de
vacuo, pois a amostra deve existir (I!).

Como podemos utilizar os diagramas de fase termodinamicos, vamos langar mao de

uma analogia com uma importante relacdo termodinamica: A primeira Lei. Deste modo:

dU = TdS + oV H.dH, (3.9)

Ja que o segundo termo do lado direito da equagdo representa o trabalho sobre a amostra.
Na termodinamica, escrevemos a energia interna do sistema como sendo funcao da entropia

e do volume U (S, V), pois

dU = TdS — pdV.

No nosso caso, é conveniente escrevermos que a energia interna se torna funcao da entropia
e da magnetizagao na amostra. Logo U = U(S, M). Desse modo, é possivel escrevermos a

temperatura e o campo aplicado da seguinte maneira:

oU
T =" Nl
55 (3.10)

- 1 oU
poV oM (3:11)

Analisando nossas equagoes do ponto de vista experimental, vimos que demanda uma
grande habilidade para medirmos diretamente grandezas como entropia e magnetizagao.
E conveniente buscarmos grandezas que tenham um trato experimental mais simples, de

modo que nossa teoria tenha uma facil aplicacdo e, consequentemente, nossos resultados
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tenham mais facil verificacdo. Definamos as energias livres de Gibbs e Helmholtz [3]| como

sendo:

F(T,M)=U—-TS (3.12)

G(T,H)=U—TS — p,VH.M. (3.13)

Diferenciando a energia livre de Gibbs, temos:

dG(T,H) = —SdT — pu,VdH .M. (3.14)

Esta equacao nos permite escrever:

oG
S = —57 (3.15)

= 1 0G
M= — — 3.16
poV 0H (3.16)

A energia livre de Gibbs torna-se mais conveniente, pois depende de parametros que
podem ser controlados mais facilmente, como a temperatura e o campo aplicado. Além
disso, atraves da energia livre de Gibbs podemos obter a energia livre total F(T, M) ea
energia interna.

Com a energia livre de Gibbs, nés podemos calcular a diferenca de energia livre entre

os estados normal e supercondutor. Para o caso de supercondutores do tipo I, temos:

H
A

H

C

T T »T

c

Figura 3.2: Grafico do campo aplicado em funcao da temperatura, ressaltando os pontos criticos para o

campo aplicado e para a temperatura.

Este célculo sera feito ao longo da linha vertical, onde dT" = 0. Pelo efeito Meisner,

temos M = —H e, logo:
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He. He _
Go(T,H) — G4(T,0) = / dG = —p,V MdH (3.17)
0 0

2

Go(T,H) — G5(T,0) =V, (3.18)

A temperatura critica, os estados supercondutor e normal estdo em equilibrio ter-

modinamico. Deste modo, a energia livre de Gibbs é a mesma em ambos estados. Logo:

No estado normal, a diferencga de energia livre de Gibbs entre H=0e¢H = H. fica:

He _
Gn(T,H,) — Gn(T,0) = —p,V MdH (3.19)
0
A questio é que no estado normal temos M =0. Logo:
Gn(T,H,) — Gy (T,0) =0 (3.20)

A diferenga total de energia entre os estados normal e supercondutor fica:

. . H,.H,
Gu(T, He) = Gu(T.0) — G(T, Ho) + Go(T,0) = 0 — oV =5
. . H,.H.
(T, He) = Go(T, He)  — Gul(T.0) + Gs(T,0) = —poV =5
=0
Gu(T.0) = Gu(T20) = —poV =5 (3.21)

Este ¢ um estado de minima energia do sistema.

c-He

A quantidade p,V é 0 que chamamos de energia de condensacao. Fisicamente,
sua interpretacao pode ser dada como o ganho de energia livre por unidade de volume no
estado supercondutor comparado ao estado normal & mesma temperatura.

Vamos testar nossa teoria com um exemplo real. Considerando o niébio, sabemos

que seu campo critico € 160kA/m, com temperatura critica 9K . A energia de condensagao

fica:

H2
“"2 ¢ —16,5kJ /m®
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Como o niébio possui um cristal com estrutura bee de 0, 33mm, temos condigoes de afirmar
que o condensado de energia é cerca de 2ueV por atomo.
E possivel determinarmos a diferenca de entropia entre os estados supercondutor e

normal da amostra. Comecgando pela energia livre de Gibbs:

= TS —pVH,M+U

dG = —SdT' +u,VH..H,
SdT = —dG +u,VH,.dH,
dG . dH,
- _d7T +,LL0VHC. dT
. . . A,
So(T.He) = Su(T He) = —poVHe (3.22)

3.3 A Teoria de Ginzburg-Landau na transicao de Fase

A teoria de Ginzburg-Landau para os supercondutores é construida através de um
“approach” da teoria de transicao de fase de segunda ordem, desenvolvida por Landau em
1930. Nesta teoria Landau nos diz que, tal qual o momento magnético, que é nulo acima
da temperatura critica (T;) e diferente de zero abaixo dela, existe um parametro de ordem
que é nulo acima desta temperatura e diferente de zero abaixo dela.

Para a supercondutividade, a teoria de Ginzburg-Landau nos diz que o pardmetro
de ordem existe e é denotado por 1. Este parametro caracteriza o estado supercondutor,
assim como a magnetizacao caracteriza o ferromagnetismo. O paradmetro de ordem € tal
que caracteriza o estado do sistema: nulo se o estado é normal e diferente de zero para o

estado supercondutor.

0, T>T,
W(T)#0, T < T,

A teoria de Ginzburg-Landau nos diz também que a quantidade v é representado
por valores complexos. Este fato estd de acordo com a teoria BCS microscédpica dos su-
percondutores, onde o termo 1 aparece identicamente, a menos de algumas constantes. A
quantidade [/|? tem a interpretacdo de densidade de pares de Cooper da teoria BCS [2]

presentes na amostra.
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Na teoria de Ginzburg-Landau acredita-se que a energia livre dependa suavemente do
parametro ¢. FEvidentemente a energia precisa ser real e, portanto, a energia ird depender
do médulo do pardmetro de ordem. Além disso, a medida que o parametro de ordem vai a
zero na temperatura critica, noés podemos expandir a energia livre em termos de |¢|. Para
temperaturas préoximas a temperatura critica, apenas os dois primeiros termos se tornam

relevantes. Logo, a densidade de energia livre ¢ dada por:

navzﬁmm+ﬂuwwﬁ+wfﬂw4 (3.23)

Os parametros a(T) e b((T') sdo funcoes da temperatura e o sinal de cada um deles é
decisivo. Vamos assumir que b(T") é positivo e que o parametro a(7") tenha sinal dependente
da temperatura.

Pensando na possibilidade de a(7T') ser positivo, precisamos encontrar um minimo
para fs — fn. Analisando a equagdo (3.23), temos que, neste caso, 0 minimo se encontra
quando ¢ = 0. Quando a(7T') é menor que zero, entdo podemos ter um minimo diferente
para fs — fn. Derivando a equagdo (3.23) com relagao ao parametro de ordem e igualando

a zero, temos:

d
@(fs - fn) = 2G(T)W\ + 2b(T)W\3 =0
__a(T)
WP = - o) (3.24)

O sinal de a(T) esta associado diretamente a temperatura do sistema: se T > T,
entdo a(T" > 0) e ndo ha parametro de ordem; se T < T, entdo a(7) < 0 e temos um
pardmetro de ordem que nos fornece um valor minimo para fs — f, diferente de zero. Para

este dltimo caso, temos:

a a’
MH—Mﬂ——a@>QQ+M?wg;
a*(T)
RO =50 = g (3.25)

Ja previmos anteriormente que os parametros a(7') e b(T') variam suavemente com

a temperatura. Deste modo, podemos fazer:
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a(T) = (T —T.)+... (3.26)

=
3
I

bt ... (3.27)

Podemos agora, escrever (3.24) com a nova ideia (3.26). Logo

a(T)
b(T)

d(T — Tc)
b

[? = — = |y|* = — (3.28)

Logo:

| = \/g\/Tc -T (3.29)

Note que || 86 existe para T' < T.. De maneira geral, temos:

\/?/TC—T . T<T,

0 . T>T,

Y] =

||

T L

Figura 3.3: Grafico do médulo do pardmetro de ordem com relagdao & temperatura. Queda abrupta da

fungdo quando T' — T,

A diferenga da densidade de energia para T'—T, é dada por (3.24) e podemos combina-
la com (3.26) e (3.27). Logo:
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dA(T—-Te)?
ﬂ—h———ﬁi—— (3.30)

Esta diferenca de densidade de energia livre nos fornece a densidade do condensado de

energia. Logo:

a2(T — T,)? A’
s fp= R e 31
fo f - o (331)

Podemos, entao, achar uma expressao para o médulo do campo magnético aplicado, dado

por:

|He| = OL(\T/T_bTC) (3.32)

para temperaturas proximas & temperatura critica.
Através da diferenca da densidade de energia livre, podemos calcular, também (!), a

diferenga da densidade de entropia do sistema. Logo:

Ss — Spn = diT(fs - fn)
a2 (T —T,)
Ss =80 = — o (3.33)

3.4 A Teoria de Ginzburg-Landau em Sistemas nao Homogé-
neos
Quando olhamos para o parametro de ordem, é possivel ver que podemos escrevé-lo

como uma fun¢do da posicdo. Nesta descricdo, adicionaremos na equagio para energia

livre, um termo dependente do gradiente do parametro de ordem [5]. Logo:

h?
2m*

b(T)
2

fs(T) = fu(T) = V()2 + a(T) [ (7)* + [ ()" (3.34)

Note que se ¥(7) = v, entdo retomamos nossa anélise inicial para a(T) e b(T). O termo
m”* funciona exatamente como a massa do sistema, associada ao parametro de ordem,

possuindo as mesmas propriedades de massa.
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Iremos, agora, investigar o parametro de ordem . Para que possamos encontré-lo,

vamos minimizar a equagao (3.34):

h2

FS(T)—Fn(T)Z/{ (M? + a(T) [p(A)* + adl )I@Z)( At &P (3.35)

Fazendo uma pequena variacao no parametro de ordem, esperamos uma pequena variagao

na energia livre. Logo:

!
!

() = 69(F) + ()

Fy(T) — 6F, + F,

<
<

Logo:

5F, /{ BF) + 00 (7)) (0 (7) + 0" (7)) +

(T + D)W (7) + 00 () +
M2 w0+ 50N () + 80 O 7

Mas, temos:

($(7) + 6 (M) (W (F) + 09*(7) = [¢I* + (70 (7) + $* (7w (7)
(VO (7) + 00(7) (V" (7) + 007 (7)) = [V + Ve(R) Voy* (7) + Vo (7 Vou(7)

A integral, agora, fica:

2
srur) = [ { Lt >><vaw*<m+a<T>¢<f>vw*<f>+b<T>|w<m|2wmw*m}d3f n
2
/ { "4 (1) (VO(R) + a(T)* (V) + HD( >rw<f‘>w<f>} 7

Fazendo uma integracao por partes, temos:

5F, = /{

/ {—27;* 50+ vl + P} @ (3:30)

) + () + () ()] } ot
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Para que tenhamos, de fato, um minimo, precisamos encontrar uma solu¢ao em que 6 F; =

0. Ou seja:

h2
2m*

V2 (F) + arp(7) + by (7) [ (7)* = 0 (3.37)

Note que (3.37) é uma equagao de Schroedinger ndo linear. Por conta desta nao
linearidade da equacdo, um importante principio quantico nao podera ser aplicado, que é
o principio de superposicao de estados. A solucdo desta equacao também deverd ter uma

normalizacdo diferenciada, por conta do termo que torna a equagdo nao linear.

3.5 Superficie de Supercondutores

A equagao (3.37) vai nos proporcionar importantes aplicagoes num material no estado
supercondutor. Uma delas é estudar o comportamento do pardmetro de ordem supercon-
dutor com perturbacoes externas. Isso pode ser estudado, ainda, na interface entre o estado
supercondutor e o estado normal.

Imaginemos um modelo simples onde os estados supercondutor e normal possam
ser analisados num plano cartesiano. A esquerda do eixo y, temos o estado normal e &
direita o estado supercondutor. Esperamos que o pardmetro de ordem seja zero nos 2° e
3° quadrantes e diferente de zero nas demais regides. Este parametro de ordem precisa,

ainda, ser solugao da equacao:

® Py)
o2m*  dx?

+a(T)y(x) + b(T)¢3(z) = 0 (3.38)

O termo b(T)1?(z) traz grande complexidade para nosso equacdo de estados esta-

cionérios para o pardmetro de ordem. Reescrevendo esta equacao, temos:

d*y(z)
dx?

—y(z) +y°(z) =0 (3.39)

A solucgdo! de (3.39) se dé por:

LA solugdo desta equagdo é demasiadamente complexa e, por nio ser encontrada na literatura, nio

estard presente neste trabalho.



3.6 A teoria de Ginzburg-Landau na presenga de um Campo magnético 44

(@) = wotank (\@j(T))

@) = (stary)

|a(T)]
b(T)

Yo

A quantidade n(T") possui unidade de comprimento e é chamado de Comprimento
de Coeréncia de Ginzburg-Landau. Este parametro caracteriza o supercondutor e pode ser
interpretado como sendo a distancia do pardmetro de ordem na superficie do condutor até

o seu valor quando ele nao é dependente da posicao.

Y(x)

> X

Figura 3.4: O parimetro de ordem de um supercondutor proximo a sua superficie. A recobrada do valor

1o ao longo do comprimento de coeréncia n(T).

3.6 A teoria de Ginzburg-Landau na presenga de um Campo

magnético

Até agora trabalhamos com supercondutores sobre o prisma da teoria de Ginzburg-
Landau desconsiderando os efeitos de carga elétrica. No entanto, esperamos que haja no
supercondutor supercorrentes formadas por particulas carregadas. E necessério, entdo,
que analisemos a teoria de Ginzburg-Landau com relacdo aos campos produzidos por estas
particulas carregadas.

Faz-se necessario a introducao de um termo associado ao campo magnético na amostra.

Logo, o operador V para posicao sofre a seguinte alteracao:
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—ihV — —ihV — ¢A, (3.40)

com A sendo o potencial vetor magnético (com B =V x /f) e q a carga de cada par

de Cooper. A densidade de energia livre fica:

2

fs:fn+

. . b
- (-mvmeA)) + alyl? + Sl (3.41)

A energia total do sistema fica:

1’ : T 2 bl 3
Fs_Fn—l—/{W‘(—th+2€A>‘+a|w| + 5l }d 7 (3.42)
Vamos agora calcular a densidade de corrente elétrica através da seguinte derivada
funcional:
- OFJA]
Js = — —
0A
=2 h?0 . e . e 3 =
Js = _Qm*ag (—zth/} + 26A1/)> (thz/J + 26141[)) d’r
= K20 N
Js=— 4 / (—h?vw2 + 2hei A(YV ™ — Vi) + <2e)22f2\w\2) &7
2m*0A

- 2WPei(Y VPt —*VY)  (20)°h2A

s =

2m* m*

O potencial vetor magnético pode ser obtido através do campo magnético produzido
por todas as densidades de corrente presentes no sistema. No caso que estamos analisando,
trata-se de um solenoide infinito com densidade de corrente fewt e a densidade de corrente

na superficie do supercondutor js. Logo:
V@ = Mo (.;ext + js) (343)

3.7 Simetria de Gauge e Quebra espontianea de Simetria

E possivel descrevermos 9 como uma fungdo de onda (na verdade ja tratamos o
parametro de ordem desta maneira), desde que a sua fase f nao interfira na energia livre

total. Assim, é possivel escrevermos:

b= [¢]e”. (3.44)
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Tal qual a magnetizagdo assume um valor espontaneamente, os sistema “escolhe” um valor
randomicamente para € nos supercondutores.

Ao fazermos uma transformacao de gauge [12] no potencial vetor magnético do tipo:

A — A7)+ Vx(7) (3.45)

Uma mudanca natural ocorrerd na fase do pardmetro de ordem, de modo que

P — e (3.46)

O operador momento é dado por:

P = —ihV + 2eA. (3.47)

Aplicando este operador a fungao (3.46), temos:

pe’ = (fz'h + 2e/f) bt

= —ie" "MV + hpe® IVO(7) + 2e Arpet?)

= () <—mv + 2 </T + jeve))

E possivel perceber que, ao fazermos uma alteracio no parametro de ordem do tipo
0(F - > R

Y — e o vetor potencial magnético sofre uma alteracio do tipo A — A + 2—V9(F).
e

O campo elétrico, por exemplo, é obtido através dos potenciais por E = —V® — oA e,

quando fazemos a alteracdo no parametro de ordem, temos:

E=-V®—§, <[f+ ivem) (3.48)

Como 6(7) depende da posigao apenas, entdo o campo elétrico fica inalterado, carac-
terizando uma invaridncia local de gauge. Tanto o potencial vetor magnético quanto a fase
do parametro de ordem dependem do gauge escolhido, no entanto as grandezas observaveis
(energia livre, campo magnético e outras) sao invariantes de gauge.

No estado fundamental, o parametro de ordem é constante, ou seja, € 0 mesmo para
qualquer 8. Deve existir, entdo, uma rigidez de fase, ou seja, uma quantidade de energia
associada a 6 de uma parte do sélido para outra. No entanto, se temos um parametro de

ordem com moédulo constante e dependéncia espacial em sua fase, entao:
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2
F,=F°+ pq / 437 <v9 + Z;E) : (3.49)
72
com pg = %\wﬁ e F? sendo a energia total livre no estado fundamental.

Escolhendo o gauge de London (fo), entao ha agora uma quantidade de energia
livre associada a gradientes em 6(7). Para minimizar o gradiente de energia, precisamos
minimizar os gradientes, fazendo 6(7) ser constante em todo o sistema. No caso de campo
nulo, nés temos A=10e6 — cte. Como o sistema escolhe randomicamente a fase do
parametro de ordem em todo o sistema, entao dizemos que o sistema possui uma ordem
de longo alcance na fase do parametro de ordem. De maneira bem similar, como ocorre no
ferromagnetismo, onde o sistema escolhe uma direcao privilegiada randomicamente para a
magnetizacao M.

Como a ordem de longo alcance esta na fase do parametro de ordem (que néo é um
observavel fisico na mecanica quantica), dizemos que o sistema tem quebra esponténea
de simetria global. A questéo esta no fato de que a simetria de gauge global se refere a
mudanca de (7) por um valor constante em todo o sélido. Isso estd em contraste com a
simetria de gauge local, em que A(F) e 6(7) sdo alterados simultaneamente.

A densidade de corrente pode ser calculada com a seguinte derivada funcional:

- 0

= FJA(F 3.50
j Y [A(7)] (3.50)
Logo:

- 2e 2e >

s = —2ps.— —A 5l

J ps- <V9+ 3 ) (3.51)

No estado fundamental 6 é constante e, para um baixo potencial vetor magnético A

(constante), temos:

2e\? -
Js = _2/)5 <h> A (352)
No capitulo anterior, apresentamos a Lei de London que possui a seguinte equagao

matematica:

I (3.53)

Logo:
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4e?

Al 3.54
rn Y (3.54)

552_2

Comparando (3.53) e (3.54), temos que ngy = 4]1|> e m* = 2m,. Deste modo,
podemos interpretar |¢)|> como a densidade de pares de elétrons no estado fundamental.
Com isso, a quantidade ng pode ser entendida como a densidade de elétrons pertencentes
a estes pares no estado fundamental. O pardmetro m* é a massa do par de Cooper, que é,
naturalmente, o dobro da massa do elétron (!).

Em termos da energia livre original da teoria de Ginzburg-Landau, ou seja, em termos

dos pardmetros a e b, a densidade ng é dada por:

a(T. —T)

ns = 4> = 4 ; (3.55)
A profundidade de penetracao na amostra fica
2
HoTs€
3 e
4poa(T, — T)e?
£ = Moa( c )6 (3_56)

bme



Capitulo 4
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4.1 Introducao

Todo o eletromagnetismo cldssico estd baseado no fato do fé6ton possuir massa de
repouso nula. Esta afirmacao é ainda mais forte quando nos espelhamos na natureza,
onde tal massa nao é observada e, além disso, hd uma grande aplicacdo de uma teoria
eletromagnética onde o foton nao possui massa de repouso [11].

A falta de massa para o féoton vem de uma teoria em que os campos elétrico e
magnético sao obtidos a partir da lei do inverso do quadrado da distancia entre o ponto onde
se mede o campo e a fonte. Esta lei foi proposta inicialmente por Coulomb e Cavendish,
mas foi comprovada por eles com alguns por cento de precisdo. Com o passar dos anos,
esta lei foi dramaticamente comprovada e até hoje aplicamos seus resultados. Um foton
nao massivo estd em pleno acordo com as observagoes, uma vez que utilizamos em larga
escala a radiacao eletromagnética em ondas de radio, TV, celulares, microondas, raio-x,
espectro visivel da luz, entre outras aplicagoes.

As tentativas de medidas de uma possivel massa para o foton até hoje fizeram com
que a teoria chegasse a limites cada vez menores de distancias, uma vez que a lei do inverso
do quadrado “funciona” para todo o limite classico e parte do limite quantico [14]. Mas
isso ndo quer dizer que nao existam fétons massivos, mas que a massa do féton pode ser
ainda menor do que a precisdo que os experimentos fornecem. E fato que se existir uma
massa para o féton, todo o eletromagnetismo precisa ser reformulado, uma vez que este
estd pronto para um f6ton ndo massivo e, inclusive, a invaridncia de Gauge existe por que
a massa do foéton ndo existe! Se abandonarmos nossos principios cldssicos e a invariancia
de Gauge, poderemos fazer grandes consideragoes sobre a possivel existéncia de um foton

massivo [10].

4.2 O eletromagnetismo de Proca

As Equagbes de Maxwell sdo um grupo de quatro equagdes, assim chamadas em
honra de James Clerk Maxwell, que descrevem o comportamento dos campos elétrico e
magnético, bem como suas interacdes com a matéria [30].

As quatro equacgoes de Maxwell expressam, respectivamente, como cargas elétricas
produzem campos elétricos (Lei de Gauss), a auséncia experimental de cargas magnéticas,
como corrente elétrica produz campo magnético (Lei de Ampére), e como variacoes de

campo magnético produzem campos elétricos (Lei da indugao de Faraday). Maxwell, em
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1864, foi o primeiro a colocar todas as quatro equagoes juntas e perceber que era necessaria
uma, correcao na lei de Ampére: alteragdes no campo elétrico atuam como correntes elétri-
cas, produzindo campos magnéticos.

Além disso, Maxwell mostrou que as quatro equacoes, com sua correcao, predizem
ondas de campos magnéticos e elétricos oscilantes que viajam através do espaco vazio na
velocidade que poderia ser predita de simples experiéncias elétricas. Usando os dados
disponiveis na época, Maxwell obteve a velocidade de 310.740.000m/s.

Maxwell (1865) escreveu:

Esta velocidade € tao proxima da velocidade da luz que parece que temos fortes mo-
tivos para concluir que a luz em si (incluindo calor radiante, e outras radiagées do tipo) é
uma perturbacdo eletromagnética na forma de ondas propagadas através do campo eletro-
magnético de acordo com as leis eletromagnéticas.

Maxwell estava correto em sua hipo6tese, embora ele ndo tenha vivido para ver sua
comprovagdo por Heinrich Hertz em 1888. A explicacdo quantitativa da luz como onda
eletromagnética é considerada um dos grandes triunfos da fisica do século XIX. Na verdade,
Michael Faraday postulou uma descricao similar da luz em 1846, mas nao foi capaz de dar
uma descri¢do quantitativa ou predizer a velocidade. Além disso, serviu como base para
muitos desenvolvimentos futuros na fisica, tais como a relatividade restrita e sua unificacao
entre os campos magnético e elétrico como uma tnica quantidade tensorial e a Teoria de
Kaluza-Klein da unificagdo do eletromagnetismo com a gravidade e a relatividade geral.

As equagoes de Maxwell [6] sao dadas por:

VE = £ (4.1)
€o
VE = 0 (4.2)
q OB
E = —— 4.
V X o (4.3)
ﬁ - I}
VxB = pod+ ,uoeoa— (4.4)

ot

Queremos, no entanto, um conjunto de equacdes que nos forneca massa para a ra-
diagdo eletromagnética [28]. Isso pode acontecer se modificamos as referidas equagoes
de Maxwell introduzindo termos com potenciais escalar elétrico e vetor magnético. Essa

modificagdo serd feita na primeira e na quarta equagao:
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VE+¢ = eﬁ (4.5)
VB = 0 (4.6)
a OB
VxE = -— (4.7)
L - E
VXB4+EA = pod + uoeoé;t (4.8)

A adicao dos potenciais ® e A faz com que esse novo grupo de equacoes nao seja mais
invariante [8], ou seja, ndo hé transformagdes que nao alterem mais as intensidades dos
campos. A quantidade £ é uma constante que terd um grande valor para nossas anéalises.

Conforme ja esperdvamos, a solugdo para os campos elétrico e magnético nao sao
funcgbes com o inverso do quadrado da distancia por conta da presenca dos potenciais
escalar e vetorial.

Apesar de estarmos trabalhando com uma modifica¢do na teoria eletromagnética de

Maxwell, as relacoes entre os campos e os potenciais continuam vélidas. Logo:

&=

I

|
<
L=l

|
™~
L

==l
I
<
X
oy
=
Al
=

Vamos, agora, derivar a equagdo (4.5) com relagdo ao tempo para obtermos:

OE 0 (p
_ LY 4.11
v@t ot <60 § ) (4.11)

Vamos, também, aplicar o divergente na equacao (4.8) para obtermos:

q - " OE
v. (v x IB%) +6VA = poVT+ poeaV
0

Utilizando a relacdo (4.11) na equagao acima, temos:

B, 0d .9
¢ <VA + MU&) = o (w + aﬁ) (4.12)

O lado direito da igualdade refere-se & conservacao da carga. Sabemos que esta

relacao (VJ + %) deve ser nula e, para isso, devemos ter, também, a seguinte relacao:
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- 0P
A oo = 4.1
VA4 poe 5 0 (4.13)

E possivel notar a semelhanca entre a equacio (4.13) e a condicdo de Lorentz es-
colhida para transformacdo de calibre utilizada por Maxwell. No entanto, o calibre de
Lorentz é uma escolha que pode ser adotada, enquanto a equagdo (4.13) é uma condigao
que precisa, necessariamente, ser satisfeita para que continuemos a busca por nosso fé6ton
massivo.

Assim como nas equagdes eletromagnéticas de Maxwell, tentaremos encontrar uma
equacao de onda com nossas equagoes corrigidas. Para isso, tomemos as equacoes (4.5),

(4.7), (4.7) e (4.8) no vacuo:

VE+¢d = 0 (4.14)
VB = 0 (4.15)
. OB
E = —— 4.1
V x o (4.16)
L E
VxB+EA = uoeo(gt (4.17)

—

4.2.1 Equacao de onda para os potenciais ¢ e A

e Utilizando a equagdo (4.9) na equacao (4.14), temos, em termos do potencial @, a

seguinte equagao:

OV A
V2D - D=0
o ¢
Sabemos, ainda, que VA = —,uoeoa e que fo€, = ¢ 2. Logo:
1 9%*®
e = V2D 4+ £D =0
2 ot? +&
. . . 1o 2
utilizando, ainda, o operador d’Lambertiano [J = 252 V<, temos:
c

(O+&)®=0 (4.18)
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E interessante observar que esta equacao é parecida com a equagao de Klein-Gordon

para o foton.

e Para o potencial A, vamos substituir as relaces (4.9) e (4.10) na equacio (4.17):

o1 0® 924

> = - 00 S
Mas, sabemos que V x VA =V (VA) —V?Ae T —c?V A. Logo:

(O+&A=0 (4.19)

Verificamos, entdo, que o potencial A também satisfaz uma equagdo de onda unidi-
mensional que também é similar & equagio de Klein-Gordon para o féton. Isso nos
leva a concluir que o f6ton massivo de Maxwell-Proca também se propaga como uma

onda.

4.2.2 Ondas Planas

No vacuo, os potenciais e os campos podem ser obtidos através da equacdo de onda
dos potenciais. Vamos supor, entdo, que a solucao para cada um deles seja uma onda plana

tal que:

& = ekt (4.20)
A = Aot (4.21)
E — I_E'Oeilg.ffiwt (422)
R (4.23)
Aplicando (4.20) em (4.18), temos:
2 L w? P
<028t2 _ V2 + 5) (I)Oelk.zfzwt — <_2 + k2 + §> (I)Oezk.a:flwt =0 (424>
c

2

T o . . ~ w 7
iki-iwt g diferente de zero, entdo —— + k* 4+ & =0, o que nos
c

Como o termo P,e

leva a equacao de dispersao:
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w? = k2 + ¢ (4.25)

Vamos agora aplicar a relagdo (4.23) na equacao (4.15). Logo:

(Efi)zo
k

=0 (4.26)

&

Isso nos mostra que, tal qual no eletromagnetismo de Maxwell, o campo magnético
é perpendicular a dire¢do de propagacdo da onda. Se fizermos o mesmo raciocinio com a

relagao (4.22) e a equacao (4.14), teremos:

( ik.E—iwt ) i gq)oeil;.i—iwtzo
k

= ¢, (4.27)

&=

Isso significa que o campo elétrico nao é perpendicular & dire¢do de propagacao da
onda, diferindo dos resultados de Maxwell. O féton massivo faz com que a direcao do campo
elétrico sofra um pequeno desvio, gerando assim um estado de polarizacao longitudinal, ao
invés de transversais.

Temos também, analogamente a Maxwell, a seguinte relagdao entre os campos:

— —

k x E, = cB, (4.28)

Aqui temos uma relacao parecida com a de Maxwell, onde o campo elétrico e o campo
magnético sao perpendiculares entre si.

Quando analisamos o féton massivo, percebe-se a presenca de trés estados de po-
larizacao: dois transversais e um longitudinal. Esse estado longitudinal é decorrente da
massa do féton e diminui & medida que fazemos o limite da massa do féton tendendo a zero,
restando uma teoria com um féton ndo-massivo e dois estados de polarizacdo transversais,

conforme Maxwell.

4.3 O Parametro ¢

Quando modificamos as equacoes de Maxwell, introduzimos um parametro £ junta-

mente com os potenciais escalar e vetorial. A interpretacao fisica deste parametro pode
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ser feita a partir da equacgao de dispersao (4.25). Para isso, multiplicaremos os dois lados

da igualdade pelo termo h?, que é a constante de Planck. Logo:

h2w2 — hQEQCQ + h2§202

B — \/hQ];’zCQ + h2£2¢2

Utilizando conceitos da mecénica quantica, temos que p = hk e E = hw. Logo:

E = /P 1 3
202

Esta equagdo é exatamente a equacao de energia se tivermos £ = , onde m, é

0
B2
a massa do féton. E facil perceber que o parametro £ estd associado ao comprimento de

h
onda de compton para o foéton. Este é dado por A\, = ——, entdo:
M

E=0)77, (4.29)
ou seja:
M~C\ 2
§:<7%) (4.30)

Ao analisarmos a equagao (4.25) podemos fazer algumas consideragoes interessantes
com relacdo & velocidade de propagacao da onda eletromagnética massiva. Imaginemos a
principio que a onda viaja com fase constante, ou seja, kz — wt = cte. Derivando os dois

lados com relacao ao tempo, temos:

= _ w

a  k

dz /PR + %

dt k

dz [ ex

— = 14+ -—= 4.31

i~ NV T (4.31)
onde as relacdes (4.25) e k = 27 /) foram utilizadas. Como & = (\.) 2 e A, = ——, temos:

myc
d 2
14 e (4.32)
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Note que se a velocidade de propagacao da onda eletromagnética é um parametro
mensuravel, entdo podemos utiliza-la para uma estimativa para a massa do féton. Logo,

fazendo v = dz/dt:

02 1/2 72

E possivel, entdao, percebermos que a velocidade de fétons massivos ndo é mais a

velocidade da luz, mas sim uma velocidade dependente de sua prépria massa de repouso.

4.4 Analise da quarta equacao de Proca

Na secao 4.2, nos reescrevemos as equacoes de Maxwell com a insercao dos poten-
ciais elétrico ® e vetor magnético A. Com isso, a equacdo (4.8) possui o potencial vetor

magnético e é dada por:

—

- - - OE
VxB+EA= HO‘]—FIJLOGOE'
Sabemos, no entanto, que o potencial vetor magnético é descrito de modo que B=VxA.

Com isso, a equacao (4.8) fica:

L - OE
VXVXA+EA=poJ + uoeoa. (4.34)

Se estamos num espaco desprovido de campo elétrico e de correntes, e utilizando a

identidade vetorial Vx V x A = V2A—V.V.4 no primeiro termo do lado esquerdo, entao:

— 2 A A = — A
V“A+V.V. EA. (4.35)
v.A=0
Finalmente:
VA = €A (4.36)

A equagao (4.36) nos mostra, entdo, que podemos escrever uma relagdo entre uma

operagao com o potencial vetor magnético e o parametro &, que de acordo com a segdo 4.3,
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carrega a informacao de massa da radia¢do através da equagao (4.30). Matematicamente,

podemos reescrever (4.36) combinada com (4.30) para obtermos:

V2A = (%)2 A (4.37)
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Unindo o Fim e o Comeco



5.1 Comparacgao do parametro £ das equacoes de Proca e da teoria de Londéfl

5.1 Comparacao do parametro ¢ das equagoes de Proca e da
teoria de London
Na teoria de London, descrita na secao 2.6.1, associamos o pardmetro £ com o campo

magnético através da equacao (2.26). Escrevendo esta equacao em termos do potencial

vetor magnético, teremos:

VXVxVxA = —¢(VxA (5.1)
——
B B

VxVxA = —€A (5.2)
VZA-VV.A = —¢A (5.3)

N——

V.A=0
V2A=—¢A (5.4)

O parametro £ é entendido como o comprimento de penetragdo do campo magnético

na amostra e é dado por:

2
oM se 1
- oms DYE (5:5)
€

§

Quando modificamos as equagoes de Maxwell, nés também obtivemos um potencial
vetor magnético com a mesma forma de (5.4). No entanto, aqui o parametro £ é o parametro
que carrega a informacao da massa da radiagao.

através de uma comparacao direta do pardmetro £ das duas ideias citadas, teremos

a seguinte relacao:

CON

h
My = — 5.6
7 Ac (56)
A quantidade m, = —tem a mesma forma do comprimento Compton e ji é con-

Ac
hecida na literatura em alguns sistemas onde ha a geracdo de massa [13]. Para alguns

valores tipicos de comprimento de penetracao ja conhecidos na natureza, temos a tabela

abaixo com os respectivos valores possiveis para f6tons massivos.
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Elemento || T.(K) ||| Be(T) || A(nm) || m4(x1073°kg)
Al 1,175 ||| 0,010 50 4,4
Sn 3,721 ||| 0,030 51 4,31
In 3,405 ||| 0,028 64 3,44
Pb 7,19 ||| 0,080 39 5,64

Comparando a expressao 5.6 com o supercondutor (Hg,Re)-1223 (|26]), produzido
pelo Grupo de Fisica Aplicada da Ufes ([18], [24], [23], [25] e [22]), que possui um compri-

mento de penetracio de 129 nm, encontramos uma massa de 1,7 x 10734 kg.

5.2 Consideracoes finais e trabalhos futuros

O estado supercondutor em materiais metélicos é dotado de significativos itens in-
teressantes. O objeto de nosso estudo no presente trabalho foi a penetragdo do potencial
vetor magnético no interior de uma amostra supercondutora. Pudemos associar essa pene-
tracdo, através do comprimento de penetracio de London (¢ = A72) a uma possivel massa
de repouso para o féton através de uma modificacdo nas equactes de Maxwell.

O estudo termodinimico da transicao de fase, do estado normal para o estado su-
percondutor, através da teoria de Ginzburg-Landau, nos permitiu um entendimento mais
a fundo da fenomenologia que esta por tras desta passagem. Pudemos recobrar elementos
da teoria de London através do estudo de flutuagoes termodindmicas na transi¢do para a
fase supercondutora.

Alguns trabalhos futuros podem decorrer de iniciativas presentes nesta obra. Entre

eles, temos:

e 0 modo como um féton massivo modificaria as ideias da 6ptica, uma vez que temos
uma componente do campo elétrico na direcdo de propagacdo da radiacao eletromag-
nética;

e um estudo mais profundo da associacao de um féton massivo dentro da teoria de

Ginzburg-Landau;

e a investigacdo de resultados que poderiamos obter estudando o efeito de fétons mas-
sivos em outras teorias, como, por exemplo, no efeito Casimir e em barreiras de

potencial.
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A massa que obtivemos, através de nossas consideragoes, para o foton considerando
alguns materiais, fica sempre na ordem de 1073 kg. Nessa ordem de grandeza, temos uma
massa 10.000 vezes menor do que a do elétron. Esse valor se torna irrisério do ponto de
vista de nossa limitacdo em medidas, mas ndo exclui formalmente a possibilidade de nao

existirem fotons massivos, mas sim de ndo detectarmos em nosso mundo cotidiano.
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