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Resumo

A utilizacao de instrumentos épticos de longo alcance na observacao do universo re-
vela a existéncia de uma curiosa estrutura constituida por regides aparentemente vazias,
aglomerados e superaglomerados de galaxias. O processo de formacao dessa enorme es-
trutura, conhecida como estrutura cosmolégica em larga escala, constitui uma importante
ferramenta de teste dos varios modelos cosmoldgicos existentes. Em geral empregamos
o método perturbativo no estudo da formacao dessas estruturas, no qual consideramos
uma expansao da densidade de matéria em termos de uma pequena flutuacao. O periodo
evolutivo em que podemos considerar apenas até o termo linear dessa expansao é conhe-
cido como evolugao em regime linear. Devido a instabilidade gravitacional, essa pequena
flutuacao aumenta até um certo ponto em que a aproximagcao linear nao é mais viavel. Di-
zemos entao que a evolucao dessas estruturas encontra-se em um regime nao linear. Neste
trabalho faremos uma revisao detalhada de alguns métodos analiticos desenvolvidos para
o estudo da evolugao nao linear das flutuacoes da densidade de matéria, obtendo os prin-
cipais formalismos de cada método e expondo-os de forma intuitiva e gradual de forma
que um leitor inexperiente no assunto consiga compreender e, possivelmente, utilizar este

material.



Abstract

The use of long range optical instruments shows the existence of an amazing structure
constituted of empty regions interspersed with galaxies, clusters and superclusters of ga-
laxies. The formation process of this large scale structure is an important tool for testing
many existing cosmological models. In general one applies the perturbative method to
study this formation, considering an expansion of the matter density in terms of small
fluctuations. The part of the evolution period in which we can consider only linear terms
of the expansion is known as the linear evolution regime. Due to gravitational instability,
the small fluctuations become stronger, until the linear approximation turns impractica-
ble. Then we can say that the evolution is in a non linear regime. In the present work we
make a detailed revision of the principal analytical method developed to the study of the
non linear evolution of matter density fluctuations, obtaining the principal outcomes and
exposing them in an intuitive and gradual manner such that even an unfamiliar reader in

the subject will be able to understand.
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1 Introducao

A natureza dos corpos celestes, bem como a sua dinamica e distribuicao no espaco, é
uma das questoes que mais intrigam a humanidade, desde as primeiras civilizagoes até os
dias atuais. E bem verdade que a ciéncia evoluiu muito ao longo da historia, esclarecendo
algumas dessas questoes, como a evolucao estelar, mas nao o suficiente a ponto de sanar
todas. A utilizacao de instrumentos épticos de longo alcance na observacao do universo
revela a existéncia de uma curiosa estrutura constituida por regioes aparentemente va-
zias, aglomerados e superaglomerados de galdxias [Il 2]. O processo de formagao dessa
enorme estrutura, conhecida como estrutura cosmologica em larga escala, sera o foco dessa

dissertacao.

A fim de analisar a formacao dessas estruturas, utilizaremos o método perturbativo
que considera uma expansao em termos de flutuacoes da densidade de matéria em torno
de um universo homogéneo e isotrépico, andlogo a uma expansao de Taylor. O sucesso
dessa teoria deve-se as observagoes da Radiacdo Césmica de Fundo (RCF) que indica
inomogeneidades primordiais no campo de matéria impressas como pequenas flutuagoes
da temperatura. De acordo com os dados observacionais da RCF, podemos considerar
que as grandes estruturas evoluiram, via instabilidade gravitacional, a partir de flutuagoes
da densidade de matéria. Essa consideracao inicial nos permite ignorar a principio, na
expansao perturbativa, termos de ordem igual ou superior ao de segunda ordem, fazendo
assim uma aproximacao linear. Por atracao gravitacional, maior nos pontos onde a den-
sidade ¢ maior, as particulas irao se aproximar aumentando ainda mais a densidade local,

num processo denominado instabilidade gravitacional.

Em 1929, Edwin Hubble publicou resultados observacionais que indicavam uma expan-
sao homogénea e isotréopica do universo, ou seja, a taxa de expansao, por ele encontrada,

era a mesma em todos os pontos [3]. Segundo o método perturbativo, a expansao das
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regioes onde ha acréscimo de densidade de matéria ocorre a uma taxa menor, devido
a atragao gravitacional, em contraste com as regioes rarefeitas, induzindo um possivel
colapso nesta regiao, formando as estruturas compactas. Essa aglomeracao de matéria
avanca até alcancar niveis onde a aproximacao linear nao é mais valida, obrigando-nos a

considerar termos nao lineares previamente ignorados.

Temos, portanto, a existéncia de dois periodos evolutivos: o periodo de evolugao li-
near, onde a aproximagao linear ¢ suficiente, e o periodo de evolugao nao linear, onde
os termos perturbativos de ordem superior ao termo linear devem ser considerados. O
primeiro desses periodos possui um tratamento matematico mais simples em comparac¢ao
ao periodo nao linear, sendo portanto muito mais explorado e conhecido. A despeito
da dificuldade matematica encontrada no estudo do periodo nao linear, alguns métodos
aproximativos analiticos foram desenvolvidos a fim de amenizar este problema técnico,
obtendo resultados qualitativamente satisfatorios. Uma alternativa as aproximacoes ana-
liticas é a utilizacao de métodos numéricos, que possuem a precisao dos resultados limitada

a capacidade do equipamento computacional [4].

Destinado a fornecer o conhecimento necessario ao desenvolvimento de pesquisas em
formacao de estruturas em larga escala, este trabalho possui como principal objetivo a
exposi¢ao detalhada alguns métodos analiticos desenvolvidos para o estudo da evolucao
nao linear das perturbagoes, servindo como ponto de partida aos iniciantes neste tema,
fornecendo-lhes uma base consistente para um futuro trabalho mais profundo. E neste
sentido, os métodos analisados foram distribuidos em cada capitulo seguindo uma ordem
crescente no que tange ao ajuste a realidade, de forma que o método de N-corpos, disposto

no capitulo [§] , aproxima-se muito mais da realidade que o disposto no capitulo [3]

Em resumo, no capitulo [2] apresentamos o método perturbativo linear, que descreve
a evolugao linear das perturbacoes, e derivamos detalhadamente os principais resultados,
a fim de evidenciar as diferengas entre os perfodos evolutivos. Em seguida, no capitulo 3]
exploramos cuidadosamente o primeiro método aproximativo analitico destinado a descre-
ver a evolucao nao linear das perturbacoes, denominado Aproximagao Esférica, em duas
abordagens distintas, newtoniana e relativistica. No capitulo 4] apresentamos o método
newtoniano proposto por Zel’dovich, no qual temos a previsao da formacao de estrutu-

ras denominadas panquecas, bidimensionais, planas e desprovidas de rotacao. Ainda no
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capitulo [, essa auséncia de rotacao serd corrigida por uma generalizagao do método de
Zel’dovich. No capitulo [5| apresentamos uma solucao para o problema da espessura in-
finitesimal de estruturas bidimensionais. O método de adesao gravitacional consiste em
adicionar uma viscosidade artificial ao modelo de Zel’dovich, resultando na previsao da
formacao de trés tipos distintos de estruturas, as panquecas, os aglomerados e os filamen-
tos, todos com espessura finita, concordando com as observagoes do projeto SDSS (Sloan
Digital Sky Survey). No capitulo |§|, apresentamos alguns dos principais métodos compu-
tacionais utilizados para simular a formagcao de estruturas em larga escala, conhecidos em
geral por modelos de N-corpos. Finalmente, no capitulo [7] faremos algumas consideragoes
a respeito desses varios modelos de formacao de estruturas em larga escala, destacando
vantagens e desvantagens de cada um, fazendo ao mesmo tempo projegoes para futuros
trabalhos. Incluimos ainda o apéndice[A] no qual demonstramos o teorema de Birkhoff, e o

[B] onde descrevemos o método Steepest Descent, 1itil em alguns modelos computacionais.
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2 Fvolucao Linear das
Perturbacoes Cosmoldgicas

Neste capitulo analisaremos o periodo de evolucao linear da perturbacao da densidade
de matéria pelo método perturbativo. Adotaremos um modelo cosmoldgico composto so-
mente por matéria escura fria (CDM, do inglés Cold Dark Matter), cuja pressao é nula,
e um universo plano, onde o parametro de densidade Q = 8;;2’_’ =1 (p é a densidade de

matéria escura fria do universo homogéneo). Serd extremamente util a definigao e utiliza-

¢ao, durante todo o trabalho, de uma quantidade adimensional que indique a intensidade
da perturbacao na distribuicao de matéria. Essa quantidade, denominada contraste da

densidade de matéria, é dada pela expressé(ﬂ

5P
p

onde 8p é a flutuagao infinitesimal da densidade total e 6 é o contraste.

(2.1)

Durante este periodo linear da evolucao da perturbacao, temos 6 < 1, permitindo-
nos fazer uma aproximacao linear da perturbacao pelo método perturbativo. O estudo
da evolucao perturbativa com & > 1 serd feito nos capitulos seguintes. De agora em
diante, utilizaremos a definicao de dois periodos evolutivos da perturbacao: evolucao

linear, quando 0 < 1, e nao linear, quando 6 > 1.

Rigorosamente, o estudo das perturbacoes cosmoldgicas seria feito pela Relatividade
Geral (RG) [5]. Contudo, é possivel fazer uma aproximacao Newtoniana, sob certas
circunstancias, de modo a simplificar os calculos, fornecendo-nos um panorama geral da

evolucao da perturbagao.

I'Daqui por diante, sempre que fizermos referéncia ao contraste de densidade utilizaremos essa definicao.
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A formacao das estruturas cosmoldgicas ocorre durante um periodo evolutivo do uni-
verso no qual a matéria, que é o componente de pressao nula, é predominante. Focaremos
em perturbacoes cujo comprimento de onda da perturbagao, A, é menor que o horizonte
de Hubble H~!(¢), onde H(t) é o parametro de Hubble. Essas sio as circunstancias que

tornam vélida a abordagem newtoniana, e que portanto serd adotada [6), [7].

Por considerarmos um universo plano e uma aproximagao linear da perturbacao, po-
demos expandir as perturbacoes da pressao p, da velocidade V, da densidade de matéria

p e do potencial gravitacional escalar ¢ em ondas planas, como por exemplo

op(r,1) =

1 3 —ik-r
(27:)3/41 k&p (k,1)e T (2.2)

onde k é denominado vetor de onda e A = |2Tﬂ| ¢ o comprimento de onda da onda plana.

2.1 Alguns resultados do universo homogéneo e iso-
tropico

Antes de mais nada, obteremos alguns resultados importantes do universo nao per-

turbado, como a evolugao temporal do fator de escala e o parametro de Hubble.

A evolugao de um fluido perfeito é descrita pela mecanica Newtoniana pelo seguinte

conjunto de equagoes:

(1) equagao da continuidade,

9 _
a—’;w.(pw —0, (2.3)

onde p é a densidade de matéria escura no universo nao perturbado e V é a veloci-

dade fisica (ndo comével) neste mesmo universoﬂ das particulas deste fluido;

(2) equagoes de Euler, dadas por

oV  _ .. _
S+ (V-VV=-v§, (2.4)
20s referenciais fisicos sdo aqueles que ndo acompanham a expansdo do universo, ao contririo dos
referenciais coméveis.
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sendo V o operador diferencial nabla no referencial fisico e ¢ o potencial escalar

gravitacional;

(3) equagao de Poisson, que define o potencial escalar gravitacional,

V2p = 4nGp (2.5)
e por fim,

(4) equagao de estado,

=0, (2.6)

onde p é a pressao do fluido em um universo homogéneo. Estamos considerando fluido

cuja pressao ¢ nula.

Devido a homogeneidade e isotropia do universo nao perturbado, a densidade de

matéria e o campo de velocidades sao dados por

p=p() (2.7)

V=H(t)r, (2.8)
onde H(t) é o parametro de Hubble definido por H(t) = %, sendo que a(r) é o fator
de escala, e r é o vetor posicao no referencial fisico. A equagdo ({2.8]), denominada lei
de Hubble, foi obtida observacionalmente por Edwin Hubble e evidencia, em carater

aproximativo, a expansdo homogénea e isotrépica do universo [3].

Substituindo (2.8)) em (2.3), temos a expressao da conservacao de matéria nao relati-

vistica,

%—€+3H(t)p =0. (2.9)

Tomando o divergente de (2.4)) e utilizando ([2.8)), obtemos
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Hi)+H*=——p, (2.10)
cuja integragao no tempo fornece uma equacao equivalente a equagao de Friedmann,
2 4
H(t) = gnGp : (2.11)

Resolvendo ([2.9)) para o fator de escala a(r), obtemos

p(1) = pyal) 212)
onde p, = p(z,), sendo , o instante (hoje) no qual escolhemos a(t,) =1, e aplicando o

resultado (2.12)) em (2.11) encontramos a dependéncia temporal do fator de escala como

sendo

1 2
3/4 Ky t\3
N==|=nGp. ) t3=(=) . 2.1
) =3 (5768,) 1 = (1) (213
Portanto, a dependéncia temporal do parametro de Hubble é dada por
a 2
H(t)=—-=—. 2.14
="=1 (210

Com esses resultados, faremos na proxima se¢ao uma expansao linear em termos de

pequenas flutuagoes sobre este universo homogéneo e isotrépico.

2.2 Perturbacoes Lineares Newtonianas

De acordo com o método perturbativo, cada quantidade que descreve o universo (p,
p, Ve @) serd escrita como a soma de um termo referente ao universo homogéneo com

um termo de perturbacao, da seguinte maneira,
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(2.15)

onde 6 = 5~ 1 é o contraste de densidade e, por hipétese, § <1, Sp <K pev<KV.

O passo seguinte consiste em aplicar as seguintes substitui¢oes nas equagoes (2.3)),

(2.4) e 2.5): p—p, p— p, V=V e d— @, transformando-as em equagdes perturbadas.

(1) Equacao perturbada da conservagao de matéria:

2 (p+58)+V-[(p+58) (V)] =0. (2.16)

Utilizando ([2.3)) e desprezando os termos de segunda ordem em &, v e os termos cruzados

vo, obtemos

5% +ﬁ%—f+ﬁV-v+ﬁ5V-V+p0V-V6:0, (2.17)

sendo que, pela lei de Hubble, V-V, =3H(t). Assim, a expressao acima reduz-se a

a—p+3;35§=0. (2.18)

p (8_6 +V-V5) +pV-v+ 6 y

ot

(2) Equacao de Euler perturbada:

J 5 & Loy (P+6p)
onde utilizaremos a expansao
ey (+8)h 1-6
(ppd) =120 (2.20)

resultando em

VAV 4+ [(V4v)-V] (V4v) = —V(¢+(p)—%—g(l—6) . (2.21)
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Utilizando (2.4) e desconsiderando termos nao lineares em v, 8, ¢ e dp, além de termos

cruzados entre eles, ficamos com

%+(V-V)V+(V-V)V= —pr—v%p, (2.22)

onde, recordando que p = p(¢), o ultimo termo do lado direito pode ser reescrito como

p p

na qual, c? = 3—5 é a velocidade de propagacao no meio. Ainda na equagao (2.22)), o termo

V;b‘p _vy (5__p> =c2V§, (2.23)

(v-V)V,, pode ser reduzido a expressao

(v.-V)V=Hyv, (2.24)
pois (V); = a% = % 8(361- = é(Vc)i enquanto V = dag)q. A coordenada q é a coordenada

lagrangiana da particula do meio, definida pela relagao com a coordenada fisica (ou eule-
riana) por r(q,7) = a(t)q. A expressao reduz-se, portanto, aE|

aodq

R} 2.25
vlaaqi ) ( )

resultando na equagao ([2.24)).

Finalmente, apés as consideragoes (2.23)) e (2.24]) aplicadas em ([2.22)), a equacao de

Euler perturbada em primeira ordem fica da seguinte maneira,

% +(V-VIV+H()v+V8=—Vo. (2.26)

(3) Equacgao de Poisson perturbada:

V(¢ + @) =4nGp(1+43), (2.27)

e utilizando a equacao de Poisson no universo nao perturbado ({2.5)), podemos reescrever

£27) como

30 subscrito ¢ refere-se & coordenada comével, discutida na préxima secao.




18

V2 =4nGps . (2.28)

Observe que nao houve a necessidade de fazer aproximacoes lineares nesta equacao.

2.2.1 Perturbacoes no referencial comével

A vantagem de expandir as perturbacoes em ondas planas estd em obtermos uma

equacao diferencial ordinaria (EDQO) para o contraste § em termos do vetor de onda K,

apés desacoplar as equagoes (2.18]), (2.26]) e (2.28)). Entretanto, a presenca do campo de

velocidades do universo homogéneo V,, impede a obtencao dessa EDO.

A mudanga do referencial fisico (também chamado euleriano) para o referencial co-
movel (que neste caso coincide com o lagrangian(ﬂ) remove o inconveniente causado pelo

campo V. A regra de transformagao entre os referenciais fisico e comovel é dada por

r=a(t)qc, (2.29)
onde . é a coordenada comodvel de uma particula do meio.

As quantidades que dependem diretamente do sistema de coordenadas modificam-se,

na troca de referencial da seguinte maneira,

d drj d
- =4 V.= .
Jai 9497, = V.=a(r)V (2.30)
e
0 d
=% ~V.v, (2.31)
portanto,
d d
% " dr —H(1)qe Ve (2.32)
pois V = dqc.

4Maiores detalhes sobre referenciais euleriano, lagrangiano e comével encontram-se no capitulo
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Sendo assim, as equagoes (2.18]), (2.26) e (2.28) serdo reescritas, nesta ordem, no

referencial comdvel como

a

54 (@ +3?> 5 YV (2.33)
p Ta

onde o segundo termo do lado esquerdo é nulo, devido ao resultado (2.12)),

dv a 2 \v
dv d, Gy %o (2:34)
dt  a a a
(§]
V2p = 4nGp,d°s . (2.35)

Visando um futuro desacoplamento entre essas trés equagoes, tomaremos o divergente

de (2.34) e a derivada temporal de (2.33)), resultando em

. a 1d
5_;vc.v+aavc.vz()7 (2.36)
d a 5 o Vi

e por ultimo, a equagao ([2.35)) que manteremos inalterada,

V2 = 4nGpa®s . (2.38)

Para finalmente desacoplar as trés equagoes, substituiremos (2.38) em (2.37)), e a
expressao resultante substituiremos em (2.36)), obtendo uma equagao diferencial parcial

para o contraste,

e . 2
§+2H5— SV26—4nGpS =0, (2.39)
a

na qual também utilizamos (2.33]).
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2.2.2 Expansao em ondas planas

A expansao em ondas planas, permitida pela escolha de um universo plano perturbado

linearmente, é feita mediante a transformacao de Fourrier das perturbacoes

1 .
SE(qest) = —— / PRSE (k1) e (2.40)
)}
onde
(
0, sei=1;
op, = 2;
se={ 0 ! (2.41)
v, sei=3;
L sei=4.

Em particular, como a equacao (2.39)) envolve apenas o contraste e suas derivadas,

somente serd necessdria a transformacao de Fourier de 8 (dada por 6&; = & em (12.40))).

Sendo assim, (2.39)) reduz-se a

cilk?

S+ 2H & + ( 5 —47:Gp) & =0, (2.42)

que é uma equacao diferencial ordinaria do contraste.

A solugao de (2.42)) depende do valor do comprimento de onda da perturbacao, sendo
que K| = Z)L—” Essa dependéncia tem como parametro o comprimento de onda de Jeans,
ou comprimento de onda critico, definido como o comprimento de onda que anula o termo

dependente de J,

== Cg - - 24
Aj.=c Gp (2.43)

Se A < A, entao a solugao da equacao diferencial é uma onda sonora, cuja velocidade

2112
é cs. Por outro lado, se A > 4, entdo podemos desprezar o termo C‘g'—%' de (2.42), mediante

dominio do termo gravitacional.

Considerando a tultima situacao, buscaremos por solucoes de (2.42)) cuja dependéncia

temporal seja do tipo lei de poténcia, como o fator de escala, que é dado por ([2.13).
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Portanto, como a solucao geral é uma combinacao linear dessas solugoes, ela sera dada

por

§(k,1) = Cy (ti)m+cz (é) , (2.44)

0

NS08
D=

onde C; e C; sao constantes de integracao e f, = (%) (%nGﬁo)

Substituindo em (2.42)) o ansatz de uma das solugoes, por exemplo, a solu¢ao cujo
coeficiente é Cy, obtemos m = % e m = —1. Portanto, a solucao geral 1) ficara da

seguinte maneira,

8(k,1) = Cy (;>g LG (ti)l . (2.45)

0 0

Essa é a forma como a perturbacao da densidade de matéria evolui com o tempo.
Observe que para cada vetor de onda [k| a equagao , que descreve o comportamento
da onda, prevé uma solugao decrescente (cujo expoente é —1) e uma crescente (de expoente
%) Nos préximos capitulos, onde trataremos a evolucao dessas perturbagoes em regime

nao linear, assumiremos apenas a solugao crescente.
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3 Aproximacao Esférica

No capitulo anterior vimos que a formagao das estruturas cosmoldgicas pode ser abor-
dada pelo método perturbativo. Observagoes da radiagao cdsmica de fundo e das estru-
turas em larga escala atualmente existentes evidenciam duas etapas evolutivas da pertur-
bacao: uma linear, onde o contraste da densidade de matéria, definido em , é o<1,

e uma nao linear, onde o contraste é 6§ > 1.

Durante a andlise do periodo de evolugao linear, feita no capitulo[2, pudemos expandir
as perturbagoes em ondas planas, gracas a linearidade da equacao diferencial da dinamica
do contraste de matéria tornando-a uma EDO de segunda ordem. Contudo, nao podemos
contar com este artificio durante o periodo de evolucao nao linear. Nessa fase, onde
0 > 1, ndo poderemos considerar apenas contribui¢oes em primeira ordem (lineares) das
perturbacoes. Devemos, ao invés, considerar termos de ordens mais altas, resultando em
uma equacao nao linear da dinamica do contraste de densidade, impedindo a expansao
em ondas planas. Precisamos, portanto, de um método aproximativo que simplifique
este cendario nao linear, tornando-o matematicamente tratavel, de maneira que possa ser
descrito por equacoes que tenham solucoes analiticas, a fim de obtermos uma primeira

visao do cendrio obtido.

Enfim, este capitulo é destinado ao estudo do método aproximativo (analitico) esferi-
camente simétrico, que possui como principal vantagem a sua simplicidade, sendo utilizado
frequentemente como primeira ferramenta no teste de modelos cosmolégicos quanto a for-
macao de estruturas, fornecendo, ainda que grosseiramente, alguns resultados qualitativos

acerca do modelo em teste.

Utilizaremos um modelo cosmolégico no qual o universo é composto somente por
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CDM, cuja pressao é nula e pode ser tratada como géas perfeito H Além disso, a utilizacao
apenas de CDM nos permite desconsiderar efeitos de emissao de radiacao e efeitos de
pressao, que contrabalanceiam o colapso gravitacional, induzindo um equilibrio durante a
contragdo. Na auséncia destes efeitos, e do equilibrio virial (detalhado em , o valor
da densidade de matéria tende ao infinito nas regices de colapso. Na primeira se¢ao desse
capitulo abordaremos este processo pela mecanica newtoniana [7], enquanto que na tdltima
lancaremos mao da teoria da Relatividade Geral para explicar a evolugao perturbativa com

simetria esférica.

3.1 Aproximacao Esfericamente Simétrica

3.1.1 Modelo newtoniano

Em termos gerais, podemos considerar que o universo é constituido por regioes densas,
onde ha maior concentracao de matéria, e regioes rarefeitas. A principal hipotese do

método aproximativo proposto neste capitulo é a simetria esférica das regides densas,

garantida durante toda a evolucao da perturbacao.

Antes de mais nada, vamos definir matematicamente o contraste de matéria, como

em (2.15]), por

p(rt) =p,(r)(1+8(r,1)), (3.1)

onde p(r,t) é a densidade de matéria escura fria medida no universo perturbado, p, é
a densidade pontual do universo nao perturbado, r é a coordenada lagrangiana de uma

particula do sistema e ¢ é a coordenada temporal.

De acordo com o modelo cosmolégico proposto, a evolugao do contraste da densidade

de matéria é dada, durante o periodo linear, por

t 3 t\ !

IDe forma geral, matéria escura é um dos componentes do chamado setor escuro do universo. A
principal caracteristica deste componente, na formagao de estruturas, é a sua nao interacao com o campo
eletromagnético, havendo apenas interagao gravitacional.
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obtida em ([2.45)) como solucao da equacao da dinamica do contraste de matéria. Na

expressao acima, C; e C; sao constantes de integracao.

Como vimos no capitulo 2| a expansao em ondas planas somente é possivel devido
ao carater linear da evolucao das perturbacgoes e por considerarmos o universo plano. A
partir de podemos definir a velocidade peculiar de uma particula como a velocidade
induzida pela instabilidade gravitacional, que por sua vez é gerada pela perturbacao da
densidade de matéria. Portanto, apds a expansao em ondas planas, a velocidade peculiar
fica da seguinte maneira
5

V=i— 3.3
i (3.3)

onde o ponto indica derivagao com relagao ao tempo césmico e k é o modulo do vetor de
onda. Com a solucao (3.2), podemos reescrever (3.3]) da seguinte maneira,

o) () ]

Uma das condicoes iniciais impostas ao sistema ¢ a velocidade peculiar inicialmente

nula,

V() =0, (3.5)

pois em t; a perturbacao é considerada nula, de modo que todas as partes do universo
(ainda nao perturbado) evoluem a uma mesma taxa a(t), tendo todas, portanto, uma

mesma velocidade de expansao.

Com isso, as constantes C; e Cp de (3.2)) relacionam-se de acordo com a expressao
3
Ci = EC2 (3.6)

que, retornando a equacao (3.2)) calculada em ¢;, fornece

Cr =268 (3.7)
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Substituindo este resultado novamente em (3.2)), porém agora avaliada em ¢ > #;, po-

demos reescrevé-la em termos de uma tnica constante inicial &;,

2
3 t\?3

Vejamos qual o valor assumido pelo parametro de densidade Q = %p = ’% quando

avaliado em t =t;, escrito em termos do contraste inicial.

Qi = Q;+6Q;, (3.9)

_ ﬁi(1+6i) (3_10)
Pc 7

= Q(1+8), (3.11)

onde Q; é o valor do parametro de densidade referente ao universo nao perturbado calcu-

lado em ¢t =1;.

A condicao de simetria esférica das regides perturbadas, véalida por hipétese durante
toda a evolucao, sera imposta pelo método das cascas concéntricas: por hipdtese, uma
certa regiao densa é composta por cascas massivas de espessura infinitesimal e concéntri-
cas. Para que essa simetria seja mantida durante a evolugao desta regiao, vamos considerar
que a taxa de expansdo/contragao de cada camada é a mesma. Como resultado, nunca
havera cruzamento entre cascas, de modo que a massa contida no interior de uma certa

casca é constante no tempo, ou seja, M(t) = M;.

Este é o cenario fisico hipotético que facilitara o estudo da evolucao nao linear das
perturbagoes cosmoldgicas. Portanto, a equacao newtoniana do movimento de uma casca

esférica de raio r sera

== (3.12)

onde

M; ZM(ti)+6Mi (3.13)
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SM; = 4n / S 2dr . (3.14)
0

Para escrever a massa inicial em termos da perturbacao da densidade, vamos definir

o contraste inicial médio como

(6) = (%) [ srar. (3.15)

de modo que a expressao da massa fica da seguinte maneira,

M, = M(ti)+M(ti) (%) /Ori Sirzdr
M; = M(1—|—<5I>) (316)

Integrando ((3.12)) teremos a expressao newtoniana da conservagao de energia,

2\ dt r

que de acordo com ([3.16)), pode ser reescrita como

1 /dr\> GM;
—(—r) I, (3.17)

—E. (3.18)

%G_r)z_ GM;(1+ (8))
t r

Na auséncia de perturbacgao o universo evolui homogénea e isotropicamente de acordo
com o fator de escala a(t). Ao contrario, o universo perturbado néo evolui homogenea-
mente, visto que a taxa de expansao das regioes mais densas diminui com o tempo, devido
a interacao gravitacional. Sendo assim, podemos esperar que, sob certas condicoes, a ex-
pansao nessas regioes ira cessar, dando inicio ao processo de colapso gravitacional. Essa
condicao de colapso sera imposta sobre a energia, que é constante e dada por , e

cujos possiveis valores serao analisados adiante.

2 : : ) 2
(1) E =0 resulta em % (%) = M. Ou seja, ao passo em que r aumenta,z(z,l—;)
diminui proporcionalmente. Isso significa que a velocidade sera nula, (‘é—;) 0,

somente quando r — o. Portanto nao havera colapso para E = 0.
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(2) E >0 implica em 5 (‘Z) > % Neste caso, como a velocidade de expansao nunca

seria nula, nao havera colapso.
(3) E <0, ao contrario dos dois primeiros casos, resulta em » (Z; ) <

na existéncia de um instante em que % = 0. Assim, havera um momento em que

GM;

r o

que implica

a velocidade de expansao sera nula para, posteriormente, ocorrer um colapso. Este

instante serd chamado daqui em diante de instante de reversao.

O fato de a velocidade peculiar ser inicialmente nula faz com que o termo cinético da
equacao esteja associado apenas a expansao homogénea e isotrépica do universo.
E como a energia total do sistema mantém-se constante no tempo, podemos escreve-
la em termos do contraste inicial de matéria. A partir dai, pela condicao de colapso,

determinaremos um intervalo de possiveis valores para o contraste inicial de densidade.

Sendo assim, como em t =#; a regiao (futuramente) perturbada acompanha a evolugao

do unverso nao perturbado, a velocidade serd dada pela lei de Hubble
i :H(ti)ri R (319)
resultando em uma energia cinética dada por

1 Hir?
K= 5(r',-)2 =—+. (3.20)

A energia poténcial em t =¢; ficard da seguinte maneira,

GM;
Ul=—, (3.21)

1

onde utilizaremos (3.16)) para obter

U] = RGP () (1+(6)) (3.22)

3H? . ” .
Como Q =2 p() sendo p. = g a densidade critica do universo, temos
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Ul = -H!rQi(1+(8))
= kiQi(1+<6i>). (323)

Portanto, a expressao da energia total do sistema sera reescrita da seguinte maneira,

E=kQ Q7 —(1+(8))] . (3.24)

Aplicando a condicao de colapso, E < 0, obtemos, enfim, a condi¢ao sobre o contraste

inicial de densidade

(&) >a 1 —1. (3.25)

Como o parametro Q; é a razao entre a densidade inicial de matéria do universo
e a densidade cm’ticaﬂ7 vejamos como a condi¢ao de colapso comporta-se nos trés casos
distintos de geometria do universo, embora a abordagem newtoniana seja valida somente
em um deles: Q; = 1, geometria plana; Q; > 1, geometria esférica e Q; < 1, geometria

hiperbdlica.

(i) Geometria plana (€; = 1): do resultado (3.25)), temos

(8) > 0. (3.26)

Entretanto, o contraste da densidade é por definicao uma quantidade positiva. Isso
significa que em um universo plano qualquer acréscimo na densidade de matéria

resultara em um colapso.

Mais adiante consideraremos somente este caso, de universo plano, pois essa geome-

tria é uma das condigoes necessarias para utilizarmos o formalismo newtoniano.

(i) Hiperesféra (Q; > 1): existe um ntimero M € R* tal que (§;) > M.

?Densidade critica é a densidade de um universo plano.
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Mais uma vez, pela definicao do contraste, qualquer acréscimo na densidade cumpre

a condicao de colapso.

(iii) Hiperbdlico (Q; < 1): 3 M € R* tal que (&) > M. Ou seja, existe uma densidade
critica sobre a qual a regiao densa ira colapsar. A regiao esférica com acréscimo de
densidade ird expandir até alcancar um raio maximo, passando para uma etapa de

contragao.

Outro ponto importante neste método aproximativo é o instante em que a regiao
esférica atinge o seu raio maximo, conhecido como reversao. Neste momento a energia
cinética do sistema ¢é nula, de forma que a energia mecanica coincidird com a energia
potencial gravitacional. Ao contrario do que acontece no instante inicial, onde a velocidade
peculiar é nula, durante a reversao a velocidade peculiar equipara-se em moédulo, mas com
sentido oposto, a velocidade dada pela expansao do universo nao perturbado. Essa é a

razao do cancelamento da energia cinética neste instante.

Portanto, a energia mecanica durante a reversao sera dada por

GM;

E=|U|= (3.27)
m
Com ([3.16]), temos
LH2PRQ(1+ (5
2 I'm
que, com ([3.20)), resulta em
ri -
\U| = r—kiQ,-(l +(5)) . (3.29)
m

Pela conservagao de energia, obtemos finalmente a relagao entre os raios inicial e final,

. , A—1 :
i [(8) = (@7 = 1)]
Por varias vezes o parametro temporal foi motivo de preocupagao para cosmoélogos e

astrofisicos. A primeira crise da idade do universo ocorreu quando astrofisicos calcularam,

com boa aproximagao, uma idade da ordem de 13 bilhoes de anos para os aglomerados
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globulares, enquanto que o modelo cosmolégico padrao aceito na época (composto apenas
por matéria barionica) previa uma idade para o universo da ordem de 9 bilhdes de anos.
Essa crise somente foi superada apods a inser¢ao da constante cosmoldgica A como mais
um componente do universo. Em seguida, a idade do universo foi mais uma vez posta em
xeque justamente pela formacao das estruturas cosmoldgicas. De acordo com o modelo
padrao ACDM, o universo deveria ter uma idade acima de 13 bilhoes de anos para que
ocorresse a formacao das estruturas atualmente observadas. A solugao deste problema
veio com a insercao de matéria escura, responsavel por acelerar o processo de agomeragao

da matéria barionica [8] 9.

Temos, entao, 6timos motivos para conhecer o tempo gasto, segundo o modelo em
teste, para formagao das estruturas cosmoldgicas em larga escala. E neste sentido, a

integral de (3.17) fornece as equacoes de movimento parametrizadasﬂ,

r = A(l—cosf),
t+T = B(6—senb) (3.31)

A3 = GMPB?,

onde A e B sao constantes que podem ser determinadas impondo valores ao parametro 0,
enquanto T é uma constante de integracao que serd determinada pelas condigoes iniciais,
t =t e r=r;. O parametro 0 surge de uma mudanca de variaveis durante a solugao da

integral e estd associado com a taxa de variacao da coordenada radial com o tempo.

O raio méaximo ¢ alcancado, segundo a primeira equacao de (3.31]), quando 6 = r,

resultando em r,, = 2A. Sendo assim, (3.30]) fornece

a-ti U
2(8) -

7(L (9) (3.32)

ST 1)

i

Assim, pela relagao entre as constantes A e B, dada em (3.31]), e por (3.28]), obtemos,

3Para maiores detalhes sobre a obtencdo da solucio veja o problema da braquistdcrona em [10].
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B =

(3.33)

[[SI[O8}

<5>

_ 1 _
2H,Q; [ — (@7 =1)]
Por fim, a constante T sera obtida fazendo t =t; e r = r;. As constantes A, B e T serao

escritas em seguida para o caso particular de universo plano, onde Q; =1,

i (1+(&))
A=y (3.34)
p— 1) (3.35)
2H;(5)3
’ @) o
T= paeS (6; — sen6;) —t;. (3.36)

Com a finalidade de obtermos o contraste da densidade, definido por (3.1)), escrito em
termos do parametro 6, devemos utilizar os resultados (2.12) e (2.13)) que fornecem

_ 1
p= 671G’ (3.37)
e também a definicao de densidade de matéria,
3M;
P=0m3 (3.38)
que, por (3.31)), fornece
3M;
= 3.39
P = 47A3 (1= cos0)? (3:39)
Portanto, o contraste pode ser escrito comoﬁ
p 187GM;B?(6 — senb)?
E_8§+1= 3.40
p * ArGM;B>(1 —cos6)3 ’ (340)

4Fazendo O suficientemente pequeno e considerando termos nao lineares da expansao de Taylor de

(3-41), obtemos da mesma forma a equacao (3.8).
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9(6 —senB)?

0= 2(1—rcosB)3

—1. (3.41)

Finalmente, as equacoes que regem a evolucao de uma regiao densa podem ser agru-

padas da seguinte maneira

' ) (1 —cosh), (3.42)

' > (6 —send) , (3.43)

9(6 —senB)?

0= 2(1—rcosB)3

1. (3.44)

No instante inicial (§;) < 1, pois em #; 0 universo encontra-se no periodo de evolugao

linear, e a expansao do universo nao perturbado é dada, de acordo com ([2.14)), por H; = %
1
Sendo assim, as equagoes (3.42)) e (3.43)) serao reescritas da seguinte maneira,

Fi

r= 1 —cos6 3.45
375y (1= cos®) (345
e
3t
t= - (60 —send) . (3.46)
4(9;)2
De acordo com a expressao (3.8)), o contraste da densidade medido hoje, ou seja, em
to, €

@ =30 (1) (3.47)

ou ainda, segundo ([2.13]),
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_ 3
T 5a(n)

(60) (3.48)

Na pratica os resultados tedricos sao confrontados com os dados observacionais. Entre-
tanto, devemos observar que o referencial de observacao, a Terra, acompanha a evolucao
do universo, tornando-o, por definicao, um referencial comoével. Portanto, para que possa-
mos comparar grandezas equivalentes, vamos definir distancia comével no instante inicial

.
Como (g¢ = thz)

Com a equacao (3.48)) e com a definigdo da distancia comével, as expressoes (3.45)) e
(3.46) ficarao da seguinte maneira,

3 Xi
=1 &) (1 —cos0) (3.49)
()20 o
r= (5> 1 <50>% (6 0). (3.50)

A principal forma de obtermos informagoes do universo é mediante a captacao de
fotons dele provenientes, com os quais medimos uma quantidade, denominada redshuft
(z), associada ao efeito Doppler sofrido pela luz. Portanto, é extremamente 1til escrever
as quantidades que descrevem o sistema em termos deste redshift, que de acordo com o

modelo cosmoldgico proposto (CDM) é dado por

(if =(1+2)7", (3.51)

lo
permitindo-nos escrever a expressao (3.50)) da seguinte maneira,

Wi

que, por (3.47)), fornece

WIN

(1+2)7 ' = (%) %(Hzi}. (3.53)
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Enfim, as equacoes newtonianas que descrevem a evolucao esfericamente simétrica,

em um regime nao linear, de uma perturbagao da densidade sao

wIN

0+ =(3) G 320
3 Xi
=1 &) (1 —cosB) , (3.55)
()20 g e
t = (5> 4(60>3(9 0), (3.56)
’ ~ 9(6 —senf)?
§= 20 —cosd) " 1. (3.57)

Sendo que as condicdes iniciais deste sistema sdo dadas por z; ~ 10* e (§;) ~ 1073, onde z; e
(8;) sao os valores do redshift e do contraste médio de densidade inicial, respectivamente,
durante a transicao entre o periodo de desacoplamento da radiagao e de dominio da

matéria.

Como o instante de reversao é de extrema importancia no processo de formacao das

estruturas em larga escala, vamos destacar os resultados obtidos pelas equagoes (3.54)),

(13.55)), (3.56)) e (3.57)) quando 6 =,

Zm =2(m) ~ 4,65, (3.58)
(8)m =4,55, (3.59)
3 x;
=57 (3.60)
IVEALER
z_n<5) e (3.61)
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De forma geral, a expressao fornece para cada 8 um valor para o contraste
da densidade. A partir desta equagao podemos descobrir em que instante (ou, em qual
redshift) o processo torna-se nao linear. Por definigao, a transi¢ao o corre quando S~1.
A seguir, relacionamos em uma tabela o contraste 0 e o redshift z, cujos valores sao

aproximados, com alguns valores de 0:

6 [ 6 | = |
n/2 | 0,46 | 16,6
27/3 | 1 |9,56
T | 4,55 4,65

Tabela 3.1: Na primeira coluna estao expostos alguns valores de 8. Na segunda e na
terceira coluna, estao os valores do contraste e do redshift assumidos para cada valor de
0.

Como podemos ver na Tabela [3.1] a reversao ocorre em um instante cujo redshift é
da ordem de 4,65, enquanto que a transicao entre os periodos de evolucao linear e nao

linear ocorre quando o redshift é z~9,56.

Com o intuito de obter um grafico da densidade de energia pelo parametro 6, devemos

observar que as equagoes (3.40)) e (3.41]) nos fornecem

p = po+p
95(0 —senf)?
2(1—cos8)3 Py

(3.62)

que, com p = Fthz e com a expressao do tempo em funcao de 6 em (3.31)), obtemos

2 1 1
"~ 97GB? | (1 —cos)3 N (6 —senB)? |’
que nos permite obter os graficos (3.1{(a)) e (3.1(b)),

o (3.63)

Para fins comparativos, o grafico da densidade de matéria em um universo nao per-

turbado, dado por (3.37)), serd exposto na figura (3.2)).

Com os graficos (3.1(a)) e (3.2) podemos observar que para 0.37 < 6 ~0.77 o com-

portamento da densidade de energia p (do universo perturbado) assemelha-se muito com
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Figura 3.1: Em (a) temos p x 0 sendo 0.37 < 0 < 0.77, a fim de evidenciar a concordancia,
para 60 < 0.7, com a evolugdo do universo nao perturbado; na figura (b) p x 6 sendo
0.57 < 6 <1.57, evidenciando a discrepancia, a partir de @ > 0.77, entre o universo nao
perturbado e o universo com perturbacao esférica.
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Figura 3.2: Evolugao da densidade de matéria em um universo nao perturbado, com p x 60
sendo 0371 <0 <1.2x

o comportamento da densidade p (do universo nao perturbado). Para valores superiores a
0.77 essa semelhanca deixa de existir pois quando 6 ~0.77 temos 8 ~ 1 , que é o periodo
de transi¢do entre a evolucdo linear e nao linear. Pelo gréfico (3.1{(b)) fica evidente a
existéncia de regides cuja densidade tende ao infinito quando 6 > 0,77, refletindo o fato

de nao considerarmos efeitos dissipativos como a emissao de radiagao e o equilibrio virial.

Na préxima secao incluiremos esses feitos afim de eliminar essa singularidade assin-
totica, fornecendo-nos ainda condi¢oes necessérias sobre o raio e a massa desses objetos

para a formacao de estruturas compactas.
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Equilibrio Virial e Emissao de Radiacao

A consideracao da existéncia de um componente barionico no universo, além da CDM,
é necessaria, pois ao divisar um objeto no espaco, a maior parte da informacao obtida
provém da radiacao eletromagnética por ele emitida ou refletida, visto que matéria escura
nao interage com campo eletromagnético. De qualquer forma, daqui em diante vamos
considerar como gas perfeito o fluido de matéria (de qualquer natureza) que preenche a
regiao esférica, obedecendo, portanto, a seguinte equacao de estado, também conhecida

como lei geral dos gases,

M
V=T (3.64)

e a relagao entre temperatura e energia cinética média, dada por

K)y=>2r, (3.65)

onde (K) é a energia cinética média, M é a massa do aglomerado gasoso, U é a massa

molar média do géﬂ e T é a temperatura da nuvem de gas.

Apés o instante da reversao, a distancia entre cada molécula deste gas e o centro da
esfera, cujo raio méaximo é dado por (3.60]), serd gradativamente menor (em um processo
quase-estatico), alcangando em um dado instante o equilibrio termodinamico, ou equilibrio

virial, no qual a esfera gasosa tera um raio médio dado por

3GM?

5 R - 2(K) . (3.66)
Este é o resultado do teorema do virial. O termo do lado esquerdo da equacao é
igual ao médulo do trabalho realizado pela forca gravitacional para atrair as moléculas do
gas a partir do infinito até um raio médio R. Portanto, como a energia cinética média é
dada, segundo a teoria cinética dos gases, por , a temperatura do aglomerado gasoso

relaciona-se com o seu raio médio por

5Massa molar é, em gramas, numericamente igual & massa atomica do gés que permeia a regiao esférica.

Quando hé mais de um componente, por exemplo, hidrogéneo e hélio, temos massa molar média dada
por [ = My My My Ty
2nH+3nHe
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~ GMu

T = .
- (3.67)

E de acordo com o teorema do virial (3.66)) e a energia cinética fornecida pela mecénica,
encontramos uma relagao entre a velocidade média das particulas do gés e o raio médio

da esfera dada pela expressao

3GM
2
=_——. 3.68
V=2 (3.68)
Naturalmente, pela relagao entre energia cinética e temperatura em (3.65)), temos
2
T = ’“‘TV . (3.69)

Das equacoes e podemos extrair algumas consideragoes fisicas. Da pri-
meira delas observamos que a velocidade média das particulas do gas depende inversa-
mente do raio da esfera, ou seja, hda um aumento da velocidade média durante a com-
pressao. Por sua vez, a segunda equacao evidencia a relagao direta entre a velocidade
média e a temperatura: quanto maior a velocidade, maior serd a temperatura. Sendo
assim, desconsiderando possiveis processos de resfriamento (como a emissao de radiacao),
a temperatura da esfera sofrerd um acréscimo a partir do instante t,,, no qual o raio é

maximo, até atingir o equilibrio virial.

Contudo, sabemos que a agitacao molecular, observada como temperatura, provoca a
emissao de radiagao por parte das particulas eletricamente carregadas, resultando numa

perda de energia dada por

E=hv, (3.70)

onde h é a constante de Planck e v é a frequéncia do féton irradiado. A consequéncia
desta perda de energia é a diminuicao da velocidade média, desestabilizando o equilibrio
virial alcancado e permitindo que a compressao avance, reduzindo ainda mais o raio da

esfera.

Como foi pontuado anteriormente, o tempo de formacao das estruturas cosmologicas é

de suma importancia, pois se muito longo nao seriamos capazes de observa-las atualmente.
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Sendo assim, na suposi¢cao de um cenario livre dos efeitos recém mencionados, a matéria
seria comprimida infinitamente e as particulas estariam em queda livre a partir do raio
maximo até o centro da esfera, como vimos na subsecao anterior. No instante em que o

raio é maximo 6 = 1 e as equagoes (3.31)) fornecem

8

t= (—3GM> (6 —sen). (3.71)
rm

Como o tempo gasto do instante inicial, equivalente a 8 = 0, ao instante em que o

raio é maximo, quando 6 = 7, é igual ao tempo de queda livre, a partir do raio maximo

até o centro da esfera, entao a equacao (3.71)) resulta em

1
T (. GM\ 2
tdin - 5 (2E) ; (372)

onde ty;, € o tempo dinamico de queda livre.

Por outro lado, se considerarmos uma situacao completamente nao fisica, apenas
por ludismo, em que nao ha interacao gravitacional, ainda assim as particulas emitiriam
radiagao. Contudo o tempo de resfriamento seria muito maior, comparado ao caso mais
realistico em que ha atracao gravitacional, nao propiciando a formacgao das estruturas em
larga escala. O tempo de resfriamento de um gas depende da contribuicao de cada processo
fisico envolvido na emissao de radiacao, dada em geral pelo efeito Compton entre fétons e
elétrons livres no gas, pelo efeito Bremsstrahlung e pela recombinagao entre Hidrogénio-
Hélio. Em particular, o efeito Compton nao sera considerado, pois sua contribuicao em

instantes posteriores a época da recombinagao (z < 10) ¢ insignificante.

O tempo de resfriamento depende da composicao do géas, assumida basicamente de
Hidrogénio e Hélio ionizados e quentes, banhados na radiagao césmica de fundo, e portanto

sera dado por [11]

| 3
1 T\ 2 T\ 2
fresf = 1,8 X 106’; <1_06> +1,5fm (1_06) , (3.73)

onde n ¢ a densidade do numero de particulas do gas e f,, é a proporcao de metais
1

T\ 2
permeando o gas (aqui f;,, = 1, denotando auséncia de metais). O termo (1_06) é refe-
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[\S1[9]

T
rente ao efeito Bremsstrahlung, enquanto que o termo (W) refere-se a recombinacao

Hidrogeénio-Hélio.

Podemos notar que quanto maior o tempo de resfriamento, #..sr, em comparagao com
o tempo de queda livre, mais tarde havera a formacao de estruturas compactas. Portanto,
torna-se 1til a definicao de um parametro adimensional cujo valor indique a possibilidade

de formacao das estruturas cosmoldgicas. Esse parametro é definido por

Iy
T=280 (3.74)

Ldin
de maneira que os possiveis valores assumidos porelesao 1=1,0<7<leT>1.
Adotaremos como parametro de comparacao a inversa da constante de Hubble medida
hoje, H, ! pois possui dimensdo temporal no sistema de unidades MKS e representa o
tempo gasto pelo féton para viajar da era da recombinacao até os dias atuaisﬁ. Dessa

maneira, teremos os possiveis casos:

1) ©>1, sendo que tye5r > Hy LS tgin: neste caso o aglomerado macico demoraria um
tempo de resfriamento maior que o tempo gasto pelo foton para chegar aos nossos

olhos. Isso nos permite dizer que nao havera formagao de estruturas compactas.

2) 7> 1, sendo que H;, I tresf > tain: neste segundo caso, apesar do tempo de resfri-
amento ser menor que Hj I ¢ele ocorre de forma téo lenta (quase-estatica) que hoje

observarfamos apenas nuvens gasosas, ¢ nao aglomerados compactos.

3) T <1, sendo que H, V> tain > tres r1 aqui sim, além de resfriar em um tempo menor
que Hy I 0 tempo de queda livre é maior, propiciando a formacao de estruturas

compactas.

4) os casos em que T =1, ou seja, trsf = tgin, N0 favorecem a formacao das estruturas

em larga escala.

Da expressao (3.73) podemos notar que a temperatura T = 10°K é crucial durante o

resfriamento da regiao gasosa. Portanto, faremos algumas suposicoes sobre a temperatura

6 Atualmente, de acordo com os resultados do programa WMAP, a constante de Hubble possui um
valor de 73,5+ 3,2kms™'Mpc~! [12]
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desse gas no instante em que 8 = 7, ou seja, no inicio da reversao, culminando em condicoes
necessarias de colapso sobre a massa e o raio das esferas gasosas [7]. As consideragoes

serao as seguintes:

i) T< 10° K: como neste cendrio apenas a contribuicdo da recombinacao é consideravel,
a expressao da razao entre o tempo de resfriamento e o tempo de queda livre ficara

da seguinte maneira,

3/2
2.7 % 106 n~! (%)
T— . (3.75)
P4 (2GM)_1/2

2\ R

Substituindo a massa do gas em colapso por

32
M _(3RT _ 2,1 % 10! LA , (3.76)
M@ G‘Ll 106

temos

1 M

~_ 1 M 3.77
t 9 x 1011M® ( )

Ou seja, para que um aglomerado gasoso colapse em uma estrutura compacta com

uma massa M < 101"M, é necessério que ele tenha uma temperatura T < 10°K.

i) T > 10° K: ao contrario do primeiro caso, agora apenas o termo de contribuicao refe-

T

1/2 ] R
ﬁ) . Sendo assim, o parametro

rente ao efeito Bremsstrahlung é consideravel, <

temporal 7 ficara da seguinte maneira,

1,8 x 1057~ (%)1/2
T= : (3.78)

n (2GM -1/2
2\ R

onde mais uma vez efetuamos a substituicao (3.76) feita no item anterior, obtendo

R

~ —Kkpc. .
30 pc (3.79)

T
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Isso significa que se a temperatura do aglomerado gasoso for T > 10 K no inicio da

reversao, ele deverd ter um raio R < 80 kpc para colapsar em uma estrutura compacta.

3.1.2 Modelo Relativistico

Embora a maior parte deste trabalho tenha sido feita segundo o formalismo newtoni-
ana, cabe aqui a inclusao de uma secao sobre a evolugao nao linear com simetria esférica
sob a dtica da Relatividade Geral, até hoje considerada a teoria que melhor explica as
caracteristicas do universo em que vivemos e os feitos gravitacionais que nele aconte-
cem. Antes de adentrarmos pelo método aproximativo em si vamos apenas apresentar

brevemente a teoria da Relatividade Geral (RG, daqui por diante).

Em 1915 Albert Einstein publicou uma teoria que generaliza a teoria da Relativi-
dade Restrita (ou especial), também de sua autoria. De forma superficial, a RG amplia
os conceitos definidos em espagos quadridimensionais (trés dimensoes espaciais e uma
temporal), chamados de variedade espago-tempo, com geometria plana, na Relatividade
Especial, para espacos com geometria curva, também quadridimensionaisﬂ O resultado
dessa generalizacao ¢ a equivaléncia entre a energia e a curvatura do espago-tempo. Por-
tanto, a atracao entre dois corpos deve-se a deformagao da geometria local devido as
suas massas, excluindo a existéncia de forca gravitacional. O conjunto de equagoes que

descreve essa teoria é [?I

1 &nG

onde geralmente escolhemos um sistema de unidades tal que a velocidade da luz é ¢ =1
[13]. Na equagao acima o termo da esquerda diz respeito a geometria do espago-tempo,
e o termo da direita refere-se ao tipo de matéria e a sua distribuicao no espacgo-tempo,
descritos pelo tensor momento-energia T,y. A geometria do universo ¢ descrita pela

métrica, guv, da variedade, com a qual podemos calcular a distancia entre dois pontos

"Quando falamos aqui em espaco estamos nos referindo & variedade espaco-tempo quadridimensional,
nao a parte puramente espacial da variedade. Em todos os outros capitulos a palavra espaco refere-se
realmente & parte espacial, tridimensional.

8Em todo o trabalho, indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos variam de 1 a 3.
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(equivalente ao teorema de Pitdgoras em um espaco euclidiano bidimensional).

Em (3.80),

A A
Ruv=T%; v—Thv2 + el —T Ty (3.81)

onde o simbolo de Christofel é definido como

1
ch = Eé’up (gvp,l +8ip,v —gwl,p) (3.82)

e guv ¢ tal que

ds* = guydxtdx" (3.83)
¢ o elemento de linha do espago-tempo.

As mesmas suposicoes cosmologicas feitas anteriormente na aproximacao newtoniana
serao também assumidas aqui, como a homogeneidade e isotropia inicial do universo.
A partir dai podemos escrever uma métrica, chamada métrica de Friedmann-Lamaitre-

Robertson-Walker (FLRW), para um universo plano, da seguinte maneira,

ds* = di* — a*(t) (dr* — r*d¢* — r’sen’6d6?) . (3.84)

Identificando (3.83]) com (3.84)), aplicando em (3.82)) e posteriormente em ({3.81f), ob-

temos a equacao de Friedmann, a partir da solugao de (3.80) com os indices g =0e v =0.
Com a equacao de Friedmann e a solucao da equacao de Einstein com indices g =1 e
v = 1, obtemos uma equacao que fornece a taxa de aceleracao do fator de escalaﬂ Ambas

estao expostas a seguir, na ordem em que foram citadas:

a

(9>2 _ gﬂGp (3.85)

9Um gas perfeito é descrito pela expressio Tyy = (P + p)uyuy — pguv-
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a 4G
.- 3 Z(Pi +3pi) (3.86)

onde o nimero de pontos indica a ordem da derivada temporal e a soma é feita sobre os

componentes do universo.

Um dos pontos de grande importancia da gravitacao proposta por Einstein é a previsao

do principio de conservacao do tensor momento-energia, descrito por

T, =0, (3.87)

do qual obtemos, quando u = 0, a expressao da conservagao de energia de um fluido

perfeito

p+3§(p+p)=O. (3.88)

As equacoes (3.85)), (3.86) e (3.88) sao resultados da RG de um universo plano, homo-

géneo, isotropico e preenchido por fluido perfeito. Vamos agora aplicar as condicoes da
aproximacao esfericamente simétrica sobre uma perturbacao inicialmente linear do campo

de densidade de energia.

Gragas a validade do teorema de Birkhoff na RG (veja o Apéndice , podemos
analisar a evolugao da regiao esférica em colapso independente de todo o universo em
volta, tendo ela a sua prépria taxa de expansao h(t), referente ao parametro de Hubble

local, dada por

/
h==, 3.89
7 (3.89)
onde f(t) é o fator de escala local.

Sendo assim, teremos as versoes locais das equagoes (3.86) e (3.88), respectivamente,

f dnG
== Ylpa+3pa (3.90)

1
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Pe = —3h(pc+pc) , (3.91)

onde o subscrito ¢ refere-se a regiao de colapso esférico:

= po+ 8
{p po+8p (3.92)

Pc=P0+5P-

Escrevendo a transformacao entre os referenciais lagrangiano e euleriano como

r=a(t)q+f(1)q, (3.93)

podemos definir velocidade peculiar como

u=f(t)q. (3.94)
Entao,
Voou = Vy(fa), (3.95)

O subscrito g no operador nabla indica que a derivada espacial é feita com relacao a

coordenada lagrangiana.

Com o gradiente lagrangiano da velocidade peculiar, vamos definir a quantidade 6 da

seguinte maneira,

6=V, u (3.97)

A distribuicao de matéria no interior da regiao perturbada serd considerada homo-
génea, apesar de supormos uma distribuicao inomogénea da perturbagao no universo,
de forma que o fator de escala local dependerd somente do tempo. Na secao anterior
supomos que o aglomerado esférico seria formado por cascas esféricas concéntricas de es-

pessura infinitesimal. Se a distribuicao da perturbagao, dentro dessa nuvem gasosa, nao
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fosse homogénea, cada camada evoluiria a uma taxa diferente, provocando um futuro
cruzamento entre cascas adjacentes. No entanto essa situagao nao sera considerada por
hipotese. A consequéncia deste fato na equacao 1} ¢ V,f =0, pois do contrario cada

camada esférica teria uma velocidade de expansao diferente. Assim,

0=3f. (3.98)

Da expressao (3.93)) podemos obter &, definido em ([3.89)), em termos do parametro de
Hubble do universo nao perturbado ([14]),

i = a(t)q+f(t)q, (3.99)
a f
=a(t)| -+= 3.100
an(2+1)a, (3.100)
L (HJFJ_")q, (3.101)
a a
onde identificamos
h:H+£. (3.102)
Mas como 8 = 3f,
h=H+ i (3.103)
N 3a’ )

Sendo assim, de (3.89)), temos

/ (f) [
h=L—-(%2) =< —n2, 3.104
fo\f f ( )
que, por (3.102)), equivale a
.. 6 O6H
h=H+——— 1
+ 30 3a (3.105)

portanto,
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f 6 . 6H _, 6> _O0H
UL - L L L 3.106
f 3a + 3a A 9a? * 3a ( )

A equacao que fornece a taxa de aceleracao do fator de escala escrita em termos
do gradiente lagrangiano do campo de velocidade peculiar 6 fica, portanto, da seguinte

maneira

L 6>
0 +3Ha+ 0H +3Ha+ = —47Ga_(pei+3pei) - (3.107)
a -
1
De (3.86]), temos
—4nGay (pi+3pi) = 3d =3Ha+3Ha, (3.108)
i
portanto,
9+6H+9—2——47rGaZ5 ~(1+35P") (3.109)
3a ; P 5p,~ ’ '

A quantidade g—p’ define a velocidade efetiva do som no fluido cgff. A rigor, velocidade

efetiva do som num fluido cgff é uma quantidade diferente da velocidade do som no fluido

2= g—f)’, entretanto elas podem coincidir quando 6 < 1. Sendo assim, a expressao ({3.109

fica da seguinte maneira,

. 62
6+6H +— = —4nGaZp,-5,-(1+3c§fﬁ). (3.110)
1

Obteremos, da mesma forma, uma equagao para o contraste em termos da equagao
de estado, @, da velocidade efetiva do som e do parametro de Hubble. Para isso, devemos
utilizar a definicao do contraste (3.1)), sendo que aqui 8p = p. —p. Em primeiro lugar,

vamos calcular a diferenga p. — p.

Pe—p = 3H(py)—3h(p.+pe) . (3.111)

= 3H(1+w)p—3(H+%)(1+wc)pc, (3.112)
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onde ® = % ¢ a equacao de estado do fluido, enquanto w, = %ﬁ ¢ a equacao de estado
local, da regiao em colapso. Sendo assim,
e ¢ 0
£ . P =3H(1+w)—3(f1_5) (1+ ) (1+8). (3.113)
Mas como
ép
_ p+dp o(1+%)
. = = , (3.114)
p+ép  p(1+9)
0] ) 0
_ - A1
116 {ive) (3.115)
temos
pc—p 1dép 6
= ———=3H(1 -3|H+—)(1 1+9). 3.116
PSP shr o) -3 (B g ) (o040 @)
Utilizando as relacoes
1dép . op.
——=0+— 3.117
> dr +2p (3.117)
e (3.88)), obtemos a seguinte equagao diferencial do contraste,
. 0
0 = 3H(l+w)(1+06)-3 (H+3—a> (I1+aw)(1+9), (3.118)
3H(+e)(148)—3H |14+ %P |14 (3.119)
N 1+0 (1+9) ’ '
portanto,
§ = —3H3(c? 1 1+c2,)5] 2 3.120
= — (Ceff—w)—[ +CO+( +Ceff) }g ( . )

Vamos considerar que a conservacao da energia vale individualmente para cada compo-
nente do universo, assim teremos uma equacao diferencial do contraste para cada compo-

nente. Portanto, se considerarmos apenas a existéncia de matéria escura fria ou barionica,
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teremos uma tunica equacao do tipo (3.120)), com ® = Cgff =0.

De modo geral, a solugao das equagoes (3.110) e (3.120) fornecem toda a evolugao

da regiao perturbada com simetria esférica. Entretanto, apenas por uma questao de
comodidade, substituiremos a variavel de dependéncia do contraste e do parametro 6;

ao invés do tempo césmico ¢, utilizaremos o fator de escala a(t). Utilizaremos também o

8nG
3HG

parametro de densidade Q; = p; Com essas modificacoes, (3.110)) e (3.120) ficarao da

seguinte maneira,

3
8 = —=8i(cky — ) — [+ o+ (1+c) 8] -5 (3.121)
a a-H
(§]
6 6’ 3H
/ _ . 0): 2
Ot T 3em = _7; it 3¢ern) (3122

De acordo com o modelo cosmolégico em questao, as quantidades szfi e w; terao
influéncia decisiva. Por exemplo, no modelo gas de Chaplygin generalizado, cuja equagao

de estado ¢ dada por p = —l%, onde A é uma constante positiva, temos

_ Al ~\ ,—3(a+1) -1
®= C[C+(1+C)a : (3.123)

onde C é uma constante de integracio proveniente da equacao de conservacao de energia
[15]. Mas ainda,

o __
o= w% : (3.124)

Portanto, de acordo com o modelo cosmoldgico assumido, as solugoes numéricas das

equagoes (3.121)) e (3.122) fornecem todas as informagoes necessarias para determinar o

colapso esférico homogéneo.



50

4 Aproximacao de Zel’dovich

A maneira mais simples de estudarmos a formagao de estruturas em larga escala em
regime nao linear é, sem duvida, com a aproximacao esférica, onde consideramos uma
perturbagao inicial sobre a densidade de matéria (ainda no periodo da recombinagao)
evoluindo com simetria esférica e cuja velocidade peculiar inicial é nula. Entretanto,
apesar de muito conveniente e agradavel, este cendrio ¢ altamente instavel, tendo em
vista a improvavel evolucao exatamente esférica, principalmente quando consideramos a
componente barionica do universo. Essa evolugao provavelmente anisotrépica das regioes
com acréscimo de densidade foi analisada pela primeira vez por Lin et al., em 1965 [16],
e posteriormente por Zel’dovich, em 1970 [I7], quando ele propée um método no qual
a aproximacao linear é aplicada numa formulagao com as coordenadas (ou referencial
lagrangiano) lagrangianas das equagoes newtonianas, com o intuito de melhor aproximar

analiticamente o processo de formacao de estrutura durante o periodo nao linear.

Neste capitulo faremos uma analise detalhada deste modelo, obtendo ao final da pri-
meira secao os principais resultados previstos por Zel’dovich, partindo de uma construcao
minuciosa das condi¢oes deste modelo. Na segunda secao apresentaremos uma generali-
zagao a este modelo, proposta por Thomas Buchert, em 1992, no qual novos efeitos, como

os vortices, sao previstos [18, [19].

4.1 Meétodo aproximativo de Zel’dovich

Um fato conhecido, e de facil constatagao, é que a densidade de matéria em regioes
onde existem galaxias, aglomerados de galaxias, ou ainda superaglomerados de galaxias
(as estruturas em larga escala), é bem maior do que em regides supostamente vazias do

universo. Esse contraste entre as regioes com muita e pouca matéria é descrito por uma
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quantidade, &, denominada contraste da densidade de matéria, que indica exatamente
o percentual de acréscimo da densidade de matéria, tendo como base o universo nao

perturbado, cuja densidade é p. Matematicamente, o contraste define-se por

5—P_P. (4.1)

A explicagdo, corroborada pelas observacoes da CMB [20], para a formacao dessas
estruturas em larga escala é fornecida pelo método perturbativo, segundo o qual, uma
pequena flutuacao da densidade de matéria evolui, aglomerando gravitacionalmente par-
ticulas massivas, até formar esses objetos cosmolégicos. Do inicio da perturbagao, onde
0 < 1, até o instante em que 8 ~ 1, afirmamos que a evolucao dessas flutuacoes de densi-
dade ocorria em regime linear. Para instantes futuros, quando 8 > 1, determinamos que

a evolugao ocorre em regime nao linear.

O periodo evolutivo denominado linear carcteriza-se pela aproximagao no termo linear
da expansao perturbativa, cujo erro possui dimensoes aceitaveis, e tem como principal
vantagem a possivel expansao em ondas planas dos campos perturbados (p, p, Ve ).
Apés tal expansao pudemos evidenciar, no capitulo 2 a independéncia evolutiva de cada
modo perturbativo k, permitindo-nos analisar um tinico modo, obtendo ao final a regra
de evolucao da perturbacao. Essa expansao de Fourier nao é possivel, entretanto, durante
a evolucao nao linear, onde 0 > 1, onde devemos considerar termos de ordem superior ao
termo linear. Sendo assim, nao podemos analisar individualmente cada modo perturba-
tivo, durante o regime nao linear, forcando-nos a utilizar o espaco das posi¢oes. O método
de simetria esférica aborda essa necessidade de retornar ao espaco das posigoes de forma
objetiva pelo sistema euleriano de coordenadas. Por outro lado, a aproximagao proposta
por Zel’dovich utiliza o sistema lagrangiano de coordenadas, na qual é desnecesséaria a

suposicao de uma evolucao esférica da perturbacao.

A regra de transformacao entre os sistemas euleriano e lagrangiano é dada por

r(q,7) = a(t)q+b(t)P(q) , (4.2)

onde r é a coordenada euleriana, a(f) é o fator de escala que descreve a expansao do

universo, q é a coordenada lagrangiana, b(t) é o fator de escala local da regiao perturbada
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e P é o fator perturbativo. Para que seja possivel a formacao das estruturas cosmoldgicas,
é necessario que a taxa de expansao da regiao perturbada seja menor que a taxa de

expansao do universo.

Vamos ver entao quais sao os resultados de uma tal abordagem, e para isso notemos
que o universo pode ser classificado, newtonianamente, como uma variedade diferencial
de dimensao 3: o universo perturbado serd denotado por U’, enquanto que o universo nao
perturbado sera denotado por U. A evolugao de um universo nao perturbado, U, para um
perturbado, U’, é dada pela transformacao . Na variedade U’ definiremos um mape-
amento r, denominado coordenada euleriana, enquanto que na variedade U definiremos o

mapeamento q, chamado coordenada lagrangianaﬂ

Chamaremos de dv' o elemento de volume da variedade U’ mapeado por r(q,t) e dv
o elemento de volume equivalente na variedade U, mapeado por q. Nas duas variedades
podemos construir quantidades topologicas como vetores tangentes a variedade e formas
diferenciais (em particular, as 3-formas). Cada quantidade dessa constitui um espago
vetorial, sendo que as formas obedecem a regra do produto tensorial ou produto externo
[13, 21], definido por

dr,-/\drj:—drj/\dr,-, (43)

onde esses dr;’s sao os elementos da base do espaco das formas, associadas a variedade U

oulU’, comi,j=12¢e3.

Para obter a relacao entre os elementos de volume dv e dv’, vamos considerar que o
conjunto {dry,dry,drsz} seja uma base do espago vetorial das formas associadas a coorde-
nada euleriana r, e o conjunto {dqi,dq>,dg3} uma base do espaco das formas associadas

a coordenada lagrangiana (, o que resulta nos seguintes elementos de volume,

AV =dry ANdry Ndrs (4.4)

dv=dgy Ndg, Ndg3 . (4.5)

!Note que a coordenada r(q,t) carrega a informacio da posicio perturbada da particula; por outro
lado, a coordenada q pode ser interpretada da seguinte maneira: q =r(q,0), ou seja, é a informacao da
posicao inicial da particula, na auséncia de perturbagao.
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Mas como r =r(q,?), temos, pela regra da cadeia (estamos adotando a convencao de

Einstein),

dr,- = —-.dq]' 5 (4.6)

que conduz a

8}’1 8r2 8}”3
dv' = —dgN—2dg; N —d
g dq; 1 9,

dr1 dry d
— g LI i Adga Ndgs (4.7)

onde esta 1ltima expressao é obtida com a propriedade do produto externo (4.3).

O fator multiplicativo do lado direito da tltima expressao é claramente o determinante

da matriz <g—;’> (o Jacobiano), enquanto que o produto externo entre os elementos da
J

base dq1, dq; edgs é o elemento de volume dv. Portanto,

o7
v’ :det< ”) dv . (4.8)
aqj'
Pela equagao (4.2) temos
al’i dpl'
=a(t)6;; + b(t , 4.9
S —al0)8y+ (1) 5 (4.9

que possui a seguinte representacao matricia]ﬂ,

NN RO O 0
(a;j) - 0 (a(t) +Bb(1)) 0 . (4.10)
0 0 (a(t) +7b(1))

Sendo assim, (4.8)) pode ser escrita como

2Podemos escolher eixos perpendiculares entre si de forma que a matriz jacobiana fique diagonalizada,

resultando em % =0parais#je % =o;parai=j (aj=—0o, p=—P e a3 = —7).
J J
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dv' = (a—ab)(a—Bb)(a—yb) dv . (4.11)

O universo, entao, evolui suavemente de um estado nao perturbado U para um estado
perturbado U’, de acordo com (4.2)). Isso significa que a quantidade de matéria presente
num certo volume em U serd a mesma em U’, mesmo porque nao existem, a priori, fontes

nem sorvedouros de matéria no universo. Portanto,

podv = pdv' . (4.12)
Considerando ainda o resultado (4.8]),

_ P
p= det(%—;;) : (4.13)

ou ainda

Po
a—ab)(a—pb)(a—1b)’
que é um dos principais resultados do método aproximativo de Zel’dovich.

P=1 (4.14)

4.1.1 Algumas ponderacoes sobre a aproximagao de Zel’dovich

Pelo resultado parcial , os parametros o, B e ¥ podem ser considerados coefici-
entes perturbativos de trés direcoes distintas e mutuamente ortogonais, definidas por cada
um desses coeficientes. Uma das principais condi¢oes deste modelo é que cada direcao es-
pacial, definida pelos coeficientes perturbativos, evolua independentemente, ao contrario
da aproximacao esférica que, como o nome sugere, supoe uma evolucao isotropica. Essa
evolugao anisotrépica da perturbacao indica que, se tivéssemos inicialmente uma regiao
cubica com acréscimo de matéria, futuramente teriamos um paralelepipedo. Seguindo

essa premissa, a probabilidade de encontrarmos o = 8 ou ainda o = 8 = 7, é nula.

A evolucao independente de cada dire¢ao nos permite analisar apenas uma, por exem-

plo o, sem perda alguma de generalidade.
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A relacao (4.14)) nos mostra que em algum instante durante a evolucao da perturbacao
teremos (a —ab) =0, que implica em p — o. Como @ = a(q), podemos encontrar um
ponto q,,, num certo volume do espago, tal que & é maximo [a(qy;,) = ], e é exatamente

neste ponto que p — oo primeiro, |a(t.) — o4,b(t.)] = 0.

O fato de que a densidade infinita é resultado de uma compressao unilateral (o,
ou y) é extremamente importante e deve ser enfatizado. Se considerarmos uma regiao
perturbada inicialmente esférica, a evolucao independente de cada eixo a tornard um
elipséide. Apds um certo instante, o suficiente para comprimir completamente uma das
diregoes, esse elipsoide torna-se uma elipse plana, com densidade superficial finita, ainda

que a densidade volumétrica seja infinita.

Apds p — o0 a equagao nao pode mais ser utilizada no mesmo ponto, mas gracas
a distribuicao continua da perturbacao ela pode ser aplicada num ponto vizinho ¢ tal
que oy — o K 0. Devido a distribuigdo continua (e suave) da perturbacdo, o eixo
triaxial definido no ponto q; é praticamente igual ao eixo definido em q,,. Temos entao
a formacao de uma estrutura, no referencial r(q,z), bidimensional, nao espiralada (ou
seja, sem vértices), parecida com uma panqueca, onde no centro temos o ponto de maior

densidade, e nas bordas pontos com menor densidade.

4.2 'Teoria lagrangiana da instabilidade gravitacional:
uma generalizacao do modelo de Zel’dovich

No ano de 1992, Thomas Buchert publica um trabalho [19] no qual ele apresenta uma
generalizacao do modelo de formacao de estrutura em larga escala, via instabilidade gra-
vitacional, proposto por Zel’dovich. Da mesma forma que Zel’dovich, Buchert adota uma
abordagem pelo referencial lagrangiano das equagoes de movimento newtonianas, porém
utiliza uma relagao de transformagao entre os referenciais euleriano e lagrangiano mais

geral possivel, obtendo ao final efeitos nao previstos por Zel’dovich.
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4.2.1 Teoria lagrangiana das equacoes de movimento newtoni-
ano.

Seguindo entao o proposto, apresentamos logo abaixo as equagoes newtonianas do
movimento, incluindo a gravitagao, no formalismo euleriano. Em seguida, apresentamos
as regras de transformagao entre os referenciais euleriano e lagrangiano, onde logo na
primeira equacao fica evidente a diferenca entre o que vimos na secao anterior, sobre a

aproximacao de Zel'dovich, e o que vamos abordar aqui.

(1) A seguir estao as equagoes de continuidade, do movimento e da gravitagdo newto-

niana, seguindo esta ordem:

ap B

E—FV-(pV) =0, (4.15)

ﬁ%—(V-V) = (4.16)

at vV = g7 .
Vxg=0 = g=-Vo¢. (4.17)

V.g = A—4nGp , (4.18)

Na equacgao (4.18]), A é a constante cosmoldgica, introduzida inicialmente por Eins-
tein e compreendida atualmente como a responsavel pela expansao acelerada do

universo, segundo o modelo cosmoldgico padrao.

(2) Em sequéncia, apresentamos as relagoes de transformagcao entre os referenciais eu-

leriano e lagrangiano:

r(r) = f(q,2), (4.19)
at
=1t =va), (4:20)
9 99 ;9
V), = 5 = 9t 9q = Uk 9g (4.21)
2r
vy = v. o Ve (4.22)
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onde Jj denota o elemento da i-ésima linha com a k-ésima coluna da matriz jacobiana,
referente a transformagcao entre os referenciais euleriano e lagrangiano; J é o determinante

dessa matriz.

O diferencial de uma funcao escalar pode ser escrito, em um sistema cartesiano, da

seguinte maneira

of . 9f
Sy 59t 5

sendo, f = f(x,y,z,t). Portanto, a derivada temporal dessa fungao fica da seguinte ma-

of . 9df

df =5 dx+ dr | (4.23)

neira,

df dfdx dfdy dfdz Jf
ar " oxar Tayar taia T (4.24)

sendo que % (com x; =x, xp =y e x3 =z) é a i-ésima componente do vetor velocidade.
Note que o lado direito da expressao (4.24) pode ser visto como o produto interno entre o
gradiente da funcao escalar, Vf, e o vetor velocidade, v, de maneira que pode ser reescrita

CcOo1mo

af
dt

f

= (v-Vf)+ (4.25)

Vamos agora aplicar as regras de transformacao ao conjunto de equagoes newtonianas

que descrevem o movimento, reescrevendo-as no referencial lagrangiano.

(1) Equagao da Continuidade: por (4.15)), (4.22) e (4.25) temos

dp
dt

@
dt
= p =poJ . (4.26)

= —pV.v=—-pJ

E importante observar que a conservagao de energia independe de f(q,7).

(2) Equagao do movimento: por (4.16)) e (4.25) obtemos
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af
5~ Harn) =g (4.27)

(3) Gravitagao newtoniana: a equagao (4.17)) pode ser escrita em termos das suas com-

ponentes da seguinte maneira,

19k
Eijk lel a_ql =0
= gl = 0, (4.28)
o que resulta e
Ty =g "Gy (4.29)

Utilizando algebra matricial, podemos reescrever (4.28) como

&jx [adj(Jap)] Ik =0 (4.30)

onde [adj(Jyp)] i1 ¢ a componente da j-ésima linha com a [-ésima coluna da matriz

adjuntaﬁ obtida a partir da matriz jacobiana (Jgp).

(4) Equagao de Poisson: utilizando (4.26)) e (4.22]), obtemos a forma lagrangiana de
([@19),

V.g=A—4npy !,
= J i=A—dnpy " (4.31)

Note que as equagoes (4.26|) e (4.27)) sao satisfeitas em (4.30) e (4.31)), cujas solugoes
sao, portanto, suficientes para descrever o sistema.

A primeira restrigao feita neste modelo sera sobre a relagao (4.19)), na qual explicita-

remos o nosso objetivo que é tratar as perturbagoes cosmoldgicas. Assim, faremos

1, se a permutagao dos indices é par
3 g k=19 0, se um dos indices sao iguais
—1, se a permutacao dos indices é impar .

4A matriz adjunta do jacobiano serd denotada por adj(J).
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f(q,r) =a(t)q+P(qy) , (4.32)

onde o termo a(t)q descreve uma evolugao homogénea e isotrépica do universo nao pertur-
bado, e o termo P(q,r) descreve a distribui¢ao inomogénea e isotrépicaﬂ das perturbagoes,

obedecendo a condigao inicial P(q,t,) = 0.

Note que a regra de transformagao (4.2)) é um caso particular de (4.32)), sendo a pertur-
bacao do tipo variavel separavel; por enquanto, consideramos apenas que a perturbacao

deve ser pequena o suficiente para satisfazer a condicao de linearidade.

Com a transformacao (4.32) podemos calcular a matriz jacobiana (e suas derivadas),
bem como a sua matriz adjunta, a fim de resolver as equagoes (4.30)) e (4.31)) perturbadas.

Em primeiro lugar, o Jacobiano da transformagao (4.32)) é dado por

oP, 0P, 0P,
ai o
0 J J
Jup = 8—2 a(t)+ 8—2 3—2 ) (4.33)
9Py Py Py
dq1 Iq2 a(t) + dq3

enquanto que a matriz adjunta é a transposta da matriz dos cofatores. Vamos a matriz
dos cofatores: o elemento ij da matriz dos cofatores ¢ dado pela conhecida regra A;; =

(—1)*/det (J,- j), onde J;j é o elemento ij da matriz jacobiana. Sendo assim,

Al A Az
adj(Jwp) = | Az Axn Axn |- (4.34)
Az1 Az Az

A expressao (4.30)) pode ser reescrita como

[adj(Jap)] ilie= [adj(Ja)] ;1 (4.35)

5As caracteristicas homogeneidade e isotropia, conhecidas como Principio Cosmolégico, indicam que
nao existe nenhum ponto privilegiado do espago bem como nenhuma diregao privilegiada. Dessa forma,
uma distribuicdo inomogénea e isotrépica da perturbacao significa que existem pontos perturbados e
outros nao, igualmente em todas as diregoes.
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ou ainda, utlizando (4.34]),

Ayidie = Ay - (4.36)

Note que o elemento jlI da matriz adjunta, [adj (Ja,,)]ﬂ, é igual ao elemento /j da matriz
dos cofatores, A;;. Como exemplo, vamos explicitar os cdlculos de (4.36) para o caso em

que j=2, k=3 ei=1, obtendo

A3+ Aodoz + Aspdaz — A1adia — Apzdan — Aszdz = 0. (4.37)

De acordo com a regra de obtencao dos elementos da matriz dos cofatores e com a
derivada temporal de segunda ordem de (4.33)), (4.37)) ficard da seguinte maneira,

oP, 0P, JP; 0P 8P3} .. l 5 oPs oP
— la(r — Jis+ |a“(t) +a(t) 5= +a(t)=—+
al )3611 dq19qs dgzoq| P |” (1) +af )3613 al )8611
IPLIP, P mﬂ i {a L IL XL B apz} i
0q1 93 dq3 dq1 | > 0q5 ' 0q19q3 g3 dq1| >

B (0P, 0P i oPs _ P 8P3} it alt) oP; JP 0P _ oP 8P3} i —
| dq1 92 dq1 0@ aqi| " "V 0qy  9q1dqs 9q20q1)
[ JdP 0Py 0P oP,] .

@) +al) =2 +a(t) 22 L2722 j=0. 4.38
_a ( ) a( )9% a( )36]1 a6]1 (9612_ 32 ( )

Desconsiderando termos de segunda ordem da derivada da perturbagao, encontramos

&PZ 8P3 . o~ JP;
az(t) (8_q3 — 9_q2) —d(t)a(t) (8_413 — 8_612) =0. (4.39)

Observe que o primeiro termo da esquerda é proporcional & i-ésima componente (com i = 1)
do rotacional em coordenadas lagrangianas da segunda derivada temporal da perturbacao,

ou seja,

b,  JPF\ ..
(a—% - a—qz) = (Vo xP), . (4.40)
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E igualmente, podemos identificar o segundo termo da esquerda com a i-ésima componente

do rotacional lagrangiano da perturbagao,

oP, P\

Mesmo sendo este um caso particular (com i =1, j =2 e k= 3), podemos supor
que os resultados para os casos onde {i=2,j=3,k=1} e {i=3,j= 1,k =2} serdo as
componentes 2 e 3, respectivamente, dos rotacionais da pertubacao e de suas derivadas.

Sendo assim, podemos escrever

d()a(t)VixP—a*(1)VixP=0. (4.42)

O procedimento utilizado na obtencao de , a partir de , serd igualmente
aplicado para desenvolver , obtendo ao final uma equacgao no referencial lagrangiano
linearmente perturbada. Sendo assim, da expressao em coordenadas lagrangianas da
equacao de Poisson , obtemos

[adj(Jup) ]~ i = A—47Gpod ", (4.43)

ou ainda,

Ayidii = AJ — 4Gy . (4.44)

Efetuando a soma sobre os indices k e i, encontramos

AnJi + Ao+ Asi i3 + Aadar + Agadap + Azpdoz +
+ A13J31 + A3z + AzzJzz = A(J11A1 +J12A12 +J13A13) — 47Gp, (4.45)

Utilizando a regra de obtencao dos elementos da matriz adjunta e a segunda derivada
de (4.33), (4.45) resulta em uma equacao perturbada nao linear. Apds a conseguinte

linearizacao, mediante exclusao dos termos quadraticos e ciibicos da perturbacgao, obtemos
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dP; JP ob P

N 20y 3 n 3 2 2 1 2 2
[3di(t)a” (1) —a’A] + d(r)a(r) (—a% +_9q2) a (t)_8q1 a (t)—aq2 +

B oP, JdP; . orP, JIP, 2 8P3 _
+d(t)a(t) (_8q1 + —a%) + d(t)a(r) (_8q1 + —aqz) + a (t)—&q3 =

dP, dP, JP

. 2 1 2 2 3 _
= {a (t)—aql +a (1) (_8q2 + _8q3)} 4nGpy - (4.46)

Identificando em (4.46)) o divergente do campo perturbativo decomposto em suas

componentes, podemos reduzir essa expressao em

[3d(t)a*(t) —a’(t)A] + [2d(t)a(t) —a*(t)] VL -P + &*(t)VL-P = —4nGpy.  (4.47)

Ao final, obtemos as equagoes (4.42)) e (4.47]), onde em ambas aparece o operador Vp

representando o operador nabla no referencial lagrangiano q,

(Vi)i= 8%1, : (4.48)

Note que o primeiro termo a esquerda de nao depende da perturbagao P(q,7),
permitindo relaciond-lo com a equacao lagrangiana de Poisson em um universo nao per-
turbado. Neste sentido, basta fazer P(q,z) = 0 na regra de transfomagao e aplicar
posteriormente em , obtendo ao final,

3(t)a*(t) — a* (tH)A = —4nGp, , (4.49)

onde utilizamos p = ﬁoa_3(t) e cuja primeira integral resulta na equacao de Friedmann

com constante cosmologica,

N\ 2
a A 8
i -z D . 4.
(a> 3 37'L'Gp (4.50)

Portanto, de (4.49)), as equagoes (4.42)) e (4.47) ficam, respectivamente, da seguinte

maneira (repare que a primeira dessas duas permanece imutével, pois independe de (4.49))
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d()a(t)VexP + a*(t)VpxP =0 (4.51)

[2d(t)a(t) —a*(t)A] Vi -P + a*(t)V- P = —4nG(p, — p,) - (4.52)

Em t =1, temos, a(t,) = a, = 1, por defini¢do, reduzindo (4.52)) a

VL-P(1,) = —4nG(p, —p,) , (4.53)

pois P(q,?,) = 0, entretanto, via de regra P(q,z,) # 0. E com isso, mais uma constante da

equacao (4.52) foi eliminada, sendo reescrita da seguinte maneira

[2d(t)a(t) —a*(t)A] Vi -P + &*(1)V- P = V.- P(q.1,) . (4.54)
ou ainda
T80 b L pg] -
Vi Kza(t) A) PP az(t>P(q,,t0)} 0. (4.55)

O operador nabla também pode ser evidenciado, de forma 6bvia, em (4.51)), resultando

na expressao

A [%P - P} =0. (4.56)

A partir das equagoes (4.55)) e (4.56)), o campo vetorial P(q,#) pode ser decomposto em
duas componentes: uma componente cujo rotacional é nulo, PR(q,t), que pode ser escrita
em termos de um campo escalar; e outra componente cujo divergente é nulo, PP(q,t), que

pode ser escrita em termos de um campo Vetoria]ﬂ Assim,

P(q,r) =P*(q,t) + P°(q,1), (4.57)

60s fndices sobrescritos R e D advém dos termos em inglés rotationless e divergenceless, respectiva-
mente.
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resultando em

Vi x (C—ZPR . 1’>R> -0, (4.58)
a

i .. I ..
Vi Kzg — A) PP 4 PP — a—ZPD(q,tO) =0. (4.59)

A partir dessa decomposicao, podemos definir ¥ e K, denominados potencial escalar

e potencial vetor, respectivamente, da seguinte maneira,

IprR _ PR _ v, .y (4.60)
a
7] .. 1.
(29 - A) P? + B” — S PP(q,1,) = Vi xK. (4.61)
a a

Consideraremos o caso especial em que V. =0 e Vp xK =0, fazendo com que

PX(q,?) satisfaca uma equacdo homogénea e PP(q,t) satisfaca uma equacdo inomogénea:

Ipr _ PR _ 0, (4.62)
a
(§]
i b wp L
<2a — A) PP + PP = ;PD(q,to) : (4.63)

A equagao (4.62) admite duas solugoes linearmente independentes, enquanto que (4.63)

admite, além de duas solugoes linearmente independentes, mais uma solucao particular:

P¥(q,1) =P + P (4.64)

P(q,t) =Ph + PD + PV, (4.65)
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onde o termo Pf , na ultima equagao, denota a solucao particular da equacao inomogénea

(@.63).

Uma segunda suposicao ¢ a de que as solucoes, individualmente, sao do tipo variaveis

separaveis. Isso significa que as solucoes podem ser escritas da seguinte maneira,

P/ = 5/(1)Q/(a), (4.66)

onde o indice j =R,D e o indice i = 1,2.

Substituindo (4.66)) em (4.63)), temos

a .
GsrQl — stQf = 0. (1.67)
ou ainda
dgr _ 58 _ g (4.68)
i i ) .
a

sendo uma equacao para cada valor possivel de i =1,2.

O mesmo acontece com a equacao (4.63)), havendo, porém, uma equac¢ao a mais re-
ferente a solucao particular. Vejamos primeiro a equagao homogénea que permite duas

solucoes linearmente independentes,

(2g - A) sy §P=o, (4.69)
a

e em segundo a solugao particular,

i o 1
(25 — A) Sp + 8y = —58),) =0. (4.70)

Enfim, o campo perturbativo que satisfaz as equagoes (4.55)) e (4.56) é dado por
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P(q.t) = P¥q,r) + PP(q,1)

= ST(HQF (@) + S5(1)Q5(a) + ST(1)QT(a) + ST(1)QF(a) +
+SP(1)PY(q) . (4.71)

4.2.2 Referencial comével no formalismo lagrangiano

No estudo da fluidodinamica, nos deparamos frequentemente com a necessidade de
utilizar o conceito dos referenciais comédveis ao fluxo, que sao sistemas de coordenadas
associados a observadores sujeitos ao escoamento do fluido. Por outro lado, aos referen-
ciais alheios a este escoamento, damos o nome de referenciais fixos ou fisicos. O mesmo
ocorre em cosmologia, visto que toda a matéria existente pertence ao universo, que por
sua vez encontra-se, ao que tudo indica, em expansao. Estudos tedricos e dados obser-
vacionais, baseados na andlise de fétons provenientes dos objetos cosmoldgicos, indicam
que o universo estd em expansao, resultando em um aumento da distancia entre os obje-
tos com o passar do tempo [I2]. Portanto, a distancia medida por uma régua entre dois
objetos cosmoldgicos é uma grandeza comoével a expansao do universo. Essa é a origem

da necessidade de utilizarmos, em cosmologia, o referencial comédvel.
Matematicamente a definicao de distancia comoével é dada da seguinte maneira,

_r(q,1)
qc = a(t) )

onde nao podemos confundir ¢, com q, sendo o primeiro a posi¢ao comével de um objeto,

(4.72)

e o segundo a posicao lagrangiana do mesmo. A diferenca entre essas duas quantidades

é, segundo a regra de transformacao (4.32)), fornecida por

—q = 4.73
qC q a(t) I ( )
de modo que, pela condicao P(q,#,) =0, temos em t =1, q(q,f,) =q.

Mesmo que o universo esteja em expansao, cada particula do meio possui uma ve-
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locidade peculiar proveniente da instabilidade gravitacional. Portanto, essa velocidade
peculiar depende diretamente do campo perturbativo P(q,?), de forma que em ¢, a veloci-
dade peculiar é nula (como supomos no capitulo . E natural que a velocidade peculiar
dependa da perturbagao, visto que o universo é, por hipétese, um sistema isolado (no sen-
tido mecanico e termodinamico), excluindo a existéncia de fontes energéticas que dariam

origem a velocidade peculiar.

Sendo assim, a velocidade (total) de uma particula é dada por

v=i = a()q. + a(t)qe (4.74)
=aq + P(q,1), (4.75)

onde definimos a velocidade peculiar como

u=a(r)qe, (4.76)

ou ainda

u=P(q,) — gP(q,t) . (4.77)

Seguindo este raciocinio, podemos definir a aceleracao peculiar como

w=2% +u. (4.78)
a

A construcao de quantidades comoveis, como velocidade e aceleragao peculiar, é com-

pletamente possivel e simples, mediante a regra de transformacao (4.72)).

E extremamente 1til, na pratica, obter a lei de evolucio da perturbacio P(q,?) em
termos dos campos de velocidade e aceleracao peculiar comoveis, e na busca desta solugao
vamos supor que os coeficientes temporais de sejam do tipo lei de poténcia, inspi-
rados na evolucao temporal do fator de escala a(r), dada em , em um universo com

A = 0. Portanto, teremos, por hipotese,
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R t\" D t\" D £\
sfk=(=) ., sP=(~-) e SP=(-), (4.79)
tO tO tO

onde o indice i =1,2.

Resta-nos determinar os expoentes m;, n; e [, e para isso langaremos mao das equagoes

(4.68]), (4.69) e (4.70]), com as quais, por simples substitui¢ao, obtemos

2 1 4 1 2
: 3 (4.80)

my = — m2:§, ny = —- np=-——=~e =

37 3’ 3
fazendo com que a solugao (4.71)) fique com a seguinte expressao,

t R £\ 3 R £\ 3 b
P(q,t) = - [ on > 1t
tO tO tO
-3 3
t t
- <t—) QY + (7) P (4.81)
0 0

Com a finalidade de determinar os campos vetoriais Qf , QiD e PpD (i=1,2) em termos

wWINY

dos campos velocidade e aceleracao peculiares, definiremos algumas quantidades tteis
como velocidade relativa, V,(z,), e a aceleracdo relativa, G, (t,), associadas as derivadas

da pertubacao.

Definimos velocidade e aceleracao relativa, respectivamente, da seguinte maneira,

V,u(t) :=P(q,1) = ¥ —aq, (4.82)

G,(t) :=P(q,t) =¥ —dq. (4.83)

Dessa forma, com V,(t,) € G (t,) definidos, podemos construir, com (4.77)) e (4.78]),
uma velocidade peculiar relativa, U (f,), e uma aceleragdo peculiar relativa, W,,(t,),

CcOo1mo
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U, :=u(t,) = Ve (t,) =P(t,) (4.84)

W, :=w(t,) = Gty =P(t,) . (4.85)

Como decompomos o vetor perturbacao em duas componentes, uma cujo rotacional é
nulo e outra cujo divergente é nulo, PR(q,¢) e PP(q,t) respectivamente, o mesmo acontece

com as quantidades definidas acima,

U, =V (1) (4.86)

W/, =Gl (1) . (4.87)
com j podendo assumir os valores R e D.

Entretando, utilizando a equacao (4.62)) avaliada em r =¢, encontraremos a seguinte

condicao sobre W,,;,

“PR(1,) —BR(5,) =0, (4.88)
mas como PR(,) = 0,concluimos que,

PR(1) =GR,(t,) =Wk, =0. (4.89)

rel\*o rel —

Prosseguindo com o objetivo de escrever QX QP e Pg (com i =1,2) em termos de
U2, UR, e WD

vel> Upel oy, vamos utilizar as condigoes iniciais sobre a perturbagao, P(q,7,) =0, e a

primeira derivada temporal do campo perturbativo, P(q,z,).

Como P(q,t,) = PX(q,t,) + PP(q,t,) =0, entdo

P*(q,2,) =0 (4.90)
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individualmente. Isso nos permite escrever

1l ly

PA(q,1) = (L>§Q’f(q)+ (L)éQée(q) :

resultando em

Qf(q) +Q%(q) =0,

Com a primeira derivada temporal da perturbacao, obtemos

PX(q,1) = P{(q,1)+P5(q,1)

IRYIAN NN VA
-3(;) “eto3(7)

mas como PR(q,7,) = V& (z,) = UR | ficamos com

2Q%(q) + Q¥ (q) = 31,URr .

Portanto, as equagoes (4.93)) e (4.95) resultam em

Qlle(q> = 3t0U§€l ’

Q§(Q) = _3toUIreel :

O mesmo ser4 feito com a componente PP(q,1):

70

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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P2(q,1) = (}) Dy (f) Q + (}) P2, (4.98)
PP(q,5,) = PP(q.1)+P5(q,5,)+PD(q,1,) =0, (4.99)
portanto,
Q?(q)+QY(q) +P;(q) =0, (4.100)
que resulta em
PP (q) = —Q7(q) - Q5 (q) - (4.101)

Tomando a derivada temporal de (4.98]), temos que

1 1
. 41 (13 11/t 21 (t) 3
Pao=tL () e () T 2 () e
3t, \ 1, 3t, \ 1, 3t, \ 1, b

0 0

Wl

portanto, em t =1, e com PP(q,t,) = UQ,I, obtemos

4QP(q) — Q¥(q) +2P5(q) = 31, U2, . (4.103)

Mas como a componente PP(q,t) possui trés funcdes a serem determinadas, duas
provenientes da equacao homogénea e uma da equacao inomogénea, precisamos de mais
uma equacao de vinculo com o campo de velocidades, que vira da segunda derivada

D
"

) =PP(q,1,), lembrando que a

temporal do campo de velocidades relativas peculiares, W

componente sem rotacional é nula. Sendo assim, temos

WIN
W
(NS

.. 41 [t 41 ([t 21 (t\
PP(q1)=-= | — by (- b_ (-] PP 4.104
(%) 9%2(;0) Ql*m&(ro) & 9r§<ro> P (4-104)

que, em t =¢, e com a condi¢ao imposta acima, fica da seguinte maneira

4Q7 (@) +4Q7 (q) — 2P, (q) = 95, W7, . (4.105)
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Com as trés equacoes de vinculo entre os campos perturbativos sem rotacao e o campo

de velocidades peculiares, e sua derivada temporal, encontramos as seguintes relacoes,

3 9
QP (@) = 51Urs + 155 Wrer (4.106)
D 3 0, 32w
Q> (@) = —51Uper + 51, Wi (4.107)
€
P2(q) = — 212WP 4.108
p(q) - _Eto rel ( : )

E finalmente obtemos a expressao da evolucao do universo linearmente perturbad(ﬂ

em funcao das condigoes iniciais impostas sobre o campo de velocidades do universo,

4 _1
£\ 3 t\ 3
() ()
9 /t\3 3/t\F 3/+\°3
D
2By 2By L2 (L . 41
S 30 () | (4109

D
rel’

2
t\3 3
r(q.t) = (7) q+ 5l UL, + 31,

0

+£2

0

Sendo assim, diante das componentes U’rjel e W . cujos divergentes sao nulos, nao ha
davidas de que em um modelo que obedece , as estruturas formadas devem possuir
vortices. Esse resultado contradiz o modelo proposto por Zel’dovich, quando ele diz que
as estruturas formadas, do tipo panqueca, nao devem possuir vértices [17, [I8, 22], muito

embora, eles concordem com o tipo de estrutura formada.

De (4.53)), e lembrando que P(,) = PP(t,) = W2, chegamos na expressdo que deter-

rel’

mina a densidade de matéria em termos da derivada temporal do campo de velocidades,

1
Po(A) = Pyy — mvbw?el ) (4.110)

sendo que, segundo (4.26), p(q,t) = d,z(t)[(qu,]’

resultando em

7A aparente contradicao entre a evolucio nao linear e a perturbacéo linear sera discutida mais & frente
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_ pHO . 1 VL'VVrDel (4 111)
det[Jab] 4nG det[Jab] ’ '

que contrasta, pelo segundo termo, com a expressao (4.13)) obtida por Zel’dovich.

p(q;?)

De acordo com Zel’dovich, o fator perturbativo da expressao cresce a uma taxa
maior que o fator de escala, e para que o mesmo ocorra com o modelo generalizado
proposto aqui, vamos impor algumas condigoes iniciais sobre o campo de velocidade e
aceleracao peculiar relativa. A primeira condi¢ao é bem objetiva: note que o tinico termo
de que possui uma taxa de crescimento acima do fator de escala é o segundo termo

da direita, portanto, a condicao mais ébvia é Ulfel = W?elv resultando em

4 1

( t ) é ( t ) :
tO tO

Essa condicao sobre os campos de velocidade e aceleragao também ajusta a expressao

(4.111)) a expressao (4.13]). Além dessa condi¢do, ainda ha outra maneira de obter os

. . o« o~ R _ D _ D
resultados acima, basta aplicar a condicao Uy, =0 e U, =1, W, resultando em

- (@)'e 3 0)

Portanto, podemos ver que esta generalizacao fornece, além dos resultados previstos

U? (4.112)

rel -

1\ 3
r(qat): l‘_ q+§to

0

U? (4.113)

rel -

por Zel’dovich, um comportamento rotacional do campo de velocidades das particulas.

Na proxima secao discutiremos em maiores detalhes esses resultados.

4.2.3 Algumas ponderacoes sobre essa generalizagao.

O procedimento realizado, nao somente no modelo proposto por Zel’dovich mas tam-
bém nessa generalizacao que acabamos de desenvolver (além do modelo de adesao gravi-
tacional, a ser apresentado no préximo capitulo), consiste em uma perturbagao de carater
linear, isotrépica e inomogénea do campo gravitacional, refletida na maneira como cada
ponto do espaco evolui com o tempo e expressa matematicamente por uma relacao do

tipo
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r(q,7) =a(t)q+P(q,7), (4.114)

onde a vizinhanca préxima dos pontos do espaco em que nao ha perturbacao evolui apro-
ximadamente de acordo com o primeiro termo a direita de , enquanto que a vizi-
nhanca proxima dos pontos em que ha perturbacao evolui obedecendo todo o lado direito
dessa expressao. Essa vizinhanca evolui, portanto, a uma taxa menor daquela onde nao

hé perturbacao gravitacional, propiciando o aumento da densidade nesta regiao.

Vimos anteriormente que a quantidade adimensional que mede a aglomeragao de ma-
téria num ponto perturbado do espaco é o contraste 6. Como a perturbacao do campo
gravitacional ¢é inicialmente zero, é natural que esse contraste tenha valores muito peque-
nos, 6 < 1, no principio da perturbacao, mas que, com o passar do tempo, ele assuma
valores maiores ou iguais a 1, 6 > 1, periodo esse denominado periodo de evolucao nao-
linear. Essa é uma das grandes vantagens desses modelos quando comparados a modelos
que assumem uma perturbacao inicial sobre o campo escalar de densidade de matéria, do

tipo

p(q,t) =p,(q) +6p(q,1), (4.115)

como no método de simetria esférica, onde utilizamos as coordenadas eulerianas, visto
no capitulo anterior. Outra grande e evidente vantagem ¢é a possibilidade de obter a for-
macao de estruturas com formatos e caracteristicas mais compativeis com o observado
atualmente. Segundo o modelo esfericamente simétrico, a Unica estrutura capaz de ser
formada sao os aglomerados com formato esférico. Enquanto que os modelos que conside-
ram uma perturbacao sobre o fator de escala do espaco, prevéem a formagao de estruturas

chatas, denominadas panquecas, aproximando-se do formato das estruturas obsevadas.

Uma das ferramentas mais importantes para se analisar perturbagoes lineares da den-
sidade de matéria (8 < 1) é a expansdo em modos de Fourier, pois evidencia a evolugao
independente de cada modo perturbativo, mas como a formacao das estruturas em larga
escala ocorre quando 8 > 1 essa poderosa ferramenta deve ser descartada, visto que cada
modo perturbativo nao mais evolui individualmente. Portanto, para trabalharmos com
perturbacgoes da densidade de matéria, como no modelo esfericamente simétrico, faz-se

necessario a adocao das coordenadas eulerianas, a fim de acompanharmos o movimento
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das particulas. Tudo isso nao é necessario nos modelos que adotam as coordenadas lagran-

gianas, onde a perturbagao é evidenciada na regra de transformacgao entre as coordenadas
fisica e lagrangianas dada por (4.114)).d

Um ponto que deve ficar extremamente claro é que as observagoes feitas em Sao0

validas nesta generalizagao, e podem ser confirmadas pela equagao (4.111]).
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5 Modelo de Adesao
Gravitactonal

O método aproximativo proposto por Zel’dovich, analisado no capitulo anterior, ape-
sar de elegante e eficiente faz duas previsoes desagradaveis: a formagao apenas de estru-
turas do tipo panqueca e uma espessura infinitesimal desses objetos. Resumidamente,
este método descreve o modo como as particulas do meio perturbado, descrito por (4.2]),
se comportam, sem qualquer consideragao de limites (fisicos ou néo) sobre a aproxima-
cao entre elas. Essa falta de limites sobre a aproximagcao entre as particulas culmina na
formacao de uma estrutura com densidade volumétrica infinita, conservando porém uma
densidade superficial finita de uma panqueca com espessura infinitesimal. Varios modelos
computacionais, classificados generalizadamente como modelos N—CorposEI7 tidos como re-
feréncia na andlise de resultados, discordam das previsoes da aproximacao de Zel’dovich
[23, 24 25].

Em 1985, Gurbatov, Saichev e Shandarin apresentaram pela primeira vez uma pos-
sivel solugao para os problemas citados anteriormente [26], acrescentando um termo de
viscosidade as equagoes de Zel’dovich, ajustando assim a espessura das estruturas for-
madas. A equacao obtida apds a insercao da viscosidade é conhecida como equacgao de

Burgers EI e possui uma solucao bem conhecida.

O termo viscoso acrescido deliberadamente nao representa uma viscosidade fisica do

meio, ele é apenas um artificio matematico extremamente 1til no ajuste da espessura de

10 modelo N-corpos é sempre tido como referéncia visto que ele utiliza métodos computacionais para
tragar a trajetoria individual de N particulas, tornando-se mais realista, porém mais complexo, conforme
aumentamos o valor de N.

2Em 1940, Johannes Martinus Burgers apresentou um conjunto de solucdes para um certo tipo de
equagoes diferenciais parciais (a equagdo de Burgers) que, logo apés, passou a ser utilizado para descrever
fendmenos de difusdo gasosa. Somente anos mais tarde, em 1985, os fisicos Gurbatov, Saichev e Shandarin
aplicaram essa equagao a cosmologia.
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cada estrutura formada. Essa é a razao para o nome Adesao Gravitacional.

Como veremos mais adiante, o método de Adesao Gravitacional possui, ao contrario
de outros modelos, uma dependéncia das condigoes iniciais de um potencial escalar do
campo de velocidades, associadas ao potencial gravitacional durante o periodo de evolu-
¢ao linear (nossas condigoes iniciais sdo tomadas ainda no periodo de evolucao linear).
Para melhor esclarecer esses detalhes, vamos as consideragoes fisicas e matematicas desse
modelo. Assumiremos um universo composto por um componente do tipo CDM, onde a
equagao de estado é nula. Adotaremos ainda o referencial lagrangiano, assim como na

aproximagcao de Zel’dovich, com uma transformacao do tipo

r(s,q) = a(t) [q+baa(1)P(q)] , (5.1)

onde b,y = %, sendo b(t) definido em 1’ de onde temos que b,4(0) =0. Como b,,(0) =

0, a coordenada lagrangiana q é compreendida como a posicao (lagrangiana) inicial de

cada particula. Assumiremos aqui um universo plano, Q = 1.

Em todo o capitulo utilizaremos quantidades coméveis (discutidas no capitulo {4),
como por exemplo as coordenadas coméveis, definidas por q. =r/a(t). Sendo assim,
a transformacao comédvel entre os referenciais euleriano e lagrangiano fica escrita como

segue,

qc = q+buq(1)P(q) . (5.2)

Nas expressoes e , baa(t) é o fator de expansao local devido a perturbagao,
e P(q) é a distribuigao espacial da perturbacao, ambos referentes ao modelo de Adesao
Gravitacional. Suponha, entretanto, um universo nao-perturbado, completamente homo-
géneo e isotrépico, ou seja, com P(q) = 0 em todos os pontos. Nesse caso, pela ,
e = q em qualquer instante. Isso significa que a distancia comovel entre duas particulas
é, além de constante, igual a distancia entre elas no instante inicial. Contudo, a per-
turbagao inomogénea e isotrépica existe (inicialmente pequena o quanto quizermos), e
portanto a posicao comével de cada particula varia, com o tempo, da posicao inicial q
por uma quantidade b, (2)P(q). Ou seja, suponha que uma dada particula “enxerga” uma

outra particula vizinha a uma distancia q. Com o passar do tempo, devido a perturbacao,
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aquela particula verd sua vizinha em uma nova posigao q+ b, (¢)P(q). Definimos, nesses

casos, a velocidade peculiar comével dada por

u(r) = % — baa(t)P(q) (5.3)

onde o ponto sobre as quantidades indica derivagao temporal.

Observe que a velocidade peculiar é diretamente proporcional ao campo perturbativo,

e a partir dela definiremos um campo de velocidades da seguinte maneira,

=P(q) . (5.4)

Com ((5.4) podemos obter uma expressao analoga a equagao de movimento de Euler,
efetuando uma mudancga de coordenadas conveniente entre o tempo césmico e o parametro

temporal b,,(t).

Antes de mais nada, observe que a derivada temporal total pode ser escrita da seguinte

maneira,

d d dr
—=—4+—-V 5.5
a-ata (5:5)
onde V é o operador nabla no referencial euleriano.
Substituindo a varidvel de derivagao t — b,y () na equacao (5.5)), ficamos com
d . Jd . . dr
——byy = =—b bga——-V 5.6
d bad ad 9 bad ad T Dad d bad ’ ( )
_ 9 +P-(q)V (5.7)
= q)V. :
Mas como
v=P(q), (5.8)

a derivada total em relacao ao parametro b, ficard da seguinte maneira,



79

d 9
dbad B abad

+v-V. (5.9)

Entretanto, v depende apenas da posigao lagrangiana de cada particula, portanto

dv

=0 5.10
dbyq ’ (5.10)
que conduz a [
dv’ ov! ;
Sk W.=0. 5.11
dbyg abad v Y ( )

Finalmente obtivemos ([5.11)), que é similar a equagdo do movimento de Euler. Da

mesma forma podemos encontrar uma expressao equivalente a equacao da continuidade.

Da RG temos a conservacao de energia dada por

dp _a
T 4132p=0 5.12
ou ainda, utilizando ([5.9)),
P 3 by-Vp =0 (5.13)
ot Clp ad p=0u. :

Definindo 1 = a?p, podemos escrever

1dn
bad at

lembrando que V-v=0. Finalmente,

+V.-(vn)=0, (5.14)

an
b

onde, enfim, conseguimos obter uma expressao equivalente a equacao da continuidade.

+V-(vn) =0, (5.15)

Devemos ressaltar que até aqui nada difere do modelo de Zel’dovich, e uma prova

3Aqui utilizamos a seguinte notacio: ij = ZTV; e a regra de Einstein, A/A; = Z?zlAiAi e AHA, =
Yo oA A
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disso ¢é a solucao da equacao ([5.15]),

No

9q¢; 1’
det [ 4 }

equivalente ao resultado (4.8]) obtido no capitulo anterior.

n= (5.16)

O proximo passo, talvez um dos mais importantes neste modelo, é a inser¢ao, que
a principio pode parecer arbitraria, de um termo na equacao (5.11)) equivalente a uma
suposta viscosidade. Esse termo sera responsavel por ajustar as previsoes do modelo de
Zel'dovich aos resultados obtidos pelos modelos de N-corpos, conferindo uma espessura

finita as estruturas formadas em larga escala.

Como verificamos anteriormente, a aproximacao de Zel’dovich preve a formacao de
estruturas cosmoldgicas em larga escala com espessuras infinitesimais, provenientes do
colapso gravitacional em que p — oo, discordando dos resultados obtidos pelos modelos
N-corpos. Essa aproximacao infinita entre as particulas é resultado de algumas hipoteses
fisicas: consideramos apenas a interacao gravitacional entre particulas pontuais, cuja

dimensao é nula, e desconsideramos efeitos como o equilibrio virial e a emissao de radiagao

(discutidos em [3.1.1)).

Neste sentido, a viscosidade imposta tera o papel de resistir a essa compactacao de-
senfreada, representando a grosso modo uma adesao gravitacional entre as particulas,
forcando a formacao de estruturas com espessura finita. Assim, a equacao ficara da se-

guinte maneira,

ovi
by

onde Vv é o coeficiente de viscosidade.

+Vjvfj =vVHi, (5.17)

A forma como a viscosidade depende do campo de velocidades (proporcional ao lapla-
ciano do campo de velocidades) foi escolhida com o tinico intuito de obtermos a equagao

de Burgers, cuja soluc¢ao é bem conhecida ([26], 27, 28] e [29]).

E importante observar que mesmo inserindo viscosidade no processo, a auséncia de
vortices nas estruturas formadas também é prevista no modelo de Adesao Gravitacional, e

por isso ainda podemos escrever o campo de velocidades como o gradiente de um potencial
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escalar,

V=V, (5.18)

modificando a equacao de Burgers da seguinte maneira,

d
9baq

V& + (VP-V) VD = vV (VD) . (5.19)

Logo abaixo reescreveremos a equagao vetorial (5.19)) em termos de suas componentes,

com o objetivo de evidenciar algumas possiveis manipulagoes,

%a,-qm (0;@97) 9@ =v 9,0/ 9. (5.20)
ad

O produto interno serd realizado mediante aplicacdo da métrica gV, da seguinte

maneira,

3 &i<1>+gﬂajd>&l8i<b = Vgﬂajalaiq) . (5.21)
ad

O segundo termo do lado esquerdo da expressao anterior pode ser escrito como

gjl 8j<I>8l(a,~d>) = gjl ai (8]<I>8ICI>) — gjl 8]'(8,'(1)) 8ZCI> 5 (5.22)

que, quando reescrita na sua forma vetorial, fornece

V(V®-VP) = (V& V)V + (V- V) VP, (5.23)

ou ainda,

%V(ch V@) = (VO V) V. (5.24)

Escrevendo, novamente, a equacao em termos de suas componentes, obtemos

&/ 0,03 () = S H(0, 0 9) (5.25)
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que ¢ exatamente o segundo termo do lado esquerdo da equacao (5.21)).

Substituindo o resultado obtido em ({5.21)), podemos reescrevé-la da seguinte maneira,

-0+ Lo man=velaaae, (5.26)
Obay 2
0, a-i+lgjla~c1>&cb =9, (Vg”8~<9 <I>> (5.27)
0y 2% T l ) ‘
Portanto,
) gl (VD) = vW2d (5.28)
abad 2 B ’ .

a menos de uma constante, absorvida pelo poténcial ®.

A equacao de Burgers esta sendo manipulada com a finalidade de encontrarmos uma
equagao de difusao, cuja solucao, em termos de uma distribuigao estatistica, é conhecida.

Neste sentido, definiremos um campo U da seguinte maneira,

®=PU), (5.29)
levando ([5.28)) em
0D U 1 [dD_ oD 0D _,
ﬁ%+§ (WVU> =v [V(W> 'VU—f—ﬁV U} ) (5.30)

Observe que, a menos do termo

1/9®_ \° oD
3 (ﬁVU> —vv<ﬁ) VU , (5.31)

temos a equacao de difusao. Portanto, igualar este termo a zero fornecera a restrigao

sobre o campo U.

Assim,

1/0d_ P
5 (wVU) — vV(ﬁ) VU =0, (5.32)
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1 (0d\ oD
Ou seja,
! &_d) 2V =vV E (5.34
2\au) "=V \au ) 34)
que conduz a
®=-2vinU . (5.35)

Com essa condigao satisfeita, temos enfim a equacao de difusao

U
&bad

cuja solucao, em termos de uma distribuicao estatistica, é conhecida e dada por

=vV2U, (5.36)

U (r, bag) = ( ! >3/2/exp [—@—M} dq. (5.37)

4nvb,y 2v 4vb,y

Na solucao acima, ®q é o potencial de velocidades avaliado no instante inicial, quando

baq =0, que fornece pela (5.35) U(q,0) =exp (—%‘}) . Definindo a quantidade G(r,q,b.q) =

N2
D) + (erqd) , teremos,
a

U(r,bad):< ! )3/2 / exp[—LG(r,q,bad)] dq. (5.38)

4nvb,, 2v

Utilizando as equagoes (5.18)), (5.35)) e ((5.38]), temos

\Y%
VeV = —2v7U | (5.39)

O gradiente do campo U fornece
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VU (r,q) = (4ﬂjbad)3/2 (“555 ) [0 wexp| -5 Gtab]| . ()

o qual substituiremos em ([5.39)), obtendo

o & (r—a)exp[—5,G(r.q,bad)|
b[dqexp[—5G(r,q,buq)]

(5.41)

Observe que no limite v — 0 temos novamente o modelo de Zel’dovich. O que deve
ficar claro é que estamos atribuindo, forcosamente, uma viscosidade efetiva a um fluido
de matéria escura fria, cuja pressao é nula. Esse artificio foi utilizado com o intuito de
evitar dimensdes infinitesimais da espessura das estruturas formadas (as “panquecas”),

um problema caracteristico do modelo de Zel’dovich.

5.1 Analise do modelo mediante valores de v

Existem na literatura duas maneiras de abordar o resultado ([5.41f) obtido acima, uma

delas é fazendo v — 0, e a outra é fazendo v pequeno porém finito.

A seguir faremos uma analise mais detalhada de cada um desses métodos.

5.1.1 Método v — 0.

Na prética a solucdo da equacdo (5.41)) é obtida pelo método Steepest Descemﬂ com
o qual utilizamos o fato de que para um dado q; (coordenada lagrangiana de uma dada
particula), a maior contribuicdo com as integrais envolvidas na solugao ([5.41) ¢ dada

pelo menor valor assumido por G(r,q;,buq). O procedimento consiste em definirmos o

paraboléide [23] 24] 25] [30]

(ri—q)°
2b,4

e ajustarmos a constante real N a partir de —eo até o ponto em que o paraboléide tangencia

P(ri,qi,bag) = — +N (5.42)

a hipersuperficie ®¢(q;). Neste(s) ponto(s) de tangéncia, G(r;,q;,bsy) assume seu menor

4Veja o Apéndice [B| para maiores detalhes sobre o método Steepest Descent.
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valor.

Enfim, tomamos a projecao do valor minimo deste paraboldide sobre uma hipersuper-

ficie de coordenadas eulerianas, na qual obtemos a coordenada r;, como mostra a Figura

b1

Espago
Lagrangiano

Espago
Euleriano

Figura 5.1: Intersegao entre a hipersuperficie ®( e o paraboldide no ponto q;[25].

O significado fisico dos pontos q; e r; é simples e de facil compreensao: q; é a co-
ordenada lagrangiana da i-ésima particula no instante inicial, ou seja, antes de qualquer
aglomeragao (ainda no periodo de evolugao linear da perturbagao da densidade); r;, por
sua vez, é a coordenada euleriana da i-ésima particula no instante b,y (instante refe-
rente ao parametro b,y), ja no periodo de evolugao nao linear, podendo jé ter ocorrido

aglomeracao ou nao.

Ou seja, para um dado ponto (lagrangiano) do espago podemos encontrar um para-
boléide que nos informard a posicao (euleriana) futura deste ponto inicial, sendo que a

cada particula estd associada uma coordenada lagrangiana distinta.
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Entretanto, ainda existem algumas restricoes quanto ao paraboldide definido. Deve-
mos garantir que ele nao cruze a hipersuperficie @, apenas tangencie-a. Inicialmente,
para pequenos valores de b,q, cada paraboldide tangencia em apenas um tnico ponto
lagrangiano, enquanto que para instantes futuros, grandes valores de b,;, cada parabo-
l6ide pode, ao mesmo tempo, tangenciar um, dois ou trés pontos lagrangianos distintos.
Em cada caso desses temos uma estrutura diferente formada: paraboldide tangenciando
apenas um ponto q;, temos a formacao das panquecas; tangenciando dois pontos distintos
q;’s, temos a formacao dos filamentos e quando tangencia trés pontos distintos q;’s, temos
a formacao dos aglomerados. Encontrar esse(s) ponto(s) euleriano(s) significa resolver a

equacao

ri(qi,baq) Zqi+/ dbagv(r,qi,bag). (5.43)

Feito o trabalho de encontrar os pontos r; obtemos um mapeamento das estruturas

formadas ao qual daremos o nome de “esqueleto” das reais estruturas (veja Figura [5.2)).

_04.. - = . .V ¥
» a - F p P
- ._.o- ..._..vi’--....‘,‘- ._,-D.._.' b s,
¥ * O.Q,n ~ 7 '2’4
. H o P essassansssd
- . [ Ll - "=
. . .« ® . kS
: : F s i
N.] . . . i
0., = S Prerecsan.,, b ®
0 - :
"-..“I ;3 i *d )
L .‘- p trecce " I3
. ) . ~. &
. P ] = L
(" o . . s,
Cagia -~ LY ; ¥
e a, Joa M
Dl -.' -9‘|- o ‘.-'0'.. *
'-.- _". '.. : tresa gl Lo
o 5 N, - ~
- 1. & . P ~.
-
..' - rd . _-‘ .‘._
R 5 - -
- .8:' _-‘o‘. b ‘e
> & o -, 2 .
1 I N e ; s
. 0 . . 3
- .--"‘. ? "‘.d-' .
0" . .
s . . .
3 . . . -]
"'C., ; n. . -.---...,‘._?-
A P NPT LS c .
. P q , : o
. o . . . .
-] o - .
et N, . ) - . -r
ares Y - _at
.D" q- X K . [+ T
- 5 % & s B o
>4 % LY 2 9"'---3
- . = I . %
% % b..d : .
. [ K . . .

Figura 5.2: Resultado numérico do modelo de Adesao com v — 0, [25].

A principio podemos imaginar que o modelo de Adesao Gravitacional pouco difere do



87

modelo de Zel’dovich, contudo, note que a expressao do campo de velocidades no modelo
de Zel’dovich é dada por (4.76]), enquanto que no modelo de Adesao Gravitacional obtemos
a expressao (5.41)) e a partir dela fazemos v — 0.

Fisicamente, antes da fase de aglomeracao o modelo de Zel’dovich confunde-se com o
de Adesao Gravitacional, mas apds a formagao das estruturas o primeiro prevé espessuras
infinitesimais para elas, enquanto que o método de Adesao Gravitacional impoe um limite

a espessura das estruturas.

5.1.2 Meétodo v finito

Vimos anteriormente que quanto menor o valor de v menor serd a espessura das
estruturas formadas em larga escala. Portanto, fixar um valor para v significa delimitar
uma regiao no espago lagrangiano (das posigoes lagrangianas) no qual a fungao G(r,q,b.q)
ainda possui valores consideraveis as integrais da equacao . Ou seja, nao considera-
remos apenas os pontos q; que minimizam a fungao G(r,q,b,y), mas também os pontos
pertencentes a uma certa vizinhanca, delimitada por v, que contribuem significativamente

com as integrais.

Essa delimitacao é feita, segundo [24], da seguinte maneira: as integrais presentes na

equagao ((b.41)) serao feitas apenas nas regioes onde

1
G(I‘, q) - Gmin. (I‘, Qi) = E ) (5-44)

onde € é um numero pequeno, a critério do utilizador, que fornece o tamanho da regiao
de integracao, sendo ainda necessario utilizar a relagao ((5.43)) para encontrar as posigoes
eulerianas, num certo instante futuro b,,, de cada particula. A descricao do comporta-
mento das particulas externas a essa regiao delimitada é similar para os dois modelos, de
Adesao Gravitacional e de Zel’dovich. Quanto maior a distancia entre a particula externa

e a regiao, menor sera a diferenca entre os modelos.
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6 DMétodo de Sirmulacao N-corpos

O periodo de evolugao nao linear, existente durante a formacao das estruturas cosmolé-
gicas como as vemos hoje, apresenta como principal dificuldade o tratamento matematico
da interacao nao linear entre as particulas do meio envolvidas no processo. Motivados por
este problema, apresentamos até este exato momento apenas modelos evolutivos analiticos
que aproximam, cada um a seu modo, o cendrio fisico real por um ideal. No capitulo
fizemos consideracgoes de simetria esférica e velocidade peculiar inicialmente nula sobre a
perturbacao da densidade. No capitulo 4] apresentamos o método proposto por Zel’dovich
que, apesar de ser mais geral que o primeiro citado, preve a formacao de estruturas do
tipo panquecas, com espessuras infinitesimais. Por tultimo, no capitulo 5| analisamos um
modelo que impoe uma "viscosidade gravitacional”~” ao método proposto por Zel’dovich,
prevendo assim a formacao hierarquica de trés tipos distintos de estruturas, todas com
espessuras finitas. Nesses trés capitulos os métodos aproximativos apresentados sao ana-
liticos, possuindo a vantagem de apresentar resultados qualitativos extremamente 1teis
para termos uma ideia, ainda que superficial, sobre a formagao dessas estruturas em larga

escala.

O presente capitulo destina-se a apresentacao de métodos numéricos para formacgao das
estruturas em larga escala. De modo geral, esses métodos analisam a evolucao individual
de cada particula do sistema, resultando, ao final, na formagao (ou nao) de estruturas
cujas caracteristicas sao mais realistas, em comparacao com os métodos analiticos. A
proximidade com a realidade depende, em geral, do nimero de particulas existentes, por
hipdtese, no sistema; quanto maior o nimero de particulas, mais realisticos sao os resul-
tados. Contudo, o ganho em qualidade, com o acréscimo do niimero de particulas, ocorre
mediante um inevitavel aumento do gasto computacional, resultando muitas vezes em um

longo tempo, nem sempre disponivel, necesséario para simular a formagao dessas estruturas



89

em larga escala. A seguir vamos expor diferentes algoritmos que procuram equilibrar, de

acordo a necessidade, a qualidade dos resultados com o trabalho computacional.

6.1 Meétodo Particle/particle

Em alguns casos na fisica nos deparamos com a necessidade de resolver integrais de
alto nivel de complexidade analitica, incentivando-nos a desenvolver métodos numéricos
que facilitem a busca pela solugao do problema. Neste sentido, o método Monte Carlo,
cujo nome, em sua origem, indica seu carater aleatorio EI, cumpre de forma simples o

objetivo, ainda que com um alto custo computacional.

Suponha que buscamos pela solugao da seguinte integral

I— /abf(x)dx, (6.1)

e que tal solucao deve ser numérica, devido a uma suposta complexidade. Decidindo
por utilizar o método Monte Carlo, devemos seguir os seguintes passos: dividir o espaco
dominio da fungao integrada em N pedagos iguais, nos quais a fungao f(x) serd avaliada
em um ponto aleatério x; (com i =1, 2, 3, ..., N); somar todos os valores assumidos pela
funcao em cada uma das N regioes e dividir o resultado por N, afim de obtermos o valor
médio. Por fim, multiplicamos o valor médio obtido pelo intervalo de integracao (b—a),

resultando na solucao aproximada da integral original

1=y ). (6.2

j
onde x; é escolhido aleatoriamente em cada uma das N regioes. Quanto maior o nimero
de subdivisoes N do intervalo de integracao, maior serda a acuracia do resultado, ainda
que as custas de um enorme, e muitas vezes indisponivel, tempo gasto durante o processo

computacional.

O caso fisico de interesse é a solucao da equacao de Poisson, no caso de varias particulas

no sistema,

1O nome “Monte Carlo” refere-se & capital de Ménaco, local de enorme concentracio de cassinos, estes
que sao simbolos de aleatoriedade, indicando o mesmo carater randémico do modelo.
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V2 = 47:(;/ pd’v, (6.3)

para o qual existem varios modelos computacionais ja formulados, e tantos outros em

formulagao, além do método Monte Carlo, por nds escolhido para andlise [311, [32].

Adaptando o procedimento descrito a distribuicao de matéria granulada no universo
(mesmo que esta matéria seja CDM), particionaremos o espago em N regides, ou realiza-
¢oes, constituidas por um nimero suficientemente grande (estatisticamente) de particulas
do fluido. Atribufmos, ainda, a massa m; = N~!' [ pd®x & coordenada (x;, ,x;,,%;) (com
i=1,2,3, -+, N), escolhida aleatoriamente, em cada uma das regides. Obtemos assim a

seguinte solucao aproximada

o(x)=-Y G i , (6.4)

1
iz (rj—r2+€2)2

onde € é uma quantidade pequena, nao necessariamente constante, imposta a fim de
suavizar o efeito gravitacional para |r; —r;| < €, evitando uma singularidade. Chamamos
de efeito de discretizacao o efeito associado ao processo de particionamento do espaco,
prejudicando, quanto menor for N, a resolugao das imagens das estruturas cosmoldgicas
compactas. Outra fonte de perda de resolucao é o parametro €: a interagao gravitacional
entre particulas cujas posicoes satisfazem |r; —r;| < € ¢ insignificante, impedindo-nos de

conhecer detalhes do interior deste nucleo das estruturas.

Naturalmente, quanto maior o nimero das N particoes, maior a confiabilidade do
resultado, pois maior é a proximidade com o cenario real do universo. Podemos compre-
ender este processo como a realizagao de N interagoes independentes entre a i-ésima e a
J-ésima particula, necessariamente distinta da primeira, separadas por uma distancia ale-
atéria. A acurdcia deste modelo aproximativo computacional esta atrelada a quantidade

de particulas do meio: quanto mais, melhor !

Tomando o gradiente da expressao (6.4) podemos calcular a aceleracao sobre a i-ésima
particula, dada a posigao inicial das outras N — 1 particulas. Por uma integracao temporal
obtemos a velocidade, e integrando mais uma vez obtemos a posi¢ao em um certo instante

t, dada a velocidade inicial da i-ésima particula,
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dv
E = —V¢|r:ri (6-5)
e
dr
E‘r:ri = Vl . (66)

Efetuando este procedimento para as N particulas temos, apés um tempo ¢, a ve-
locidade e a posicao de cada uma. Utilizando este resultado como condicao inicial em
um novo processo, teremos mais uma vez a velocidade e a posicao de cada uma, porém
agora, em um instante posterior #’. A cada procedimento as particulas dao um passo em
direcao a formacao de uma estrutura compacta, sendo, portanto, de extrema importancia
a determinacao do tamanho de cada passo. Apesar de atraente a primeira vista, um passo
de tamanho constante é extremamente ineficaz para formacao de objetos compactos. O
tamanho do passo deve diminuir de acordo com a realizacao do procedimento, e a regra

de decaimento deve ser cuidadosamente analisada [33] [34].

Especialmente em formagao de estruturas cosmoldgicas, o modelo acima relatado é
conhecido por método particle-particle, pois como vimos o procedimento, em cada passo,

calcula individualmente a interacao entre duas particulas.

6.2 Algoritmo Particle-Mesh

A caracteristica principal deste método computacional é o particionamento do espago
em um sistema cartesiano, como uma grade, onde as dimensoes de cada célula desta
grade sao conhecidas, e a densidade de matéria, em cada uma, obedece a condicoes de
contorno. As particulas nao interagem diretamente umas com as outras, mas sim com um
campo gravitacional médio de cada célula. Tradicionalmente, o tratamento numérico de
um potencial escalar gradeado é feito com a técnica Fast Fourier Transform (FFT daqui
por diante), com a qual as condigdes de contorno em cada célula sdo automaticamente
satisfeitas. O nimero de processos computacionais envolvidos neste modelo é da ordem

de O(NInN), onde N é o nimero de células da grade.

A simplicidade e a eficdcia deste modelo fazem com que varios autores o utilizem [35],
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30, [37], tanto na sua forma tradicional, utilizando FFT, quanto aplicando implementagoes

particulares, visando a otimizagao do processo.

6.3 Meétodo hierarquico em arvore

De acordo com Josh Barnes e Piet Hut, em 1986, um grande avanco computacional
foi obtido, frente aos métodos mencionados anteriormente, com um algoritmo hierdrquico
em arvore. A grosso modo, este método é caracterizado por considerar uma subdivisao
em células cibicas idénticas da regiao onde possivelmente havera formacao de estruturas
compactas da seguinte maneira: essa regiao inteira sera a primeira célula ctibica, ou
célula raiz, que abrangerd todas as N particulas consideradas, e cujo centro coincidira
com o centro de massa do sistema. Posteriormente, ela sera subdividida em mais oito
novas células, idénticas e cujo centro, de cada uma, coincidird com o centro de massa
referente a cada célula. Este processo ocorrera até que haja somente uma particula em
cada subcélula [33, [34] (38, 39].

Tendo subdividido a regiao de interesse em células, calcularemos, a partir da célula
raiz, a forca gravitacional sobre cada particula devido as demais subcélulas. Se uma
certa subcélula estiver longe o suficiente da particula em questao, o algoritmo aproximara
toda a arvore abaixo desta célula por um multipolo. Do contréario, todas as subcélulas
contribuirao. Como foi dito, no interior de uma célula qualquer pode haver uma ou mais
particulas, porém a sua contribuicao gravitacional ocorre como se ela fosse homogénea e

com massa igual a soma das massas das particulas internas a célula em questao.

Apesar de muito eficiente, este algoritmo apresenta uma perda de acuracia em dois
pontos, um quando aproximamos células distantes por multipolos, e outro quando consi-
deramos uma distribuicao homogénea, em cada subcélula, da massa das particulas a ela
pertencentes. Mas, enfim, como saber se a distancia entre uma célula e uma particula é
grande o suficiente para fazer a aproximagao? Este julgamento é feito com base no para-
metro angular 0, definido como a divisao do comprimento da célula ctibica pela distancia

dela & particula. A partir deste parametro, ajustamos a acurdcia do modelo.
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6.4 Outros métodos

Além dos algoritmos apresentados neste capitulo existem varios outros métodos com
suas vantagens e desvantagens tais como, Particle-Particle/Particle-Mesh, ou simples-
mente P2M, que é obviamente uma juncao dos dois primeiros métodos citados; Hierarchi-
cal PPM, que também uma juncdo de métodos; o método chamado Celestial Mechanics
Codes 39, 140 [4]. Enfim, a todo momento um novo c6digo numérico, melhor em alguns
pontos e pior em outros, é formulado pela comunidade cientifica. Todo este esfor¢co em
simular, além de vérios outros processos fisicos, a formacao de estruturas cosmoldgicas,

permite-nos testar, como em laboratérios, os modelos cosmologicos desejados.
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7 Consideracoes finais

Essa dissertacao foi elaborada com o objetivo de proporcionar uma anélise objetiva
do processo de formacao das estruturas em larga escala em regime nao linear, abordando
modelos alguns analiticos, tornando-se um material relevante aos iniciantes neste assunto,
por fornecer uma base consistente para um futuro trabalho mais profundo. Sendo assim,
com o intuito de concretizar este objetivo, a distribuicao dos modelos em cada capitulo
seguiu uma ordem crescente da acuracia de forma que a cada novo capitulo o modelo

abordado aproximava-se ainda mais da realidade.

Iniciamos, portanto, com um estudo sobre a aproximacao linear das perturbacoes cos-
moldégicas, embora o foco da dissertacao tenha sido a evolucao nao linear. Neste capitulo
enfatizamos ao maximo as principais consideragoes fisicas, como os referenciais comoveis
e a expansao em ondas planas, chegando, a partir desses conceitos, em uma regra para a
evolugao temporal da perturbacao linear da densidade. Este resultado serviu como base
de comparacao aos modelos seguintes, evidenciando as diferencas entre a evolugao linear

e a nao linear.

Em seguida apresentamos o primeiro método aproximativo que propoe uma descri¢ao
do periodo evolutivo nao linear, supondo uma simetria esférica a essa evolucao, respal-
dados pela validade do teorema de Birkhoff. Inicialmente tratamos este modelo por uma
abordagem newtoniana, seguida por uma relativistica. A simplicidade matematica, confe-
rida pela consideracao da simetria esférica, ¢ um dos seus principais atrativos, fornecendo
resultados importantes, em uma primeira andlise, sobre a formacao das estruturas cos-
mologicas. Por esse modelo obtivemos informacgoes sobre o tempo de formagao desses
objetos, bem como condigoes sobre o raio e a massa para que haja o colapso. Vimos,

inclusive, em qual instante esses objetos alcancam seu raio maximo.
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Com o intuito de obter resultados mais proximos da realidade, apresentamos a aproxi-
macao de Zel’dovich que, ao contrario do método de simetria esférica, supoe uma taxa de
expansao diferente para cada eixo coordenado. Esses eixos coordenados sao definidos pela
diagonalizacao da matriz jacobiana, obtida pela relacao de transformacao entre os referen-
ciais euleriano e lagrangiano, e as taxas de expansao de cada eixo sao os autovalores dessa
matriz. Seguindo essas consideragoes, o modelo preveé a formacao de estruturas conhecidas
como panquecas, com espessura infinitesimal e desprovidas, a principio, de rotagao. En-
tretanto, de acordo com a generalizacao proposta por Buchert, a existéncia dessa rotagao
é verificada. E importante salientar que este método proposto por Zel’dovich, e aprimo-
rado por Burchet, é uma valiosa ferramenta na obtencao de um campo de velocidades

necessario em simulagoes computacionais.

No capitulo [5] adicionamos, de acordo com Gurbatov, Saichev e Shandarin, um termo
de viscosidade artificial simulando uma interagao entre as particulas do meio, com o intuito
de obter a formacao de estruturas com espessuras finitas, ao contrario do que é previsto
por Zel’dovich. Com a insercao do termo viscoso, a velocidade de cada particula do campo
é obtida mediante a solugao da equagao de Burgers. Além de impossibilitar a formagao
de estruturas com espessuras infinitesimais, obtivemos também a previsao de trés tipos

distintos de estruturas, como as panquecas, os filamentos e os aglomerados.

Enfim, discutimos no capitulo [0 as vantagens e desvantagens de alguns dos métodos
computacionais mais utilizados em formagao de estruturas cosmoldgicas, como o método
Monte Carlo, Particle-Mesh e o método hierarquico em arvore. Em geral, a acurédcia do
resultado, ou seja, o quanto o resultado se aproxima da realidade, estd sempre associada

ao gasto computacional: quanto maior a acurdcia, maior o gasto computacional.

Tendo compreendido cada um desses modelos, um possivel trabalho subsequente seria
aplica-los aos modelos cosmoldgicos e gravitacionais interessantes ao nosso grupo, como o
modelo de Gés de Chaplygin e a gravitacao de Brans-Dicke, investigando, por exemplo,
qual a interferéncia da constante do modelo de Géas de Chaplygin na formacao das estru-
turas em larga escala pelo método de adesao gravitacional. Os resultados dessa aplicacao

seriam confrontados com os resultados das simulacoes de N-corpos no modelo padrao.
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APENDICE A -- Teorema de Bairkhoff

O Teorema de Birkhoff garante que um campo gravitacional, descrito pela Relativi-

dade Geral, apenas esfericamente simétrico é, a principio, estatico.

O problema em questao é a possibilidade de medirmos a variagao do campo gravita-
cional gerada por uma oscilacao esfericamente simétrica de um objeto também esférico.
Ou seja, queremos descobrir se uma variacao esférica da distribuicao de matéria de um

objeto provoca uma variagao do seu campo gravitacional.

Este teorema é o equivalente relativistico do teorema newtoniano das cascas esféricas

que diz o seguinte:

- 0 campo gravitacional devido a uma distribuicao esférica de matéria nao depende

do raio dessa distribuicao, ainda que seja nulo;

- dividindo este objeto esférico em cascas esféricas, uma casa esférica nao produz

campo gravitacional em um ponto do seu interior.

Devido ao carater relativistico deste teorema, as equagoes (3.80)), (3.81)), (3.82)) e (3.83))

serao necessarias na sua demonstragao. Mesmo assim, elas serao reescritas em momentos
oportunos, de modo a nao criar confusoes ou duvidas. Dessa forma, este apéndice esta
disposto da seguinte maneira: na segao faremos uma breve definicao dos vetores
de Killing, relacionando-os com as simetrias do sistema; na secao utilizaremos os
vetores de Killing para encontrar a forma do elemento de linha que descreve o sistema
em questao; na secao obteremos cada componente da conexao afim e do tensor de
Ricci (definidos mais a diante) para posteriormente substitui-los nas equagoes de campo
de Einstein, demonstrando enfim o teorema. Na tultima secao, a , faremos algumas

observagoes acerca do teorema em questao.
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A.1 Derivada de Lie e os Vetores de Killing

Seja ¢;, : M — N (M e N variedades diferenciais) um difeomorﬁsrmﬂ definido sobre
fungoes f: N — R tal que fo¢, : M — R, associado a um campo vetorial v. Com esse
mapeamento podemos definir uma transformagao @, que leva tensores em tensores: a

ajp

transformacio ¢; leva o tensor 7;9?’:2)?, cuja ordem é (I,k), no tensor ¢I72}1..‘.’1')Z’, cuja ordem
também ¢é (1,k) [13].

A aplicagao do difeomorfismo ¢y pode ser compreendida como um arrasto, de um
ponto a outro, de um tensor, por uma curva parametrizada pelo parametro A. Como
estamos considerando o mapeamento ¢, : M — N difeomorfo, entao necessariamente a
dimensao das variedades M e N sao idénticas. Portanto, a aplicacao deste mapeamento

equivale a uma mudanca de coordenadas.

De acordo com esta interpretacio dinamica do mapeamento ¢y, a existéncia de um
campo vetorial v, como o gerador de arrasto, fica mais clara. Assim, como v é vetor

tangente a curva A de arrasto, suas componentes sao dadas porE]

() a

Por defini¢ao, a derivada de Lie de um tensor é a diferenca entre ele, avaliado em
um certo ponto da variedade, e o tensor resultante do arrasto obtido pela aplicacao do

difeomorfismo ¢y,

xdf...df  pdp...dg
¢/l valn-bk T'bl...bk

A—0 A ’

ay...ap __
j‘}]ﬂbl.,.bk = (A2)
onde v é o campo vetorial associado ao difeomorfismo ¢y .

Sobre um campo tensorial de ordem (1,1) , a derivada de Lie estd relacionada a

derivada covariante de acordo com a seguinte férmula, ou seja,

'Um mapeamento um-a-um é dito difeomorfo se ele possui inversa e infinitas derivadas igualmente
invertiveis.

2A notacdo indicial segue a convensdo de [I3]: objetos com indices latinos representam a prépria
quantidade (tensores, de forma geral), e quantidades com indices gregos representam as suas componentes,
em um certo sistema de coordenadas.
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LT = vV T =TV + TV (A.3)

ax?
a __ b
onde VX = 52

T X, —T7, X9,

Uma transformacao ¢, definida sobre um campo tensorial é dita simétrica quando a

derivada de Lie deste campo for nula,

LI =0, (A4

Ou ainda, se o campo tensorial em questao for o tensor métrico, diremos que essa trans-

formagao ¢ uma isometria, significando que ¢ gup = gap-

Em partircular, de (A.3]) e do fato de que Vg, =0, a equagao de isometria é

Vavp+Vpva =0, (A.5)
da qual definimos os campos vetoriais v como os vetores de Killing.

Como temos a liberdade de escolha do sistema de coordenadas, faremos essa escolha
baseados na condigao de simetria do sistema. Por exemplo, se o sistema possui isometria
radial, um arrasto do tensor métrico na direcao radial nao o altera. Dessa forma, o vetor

tangente a diregao radial é dado, segundo (A.1]), por

oo (1) »

que ¢ o vetor de Killing associado a simetria radial do sistema.

A.2 O elemento de linha

De acordo com a defini¢ao de vetor de Killing e com as condigoes iniciais do problema,
podemos saber quantos campos de Killing existem e a quais simetrias eles estao associ-
ados. Por exemplo, sabemos que nosso sistema possui simetria esférica e que o campo
gravitacional deve ser estacionario. Portanto, o sistema de coordenadas esféricas é o mais

conveniente.
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Devido a condicao de simetria esférica, uma isometria radial e uma angular devem
existir associadas aos vetores {H = (%)ﬂ e O = (%)ﬂ, respectivamente. A condigao
de campo gravitacional estacionario nao representa uma isometria, pois estamos conside-
rando, a priori, que o campo gravitacional nao possua simetria de translacao temporal.
Assim, o vetor associado a translagao temporal, dado por E# = (%)u, nao caracteriza

um vetor de Killing.

Os vetores { e © sao ortogonais entre si, pois sao campos vetoriais de Killing associados
a diregoes perpendiculares, enquanto que & nao é perpendicular aos dois primeiros, visto
que nao é um vetor de Killing. Contudo, podemos torna-lo perpendicular a um dos dois,

sendo que escolheremos o vetor ©.

Dessa forma, o tensor métrico terd componentes temporal, radial, angular e uma com-
ponente mista radial/temporal, associada a nao perpendicularidade entre essas diregoes.

Essas componentes serao dadas pOIEI,

g = &EHE

= gt =-A'(nt"), (A.7)
8rr = C#Cﬂ

= g”VC“CV:B/(r,t”), (A.8)

oo = ®“®u
= guwOreY =, (A.9)

g = gy = guvGHEY . (A.10)

Portanto, o elemento de linha ficard da seguinte maneira,

ds* = A'(r, t”)dt”2 + g (dt"dr+drdi") + B (r,!"Ydr* + r*dw?. (A.11)

3Utilizamos uma assinatura da métrica do tipo (—,+,+,+).
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Podemos ainda efetuar uma mudanca de coordenada temporal, 1’ — ¢/, de forma a
cancelar o termo cruzado da métrica. Essa mudanca é feita de acordo com a seguinte

regra de transformacao dos tensores,

Nesse novo sistema redefiniremos o parametro temporal e o elemento de linha fica

reescrito da seguinte maneira,

ds® = A(r,t')dt”* + B(r,t")dr* + r*do? (A.13)

onde A(r,1") e B(r,t') sao as antigas fungoes A’ (r,1") e B'(r,t"") em fungao do novo parametro

temporal ¢'.

Como o elemento de linha acima deve ter uma assinatura pré-definida, as fungoes A
e B devem ser estritamente negativa e positiva, respectivamente. Esse fato nos permite

escrever tais fungoes como exponenciais, fornecendo

ds? = —20U N gr 4 2B g2 4 P2 aw?, (A.14)
Enfim, (A.14) é a métrica que descreve a distorgao espago-temporal, nao estética a
principio, causada por uma distribuicao esférica de matéria.

Na proxima secao veremos como ficam as equacoes de campo da Relatividade Geral

em um sistema fisico com essas caracteristicas.

A.3 As equacoes de campo de Einstein

Vamos supor que o nosso universo, descrito pela métrica (A.14)), obedeca a dinamica

descrita pelas equagoes da RG de Einstein [§],

1

onde
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_TP p P A P A
Ryv=T1{y p=Thuv+T0, T —ThT), (A.16)

é o tensor de Ricci, sendo que

1
L= igcp (gvp, 1 +8up,v —&uv,p) (A.17)

é a conexao afim.

As equagoes de Einstein serao aplicadas numa regiao vazia (vacuo) do universo,o que

implica em Ty = 0 e consequentemente, R,y = 0.
Vamos agora ao calculo dos Ry, comegando pela conexao Ffw.

De acordo com a equagao (A.17)) e utilizando a métrica (A.14]), obtemos os seguintes

termos nao nulos de I'y, .

Primeiro os termos temporais:

Y=o, TIf=a e TI9=p32F9, (A.18)

Agora, os termos radiais:

F60 = OC/ eZ(a_ﬁ)v :O = Ba F;rﬁ/7 (A19)

0o = —re 2P e 06 = —rsin®@e 2P (A.20)

Por fim, vamos aos termos angulares:

1
0 6 .
Iy, = m [yp = —sinBcosO, (A.21)
=L o oo (A.22)
¢r h— r ¢9 — . .

Enfim, utilizaremos estes resultados para calcular os elementos do tensor de Ricci Ryy.



(1) Termo puramente temporal:

Ry — a//ez(oc—ﬁ) -1—206/( /—ﬁ/) ez(a

(2) Termo temporal e radial:

(3) Termo temporal e angular:

R,o = (B+&)cot =0

(4) Termo puramente radial:

!/
R, = —a”—3[3a +4ﬁ

2B(B — &) +ocﬁe ﬁ a)

(5) Termos puramente angulares:

P B Ba+
o B 1 Blo/ B _ g2

+ 4— o + B P 4
+ BrePP-® = o,

Ryyp = rB’sin 0P — ro/sin?0e P — 2cos? 0 +

1 — rcos@sin@e 2P —sin29e 2P = 0.
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(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)



Com o termo Ry, podemos notar que

2.
_B - 07
.

o que implica, necessariamente, em f = B(r).

Ao mesmo tempo, com o termo Rgg, temos

0 ro!
T Rep = -2 0.
or 09 e~

Isso significa que a' =0, ou seja,

a(t',r) = f(r) + (),
necessariamente.

Podemos, com isso, reescrever a métrica (A.14) da seguinte maneira,

ds2 — _er(r) €2g(t/)dt/2+€2B(r)d}"2—|—r2dw2 ’

na qual definiremos uma escala temporal dada por

dt = e#")ar’

deixando a métrica com o seguinte formato,
ds? = =T Na? + 2P g 4+ Pdw?® .

A.4 Analise do teorema de Birkhoff
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(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

Uma caracteristica ébvia da métrica (|A.35)) obtida é que ela é invariante por transla-

¢oes temporais, mantendo a simetria esférica, o que significa que o campo gravitacional é

constante com o passar do tempo, apesar de termos considerado a priori uma dependéncia

temporal da gravidade.
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Note que essa métrica é véalida para um observador fora da distribuicao esférica de

matéria.

Em resumo, de acordo com a RG, se a distribuicao de matéria for esfericamente
simétrica, o campo gravitacional sera estaciondrio, mesmo que essa distribuicao varie com
o tempo mantendo a simetria. Na pratica podemos dizer que nunca sentiremos uma
variacao do campo gravitacional gerado por um corpo esférico e que pulsa, explode ou

colapsa, mantendo sua simetria eférica.
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APENDICE B - Método Steepest Descent

Frequentemente em fisica ou matematica nos deparamos com situacoes onde se faz
necessario obter o menor valor de uma dada fungao (grandeza) F(x), ou mesmo o ponto xg
onde F(x) é minima. Um exemplo dessas situagoes é a solu¢ao da equagao (5.41)), motivo

pelo qual dedicarei este apéndice a andlise das solugoes de casos desse género [41].
Considere uma funcao F : R” — R que seja suave em seu dominio. EI

Vamos agora considerar que estamos num ponto qualquer x; e que queremos nos
aproximar do ponto xo (ponto de minimo de F(x)) dando inicialmente um passo, entao
precisamos definir o tamanho desse passo e saber qual direcao devemos tomar. A direcao
¢ dada por —VF(x;), enquanto que o tamanho do passo serd dado por ;. Portanto, apds

darmos este passo na direcao determinada, estaremos em

Xk+1 ka—lkVF(xk). (B.l)

Uma grande quantidade de fisicos e matematicos utilizam este método de iteragoes
atraidos por sua obvia facilidade e simplicidade. Entretanto, esses irresistiveis atrativos
possuem um prego, que variam de acordo com o tamanho do passo em cada iteracao:
podemos ter um numero infinito de iteragoes necessarias para encontrar xp; ou ainda,

podemos ter um modelo altamente impreciso.

Para ajustar esse preco a ser pago, devemos fazer uma andlise mais detalhada da
equagao (B.1]), observando seu comportamento de acordo com os possiveis valores de

Ax. Como A; (k € N fixo) representa o tamanho do passo que iremos dar na diregao

I'Por uma funcéo suave denoto toda funcio que possua primeira e segunda derivada continuas no seu
dominio.
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VF (x;) partindo do ponto x, vamos supor que o passo seguinte seja sempre menor que o
passo anterior, ou seja, 411 < A. Se a diferenga entre os passos consecutivos for muito
grande, precisaremos de um numero também muito grande de iteragoes para encontrar x,
0 que acarretard em um enorme gasto de tempo computacional atrelado a um aumento

proporcional da precisao do resultado.

Por outro lado, vamos supor que o passo terda sempre um tamanho finito definido,
A #0. Se o tamanho do passo for suficientemente grande diminuiremos o tempo compu-

tacional, mas aumentaremos proporcionalmente a imprecisao do método.

Portanto, vimos que podemos controlar o custo-beneficio deste método ajustando o
parametro A;: quanto menor o valor do passo, maior serd a precisao do resultado, porém
com um gasto computacional maior; ao mesmo tempo, quanto maior o valor do parametro

Ak, mais impreciso sera o resultado, mas com um gasto computacional bem menor.

Vamos ver agora como esse método se aplica em um caso tipico como a obtencao da

solugao da integral

/ N dx, (B.2)

onde N é um numero real fixo suficientemente grande e f(x) é dita fungao suave com um
ponto de méaximo xy global. Apesar do fato 6bvio de nao existir uma solugao exata para
essa integral, somos capazes, gracas ao valor de N, de obter uma boa aproximagcao dessa
solucdo. Note que, f(xg) é maior do que em qualquer outro ponto x nas proximidades de
X0, € mesmo que a diferenga f(xg) — f(x) nao seja muito grande, devido a N, o valor da

exponencial em xg,

NI (o)

Y

sera muito maior do que em qualquer outro ponto nas proximidades de xy. Dessa forma,

a maior contribuigao a integral (B.2)) serd dada pelo valor da exponencial avaliada em x.

Uma expansao de Taylor da funcao f nas proximidades de x( ficara da seguinte forma

£ = Fl) + 57" (0)32 + -+, (B3
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onde f”(xp) denota a segunda derivada de f calculada em xp e dx =x—x9 < 1 . Como
Xo € o ponto de maximo de f dentro do intervalo de integracao, a primeira derivada de
f calculada em xo é nula e, pelo mesmo motivo, f”(xp) deve ser negativo. Sendo assim,

com boa aproximagao, temos

/""eNﬂx) dr ~ / T NF) B e0)l8e g (B.4)

(oo} —00
Repare que utilizamos o intervalo (—eo,0) ao invés de um intervalo fechado qualquer com
o intuito de aumentar o ntimero de iteragoes na busca pelo ponto xg, e com isso aumentar

a precisao do resultado.

Efetuando uma mudanca de varidvel, dx =r, a integral acima fica

NF(x0) / T Al gy (B.5)

€ como

R|Y

*° 2
/ e ¥ dt =

com O constante, teremos

eNf(XO)/rx> e )P gy — g NfO) [ B.6
- N o) o)

Enfim, o unico trabalho restante é conhecer o ponto xp, que depende do trabalho
computacional escolhido, mas como vimos, o procedimento computacional é simples, a
priori, até o ponto em que temos de escolher a maneira que iremos dar os “passos” em
diregao a x,. Via de regra, o problema nao esta em saber a diregdo V f(x;) em cada passo,
mas sim em escolher os passos A de forma que a convergéncia ao ponto xy ocorra com o
melhor custo-beneficio (menor gasto computacional mas ainda com boa precisao). Neste

sentido, existem varios trabalhos a repeito da convergéncia do método Steepest Descent

2.

No capitulo que trata do Modelo de Adesao, vimos que o movimento de cada particula

do meio obedece a seguinte equacao
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_ fd3(] (X - q) exXp [_%G(Xﬂlvb)}
b [ d3gexp[—5G(x,q,b)]

onde o parametro de “viscosidade” do meio, v, é considerado inﬁnitesima]ﬂ Dessa forma

, (B.7)

temos um caso parecido com o resolvido logo acima (B.2), e da mesma forma encontrare-

mos uma expressao aproximada para a velocidade.

Nesse caso do Modelo de Adesao estamos procurando o(s) ponto(s) qop, para o qual o

polinomio

G(x,q) = ——— — Do (B.8)
¢ minimo.

2
(X0 bCIO)_ — N no qual ajustamos a

Na prética, definimos um polinomio P(xg,qp) =
constante real N a partir de —oo até o ponto em que o polindomio P(Xg,qo) tangencia a

hipersuperficie ®y.

Vamos supor que, inicialmente, exista apenas um tunico ponto (o que minimiza a

fungao G(x,q), e sendo assim, resolveremos primeiro a integral do denominador,

1 1 v
[ Falx-aexp| - 5,600 = x-azetera B n
e por sua vez, resolveremos a integral do numerador,
1
b/d3qexp {—EG(X,q,b)} — 2 Vbrv exwC(xa0), (B.10)
Dividindo uma pela outra, temos
y=2_q (B.11)

b

No caso de existirem N pontos de minimo, o método Steepest Descent fornece, seguindo

a mesma ideia,

2Por infinitesimal entendemos que v — 0.
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— M (B.12)



1]

2]
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