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Resumo

O uso das Wavelets tem crescido bastante nos ultimos anos. Suas aplicagoes
contemplam diversas dreas, desde a matematica pura até processamento de imagens,
por exemplo. A principal propriedade das Wavelets é a representacao de fun¢des num
espaco de escalas, o que permite a observacao da funcdo de maneira eficaz em um
intervalo reduzido.

Nesta dissertacao apresentamos um desenvolvimento matematico da cons-
trucdo de uma familia de Wavelets, além de sua aplicagio em um problema da
espectrometria para a obtencao de propriedades do petréleo. Para tal, fazemos uso
de outras ferramentas, como teoria Fuzzy, Algoritmo Genético e clusterizagdo, ob-
tendo um método de predigdo das propriedades. Por fim, apresentamos os resultados
do método desenvolvido por meio dos espectros de amostras de petréleo, fornecidos
pelo LabPetro-UFES.






Abstract

Wavelets have played an important role on recent researches. Its applications
go from pure math to image processing and many others. Their main property is
the representation of functions in a scale space, which allows an efficient observation
of the function in an small interval.

In this thesis, a mathematical development of the construction of a Wavelet
family is presented, as well as an application on spectrometry to obtain petroleum
properties. To do so, many others tools are used, such as Fuzzy theory, Genetic
Algorithm and clusterization, resulting in a method of properties forecasting. Fi-
nally, the method results are presented, using the spectrum of samples provided by
LabPetro-UFES.
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1 Introducao

1.1 Historia e aplicacoes

As fungoes Wavelets sdo consideradas um objeto de estudo recente e ja pos-
suem diversas aplicagoes em varios campos de pesquisa. A primeira Wavelet, a Wavelet
Haar, foi mencionada apenas em 1909, por A. Haar (HAAR, 1910), e o préprio nome
"Wavelet" comegou a ser utilizado apenas na década de 80 (MORLET et al., 1982). Desde
entdo, o uso das Wavelets cresceu em grande propor¢ao (DAUBECHIES, 1992).

Suas aplicagoes contemplam varias areas além da matemética pura (DAUBE-
CHIES, 1992). Por exemplo, na fisica, hé trabalhos sobre estados coerentes e grupo de
renormalizacdo. Na quimica, foi introduzida na década de 90 e hoje possui um papel
importante na quimiometria e espectrofotometria (CHAU et al., 2004). No campo da en-
genharia, encontram-se trabalhos baseados em Wavelets sobre codificacao de sub-banda,
Orthogonal frequency-division multiplexing (OFDM), anélise de sinais, compressao de
dados, remocao de ruido, dentre outros. Computacionalmente, trabalha-se com a trans-
formada Wavelet discreta, que pode ser vista como uma representacao da Wavelet por
apenas um numero finito de pontos, sendo que sua teoria também é bastante desenvolvida

ultimamente.

1.2 Propriedades principais

A principal vantagem da transformada Wavelet é que ela representa um sinal no
dominio da frequéncia e do tempo, enquanto a transformada de Fourier trabalha apenas
na frequéncia. Tal fato permite avaliar variagoes ocorridas em sinais em um intervalo de
tempo especifico, o que seria similar ao processo de janelamento utilizado com a trans-
formada de Fourier. Isso ocorre porque a transformada Wavelet trabalha com um espago
de escalas, que divide o sinal em grupos de intervalos transladados, nos quais cada grupo
possui um comprimento de intervalo especifico. Dessa maneira, grupos com um intervalo
de comprimento maior darao uma visao global do sinal e os de comprimento menor uma

visao mais detalhada.

No que diz respeito a transformada Wavelet discreta, uma das principais propri-
edades é que ela guarda a maior parte da energia do sinal em poucos coeficientes, o que
permite que o sinal seja recuperado apenas por um reduzido nimero deles. Esse fato é de
grande importancia na compressao de dados, na qual se escolhe uma determinada Wavelet

que armazene a maior quantidade possivel de energia no menor niimero de coeficientes e
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que permita com eles a recuperacao do sinal sem que sofra grandes deformacoes.

1.3 Comparacao entre Wavelet e Fourier

Uma transformada Wavelet, analiticamente falando, muito se assemelha com a
transformada de Fourier. Ambas permitem que um sinal seja representado por uma série
de coeficientes que multiplicam suas funcoes base. Como exemplo, uma funcao f definida
no intervalo [0, 1] que seja quadrado integravel (REED; SIMON, 1980) é representada da

seguinte maneira em uma série de Fourier:

f(z) =bo + i (bpcos(2mkx) + apsen(2mkz))
k=1

Por outro lado, considerando a fungdo Wavelet Haar, definida por:

1 se0<z<i
Yr) =4 -1 ses<z<1 (1.1)

0 caso contrario

a funcdo f em uma série de Haar é dada por:

flx)=co+ i Z_: ij¢(2jﬂj — k) (1.2)

=0 k=0

Em ambas as séries, temos um termo independente e uma soma de fungoes com
determinados pesos: senos e cossenos na série de Fourier e a propria Wavelet Haar na série
de Haar. Além disso, ambas as séries sao expansoes em termos de fungoes ortogonais em
L?0,1] (a prova consta na préxima secdo). Tal fato facilita na obtengao dos coeficientes

da expansao em séries:

b = /Olf(a:)cos(Qﬂkx) dz
ap = /Olf(az)sen(kax) dz
Chj = /Olf(x)w(?x —k)dx

b():CO:/Olf(CC)dJ]

onde a barra representa o conjugado complexo.
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A Wavelet Haar possui uma importante propriedade que os senos e cossenos nao

possuem, um suporte compacto.

Definicao 1.3.1. Suporte: O suporte de uma funcao f : X — V é o conjunto dado por:

supp(f) ={z € X; f(z) # 0}
onde a barra significa o fecho do conjunto.

Um conjunto compacto na reta real significa que o conjunto é limitado e fechado.

Dizemos que o suporte de f é compacto quando o conjunto supp(f) é compacto.

A vantagem advinda de tal propriedade pode ser resumida no seguinte fato: para
descrever a fungdo em um intervalo [a, b], precisamos de todos os coeficientes da série de
Fourier, enquanto que para a Wavelet Haar apenas aqueles Iy ; = [277k, 27 (k 4+ 1)] que

intersectam [a, ).

Na equacao (1.2) notamos também a propriedade de escala (comentada na segao
anterior) pois, considerando apenas a soma parcial da expansao em Haar (ou seja, para
0 < j < N), temos a representagao de f considerando detalhes (Wavelets com uma

determinada escala e coeficiente) de magnitude 27~ ou maiores.

1.4 Ortogonalidade das funcoes bases das transformadas de Fou-

rier e Haar

O produto interno entre duas fungdes em L?|[a, b] serd definido por:

(-, : L*[a,b] x L*a,b] — C

b

(o9) = [ T@)gle) de
onde a barra significa o conjugado complexo. A ortogonalidade entre duas fungoes f, g
ocorre quando (f, g) = 0. Com base no conceito de produto interno definido, seré entao
provada a ortogonalidade das fungoes bases das transformadas de Fourier e Haar.

e Ortogonalidade da Wavelet Haar

Sejam 11,1y dadas por

Y =27z — k)
Yo = V(2721 — k)
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onde 1 é a fun¢do Haar definida na equagao (1.1) e ky, ko, 1,72 € Z. Para provar a
ortogonalidade, basta verificar que (11, 15) = 0 no caso em que j; # jo ou ky # ko. Para

isso, podemos partir da definicao de produto interno:

(1, 1h9) = /O:ow(?ﬁx—lﬁ)w (2j295 — k’g) dz

onde ky, ko, 71, j2 € Z. Temos que:

1
k1+3 ky+1

Y (2722 — ky) da =

Wiia) = [T 0 (2P0 — k) do— 2

271 271

= [ ldx— 1dx—/ ldx + | 1ldz (1.3)
Uy Us Us Uy

(ki ki+d ky ko3
Ul_(zh’ o) M\ o o

U2:</ICl k”,L;)m(k?Jr;,ijLl)

onde temos:

2417 5 2J2 2J2

ki+31 k41 ky ko+ 1
0= (S5t S ) n (5.2

201 271 272 272

. ki+3 ki+1 R ks +3 ko+1
4 271 7 95 272 7 9j2

Se j1 = ja e k1 # ko, claramente Uy, Uy, Us e Uy = ) e logo (11, 19) = 0. Se j; # Jja,
considerando sem perda de generalidade j; > jo, para que Uy, Uy, U3 e Uy nao sejam todos

vazios, precisamos que, para d € {O, %, 1}:

ﬁ<k1+d<k2+%

Q2 — Q1 T 92 (14)
ou
ko+3 ki+d  ky+1
2ty mtd et (1.5)
272 271 272
As inequagdes sao verdadeiras pois:
k ko i
ot <ﬁ - k1<21 2]{?2
> k?l +1 S 2j1_j2k‘2 (16)
N ki+1 < ko

201 T 202
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e
ki +1  ko+1 i
271 > o = k1 +1>21 2([€2+1)
= ky > 2" (ky + 1) (1.7)
ky k2 +1
= o = on
. ky ki+d ki+d _k+1 _ e
As equagdes (1.6) e (1.7) mostram que para 2 < 5 ¢ on < o7 Ao satisfeitas
k1 d
temos Uy, Us, Us e U, = (). Basta agora mostrar que, com elas satisfeitas temos +
kot i ka3 ki+d ks + ki Ky +1
2 + 2 oy =2 <= + . Para tal, basta mostrar que §é - A + . Suponha
272 272 J1 2]1 271
por absurdo que pertenca, entao:
ki ka3 ki +1
L2 2 (1.8)

271 272 21
Mas

ﬂ < ko + %
271 272

. 1
< (s )

= Kk +1 <272 <k’2 + 2>

kil _ ka3
271 T 92
o que ¢ absurdo por (1.8).

Agora, podemos assumir que ou (1.4) ou (1.5) vale. Sendo assim, considere que

(1.4) vale (o caso para (1.5) é andlogo). Desse modo temos que

U, Uy =10 (1.9)

ki ki3
Ur = <2ﬂ 21

k1+% ky+1
U3_< 251 7 91

Como U; e Us possuem o mesmo comprimento, usando a equagao (1.9), temos por (1.3)

que:

(1, 1h9) = / ldx — 1dx — 1dx + 1da:_0
U2 U3

No caso em que j; = jo = j e k; = ky = k, ou seja, 1 = ¥y = 9, temos que:
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(w.0) = [0 lmw (Y0~ k) dr

—/2] 2]1'— )dx—/éw(?x—k)dx

<k:+2 k:) <k+1 k+;>
2] 2j 2j 2j
1

A

Isso mostra que a Wavelet Haar ndo é normalizada. Para tal, devemos multiplica-la por

um fator 2%

e Ortogonalidade da Base de Fourier

A ortogonalidade dos senos e cossenos, que sao as bases da série de Fourier, segue

diretamente da definicdo de produto interno. Sejam ki, ks > 0 nimeros inteiros, entao

temos que:

1

(cos(2mky ), cos(2mky-)) :/ cos(2mkyx)cos(2mhkox) dx
0
1

1

(cos(2m(ky + ko)x) 4 cos(2m(ky — ko)z) dx

Se k?l 7é k’g
Se ]{31 = kg

1
2’

(sen(2mky-), sen(2mks-)) / sen(2rkx)sen(2nkyx) da
1

=3 (cos(27r(k1 ko)x) — cos(2m(ky + ko)) da

0

{0, Se kl 7£ kg

%, se kﬁl :k’g

1

(sen(2mk;-), cos(2mksy-)) :/ sen(2mwkyx)cos(2mkqox) da
0

= ;/Ol(sen(%r(kzl + ko)x) + sen(2m(ky — ko)x) dx

:O Vkl,kQEN

Assim concluimos que as bases da série de Fourier sao ortogonais.
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1.5 Descricao da Aplicacao

Neste trabalho foi realizada uma aplicacao da Teoria de Wavelets no campo da
Espectrometria. Ela se baseia na predicao de propriedades de amostras de petroleo a partir
do espectro refletido pela emissao de infravermelho nas amostras, feita pelo espectometro,

um aparelho disponivel nos laboratoérios do LabPetro - UFES.

Atualmente sao utilizadas técnicas que fazem uso de ferramentas mais estatisticas,
como regressoes multivariavel e outros. Porém, nesse trabalho quisemos gerar um método
mais flexivel (com varias partes que podem ser mudadas e adaptadas) e diferente dos ja

feitos, de modo a obter uma nova linha de aproximacgao do problema.

O uso da Wavelet no método se baseia na extracao de variaveis do espectro, as
quais serao utilizadas no processo de predicao. Tal procedimento foi proposto devido a

propriedade de escala das fungdes Wavelet, que sera discutida nesta dissertacgao.

Devido a qualidade dos resultados gerados pelo método, um artigo foi desenvolvido
para ser submetido a revista Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems, explicando

as etapas do método e sua aplicagao nas amostras de petroleo fornecidas.

1.6 Organizacido do Texto

O segundo capitulo desta dissertacao descreve um método de criar Wavelets, bem
como as principais propriedades do espaco e comportamento de tais fun¢es. A teoria
contida nesse capitulo foi baseada no desenvolvimento feito em (STRICHARTZ, 1993). A
diferenga entre os dois esta no detalhamento adicional feito nos teoremas e provas contidos

em tal referéncia.

O terceiro capitulo descreve os principais métodos utilizados para a elaboracao do
preditor, culminando com a apresentacao e resultados de sua utilizacado com espectros de

amostras de petréleo fornecidas pelo LabPetro.
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2 Wavelets

Neste capitulo serao demostrados os principais teoremas e propriedades das Wave-
lets. Além disso, no final do capitulo, serd mostrado como criar Wavelets com as propri-
edades especificadas. Para tal, comegcaremos com um tipo especifico de Wavelet, a Haar,

para depois generalizar para uma Wavelet qualquer que atenda as propriedades impostas.

2.1 Wavelet Haar

Esta secao trata da Wavelet Haar, um dos tipos mais simples de Wavelet. A teoria
envolvida em tal funcdo é de extrema importancia para compreender como as Wavelets

funcionam de maneira geral.

2.1.1 Funcao Scaling Haar

A fungdo Scaling é uma funcao que esta relacionada com uma dada Wavelet, e
conhecendo fungbes Scaling podemos criar fungoes Wavelet. A fungdo Scaling associada

a Wavelet Haar é a fungdo caracteristica do intervalo [0, 1], definida para x € R por:

1 se0<zx<l1

p(r) = { (2.1)

0 caso contrario

Tendo em vista as principais caracteristicas de uma Wavelet, é necessario citar

duas propriedades importantes de :

1. As translagoes de ¢ por inteiros ({p(z—k), k € Z}) formam um conjunto de fungoes

ortonormais em L?(RR).

Demonstracao. De fato temos, para ky, ko € Z, ki # ko:

+o00
(plo = ki) plo— k) = [l — k)i — ky) da
= :ﬁlgo(:c — ko) dx

k1+1
- / 0dz
k1
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E para k; = ko = k:

(plo — K plo —K) = [ ple— Rjplr — k) da

et
= / ol —k)dx
k

ki1+1
1dx
k1

2. ¢ é auto-similar. Isso significa nesse contexto que ela pode ser expressa por uma

combinagao linear dela mesma em diferentes escalas:

p(r) = ¢(2z) + ©(22 - 1) (2.2)

2.1.2 Espacos gerados a partir da Wavelet Haar e sua Scaling

No que diz respeito a séries e transformadas, a questao fundamental é saber quais
fungdes sao possiveis de serem representadas/realizadas por elas. Com base nessa questao,
o intuito desta subse¢do é determinar se é possivel obter uma base para L*(R) (o espago
das fungoes quadrado integrdveis, ou seja, as fungdes f tais que [|f(z)|*>dz < oo (REED);
SIMON, 1980)) a partir da Wavelet Haar e a fungao .

Uma vez definida a fungao Scaling, o espago natural gerado por ela é:

Vo = { i arp(z — k), D lapl* < OO}

k=—00

que é o fecho em L*(R) das combinacgdes lineares das fungoes ¢(z — k), k € Z. Vj
representa o conjunto das func¢oes constantes por partes, sendo cada parte um intervalo
de comprimento 1 da forma [k, k+ 1), k € Z.

Como {¢(x — k), k € Z} é um conjunto ortonormal, segue que ele é uma base

ortonormal para Vj. Porém, V; C L*(R), j4 que até mesmo a funcao definida por

f(a:):{l se0§$<%

0 caso contrario

nao pertence a Vj, mas pertence a L?(IR). Sendo assim, para representar todas as fungoes

de L*(R) em termos de Scalings e Wavelets, precisamos definir outros conjuntos.
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Um novo conjunto pode ser gerado apenas reescalonando o conjunto {¢(x—k), k €

Z}. Para tal, considere o conjunto (1/2)Z definido por:

(1/2)Z = {’; ke Z} (2.3)

e a funcdo po(e) = p(2e) (note que o suporte de ¢, é o intervalo [0, 3]). A ideia é gerar um
conjunto similar ao V{, porém agora, ao invés de ser um conjunto de fungoes constantes
em intervalos de comprimento 1, serd um conjunto de fungoes constantes em intervalos

de comprimento %, o que seria equivalente a mudar a escala de uma func¢ao de V4.

Podemos agora definir o conjunto dado por {(2%) wo(x — ko), ko € (1/2)2}. Tal

conjunto é composto de fungdes ortonormais (prova analoga a ortogonalidade das fungoes
1
29
usado como a base do novo espago V;. Utilizando (2.3) e o fato de que pq(z) = ¢(22),

de {¢(z — k), k € Z}) que sdo constantes em intervalos de comprimento 3, e logo serd

podemos definir V) por:

Vi = { i awp(2z — k), 3 lax]* < 00}

k=—o00

Das defini¢oes acima, é possivel dizer que:

f(e)eVh < f(20) €V}

Para justificar essa afirmagao, seja f € Vj dada por f(x) = Y32 arp(z —k), 3 Jax]* <
oo. Entao f(2z) = Y00 arp(2x — k) = f(2e) € Vi. Por fim, se f(2e) € V} entao
fz) =332 arp(2z — k), X ax|* < 0o. Logo f(x) = X3 o axp(z — k) = f(e) €
Vo.

Podemos agora redefinir a identidade escala (2.2) por sua versao transladada, para
ke Z:

olx — k) =o(2x — 2k) + o2z — 2k — 1) (2.4)

A equagdo (2.4) afirma que Vy C Vi, ja que ela representa uma base de V como

uma combinacao linear de elementos de V.

Podemos agora repetir o processo de gerar V a partir de Vj e produzir, por indugao,
os conjuntos V;, j € Z, que serao os conjuntos de fun¢oes constantes em intervalos de

comprimento 277. Por esse procedimento, cada um deles tera as seguintes propriedades:

o {Qj/2¢(2j:v — k), k€ Z} ¢ uma base ortonormal de V;

o flz) eV, < [f(2"z) eV
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o V; CVjsej <k (obtida a partir de reescalonamento de (2.4))

A sequéncia {V;} é um tipo de anélise multiresolucional (serd detalhada na préxima

seqdo) e possui duas propriedades importantes:

1.

N V; =10}
JEZ

Demonstragio. Claramente 0 € V; V 5 € Z. Além disso, se f for constante, segue
que f =0 pois f € L*(R). Suponha por absurdo que f € V; V j € Z e que f ndo é
constante. Entao, como f € Vp, temos que: f(z) =330 app(z—k), 3 |ax]* < oo.
Claramente nao podemos ter a iguais para todo k € Z, pois se nao teriamos
> Jag|* = 0o ou f =0 caso ay = 0V k € Z. Logo, existe ky € Z — {—1,0} tal que
Uky 7 ko+1-

Seja jo um inteiro tal que 27 > |ko| + 1. Entédo, caso kg > 0, f nao ¢ constante
no intervalo [0,27°) ou, caso kg < 0, f ndo é constante no intervalo [—2% 0), o que

significa que f ¢ V_;,, o que é uma contradigao.

U V; é denso em L*(R)

JEZ.

Demonstragio. Considere uma fungao qualquer f* em L?(R). Dado € > 0, considere
agora uma fungao f € S(R) (o espago de Schwarts (REED; SIMON, 1980), composto
por funcgoes de derivadas continuas em qualquer ordem e de decaimento rapido, o

qual é denso em L?*(R)) tal que tenhamos

J1f@) = f@fde < 5

Como ||fl]]2 < o0, existe C' € R, C' > 0, tal que

© 2 2 €
[olreras - 15| < §

Considere agora o conjunto I = U;er[27%4,27%(i +1)] onde T = {i : [27%,27%(i +
DIN[-C,Cl#0, i € Z} (note que [—C,C] C I). Seja F, definida por
SN (2R (27Fr — i) sex el
Fi(z) = -
0 caso contrario
onde N é o indice i dos conjuntos [27%i,27%(i + 1)] em I tal que 27%; é minimo

(analogamente, que 27%(i + 1) é maximo). Como se trata de um somatério finito,

segue que
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N-1
> If @R
i=—N
e portanto F, € U Vj.
jEz
Pela continuidade uniforme de f ((REED; SIMON, 1980)), temos que existe k > 0
tal que, para todo i € [-N, N — 1]

€

SN € 28,28 (i + 1)].

|[f(2) = Fi(2)* = |f(z) = f(25)]* <

Logo, temos que

_ 7k:N 7kN
[1f@) - R@Par= [ @Pdrs [ @) - F)Pdet

[e.9]

o[ @R

€ 27N € d

< — - -

_8_%/;%N8@“1N) v

_f. ¢

8 8

_ ¢

4

Sendo assim, vale que
J1B(@) = (@) dw < 2 / File) = S +2 J1f (@) = @) da

<3+3

= €

Como U V; C L*(R), segue que U V; é denso em L*(R).

JEZ JEZ

O fato de ‘UZ V; ser denso em L?(R) nao significa que, combinando todas as bases

j€
{2%@(2% — k)} de V;, obtemos uma tnica base ortonormal para L*(R). A explicagao
se deve ao fato de que, ainda que V; C V,,, a base ortonormal {2%90(2% —k)} de 'V
nao estd contida na base ortonormal {Z%gp(?“ k)} de Vi e existem elementos de
{22 (27 z—k)} que ndo sdo ortogonais com determinados elementos de {27 3 go(QJ Hr—k)}
(como 2% (271 z) e 2% p(2722) com j, > ji, por exemplo). Portanto, apenas com a funcio

¢ nao é possivel obter uma base ortonormal para L*(R).

Como estamos interessados em obter bases para L*(R), considere que no restante
do capitulo o limite de fungoes (f,, — f) é tomado considerando a norma L*(R), a nao

ser que seja explicitada outra norma para um dado limite.
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2.1.3 Wavelet Haar e a base para L?(R)

Como descrito anteriormente, {¢(z — k)}rez ¢ uma base para Vj e temos que
Vo C V4. Porém, ao invés de utilizar a base de V;, sera adotado um novo procedimento:
partindo da base de Vj, completamos a base de Vi com um conjunto {¢(z — k)}rez
(ortogonal a {p(z — k)}rez) para uma certa funcdo . Isso equivale a determinar uma
base para o complemento ortogonal de V; em Vi, que aqui sera denotado de Wy, de modo

que V; = Vo @ Wo.

Para tal, a funcao 1 serd exatamente a fungao Haar, definida em (1.1), a qual pode

ser expressada em funcao de ¢:

U(x) = p(22) — (2 — 1)

Afirmacao: {¢(x — k) }xez é uma base ortogonal para Wj.

Demonstragio. Que {1(x — k)}rez é uma base ortogonal ja foi provado na Introducao.
Assim, a prova consiste em mostrar que {¢(z — k)}rez € Wy e, por fim, mostrar que

{o(x — k) ez U{¥(z — k) }kez é uma base de V}, o que significa que {¢)(x — k) }rez é base
de Wy, ja que Vi = Vo @ Wh.

o {Y(z —k)}trez CWo
Para kq, ky € Z, temos que:

—+00
(W(o = k) plo —ka)) = [ U@ —ki)plw — kz) da

+00 +o00

= /_ ©(2x — k1)p(x — ky) dx — /_ 0(2x — k1 — 1)p(x — ko) dx
kits k1+1

= o(x — ko) da — / o(x — kg) dx
k1 k1+%

== O V ]{1, kg S Z

Logo, como (1)(e — ki), (e — k) =0V ki, ko € Z, segue que {¢(x — k) }rez C Wp.

o {¢(z —k)}trez U{¢(x — k) }rez é uma base de V3

Basta notar que

ﬁgo(:c— E >+\g§1/;<q;— k) se k é impar

£ Gl i) R Gl S
—plr— |z r—|= se k é impar

V2p (20 — k) =

2

onde |p| representa o maior nimero inteiro menor ou igual ao niimero real p. Assim,

podemos expressar todos os elementos da base de Vi por meio de elementos de

{o(x — k) }rez U{(x — k) }rez, 0 que prova a afirmacao deste item.
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Reescalonando o espaco W, obtemos que:

Vi =V, W, (2.5)

e que {2%¢(2ja: — k) }kez € uma base ortonormal de W;. Sendo Vj» C Vj«i;, temos que

JH

U V=V (2.6)

j==o0

Assim, pela propriedade N V; = {0}:
jez

NV = hm V; = {0} (2.7)
JEZ
Por (2.5), temos que:
i
= j'=—00

e que

Jvi=vn@® @ w, (2.8)

J=i*+2 J'=j*+1

Juntando (2.6), (2.7) e (2.8) com (2) temos que:

Jvi= @ w (2.9)

j=—oo | j=—oco
Assim, a base {2%2/1(2% — k) }k jez é uma base ortonormal de L*(R).

Existe também uma variagao de (2.9) fazendo j* = —1 em (2.8) e (2.6):

L(R) = Vo (é Wj) (2.10)

A equagdo (2.10) mostra que L*(R) tem uma base dada por {p(z — k) }rez U {2%@&(2% —
k)}rezjez,, a qual é a mais parecida com a base considerada na expansao em Wavelet

Haar vista em (1.2).
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2.2 Analise Multiresolucional

Na se¢ao anterior, toda a construgio da base ortonormal para o L?(R) foi baseada
na funcao caracteristica (definida em (2.1) para o intervalo [0, 1]) e na Wavelet Haar. Nesta
se¢do, serd apresentada uma teoria generalizada para uma func¢ao Scaling ¢ qualquer, com

o objetivo de construir uma anélise multiresolucional.

Definicao 2.2.1. Uma analise multiresolucional --- C V_; C V5 C V4 C --- com uma
funcdo Scaling ¢ é uma sequéncia crescente de subespagos do L?(R) que satisfazem as

seguintes condic¢oes:

1. (Densidade) U, V; é denso em L*(R),
2. (Separacao) ; V; = {0},
3. (Escalonamento) f(z) € V; < f(279z) € V,
4. (Ortonormalidade) {¢(x — )} ez é uma base ortonormal de Vj.
A partir da definicao, podemos deduzir algumas propriedades da analise multire-
solucional e da funcao ¢:

Teorema 2.2.1. Considerando a fun¢do ¢ definida em 2.2.1, temos que o conjunto

{250(272 — ) },ez ¢ uma base ortonormal de V;

Demonstracao. Considere a transformacao linear 7 dada por:

T; : L*(R) — L*R)

flz) — 23f(2x)
Pelo item 3 da definicao 2.2.1, obtemos que T} (V) = Vj, e pela definigao da transformacao,
T;({p(z—7)}yez) = {28 (22 — 7v) }yez- Note que a transformagao 7 é ortogonal, ja que

se, dadas duas funcoes f,g € L*(R) tais que {f,g) = 0, entdo

(T;£,Tig) = (2% f(2x), 28 g(2x))
= 20(f(2x), g(2'x))
Y / i) g(2x) du
= / F(y)gly) dy
=0

Como transformacgoes ortogonais preservam a propriedade de base ortonormal de

um espaco, segue que {2%<p(2j x — ¥)},ez € uma base ortonormal de V;.
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Pela definicao da analise multiresolucional, temos ¢ € V;; C V;. Portanto, é possivel

escrever  em funcao da base de Vi:

p(x) = aly)e(2x —7) (2.11)

YEZ

A equacgao (2.11) representa uma generalizacao de (2.2) e (2.4) e portanto também serd

chamada de identidade escala.

E interessante agora obter condices sobre os coeficientes a(7) da equacdo (2.11).

Os teoremas 2.2.2 e 2.2.3 representam algumas delas.

Teorema 2.2.2. Seja a(y) como em (2.11), entao

> a(y)PP = 2. (2.12)

YEZ

Demonstracao. Como

(p(2), o(2)) = lle@)ll; = 1 3 a()e(2z = )5 (2.13)

YEZ

pela ortogonalidade das fungoes ¢(2z — ) em L?(R) temos

> a(y)e(2z —

YEZ

=>_ laM)Plle(2z =I5 (2.14)

2 ’YEZ

Pela definicio de norma em L?(R) e pelo item 4 da definigao 2.2.1:

le@e = I} = [0 = Kjp(2a —7) da

2/90

= 2lle@IB =

) dx (2.15)
l
2

Substituindo (2.15) e (2.14) em (2.13):

1= llp(2)|; = Zla P = > la(ml* =

WEZ YEZ
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Teorema 2.2.3. Seja a(y) como em (2.11), entao

—2/4,0 (22 —7)dz

Demonstragio. A prova segue diretamente do fato de {v/2p(2z — 7)},cz ser uma base

ortonormal:

e(z) = (p(e), V2p(2 ¢ —7))V 20 (22 — 7)

YEZL

= 3 2(p(0), (2 0 —))] (20 — )

YEZL

Portanto, pela representacao feita em (2.11), temos que:

a(7) = 2p(0), 920 7)) = [p(@)el2e =) da

Pela definicao, uma funcao Scaling ¢ define uma analise multiresolucional. Porém

a afirmacao inversa nao é verdadeira. Portanto, sdo necessarias condi¢des que permitam

determinar se uma dada fungao gera uma andlise multiresolucional. Tais condig¢oes serao

definidas por meio das propriedades dos coeficientes a(7), que seguem da defini¢do 2.2.1.

Teorema 2.2.4. Seja a(y) como em (2.11), entao
> a(¥)a(2y +7') = 26(7,0)
Y EL

onde 0 representa a funcao delta de Kronecker.

Demonstragdo. Pelo item 4 da defini¢ao 2.2.1, concluimos que:

Substituindo (2.11) em (2.17):

Jelw=me@)de = ¥ aly) [z -2y =7)o(e) do

Y EZ

= > > a(¥)a(r") /w(% — 2y —)p(2z — ") d

Y ELN"EL

Realizando uma mudanca de varidvel z — 271z e pela ortonormalidade de ¢:

(2.16)

(2.17)
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> Y a(yha(y) /902;15—27 (2 — ") x—21ZZ

Y EL~N"EL A =24
Substituindo em (2.17):

> a(y)a(2y +7') = 26(v,0)

Y EL

Perceba que fazendo v = 0 em (2.16), obtemos (2.12) como um caso especial.

Uma propriedade advinda da densidade, a qual é o item 1 da definigao 2.2.1 (anélise
multiresolucional), é que [¢(x)dz # 0. Caso contrario, isso seria verdade para todas as
fungoes em todos os espagos Vj, e logo cada um deles apenas conteria fungoes cuja integral
¢ nula. Assim, U; V; nao seria denso em L?(R). Tal propriedade serd utilizada no seguinte

teorema:

Teorema 2.2.5. Seja a(y) como em (2.11), entdo
> a(y) =2 (2.18)
YEZ

Demonstragao. Integrando a equagdo (2.11), obtemos que:

/go(x)dx— > /@Qx—
Lo e
= > aly) =

YEZ

onde a ultima implicagao é devido a [¢(x)dz # 0.

2.2.1 CondicGes necessarias para uma analise multiresolucional

Nas proximas secoes, o objetivo serd produzir uma Scaling que gere uma anélise
multiresolucional, para que a partir dela seja possivel definir uma fungao Wavelet. Para

tal, serao necessarios alguns passos:

1. Produzir solugbes a(7y) para as identidades algébricas (2.16) e (2.18);
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2. Definir uma funcao Scaling ¢ a partir da identidade escala (2.11);
3. Demonstrar que a funciao ¢ definida gera uma analise multiresolucional;

4. Construir uma fungdo Wavelet.

No que se refere ao passo 3, a propriedade da anélise multiresolucional mais com-
plexa de se demonstrar é a Ortonormalidade (item 4 da definicdo de Andlise Multiresolu-

cional) e serd tratada em segbes posteriores.

Devido a tal fato, neste momento serda mostrado que, uma vez que ¢ atenda a

Ortonormalidade e a uma condi¢cdo de normalizacao

/(p(x) de =1 (2.19)
entao a condi¢do de Densidade e de Separacgao da definicao de analise multiresolucional

também serdo atendidas.

Teorema 2.2.6. Seja Vj um subespaco qualquer de L?(R), que estd contido em L*(R)

e que tem a propriedade de que

[ lloe < cllfll2V f e Vo (2.20)

Defina V; pela condigdo de Escala da definicdo de analise multiresolucional (sem a ne-
cessidade de que V; C Vj1;). Entao a propriedade de Separagao da defini¢do de analise

multiresolucional vale.

Demonstracio. Seja f € Vi que atenda a equagao (2.20). Entao, como pela propriedade
de Escala da defini¢io de andlise multiresolucional f(z) € Vo <= f(2/z) € V}, temos

que:

I = 15k @ = | [R5k = 25

onde f;(e) = f(2’e). Com relagao & norma L*°(R), obtemos

1flloc = sup{|f(2)], = € R} = sup{|f(2’2)], = € R} = ||l

Portanto, vale a seguinte desigualdade:

1filloo = 1floo < ellfllz = 22If5ll2 ¥ j € Z (2.21)

Sendo assim, levando em conta a equagao (2.20), podemos escrever que

1fllee < 2| fll2V f €V, (2.22)
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Considere agora uma funcao f € (;V; fixa, entdo a inequagao (2.22) vale para

todo j € Z. Logo, fazendo j — —oo temos que ||f||o = 0. Logo, f = 0, o que implica que

n; Vi = {0}.

A estimativa proposta na equagao (2.20) pode ser atendida considerando ¢ limi-

tada e com suporte compacto, como é provado no seguinte lema:

Lema 2.2.7. Se ¢ é limitada, possui suporte compacto e a condi¢ao 4 de Ortonormalidade

da definigao 2.2.1 ¢ atendida, entdo vale a inequagao (2.20).

Demonstragio. Seja f € Vp. Pela item 4 da definigdo 2.2.1 (ortonormalidade):

J@) =X ¢la =) [ F)ely =) dy

YEZ

— [K(@ ) fw)dy

onde K (z,y) = X, ez ¢(x — 7)@o(y — 7). Entao, pela desigualdade de Holder:

Como ¢ possui suporte compacto, segue que >z [o(z — )|

IN

(1K nEar)” 1l

1

/\ > plr - v)w(y—v)fdy) 1112

YEZ

[un

> |s0($—7)|2!<p(y—7)|2dy) 1711

YEZ

[

YEZ

> le =P [ Iw(y—v)lzdy) 111k

1

> oz — 7)!2> 11f]]2

YEZ

limitada, logo existe ¢ > 0 tal que:

0 que prova o teorema.

YEZ

(Z o2 — v)lz) <c

2

é uniformemente
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Teorema 2.2.8. Suponha que ¢ tenha suporte compacto e satisfaga (2.11), (2.19) e a
condi¢ao 4 de Ortonormalidade da definicao 2.2.1. Entao a condi¢ao 1 de Densidade da
definicao 2.2.1 é satisfeita.

Demonstragio. Considere P; a projegao ortogonal de f € L?(R) em V; dada por:

z) =2 p(Pr—~y /f p(2y —v)dy

YEZ
A prova se baseia em mostrar que lim;_,o, Pjf = f para toda f € L*(R) na norma L*(R),

o que implica que J; V; é denso em L*(R).

Como provado na se¢ao anterior, a fungao Scaling ¢ dada pela fungao caracteristica
no intervalo [0,1] gera uma analise multiresolucional e portanto satisfaz a condigao de
densidade da definicao 2.2.1. Logo, basta provar que, para todo intervalo compacto A,
lim; 0 Pjxa = x4 na norma L*(R), onde x4 ¢ a fungdo caracteristica no intervalo A. Tal
fato pode ser justificado pela seguinte argumento: considerando que lim;_,o, Pjxa = X4,

entao

|Pif — fll2 = ||ij—f+§:10ixz' _ijlciXi+f)g'iciXi —Pji%xﬂb
< ||ij—Pj§:1cz-xi||2+ ||i:cz-xi—f||z+ ||Pj§:1cixz- —i:cixiuz
- Hpjéqxi b+ Héqxi o+ ||Péc@-xi —écixing
< QHiCiXi — fll2 + HiCZPin —iCiXin

Logo, como as funcgoes caracteristicas satisfazem a condicdo de densidade da definicao
2.2.1 e lim;_,q P‘XA = Xa, podemos obter j > 0 e um conjunto {x; : i € N} tal que
[ cixi — fll2 < 5 e || it aPyxi — ity cixill2 < %6 Logo [|P;f — fll2 < e

Para provar que lim; ., Pjxa = xa na norma L*(R), note que:

P, XA||2—/‘ZJZ<P 2y — /90 (27y — ) dy‘ dz
YEZ
ZQQj/Z\90(2]'35—7)\2%90(2@—7) dy| de
YEZ
=2 Y| [ @y =y [le@e - do
YEZL
:2jz\/mdyf

—ZJZI/ oy~ dy|
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Considerando a normalizagao em (2.19), se todo o suporte de (e — ) estiver

. - 2 .
contido em 2’ A, entao ’ Joiae(y — ) dy‘ = 1, mas se a intersecao desse suporte com 27 A

- 2
Sy aply =) dy| =0.

for nula, entao

Seja Dy o comprimento do intervalo A, Dy o comprimento do suporte de ¢ e

M = [|¢(x)|dx. Considerando j tal que 2Dy > 10(1 + Dy + M), podemos afirmar que:

292D, —2M —2D,) <279 Y| [ Gly— ) dy| <279(2D; + 2M + 2D,
€Z

21A

Fazendo j — oo, temos que:

1 . 2: = 2
Jim [[Pyxally = Dy = [[xall

Portanto, sendo {¢(x — ) },ez uma base ortonormal, segue do teorema de Pitdgoras que:

lim Pjxa = xa
J—00

2.3 Wavelets

A partir desta secdo, sera utilizada uma nova notacgao. A funcao ¢ sera denotada
por v e fard parte de um par de elementos g, 11, sendo ¥ a funcao geradora da Wavelet.
O objetivo é encontrar vy, 11 tais que {¢x(x — ) }ez, kefo,1} Seja uma base ortonormal
de V1. Como {¢;(2x — )} ez é base ortonormal de Vi, 1 e ¢4 devem ser combinacoes

lineares das fungoes em {@x(2x — ) }4ez, € logo devem satisfazer a seguinte identidade:

e =) ar(V)e(2z —7), ke {0,1} (2.23)

YEZ
Porém, é necessario atribuir propriedades aos coeficientes a;. Primeiramente, assim como

(2.16), esperamos obter

> a;(Y)ar(2y + ') = 26(j, k)8(+,0) (2.24)
Y EL
A condigdo obtida na Fungdo Scaling da Haar, em que [¢(x)dx # 0 ndo pode
ser esperada da Wavelet 11, entdo, assim como (2.18), a outra condi¢do que pode ser

atribuida aos coeficientes ay (em particular os ag) é:

> ap(y) =2 (2.25)

YEZL
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2.3.1 Propriedades das Wavelets

Nesta subse¢ao serao demonstrados alguns lemas e teoremas relacionados as Wa-

velets quando se estabelecem algumas condigoes.

Lema 2.3.1. Se {p(x — 7)},ez é um conjunto ortonormal e se a;(7y) satisfaz (2.24) e

(2.25), entao {¥x(x — ) }yezkeio13 € um conjunto ortonormal.

Demonstracao. Basta mostrar que

Js@yele =) da = (5, £)5(7,0)
De fato, utilizando (2.24):

/%(ﬂf)%(w —y)de =3 > a;()ar(y") /90(2:6 — )20 — 2y — 29")dz (2.26)

Y ELN'EL

Porém, devido a ortogonalidade de ¢(z — 7), temos que:

T T 1
/sO(?:L’ —Y)pr(2x — 27 — 29" da *= 5 /@(w — 7 )prp(r — 2y —29") dz
1
= 500,27y +7)

Portanto, temos que (2.26) se resume a:

1
!/
2.2 (Y )ar(7")5

Utilizando (2.24) obtemos:

St = 85, K)6(2.0)

[ |
Com esse lema, provamos que {¢ (2 — )} ezkef0,13 € um conjunto ortonormal em
Vi, porém ainda nao mostra que ele é uma base de V. Para tal, devemos mostrar que

cada funcdo ¢(2z — v) é uma combinagao linear de tais fungdes. Os coeficientes dessa

combinagao seriam, utilizando (2.23):

[o2x =3l =) de = a7 [e(2e —2)p(2e — 2 ) dr = a5~ 27)
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Portanto, é necessario mostrar que

5 Z > aw(d — 29)(z — ) (2.27)

2,2 0,1 vEZ

¢ igual a p(2z — 7). Substituindo (2.23) na expressao (2.27):

7
2=y 1 E—
(. 5 SN an(¥—27) Y an(y" = 29)p(2z — 7")
k=0,1 v€Z y1ET.

— A 1
== 2 Z Z ak +27W Z ak<7//+27///)¢(2x_7//)

2,550 e, NTET
= Z 3 a3+ 29 a2y +4") | o2 — ")
ez \ 2 k=01 ez

Entao, basta mostrar que:

> > a(y +29"a(2y" +9") = 25(7,7") (2.28)

k=0,1~""€Z
para 4 = 0 ou 1, por um argumento de translacdo. Tal desenvolvimento é utilizado para

formular o seguinte lema:

Lema 2.3.2. A equacao (2.28) sempre vale, i.e., {tr( — )} ezkefo1} ¢ uma base orto-

normal para V.

A prova desse lema (2.3.2) serd deixada para a préxima segao, pois envolvera a

transformada de Fourier.

O préximo teorema mostrara que a Wavelet 1 é uma base para L?(R) quando sio

estabelecidas algumas condig¢oes sobre os coeficientes ay e a funcao Scaling ¢.

Teorema 2.3.3. Suponha que ¢ gere uma andlise multiresolucional e ay(7y) satisfaga
(2.24) e (2.25) com ¥, definida por (2.23) e 1y = ¢. Entdo as funcdes {27/, (27x — )}

para j € Z, v € Z, formam uma base ortonormal de L?(R)

Demonstracio. Seja Wy o complemento ortogonal de Vi em Vi, ou seja, Vi = Vo, @ W,.
Podemos dizer que {9;(z — )} ez é uma base ortonormal de W), Tal afirmacao é obtida

pelo lema 2.3.2 apenas removendo {¢y(z — ) }yez, que é uma base de ;.

Pela propriedade de escala:

j+1 V@W



40 Capitulo 2. Wavelets

e {27/%41(27 — )}z é uma base ortonormal de W;. Mas

L*(R) = D W,
jez
pela condicdo de densidade. Portanto as funcdes {27/%¢)(2/z — )} ezez formam uma

base ortonormal de L?(R).

- oo
E importante ressaltar que, sendo L?(R) = V, @ <EB Wj>, o conjunto de funcoes
=0

{o(x — 9)}yez junto com {27/%¢)(272 — 4)};504ez formam uma base ortonormal para
L?*(R). A vantagem dessa representagao da base é que nao é mais necessario utilizar as

escalas de resolugao j < 0 pela simples adigdo da base {p(x — )} ez.

Resumindo os resultados vistos até agora, temos as condi¢des necessarias para que
a funcao Scaling gere uma analise multiresolucional. Além disso, temos também condigoes

para que as proprias Wavelets sejam uma base ortonormal para L?(R):

Escalonamento

_|_

Limitada

Suporte Compacto (Separagao) ), V; = {0}

+ = = Andlise

(Densidade) U; V; é denso em L*(R) Multiresolucional

Ortonormalidade
/}"(-r) dr=1 (2.19)
plx) =3 a(v)p2r—7) (211

Y€Z

Figura 1 — Condigoes sobre as fungoes Scaling ¢ para obtermos uma anélise
multiresolucional

i (7)e(2r—7), ke {0,1 2.23 . .
Wk ;”A( V)¢ (2T ) € {0,1} ( ) {2072y (2iz — )}

3 ai(Y)a(2y +7) = 20(5,k)6(7,0)  (2.24) = JEZ yeL
res é base ortonormal de L?(R)

Figura 2 — Condigbes sobre os coeficientes ag e a; para que o conjunto
{29/24 (272 — )}, jez seja base ortonormal de L*(R)
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Ortonormalidade (¢)

+ > Ortonormalidade (1)

Z a;(v)ar(2y +~') = 26(3,k)6(v,0) (2.24)

’

—r
YL

Yao(y)=2 (225)

Figura 3 — Condigbes sobre os coeficientes ag e a; para garantir a ortonormalidade das
funcoes Yy,

2.4 Transformada de Fourier e Wavelets

Devido a estrutura convolucional das propriedades demostradas até agora, nesta
secao sera aplicada a Transformada de Fourier a tais equagoes que, devido ao teorema da
Convolucao, as transforma em simples multiplicacoes. O objetivo dessa etapa é construir
os coeficientes da identidade Scaling, os quais sdo mais facilmente deduzidos no dominio

da transformada de Fourier.

Primeiramente, serdo enunciados teoremas e definigoes em S(R) para em seguida
enuncid-los em S'(R), o espaco dual de Schwarts (REED; SIMON;, 1980). Isso serd neces-
sario pois consideraremos a transformada de polindmios trigonométricos, que nao estao
em S(R) e nem em L?(R). As provas de tais teoremas podem ser encontrados em (REED;
SIMON, 1980). A defini¢ao formal de S(R) e S'(R) é dada a seguir:

Definigao 2.4.1. As fungoes de decrescimento réapido S(R) é o conjunto das fungoes

infinitamente diferenciaveis ¢ em R tal que

lolla, 5 = sup 2D ()| < oo (2.29)
para todo a, 3 € Z,, sendo DPp(x) a derivada de ordem 3 de o(x) em relagio a x.

Definigao 2.4.2. O espaco topoldgico dual de S(R), denotado por S'(R), é chamado de
espaco de distribuigdes temperadas. Em outras palavras, consiste no espago de funcionais

lineares que levam fungoes em S(R) ao corpo C.

Podemos agora definir a transformada de Fourier e sua inversa no espago S(R):

Definicdo 2.4.3. A Transformada de Fourier ¢ (ou F{¢}) de uma fun¢io ¢ em S(R)
serd igual a vista em (STRICHARTZ, 1993):

o) = /e%ixéw(x) dx
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sendo a Transformada Inversa de Fourier (F~*{¢}) dada por:

o) = [ p() dg

que também pode ser escrita por:

¢(x) = p(—x)
Note que a transformada e sua inversa estdo bem definidas, pois as fungoes de S(R) tem

decaimento rapido.

Um resultado importante da transformada de Fourier é a chamada féormula de
Plancherel, que diz que a norma da transformada de uma fun¢ao em S(R) é preservada

pela transformada de Fourier:

Teorema 2.4.1. Suponha que ¢ € S(R). Entao vale que

[lelle = 1ll2 (2.30)

Precisaremos utilizar a transformada nao apenas em S(R), mas também em po-
linémios trigonométricos, que pertencem a S'(R). Sendo assim, é necessério definir a trans-
formada de Fourier no dual de S(R):

Definicao 2.4.4. Seja T' € S'(R). Entao a transformada de Fourier de 7', denotada por
T, é a distribuicao temperada definida por T'(p) = T(()

Desejamos também estender a transformada de Fourier a todo o L?(IR), para que
possamos utilizd-la para as fungdes Scaling e Wavelet, que estdao definidas em L?*(R). Para
tal, temos o seguinte teorema, demonstrado em (REED; SIMON, 1980):

Teorema 2.4.2. A transformada de Fourier se estende unicamente a um operador unité-

rio de L*(R) em L?*(R). A transformada inversa se estende unicamente para seu adjunto.

2.4.1 Propriedades no dominio da Transformada de Fourier

Nas secoes anteriores foram introduzidos lemas e teoremas sobre as fungoes v, e
seus coeficientes. Agora, iremos obter resultados relacionados com as transformadas de

Fourier das fungoes .

Lema 2.4.3. O conjunto {¢(x—7)},ez é um conjunto ortonormal em L?(R) se e somente

se

> |@(€+7)? =1 para todo £ € R
YEZ
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Demonstracao. Considere vy, v, € Z. Pela propriedade do deslocamento, temos que:

Flo(x —n)}HE) = ™1g(€)

Flo(r —22) &) = ™2 3(¢)

Pela Férmula de Plancherel (2.30) a Transformada de Fourier preserva a norma, e
portanto o produto interno. Sendo assim, {¢(x — )} ez € um conjunto ortonormal se e

somente se:

(TN B(E), e™2P(8)) = d(n — 72, 0) (2.31)

Denotando y; — 72 = 7, a equagao (2.31) é equivalente a

[ 1) d = 5(7.0)

Porém, a integral em R pode ser quebrada em uma integral sobre o intervalo [0, 1], com

o adicional de uma soma em Z:

1 . , R ,
|5 e (e 4 /) dé = 6(7,0)

Y EZ

Devido a periodicidade da funcio e?™7, ela pode ser retirada do somatério, resul-

tando em

/01627ri£’)/ Z |¢(§ +7/)’2 d¢ = 5(/_}/’0)

Y €L
Isso significa que os coeficientes de Fourier da fun¢ao 3°./cz [#(€ +7/)|?

30 6(7,0), 0 que implica que X.ez [$(€ + 7)1

no intervalo [0, 1]

deve ser a funcao constante 1.

Algumas das expressoes obtidas nas segoes anteriores terdo uma forma diferente

se considerarmos sua Transformada de Fourier. A identidade escala vista em (2.23), ao



44 Capitulo 2. Wavelets

aplicar a Transformada de Fourier resulta em

ﬁk(f) =F {Z ar(7)e(2 - —’Y)}

YEZ

= (Z ak(7)> Fle2 =)}

Ve (2.32)
= (;%a ('y)e’”f”) ¢ (;E)
=4 (58) 2 (5¢)
onde
e = 5 ()6t (2.33)

Para a geracao de Wavelets (e portanto no restante do capitulo) serd considerado que
existe apenas um conjunto finito de inteiros v para os quais ai(y) é diferente de zero,
o que justifica a troca entre somatérios e integrais. Além disso, esse nimero finito de
garante que Ay é periddico, condigdo necessaria mais a frente. Logo, pela equagao (2.33),

é possivel notar que Ay é suave e periédica. Pela equacdo (2.25), obtemos que

Ap(0) =1 (2.34)

e utilizando a equagao (2.19), também temos que

$(0) =1 (2.35)
Como 1Yy = ¢, a equacao (2.32) pode ser iterada, ja que resulta em

2(6) = 4 (5¢) ¢ (5¢) (2:36)

Substituindo sucessivamente no lado direito da equagao ¢ (2%5) por Ag (#5) %) (#f),

obtemos

¢(&) = [f[ Ag (21]5)] @ <21k£> (2.37)

j=1

Com base em (2.37), é de se esperar que valha a equagao

2(6) = leo (5¢) (2.38)
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Essa equacao é de extrema importancia, pois diz que a funcdo ¢ pode ser unicamente
determinada a partir do coeficiente Ay. Uma vez provada (2.38), devido a (2.32), podemos

afirmar também que:

Pi(€) = Ay, (;6) szAo (;g) (2.39)

Para provar (2.38), serd necessario introduzir o operador S : L*(R) — L?(R) dado

por

= ag(7)f(2z —~)

Além disso, considere as fungoes 7, (I € N) dadas por

ﬂo(ﬁ) = X[-1/2,1/2) (1‘)
m(x) = (Sm-1)(z)

e defina

§) = E[le (;5) (2.40)

A intengao é mostrar que 7, — ¢ na norma L?*(R), o que serd obtido nos dois préximos
lemas e no teorema subsequente, cujas provas encontram-se em (DAUBECHIES, 1988).

O préximo lema diz que o produtério em (2.40) converge pontualmente:

Lema 2.4.4. Suponha que, para algum € > 0,

> lao(y)[|° < o0

>
Entao (2.40) converge pontualmente, para todo £ € R. A convergéncia é uniforme em

conjuntos compactos.

Demonstragdo. Como ). ao(7y) = 2, temos que

Ao(f) =1+ ;Za(y) (e%if _ 1)

logo

| Ao(€ —1|<Z|a )|[sen (w&7) |
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Como para todo 0 < o < 1 existe C, > 0 tal que, para todo o € R, [sen(a)| < Cy|a|?,

temos que

[40(©) ~11 < Gy [Z Ia(v)||7|mi““’5)] jgrmin)

5
Portanto, temos que

[40(277€) — 1] < Coa~7Jgmint)] (2.41)

onde A = 2™2(L9) > 1A condicdio necessiria e suficiente para o produtério convergir é

que a série

i log [A(277¢)] (2.42)

seja convergente. Escrevendo Ag(277) = kyj g0 com kije > 0 e byje € [0,27), 0

somatorio (2.42) pode ser reescrito como

>~ (log kgl + b))
j=1

Claramente, a série 3222, log |ky;¢)| converge, pois, para j* € N:

> log lkyigl = Y- log|Ao(277¢),

i=" =3

< Y log (14 CoA[gmn())
J=Jj*

< i log €C2A7j|gmin(1,e)|
i=r
0 . .

_ Z 02)\_]|€mm(1’6)‘
J=J*
Cngmin(l,e)P\fj*Jrl

A—1

Considere agora j* tal que |bg;¢| < 3. Temos que

D brgi < 30 207
Jj=j* Jj=j*
B 202|§min(1,6)
B A—1

Portanto, a série (2.42) converge, o que implica que (2.40) converge pontualmente. Além

N\l

disso, devido a (2.41), o produtério (2.40) converge uniformemente em conjuntos compac-
tos. |
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Uma vez bem definida a fun¢ao 7, é automatico notar que ela satisfaz a equagao
(2.36) e sendo assim, iremos tomar 7., como a fungao Scaling ¢. Resta agora mostrar que
a sequéncia de fungdes 7; converge para 7,,. Antes disso, precisaremos mostrar mais um
resultado no proximo lema, que ird impor algumas restrigoes sobre Ay, como a de que ele
2m’§>N

seja divisivel por (1 +e¢ , para algum N > 0, o qual é um dos critérios para garantir

a continuidade de 7, (DAUBECHIES, 1988).

Lema 2.4.5. Se Ay(¢) = [% (1+ezmg)}NF(§)7 onde N € N ¢ F(£) = X, f(7)e2¢

satisfaz

I < o0
B!
para algum € > 0, e
sup [F'(§)| = B
£€R

entao existe C' > 0 tal que, para todo £ € R,

S C(l + |§|)—N+(logB)/(log2)

I (5¢)

Demonstragao. Como [[32, cos(277x) = x~'sen(x), temos que

ﬁA“ <1'5> -1l B (1+ @2””5)}NF(2—J£)

N

[6”1’2% (6771'7;27‘75 4 e+m'215>] F(Zijf)

(2.43)

- N
= N T cos(n277¢) | ] F(279¢)
j=1 7=1

- o[22 g

Devido ao lema 2.4.4, o lado direito da equagao (2.43) converge uniformemente em com-

J=1

pactos. Sendo assim, existe C; > 0 tal que, para todo [¢| < 1:

<O (2.44)

I (5¢)

Agora considere || > 1 e determine um j, € N tal que

2790|¢] < 1 < 2790+ ¢



48 Capitulo 2. Wavelets

ou seja, tal que

log €]/ log2 < jo < 1+ log|¢|/log2

Entao, reescrevendo o produtério de F'(€) em (2.43):

HF 2—J€)‘ _ H H J2 Jof ‘
j=1 j=1 j=1
< B HF(Q—jQ—jog)l
j=1

Note que como F'(0) = A¢(0), entao 3°, f() = 1, de modo que podemos realizar o mesmo

desenvolvimento feito no lema 2.4.4, notando que e 2770|£| < 1, e logo obter que

o0

H (277¢)

5T (1+ C et 1)
j=1 v
<o [T (1+C RS0t

7j=1

< C BJo

— C@jo log B

Agora, para B < 1 temos

CGjO log B < Celog|§|logB/log2

_ C«|§|1ogB/log2

e para B > 1 temos

(Celolog B < Ce(1tlog[€]/log2)log B
log B | ¢|log B/ log 2
< Ce™ 7l

_ Cl|€|logB/log2

de modo que podemos escrever em geral para |£| > 1 e B > 0, existe algum C' > 0 tal que

]g < C|€|logB/log2 < C(l + |£|)logB/log2

Agora, note que para || < 1 existe C' > 0 tal que
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S C(l + |€|)—N+(1ogB)/(log2)

I (5)

j4 que (1 4 [¢])~N+(UosB)/(og2) ¢ limitado inferiormente por uma constante positiva nio

nula quando £ varia nesse intervalo. J& para || > 1, note que

B 1+ e\
I£IN§< 5 )

de modo que existe C' > 0 tal que, para |£| > 1, vale

sen 7r§ ’

[l () <[22 T re

Jj=1 7=1
< 02|5|—N<1 + Jelyee s
S C(1+ |€|)—N+logB/log2

Portanto, existe C' > 0 tal que essa inequacao ¢ valida para todo £ € R.

Agora, é possivel mostrar que, de fato, 17, — 7, na norma L*(R). Isso serd impor-
tante na préxima se¢ao pois definird uma situagao na qual podemos dizer que uma ¢ tem

suporte compacto.

Teorema 2.4.6. Seja Ay(§) como em (2.33), sendo 3_. ap = 2. Suponha ainda que

= [L (1) P

para algum N € N e F(§) =X, f(7)e*™* tal que

S < o0

Y

para algum € > 0 e ainda

sup|F(¢)| = B < 2V~2
£eR

Entao a fun¢do constante por partes 7;, definida recursivamente por

Za Ym—1(2z — )
>

com



50 Capitulo 2. Wavelets

No(®) = X[-1/2.1/2)(7)

converge pontualmente para a fun¢do continua definida por

Mool) = ﬁle(ij)

Demonstracao. Tomando a transformada de Fourier de 7; obtemos:

m(§) =

j]f[le(z—jé)] l%}

Pelo lema 2.4.4, 7); converge uniformemente para 7., em conjuntos compactos. Isso significa

que, para todo § > 0 e para todo R > 0, é possivel achar [y tal que, para [ > [

i n 2
/EléR‘m(f) —Neo(§)[7dE <6

Por outro lado, como B < 2V _%, temos que 7o, € L*(R), j4 que utilizando o lema 2.4.5

o sen(r) [ [ [

[ liPag< [ FRE T RE) de

le>1 e>1f  mE i
< C —2N | ¢|21log B/ log2 d
S S IS’y 3 (2.45)
<20 [TJelag

1
< (Y
sendo que § = —2N + 2log B/log2 < —1 e portanto a integral converge para uma

constante Cs. Portanto, para todo 6 > 0 existe R > 0 tal que

[ JislPdg <o
[EI>R

Sendo assim, como

O —ic@Pac< [ @+ [ ©Fas (@40

§=R l§I=R
basta agora provar que, para todo 6 > 0, existe R > 0 e [y grandes o bastante tais que,

para [ > [

[ )P dg <o
lgI=R
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Defina a funcao P, como

§) = 1:[ Ap(277

Entao precisamos calcular a integral

sen(27'7¢) ?

e | % (2.47)

[ IR©F
[§1>R

Para tal, iremos separd-la em duas partes: uma para |£| > 2/71 e outra para R < |¢| < 271

E também importante ressaltar algumas propriedades de P:

[Pi(§)] < 1, pois [4p(§)[ < 1 (2.48)

Devido ao lema 2.4.5, obtemos outra propriedade:

|P(6)] <

H cos(m279€) H |F(27

2~ 'sen(m¢

A

C IUF (2.49)

sen(2-tm¢

27'sen(r&) |
)
2 sen(w&)
sen(27tm¢)

N

(1+ )

IN

C

sendo 3 = log B/ log2. Além disso, por (2.33), segue que P, é peritdica, com perfodo 2.

Primeiramente, calcularemos a integral para |£| > 2!~1. Utilizando a periodicidade

de P, temos que:

, [sen(27tmg) [ , |sen[27tr (€ + 21k)] |
LEWJB@” 27 “= g%/<ll HE+2R)] 27 (§ +2'k) 4
sen(27'7¢) |
_lg;)/ql 1 4 2=l + 7k ds
1\772 _ 2
sg;;[w (k:—Q)} [ PO [sen(z'me) [ g
<C [ IR sen2 'x)[ dg

lgl<2i—t
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Considere agora A = 27*(~1) sendo que a € (0,1) ser4 fixado posteriormente. Entao

[ PR sen2'me)|” ag
¢|<2t=1

2 —1 2 9 _ 2
< ey PO pen@ O dg - [ IR(OF fsen(2™'mo)| d
<X [P dE + |B(€)]? de
- 4 |€]<2i=1) : 2l-1x<|g|<2i-1 t

(2.50)

Agora, calculando a integral do primeiro termo em (2.50), temos, utilizando a propriedade
vista em (2.49):

[ R@PAE< [ R@PdC [ (1) [2sen2me)| T dg
€]<2!=1A 1€1<1 1<jg|<2i=1x
sen(27'7€) N
<1+C (A +1eD» | =52 el g
1<|€|<2i-1x 2-Im€
<1+ Cpr 2 | (1+ Jgl)? ¢ ~2Vag
1<[g]<2- 1A

<1+ C]ﬂ’ZN/ (1+2)¥22Ndx
1
<G

sendo que C), ¢é finito pois 2(8 — N) < —1. Calculando a integral do segundo termo em

(2.50), considerando que [sen(z)| > 2|z|/7 para |z| < 7, obtemos

9N
Lo R©PaE<C [ e 2en(2 )| T de
2 1)\§|§|§21 1 2l 1)\§|'E‘§2l 1
—2NI+16l—1 ! I-1_7\283 e
<2 2 C/(1+2 x) sen(z) dz
A
1 AN
< QTN (] 4 21_1)252l_10/ sen (2) dz
A
< 2—2Nl+1<1 +21_1)2ﬁ2l_10/1 L:L' —2N ds
- A2

< 21(1+25—2N)02 /1|x|_2N dx
o A

< 022l(1+2ﬁ72N))\72N

Substituindo os dois tltimos resultados em (2.50) obtemos:

/| : 1|Pl(§>|2 ’sen(2_lﬂ§)‘2 d¢ < OyN? + 2! F2072N) \=2N
§|<2t-

— 032—2a(l—1) + 022l(1+26—2N)22aN(l—1)
= C32—2a(l—1) + 042l(1+2/3—2N+2aN)
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Escolhendo o como sendo

2N -28-1
2N +2

implica que (2.50) tende a zero quando [ — oo.

Por fim, calculando a integral (2.47) para R < [¢] < 2!71, considerando novamente

que [sen(z)| > 2|z|/7 para |z| < 7 e utilizando a propriedade vista em (2.49) temos

, |sen(27!7¢) 2
/Rsaswlm(g)' C27lge ds
2 sen(wf) N 25 sen(2-'w€) 2
= Rejg<ai-1 [sen(2-m€) (1+1¢]) “ole d¢
2 lsen(wg) 2N 25
= R<l¢l<2i-t [sen(27!w€) (1+g)™ dg
<G €172 (1 + [¢])* dg
Refej<2-!
<20C% / N1+ )P de

Como 2 — 2N < —1, a integral tende a zero quando R — oo, uniformemente em [. Isso

mostra que, para todo d > 0, escolhendo [ e R suficientemente grandes, vale que

[ @Pde <o
lg[=R

e portanto, por (2.46), ||/ — fleo|]2 = 0 quando I — 0.

Note que, com uma pequena modificacdo no teorema, fazendo B < 2V-1!

, conse-
guimos garantir que a fungao 7. seja limitada pois, como 7. (z) = [e 24 (&) d€ e de

acordo com a equagao (2.45), temos:
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‘noo(fﬂ ‘ = ’/ 27rx&A dé—‘
< /‘ —27rx§w\ df

< " 1Inoo( )| dg

< F(2
B /£|>1 jnl

< C|§|_N|f|1°g3/1°g2d€
>1

<20 [T l¢ra
<20 [ el de
< Cy

d¢

sen (7€) ‘

onde f; = —N +log B/log2 < —1 e portanto a integral converge.

Uma vez bem definida 7),,, precisaremos de mais algumas informagoes sobre os
coeficientes aj e Ax. Uma delas é a generalizacdo do lema 2.4.3, que sera feita com o

intuito de facilitar provas subsequentes:

Lema 2.4.7. Considerando validas (2.24) e (2.25), ou seja:

> a;()ar(2y + ') = 26(4, k)3(7,0) (2.51)

Y EL

> ao(v) =2 (2.52)

YEZ

entao pelo lema 2.3.1
{tr(z — 7)}7€Z;ke{0,1}

é uma base ortonormal e

S k(& + 7)€ +7) =64, k) (2.53)

YEZL

Demonstragcdo. A prova é analoga a do lema 2.4.3. Pela ortonormalidade, pela propriedade

do deslocamento e pela preservacao da norma através da Formula de Plancherel, vale que

(2™ M)y (€), €2724),(€)) = 0(y1 — 72, 0)8 (7, k)

Repetindo os passos feitos no lema 2.4.3, sendo v, — 72 = v, quebrando a equacao em R

obtemos:
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<€27ri§71 &k(é‘): e2ﬂi§’yg?ﬁj (5» _ /627”{7& (g)m df
_/ 2T S (€ + ) (6 1) de

Y EL

=0(7,0)d(j, k)

Novamente, os coeficientes de Fourier da funcdo 3.cz V(€ + 7)€ +7/) no
intervalo [0, 1] sdo d(v,0)6(j, k), o que significa que 3¢z Vi (€ + 7)1 (€ + ) deve ser a
funcao delta de Kronecker (7, k).

Agora considere 171 = 0 e 7o = 1/2. Entao cada elemento de Z pode ser escrito na

forma 2(y +n,), com ~y variando em Z e p € {1,2}. Substituindo essa notacdo em (2.53):

ST R(E+ ) (E+) = ZZ K€+ 207 +mp)) Y5 (€ + 2(7 + )

YEZ

Substituindo (2.32) obtemos

2

ZZAk< E++) j<;£+v+np) ]@(;vap)

p=1~€Z

Considerando que Ay é periddico, temos

2

/1
¢(2£+7+np)

péAk (;5 + np) A; (;& + np) 72

Pelo lema 2.4.3, o somatério mais interno vale 1 e pela equacao (2.53) temos

ZAk (& +mp) A; (€ +mp) = 6(4, k) (2.54)

p_

que representa a Transformada de Fourier da condigao (2.24).

Além disso, se fizermos j = k em (2.54), obtemos

2

A (6)]7 + ‘Ak (5 + ;) =1 para todo £ € R (2.55)

o que implica em

|Ak(§)| <1 para todo £ € R (2.56)

Sendo assim, em vista da equacao (2.39), a equagao (2.56) diz que a fungao Uy, é limitada.
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Com a teoria desenvolvida até aqui, ja é possivel provar o lema 2.3.2:

Lema 2.3.2: A equagao

Y @l 2 a2y +4") = 26(7.7") (2.57)
k=0,1+"€Z

sempre vale, portanto {1x(x — ) }yezkefo,1} € uma base ortonormal para V;.

Demonstracio. Considere a matriz M, dada por

MA:(Ao<s+m> Ao(§+772)>
Al(E+m) A€+ m2)

A equagao (2.54) diz que a matriz M4 é unitaria, pois:

MM — Ao(§+m) Ao(§+m) ) <A0(6+n1) Ai(€+m) )
4 Ai(§+m) Ai(§+m) Ao(§ +m2) Ai(§+m)

T2 Ao (€ + 1) 2 A€+ ) Ag (€1 1) )
o1 Ao (&4 mp) AL (E+1p) oo Ar (€ + )l

(10
“\o 1

Isso também significa que M3 M, = I, o que resulta na seguinte condicao:

21: Ag (€ +mp) A (€ +1g) = 3(p, q) (2.58)

k=0

Substituindo (2.33) em (2.58):

L | . _ . /
Z 1 (Z ak(,}/)e2wz(§+ﬂp)’7) (Z ak(,y/>672m(5+77q)7 )

Y'EZ

=2 (712 ak(V)Gk(7/)6_2”i(g+7"1)7/eQWi(’g’L”P)”)
4

1
7L (le Z ap(y + 7’)ak(y)e—%i(@rnq)w’627ri(§+17p)(7+7’)) (2.59)
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Considerando a equagao (2.59) como uma expansao em Série de Fourier, significa
que a Série de Fourier do termo entre parénteses é constante e igual a 1 quando p = q.

Mas a fungdo cuja Série de Fourier é uma constante é a d(v,0). Portanto:

- Z 3 a(y +)an(y)eX e () = 5(p, q)8(y, 0) (2.60)

k 0~'eZ

Considerando 7, = 0 e somando em relacao a g:

2

1 — 3
D72 2 an(y 7 as(y)e T = Z S ar(y +7)an(y) 3o e (2.61)

k=0~'eZ k 0+'€Z q=1

Com isso temos

2 Wy 2 '€ 27
S eI = seresh (2.62)
=1 0 caso contrario
Substituindo (2.62) em (2.61)
1 1 2 9w/, N 24! 1 1 , —
12 2wy +7)an(y) e =T 5y ) an(2y +y)ar(2y)
k=0~'€Z q=1 k=0~'€Z
Portanto

1

> D a2y +7)an(2) = 26(v,0)

k=0~'€Z

que é a equagao (2.57) para 7 = 0.

Para 4 = 1, considere 1, = 1/2. Multiplicando os dois lados de (2.60) por e*™ e

somando em relacao a ¢:

2 1
1 .
Z Z Z ag ,7 + ¥ )ak(’}/ )6271’177711627”’7 (mp—q) 27rl77q — Z 5 p’ ’ Qﬂznq
2 1 1 A /
> 12 X ak(y +)ar(y)em et = —5(3,0)

/ ! 1 ——————— . /7 2 . !
e > X a(y+7 + Dauly F DT Y e = —(3,0)

k=0 E q=1

Novamente, utilizando (2.62) e fazendo a mudanga de variaveis de 4/ para 2v":

SN an(y + 29 4 Dag(2y + 1)e™ @ = (v, 0)
k=0~'€Z

N | —
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Fazendo a mudanca de variaveis de v — 1 para :

Para v = 1, a expressao e™(7+7) ¢é igual a —1, resultando na equacdo (2.57) para
4 = 1. Para qualquer valor de 7 diferente de 0 ou 1 basta fazer uma mudancga de variaveis
em relacao a v para recair em um desses dois casos. Sendo assim, provamos que a equacao

(2.57) sempre vale.
|

2.4.2  Ortonormalidade do conjunto {p(z — ) }4ez

Os lemas que demonstravam a ortonormalidade do conjunto {¥(z — ) }yezkefo,1}
partiam da suposigao de que {¢(z — 7)},ez era ortonormal. No entanto, para provar a
ortonormalidade do conjunto {¢(x — )}z diretamente, serd necessario estabelecer uma

condigao sobre os coeficientes Ay.

Teorema 2.4.8. Suponha que

(2.63)

AN

Ao(&) # 0 para [¢] <

Entao {¢(z — )}, ez é um conjunto ortonormal.

Demonstragio. A prova consistird na construgao de funcoes ¢; tais que {@;(z —7)}ez €

ortonormal e ¢; —  na norma L? quando j — oco. Isso basta para provar o teorema pois

{im o;(z — 1), im o;(x —72)) = lim ({2 — 1), ¢5(2 = 72))
devido a continuidade do produto interno. Sendo assim, se cada uma das ¢; gera uma base
ortonormal {y;(z —7)},ez, entdo a ¢ também gera uma base ortonormal {¢(x —7)}ez,
ja que lim;_, p; = .
Para a funcao inicial ¢, considere ¢o(&) = X[fé,%)(f)' Entao, pelo lema 2.4.3,
{po(x — 7)}ez € ortonormal. As funcoes ¢; serao definidas indutivamente por meio de
suas transformadas de Fourier ¢;, utilizando o coeficiente Ay (conforme a equacao (2.36))

de ¢:

$;(&) = Ao (;é) Pj-1 (;S) (2.64)

O conjunto {¢;(z — 7v)}yez também é ortonormal. De fato, suponha por hipétese
de inducao que o conjunto {y;_1(x — )} ez seja ortonormal. Considere a equagio obtida
a partir de (2.64):
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2 2

A (5 +)

S IgiE+IF=30

YEZ YEZ

Pj—1 (;(5 + 7))

Desmenbrando o somatério:

2 2 2

NN /11
Ao(2§+7—2> %1<25+7_2)

2+Z

V' EL

5 o (56 +9)| [eis (36 +)

YEZ

Segue de (2.55) que:

A (O = Ak (€ + 1)

Colocando os termos Ay em evidéncia:

()

Aplicando a condigao de ortonormalidade em {y;_1(x — 7)} ez vista no lema 2.4.3 e a

2

>

YEZ

2

D

Y €L

2

2 1 1
+an (564 -3)

. (1 1
Pi-1 (25 +7' - )

i1 (56+)
90]—1 9 i 9

equagao (2.55) em seguida:

2
=1

S Iei(e+ ) = [do (5¢) 2+‘A0 =

YEZ

Portanto, segue que

Mg+ =1

YEZ

Logo, pelo lema 2.4.3, {¢;(z — ¥)},ez ¢ um conjunto ortonormal.

A fungao ¢;, devido a (2.64) também pode ser escrita como

@;(&) =

lj Ao (2_k§>] X[-2i-1,2-1)(§) (2.65)

forma na qual fica explicito que ¢; — ¢ pontualmente, ja que ¢ pode ser escrita na forma
da equagao (2.38). Agora, basta mostrar que ¢; — ¢ na norma L?*(R). Pela Férmula
de Plancherel (2.30), ¢ suficiente mostrar que ¢; — ¢ na norma L*(R). Para tal, serdo

utilizados dois teoremas da literatura:

Teorema 2.4.9. Lema de Fatou: (ROYDEN; FITZPATRICK, 2010) Seja {f,} uma
sequéncia de fungdes ndo-negativas em um espago de medida (E, X, u). Se {f,} — f

pontualmente em quase todo o espago F, entao
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/fdu < liminf/ frdp
E n—oo E

Teorema 2.4.10. Teorema da Convergéncia Dominada: (ROYDEN; FITZPATRICK,
2010) Seja { f,,} uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis em um espago de medida (E, X, ).
Suponha que exista uma funcao g que é integravel em E e domina {f,} em E, ou seja,
|fu] < g em E para todo n. Se {f,} converge a f pontualmente p q.t.p., entdo f é

integravel em E e

lim [ 1.~ fldp=0

n—oo

o que implica em

Jim [ fudu= [ fap

> e [@* (que

sao ndo-negativas), segue que ||@]]2 < 1 e logo ¢ € L3(R), j que ||@;]]2 = 1 para todo j.

Pelo lema de Fatou, considerando o espaco L*(R) e as fungdes |,

Agora, para aplicar o teorema da Convergéncia Dominada, serd considerado um multiplo

de ¢ como funcao dominante.

Combinando as equagoes (2.65) e (2.38), segue que

?(6)
pi(§) = #2779

0 caso contrario

se €] < 2971
€ < (2.66)

A divisdo é possivel gragas a condigao (2.63). Porém, ¢ é limitada inferiormente (em
modulo) em {—%, %}, ja que é continua e Ay(277¢) # 0 para |¢] < 1/2 devido a equagao
(2.63). Entdo existe ¢ > 0 em R tal que ¢ = (inf{_1/21/9) |¢]) " Sendo assim, por (2.66)
segue que |@;(&)] < c|@(§)| para todo £. Logo, aplicando o teorema da Convergéncia
Dominada (considerando a sequéncia de fungoes |@; — ¢|? e a fungdo dominante [2(c +

1)|2[]?), segue que ¢; — ¢ nanorma L*(R) e logo {¢(z—7)},ez ¢ um conjunto ortonormal.

Resumindo os principais resultados obtidos até aqui para a Wavelet e a Scaling no
dominio de Fourier, podemos notar que as condigoes para gerar uma analise multiresolu-

cional foram atendidas:
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Ap(0) =1 Escalonamento
. T +
S A (E+m) A (E+n) =605 k) Ortonormalidade (¢ e ¥,)
p=1 +
+ . Analise
10(€) # 0 para |¢] < 1 /;(.r) dr =1 Multiresolucional (@)
<7 :
+ = o(1) = Y a()p(2z—7) = +
"+ Y, gera base
Aley T . ortonormal para
P&) = (@) = [T 4o (27'*) I2(R)

i= Suporte Compacto
Numero finito de y tais que a(y) £ 0 Limitada

Figura 4 — Condigoes sobre os coeficientes Ay e A; para obtengdo de uma anélise
multiresolucional

2.5 A construcdo de uma Wavelet

Para construir a funcao Wavelet, sera necessario encontrar coeficientes a, ou Ay
que satisfagam as condigoes estabelecidas nas segoes anteriores, a saber (2.34), (2.55) e
(2.63).

Ao(0) =1 (2.34)

2
| A (O + ‘Ak <€ + ;) =1 para todo £ € R (2.55)
Ao(€) # 0 para €] < (2.63)

Além disso, as solugoes procuradas aqui sao as que tém um ntmero finito de ay () diferen-
tes de zero, o que significa (pela equagao (2.33)) que A (&) sdo polindmios trigonométricos.
Tal fato implica que as fungoes ¢ e 1 possuem suporte compacto, o que sera provado no

seguinte teorema:

Teorema 2.5.1. Se ay(7y) é diferente de 0 para um ntumero finito de v € Z, entao v

possui suporte compacto.

Demonstrag¢io. Suponha que ag(7y) é ndo-nulo para N_ < < N, . De acordo com a cons-
trugao feita no teorema 2.4.6, o suporte de cada 7, estd contido no intervalo [N, —, N 4],

o qual dado por

1 1
N = §(Nl—17— +N_), Ny = §(Nl—1,+ + Ny)
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Isso significa que, como o suporte de 7y é dado por [—1/2,1/2), para [ > 1 temos:
1 1+2 l 1 k
N_=—(= )N
' (2) " ,El <2>

1 1+2 l 1 k
OO
2 = \2
e portanto, fazendo | — oo, o suporte de 7, estd contido em [N_, N,|, e portanto ¢ tem

suporte compacto. Além disso, considerando que a(7y) é ndo-nulo para um nimero finito

de v € Z, como

Yi(x) = ar(7)e(2x — )

entao 1 também possui suporte compacto.

Retornando a construcao da Wavelet, primeiro sera determinado o coeficiente Ay,

que deve satisfazer as seguintes condigoes:

Ap(0) =1 (2.67)
1 2
Ao + |40 (¢4 5)| =1 (2.65)
Ao(€) # 0 para €] < (2.69)
além de ser da forma
Ap(€) = ; > ag(v)e’™* (soma finita)
YEZL
Note também que |Ag(€)|? pode ser escrito como
40O =} 3 (Rfa(r)} cos(2m€) — ${a()}sen(2m6))
YEZ
13 (R{a()Jsen(2m9€) + S{a(y)} cos(2m96))

YEZ
onde R{c} é a parte real de um ntimero complexo ¢ e I{c} a parte imaginéria de z.

Uma solucao possivel seria
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Ao(6) = 51+ &) = ™ cost)

que resulta na Wavelets Haar. Porém ¢é interessante também obter Wavelts continuas, e
tal Wavelet é descontinua. Para conseguir atender a continuidade e as condigoes acima,
considere a identidade trigonométrica cos? 7€ +sen?r¢ = 1. Elevando-a a quinta poténcia,

obtemos

1 = (cos® 7€ + sen’7¢)°
= cos'? 1€ + 5 cos® w&sen® 1€ + 10 cos® mésenné (2.70)

+ 10 cos* mésen® € + 5 cos? mésen®wE 4 sen'Omé

Considere a primeira metade dos termos como |Ag(€)]?:

| A0 (€)|? = cos'® 7€ + 5 cos® nésen®m€ + 10 cos® wésen ¢ (2.71)

Como cos? (Wf - %) = sen?7€ e sen? (7r£ - %) = cos? 7€, segue que

o(s+)

que é a segunda metade de (2.70). Logo, vale que

2
= 10 cos® m&sen®7E + 5 cos® mésen® 1€ + sen' e

A + ] (4 D) =1

Além disso, Ap(0) = 1 e sendo Ay a soma de trés termos nao-negativos, segue que Ag(§) #

0 para |[¢] < 1, pois cos'® 7€ ¢ diferente de 0 para |¢] < 1.

Para obter Ay de fato, é necessario obter uma funcao cujo médulo ao quadrado
seja (2.71). Como

| A (€)]* = cos® 7¢ (0054 7€ + 5 cos® mésen’mé + 1OSen47T§)

= cos® 7€ [(COS2 & — \/Esen27r£)2 + (5 + 2\/1_0) cos? 7T§sen27r£}

podemos tomar Ay como

Ap(€) = (e’ri5 cos Wf)g <0052 7€ — V/10sen?7€ + i\/5 + 2v/10 cos 7r§sen7r§>

_ ; (627ri§ n 1)3 ll —;/ﬁ n 1 +4\/E (ezm'g n e’sz)

+ 54 2v10 (627”{ - 6_27”5)]

1
4
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Comparando com (2.33), notamos que ag(7y) é real e ag(y) # 0 somente se —1 < v < 4.

Agora, basta encontrar A; tal que:

2

A (O + ‘Al (5 + ;) —1

A& + 4o (g4 5) Ay (45 ) =0

Para tal, basta tomar

Ay (€) = —e¥€ A, <g + ;) (2.72)

ja que neste caso

2

. T~ |? o
(D) e

Ho(s+3)
—1

AP + | (€ +3) ’

2

+ A (E+ 1))

Ao(€) A1 () + Ao (5 + ;) Al(“i)

= —Ap(§)e ™ A, (5 + ;) + A (5 + ;) e M A (€ +1)
R (3 ;) + Ao (€ + ;) e~ A (¢)
=0
Sendo assim, por (2.39), ﬁk estd definida e para obter 1, basta realizar a Transformada
Inversa de Fourier de .

As 1. desenvolvidas podem ser vistas na figura 5, que representam a Wavelet
Daubechies 3 (DAUBECHIES, 1988).

Para se obter outras Wavelets com tal método podemos tomar diferentes poténcias

da identidade trigonométrica. Por exemplo, tomando a segunda poténcia, obtemos:

1= (COSQ(SW) + se1r12(§7r)>2
= cos*(&m) + 2 cos?(ém)sen?(Em) + sen’ (€7)
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8
6
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Figura 5 — Grafico da Scaling ¢ (esquerda) e da Wavelet 1 (direita) quando tomada a
quinta poténcia da identidade trigonométrica

Fazendo

|Ao(&)]* = cos®(érm) + cos®(Em)sen® (&)
= cos?(&) (COSQ(EW) + sen2(§7r)>
— co(€)

vale (2.67), (2.68) e (2.69). Podemos entao definir

Ao(€) = €™ cos(ém)

e tomar A;(§) como feito em (2.72). Com esse par de coeficientes a Wavelet gerada é

justamente a Haar, como apresentado anteriormente.

15 2
1 1
05 0
0 -1
ST 1 2 3 4 B0 1 2 3 4

Figura 6 — Grafico da Scaling ¢ (esquerda) e da Wavelet 1, (direita) quando tomada a
segunda poténcia da identidade trigonométrica

O gréfico aparece continuo devido a impossibilidade computacional de realizar as
infinitas iteragoes presentes em (2.39) e devido a discretizagao, ja que computacionalmente

um ponto ¢ ligado ao seguinte.

Por fim, considerando agora a terceira poténcia da identidade trigonométrica, te-

1mos:
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1= (c032(§7r) + sen2(§7r)>3
= cos®(&m) + 3cos® (Em)sen?(ém) + 3 cos? (Em)sent (€m) 4 sen® ()

Tomando |Ag|? como

|Ao(&)* = cos®(ém) + 3 cos? (&m)sen? (&)
= cos*(¢) (cosz(&r) + 3sen2(£7r))

também vale (2.67), (2.68) e (2.69). Entao, fazendo

Ap(§) = (em5 cos(7r§))2 (COSQ(ﬂf) + i3sen2(7T§))

e tomando A;(§) como o negativo do feito em (2.72), obtemos a Wavelet Daubechies 2
(DAUBECHIES, 1988), como visto na figura 7.

1 1
0.5

0.5
0

0
-0.5
-0.5 -1

-3 -2 -1 0 1 -2 -1 0 1

Figura 7 — Gréfico da Scaling ¢ (esquerda) e da Wavelet ¢, (direita) quando tomada a
terceira poténcia da identidade trigonométrica

As Wavelets utilizadas para o preditor de propriedades do petréleo foram as Dau-
bechies 3 e 4. A construgao da Daubechies 4 (figura 8) utilizando o método proposto pode
ser complexa algebricamente e portanto nao foi realizada neste trabalho. Mais detalhes
podem ser vistos em (DAUBECHIES, 1988).

15 15
’

1
0.5

0.5
0

0
-0.5
-05 -1

2 4 6 0 2 4 6

Figura 8 — Grafico da Scaling ¢ (esquerda) e da Wavelet 1, (direita) Daubechies 4
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3 Método de Obtencao de Propriedades do

Petroleo

O método proposto tem como objetivo obter as propriedades de amostras de pe-

tréleo a partir do seu espectro, obtido pela emissao de infravermelho.

Basicamente, o espectro é um conjunto de pontos que descreve uma curva, como

a seguinte:

25

05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 9 — Grafico do Espectro da Amostra 1

A partir dele, serao obtidas duas propriedades do petréleo: a densidade relativa a
20/4 °C (por simplicidade, mencionada apenas como densidade) e a TIAC (Temperatura
de Inicio de Aparecimento de Cristais). Os valores reais dessas propriedades relativos a

cada amostra (medidos experimentalmente) foram fornecidos pelo LabPetro.

A amostra 1, por exemplo, possui os seguintes valores relativos a essas proprieda-

des:

Amostra 1
Densidade | TIAC (°C)
0.7586 23.3500

Tabela 1 — Densidade e TIAC da Amostra 1

Porém, considere duas outras amostras, cujos espectros sao mostrados na figura
10. Note que o formato de todos os trés espectros sao bem parecidos, o que vale para todas
as outras amostras. Porém, o valor das propriedades de cada uma ¢é bastante diferente

uma da outra, como pode ser visto na tabela 2.

Sendo assim, inspirado pela Anélise Multiresolucional apresentada nesta disserta-

¢ao, propomos nesse método que se utilize Wavelets para tentar extrair de cada espectro
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2.5 2.5 2.5
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2 2 2
1.5 1.5 1.5

1 1 1
0.5 Ju 0.5 J}LJ 0.5 jJLU

0 0 0

0 2000 4000 0 2000 4000 0 2000 4000

Figura 10 — a) - Grafico do Espectro da Amostra 1. b) - Grafico do Espectro da
Amostra 47. ¢) - Grafico do Espectro da Amostra 57.

Amostra 1 | Amostra 47 | Amostra 57
Densidade 0.7586 0.8844 0.8744
TIAC (°C) 23.3500 8.32 36.53

Tabela 2 — Densidade e TIAC das Amostras 1, 47 e 57

a informacao relevante a cada propriedade. Isso sera feito obtendo coeficientes dados pelo
produto interno das Wavelets em uma dada resolu¢ao com as duas principais regioes do

espectro:

2.5
]
1
0.5F
0
_0.50 560 10‘00 15;00 20‘00 2560 30‘00 3500

Figura 11 — Regioes do Espectro utilizadas para obtencao das Propriedades

Tais regioes podem variar em relacao ao seu ponto de origem e término. Esses 4
pontos (origem e término de cada regidao) sao pardmetros que necessitam de otimizagao,

realizada pelo algoritmo genético.

Os coeficientes entao extraidos dos espectros serao fornecidos como entrada de um
sistema Fuzzy modelo Takagi-Sugeno. Tal modelo Fuzzy serd gerado a partir da Cluste-
rizacao via Método da Montanha mencionada na secao 3.7, sendo as entradas do método
dadas pelos coeficientes e a saida uma das duas propriedades. Porém, os parametros do
método, a saber Raio de Influéncia, Fator de Esmagamento, Taxa de Aceitacao
e Taxa de Rejeigao influenciam enormemente o desempenho do sistema. Sendo assim,

eles sao outros 4 parametros que necessitam de otimizacgao.
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Os 8 parametros mencionados que carecem de otimizagao constituirao um indivi-
duo de um Algoritmo Genético. Esse terd uma populagao de 200 individuos, que sofrerao
mutacao, cross-over e possivelmente serao eliminados caso tenham baixo desempenho.
Sempre que um individuo é gerado, um sistema Fuzzy é construido com base nas entra-
das fornecidas quando se tem as regioes cujos pontos estao definidos no individuo e nos
parametros da clusterizacao também definidos no individuo. Esse sistema é entao testado
com amostras de teste, nao utilizadas na clusterizagao, e com base na proximidade de sua

saida com o valor real da propriedade é estabelecido o desempenho do individuo.

A figura 12 mostra um fluxograma do método.

Ordenac3o das — |
< Escolha da
Amostras » Escolhada
Oiishex Wavelet Escala da
uplex
P Wavelet
Escolha dos Obtencdo dos Determina o R L : ;
g s ¥ Minimiza¢do do erro pelo Treina o sistema
pontos de inicio coeficientes numero de A i P
- : — método dos minimos FIS pelo método
e fim das Wavelet através do regras da
i " g quadrados ANFIS
regioes produto interno clusterizagao

Pardmetros da
E Clusterizagao

Algoritmo | 0 melhor individuo Sim
¢é escolhido

Genético

Critério de
Parada
Atingido?

Figura 12 — Fluxograma do Método

3.1 Ordenacio das amostras

Antes de aplicar o método, é necessario definir quais amostras serao utilizadas para
treino (no método em si) e quais serao utilizadas para teste (verificacdo da validade do
sistema). Fazemos essa ordenagao porque é importante que no treino haja varias amostras
de caracteristicas distintas, mas que ainda sobre um conjunto diversificado para validacao.
Isso permite que o modelo contemple um grande ntimero de tipos de espectro, e ainda prove
sua validade em boa parte deles. Neste trabalho foram consideradas 70% das amostras

para treino e 30% para teste.

O método utilizado para ordenar as amostras foi o Dupler (SNEE, 1977), e se
baseia em tomar cada ponto dos 3351 pontos do espectro como uma dimensao euclidiana
para calcular distancias entre dois espectros pela norma euclidiana. Os dois espectros
que tenham a maior distancia entre si serao colocados no grupo de treino. Dos espectros
restantes, os dois espectros que tenham a maior distdncia entre si serdo colocados no

grupo de teste.
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A partir dessa etapa, dentre os espectros nao classificados em teste ou treino,
relacionamos cada um deles ao espectro de treino mais proximo de cada um, e aquele que
tiver a maior distancia ao seu respectivo espectro de treino mais préximo sera colocado no
grupo de treino. O mesmo ¢ feito com o grupo de teste considerando os espectros ainda
nao classificados. Esse processo se repete até que a porcentagem de espectros de teste com
relagdo ao numero total de espectros seja alcancada. Os que sobraram sem classificacao

sao entao colocados no grupo de treino.

Etapa 1: __r Teste Etapa 2:
C ?‘.,gj (@)
Treino Treino
Mais distantes — Treino Mais distante do ponto de treino
Mais distantes (restantes) — Teste mais proximo
Etapa 3: Etapa 4:

@ @ ) (¢ .\
O ®

( (

\_) Teste .) Treino
Mais distante do ponto de teste Mais distante do ponto de treino
mais préximo mais préximo

Figura 13 — Exemplo bidimensional do método Duplex (até a quarta etapa apenas)

3.2 Escolha da Wavelet

Como ¢ feito o produto interno da Wavelet com parte do espectro, cada Wavelet
ird produzir coeficientes diferentes. As Wavelets em geral satisfazem [¢y(z)dz = 0, o
que significa que elas "filtram"constantes. Isso é desejado, pois os espectros geralmente
possuem um ruido que pode ser considerado constante, o qual deve ser eliminado para

melhores resultados.
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Porém, existem Wavelets que filtram componentes lineares, quadraticas, e muitas

outras. Sendo assim, uma Wavelet pode ser melhor para obter uma certa propriedade por

esse método do que outra. Nao ha como dizer previamente qual é a melhor, por isso é

necessario testa-las até obter um bom resultado.

3.3

A Wavelet que mostrou melhor resultado para a densidade foi a Daubechies 3:

Figura 14 — Wavelet Daubechies 3

J& para a propriedade TTIAC, a Wavelet com melhor resultado foi a Daubechies 4:

1.5

Figura 15 — Wavelet Daubechies 4

Escolha da sscala da Wavelet

A escala da Wavelet é basicamente o niimero de k partes de mesmo tamanho em

que cada regido do espectro serd dividida. E entdo realizado o produto interno de cada

uma dessas 2k partes (pois ha 2 regides) com uma Wavelet (em todo o seu suporte), que é

ajustada de modo a seu suporte coincidir com o tamanho da regiao. Mais dessa operacao

serao discutidos na Secao 3.5, que trata do produto interno.

Ambas as propriedades apresentaram melhor resultado quando a escala da Wavelet

vale 5. A figura 16 exemplifica tal escala aplicada em uma regiao:
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Figura 16 — a) Regiao selecionada no espectro. b) Divisdo da regiao selecionada em 5
partes iguais (subregides), devido a escala 5 escolhida.

3.4 Escolha dos pontos de inicio e fim das regioes

As informacoes mais visiveis no espectro estao em seus picos. Porém, existe uma
regiao em volta de cada pico que pode conter informagoes necessarias para a determinacao
do valor da propriedade. Além disso, mudando o tamanho e centro da regiao, mudarao
também as subregioes criadas pela escala, e portanto o valor dos coeficientes obtidos pelo

produto interno delas com a Wavelet.

Portanto, como nao é possivel dizer qual das possiveis subregioes resultara em um
coeficiente que fornega o melhor resultado, foi necessario colocar os pontos de inicio e

término das regides como parametros do individuo no Algoritmo Genético.

Ainda assim, os possiveis pontos de inicio e fim de cada regiao sao limitados, de
modo a nao ficarem muito distantes dos picos, mas também impedindo que um ponto

inicial seja maior que um ponto final para uma mesma regiao.

Para a primeira regiao, o ponto inicial pode variar de 800 a 1100 e o ponto final
de 1101 a 1400.



3.5. Produto interno 73

1.5}

Inicial Final

800 900 1000 1100 1200 1300 1400

Figura 17 — Possiveis pontos iniciais e finais da primeira regiao

Para a segunda regidao, o ponto inicial pode variar de 2000 a 2651 e o ponto final

de 2652 a 3351.

1.5}
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0.5f

2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200

Figura 18 — Possiveis pontos iniciais e finais da segunda regiao

3.5 Produto interno

Cada Wavelet tera um certo nimero fixo de pontos Nj, gerados computacional-
mente. Cada subregiao gerada na escala tera um nimero de pontos N, bem menor que
N;. Para fazer o produto interno da Wavelet com a subregiao, foi necessario adaptar o
produto interno entre vetores, para que tal operagao pudesse contemplar dois vetores com

tamanhos distintos.

Para tal, simplesmente dividimos o niimero de pontos da subregiao em N; pontos,
de modo que o primeiro ponto, original da subregiao, coincida com o primeiro ponto da
Wavelet e também o ultimo. Os pontos ficticios criados na regiao (ja que Ny > Ny) s@o
simplesmente a interpolacao entre dois pontos existentes na representacao original de /Ny

pontos. Por exemplo, o ponto n (1 < n < Ns) criado na subregiao terd valor
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UN, (n) = [le (k + 1) —UN (/C)]Oé +uN, (k>

onde vy, representa o valor do ponto na nova divisao da regiao por N, pontos e vy, 0
valor na representacao original da regiao por N; pontos. Os valores de k£ e « sao dados

por

k= {(N1 - 1)(”_1)J +1 (3.1)

2.5

1571

-1
900 1000 1100 1200 1300 1400

Figura 19 — Wavelets ajustadas ao tamanho de cada subregiao para uma escala de 5 na
primeira regiao com ponto incial de 900 e final de 1400

Sendo assim, dada uma escala s, obtemos através de tal produto interno das su-
bregides com a Wavelet escolhida os 2s coeficientes Wavelets, que serao utilizados como

entrada para o sistema Fuzzy.

3.6 Modelagem Fuzzy

A Teoria Fuzzy é um método eficaz de lidar com sistemas nao lineares de forma pra-
tica, utilizando informagao heuristica (PASSINO; YURKOVICH, 1998). Através do Fuzzy,
comportamentos de sistemas que envolvem modelagens complexas podem ser traduzidos
em simples regras, que podem até mesmo ser adicionadas devido a propria observagao de

especialistas no processo.

Seu uso é de grande interesse em controladores, e consequentemente em indus-
trias, mas também utilizado em eletrénicos através de microcontroladores (DRIANKOV;
HELLENDOORN; REINFRANK, 1996). Sua teoria é bastante difundida no Japao, por
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exemplo, onde um sistema que utilize Fuzzy é referenciado como moderno e de alta qua-
lidade (DRIANKOV; HELLENDOORN; REINFRANK, 1996). A Figura 20 representa

basicamente o mecanismo de um sistema Fuzzy:

Mecanismo o)
'R de Inferéncia S
On (0]
@ | | 9
Entradas = - = Saidas
~N N
5 =
w 3
Base de
Regras

Figura 20 — Representacao Genérica de um Sistema Fuzzy

Seu funcionamento pode ser descrito da seguinte maneira:

e Entradas de um processo sao fornecidas ao sistema;

e A informacao das entradas é entao traduzida em termos da logica Fuzzy, para serem

processados através de variaveis Fuzzy;

e Um Mecanismo de Inferéncia associa as variaveis Fuzzy obtidas com as regras que
constam na Base de Regras, gerando outras variaveis que estao relacionadas a res-

posta do sistema as entradas;
e As variaveis de saida do Mecanismo de Inferéncia sao entao "defuzzyficadas', tradu-

zidas na resposta do sistema aquelas entradas.

Seu comportamento ¢ definido matematicamente, e serda descrito nas seguintes segoes
deste capitulo, de acordo com a teoria encontrada em (DRIANKOV; HELLENDOORN;
REINFRANK, 1996).

3.6.1 Teoria Fuzzy

Nesta secao, sera abordada a teoria Fuzzy, necessaria para desenvolver o método
de predicao de propriedades do petrdleo, complementada nas proximas subsecoes pela

defini¢ao do funcionamento do sistema Fuzzy.

Defini¢ao 3.6.1. Seja U um conjunto qualquer. Considere C' C U. Entao a funcao

caracteristica vo em U ¢é dada por

Xc:Ul—>{O,1}
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() 1 se ueC
u) =
e 0 se u¢gC

A teoria Fuzzy trabalha com fungoes denominadas funcoes de pertinéncia. Elas,
assim como a func¢do caracteristica, determinam se um elemento pertence ou nao a um
conjunto. A diferenca é que as funcgoes de pertinéncia podem assumir qualquer valor em

[0, 1], associando a um elemento o grau de pertinéncia dele ao conjunto em questao.

Definicao 3.6.2. Seja U um conjunto qualquer. Considere C' C U. Entao a funcao de

pertinéncia puc em U é uma funcao qualquer tal que

e : U [0,1]
Agora, podemos definir um conjunto Fuzzy como:

Definicao 3.6.3. Um conjunto Fuzzy F' com respectiva fun¢ao de pertinéncia pp definida

em U (também chamado de conjunto universo) é dado por

F={(u, pp(u)) s uwe U}

Um exemplo do grafico de uma func¢ao de pertinéncia pode ser visto na Figura 21.

Grafico exemplo de uma fungéo de pertinéncia
1.2 ‘ ‘ : :

1t
0.8t
=

1 06}
=3

0.4r

0.2¢

0

0 2 4 6 8 10

Figura 21 — Exemplo de uma fungio de pertinéncia definida no intervalo [0, 10]

Exemplo 3.6.1. Considere o conjunto U = {0,1,2,---,9,10}. Desejamos definir uma
funcao de pertinéncia que relacione o quao préoximo de 5 um elemento de U esta. Podemos

denoté-la por p,s e fazer

Podemos entao criar um conjunto Fuzzy P5, dado por
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fips (1)
0
0

0.1
0.4
0.8
1
0.8
0.4
0.1
0
0

50000 UE W = O

Tabela 3 — Valores da Fungao de Pertinéncia ji,s

P5={(0,0),(1,0),(2,0.1), (3,0.4), (4,0.8), (5, 1), (6,0.8), (7,0.4), (8,0.1), (9, 0), (10, 0)}
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0.2¢
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Figura 22 — Pertinéncia da proximidade com o ntimero 5 dos nimeros de 1 a 10

As préximas defini¢oes consideram um conjunto Fuzzy F' definido num conjunto

universo U.

Definicao 3.6.4. O suporte de um conjunto Fuzzy F' é dado por

S(F)={ueU: pupr(u) >0}

Definicao 3.6.5. O nicleo de um conjunto Fuzzy F' é dado por

N(F) = {u€U: up(u) = 1}

Definigao 3.6.6. A altura de um conjunto Fuzzy F', denotada por alt(F') é dado por
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alt(F) = sup pr(u)

uelU

e um conjunto Fuzzy F' é chamado normal se alt(F) = 1 e subnormal se alt(F') < 1.

Definicao 3.6.7. Um conjunto Fuzzy F' é convexo se, e somente se:

VuoveU VAel0,1]: pp(Au+ (1 — AN)v) > min{pup(u), ur(v)}

A nocao de conjunto Fuzzy convexo é que ele nao possui "vales'" em sua funcao
de pertinéncia. Por exemplo, a figura 23 representa a funcao de pertinéncia de um con-

junto Fuzzy nao convexo, enquanto a figura 24 representa a funcao de pertinéncia de um
conjunto Fuzzy convexo.
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Figura 23 — Funcgao de pertinéncia de um conjunto nao-convexo
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Figura 24 — Funcao de pertinéncia de um conjunto convexo

Definigao 3.6.8. Dois conjuntos Fuzzy A e B (definidos no mesmo conjunto universo U)
sao iguais se, e somente se

pa(u) = pp(u) Vuel
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Definigao 3.6.9. O conjunto Fuzzy A é um subconjunto do conjunto Fuzzy B (A C B)

se, e somente se

pa(u) < pg(u)VuelU

Podemos definir ainda que A C B se, e somente se

pa(u) < pp(u) VuelU

Pretendemos agora realizar operacoes entre conjuntos Fuzzy, como intersecao,
uniao e complemento. Existem varios modos de definir tais operacoes, porém elas seguem

algumas regras gerais, definidas a seguir.

Definigao 3.6.10. Uma norma triangular (T-norma) 7% é uma classe de fungdes binarias
que podem representar a operacao intersecao. Ela satisfaz as seguintes propriedades, para
a,bel0,1]:
1. a % b=b"% a (comutativa)
2. (a’;\b)’;\c = a/*\(b’;\c) (associativa)
=

3. agcebgdimplicaquea/*\bgc * d

4. a";\lza

Definicao 3.6.11. Uma T-norma é dita Arquimediana se satisfaz todas as propriedades

de uma T-norma e

axa<aVac(0,1)

Definicao 3.6.12. Uma co-norma triangular, ou S-norma _x , é uma classe de fungoes
binarias que podem representar a operacao unido. Ela satisfaz os 3 primeiros critérios da

T-norma, porém seu quarto critério é

a x 0=a
~—

Definicao 3.6.13. A operacao complemento ¢ deve satisfazer pelo menos as seguintes

propriedades:

1. c(0)=1

2. a<b = c(a) > c(b)



80 Capitulo 8. Método de Obtengio de Propriedades do Petréleo

3. ¢e(a)) =a

Sendo assim, dados dois conjuntos Fuzzy A e B podemos definir as operagoes intersecao

(AN B), unido (AU B) e complemento (A%) através de suas funcdes de pertinéncia,
respectivamente:

pans(u) = pa(u) % pp(u) YV u e U

pavs(u) = pa(u) o pp(u) ¥ uel

pac(u) = c(pa(u) Vu el

A operagao uniao sdo também chamadas da operacao légica OU. Ja a operagao
intersecao ¢ chamada da operacao logica E. Note que tais operacoes atuam no valor
real da funcao de pertinéncia, e logo podem ser utilizadas em quaisquer outros niimeros

reais pertencentes a [0, 1] (ndo precisam necessariamente fazerem parte de uma fungao de
pertinéncia).

Exemplo 3.6.2. A fun¢do minimo representa uma T-norma. Considere dois conjuntos

Fuzzy A e B no conjunto universo [0, 10] definidos pelas suas fungées de pertinéncia como
na figura 25.

A B
1 1
0.8 0.8
=~ 06 = 06
< )
= 04 = 04
0.2 0.2
0 0
0 5 10 0 5 10
X X

Figura 25 — Fungoes de pertinéncia de A e B

Sendo assim, o conjunto Fuzzy A N B, utilizando a T-norma "minimo", possui a

funcao de pertinéncia como na figura 26.

pans(x) = min{pa(x), pp(z)}
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— A
0.8} —B
s AN B
0.6}
0.4}
0.2}
0 L
0 2 4 6 8 10

Figura 26 — Funcao de pertinéncia de AN B

Exemplo 3.6.3. A fun¢do maximo representa uma S-norma. Considere os dois conjuntos
Fuzzy A e B do exemplo 3.6.2. O conjunto Fuzzy AU B, utilizando a S-norma "méaximo",

possui a fungao de pertinéncia como na figura 27.

1

— A
0.8} —B
A uUB
0.6}
0.4}
0.2}
0 L
0 2 4 6 8 10

Figura 27 — Fungao de pertinéncia de AU B

pavp () = max{pa(z), pp(z)}

Exemplo 3.6.4. A funcao f(z) = 1 — =z, f : [0,1] — [0, 1] representa uma fungao
complemento. Considere o conjunto Fuzzy A do exemplo 3.6.2. O conjunto Fuzzy AL,

utilizando a fungao f, possui a funcao de pertinéncia como na figura 28.

pac(e) = 1= pa()

Defini¢ao 3.6.14. (Relagao Fuzzy) Considere N conjuntos universo A;, As, -+, Ay.

Considere uma fungao pg : Ay X Ay x --- x Ay — [0,1], onde x representa o produto

cartesiano. Entao o conjunto R dado por

R = {(u,pr(u)) :u € Ay x Ay x --- x Ax}

¢ denominado uma relagao Fuzzy.
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m /C
0.8} A
0.6}
0.4}
0.2
0 L
0 2 4 6 8 10

Figura 28 — Funcao de pertinéncia de AL

Exemplo 3.6.5. Considere o conjunto

A = {Joao, Maria, José}

e o conjunto

B = {Pedro, Paula, Pietra}

Podemos estabelecer uma relacdo R entre A e B que represente o quanto uma pessoa

conhece a outra, sendo pur = 1 para conhece ha muito tempo e ur = 0 para nao conhece:

‘ Pedro ‘ Paula ‘ Pietra
Joao 0.9 0.3 1
Maria 0.2 0.8 0.5
José 1 0.4 0.3

Tabela 4 — Pertinéncia em uma Relacao entre Dois Conjuntos de Trés Pessoas

3.6.2 Funcionamento de um sistema Fuzzy

Nas préximas subsegoes sera abordado o funcionamento de um sistema que utiliza
logica Fuzzy, desde da etapa da fuzzyficacao até a desfuzzyficacdo, quando o sistema

devolve os valores de saida para um conjunto de entradas.

Para tal, serd necessario introduzir o conceito de MIMO e MISO. MIMO (Multiple
Input Multiple Output) é um sistema que possui mais de uma entrada e mais de uma
saida. MISO (Multiple Input Single Output) é um sistema com mais de uma entrada e
uma unica saida. Como sistemas MIMO podem ser decompostos em sistemas MISO neste

caso, serd considerado nas seguintes subse¢des um sistema MISO.

Considere agora um Sistema Fuzzy MISO. Ele é basicamente composto por con-

juntos Fuzzy para cada entrada, um conjunto regras e em sua saida podem ou existir
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conjuntos Fuzzy de saida ou existir func¢oes de saida, como em um modelo Takagi-Sugeno,

que sera discutido posteriormente.

3.6.3 Fuzzyficacao

Os valores de entrada de um sistema Fuzzy necessitam de ser transformados em

conjuntos Fuzzy para aplicd-los no sistema. Tal processo é denominado fuzzyficacao.

Sendo assim, seja U um conjunto universo de entrada. Seja [F o conjunto de todos

os conjuntos Fuzzy. Entao o operador fuzzyficacao § é dado por

§:U—>F

Sw)=F ucUFEcF

Exemplo 3.6.6. Uma fabrica produz resisténcias de 5 Ohms, porém existem a chance
do valor da resisténcia produzida ser um pouco diferente da projetada, com densidade de
probabilidade D dada por

1 (@=c)?
= T 202
bi) 2027Te )

onde o centro é em ¢ = 5, sua varidncia dada por o = 0.1 e logo seu valor maximo igual

__ 10
aM—\/T

Densidade de Probabilidade vs. Resisténcia

w

—_

Densidade de Probabilidade
N

4 4.5 5 55 6
Valor da Resisténcia

Figura 29 — Densidade de probabilidade D dos valores que uma resisténcia produzida
pode assumir

Um individuo que comprar uma dessas resisténcias pode assumir em seu projeto

que tal elemento possui uma resisténcia igual ao conjunto Fuzzy R dado por

R={(r,pr(r)) :r € Ry}
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onde

_(z—c)?
pr(x) = e 22

que representa a mesma funcao de densidade de probabilidade, porém normalizada em

relacao a seu valor maximo.

Note que ocorreu uma fuzzyficacao do valor da resisténcia de 5 Ohms: agora ela é

representada por um valor de resisténcia e a pertinéncia daquele valor.

Exemplo 3.6.7. Uma das fuzzyficagoes mais utilizadas é a singleton. Ela se baseia em
transformar um valor v* dentro do conjunto universo U em um conjunto Fuzzy F' cuja

funcao de pertinéncia ¢é o delta de Kronecker em u*

F={(u, pp(u)) s uwe U}
pr(u) = 0(u, u”)

Para um conjunto universo U = [3,5] e um valor de entrada u* = 4, temos a

fungao de pertinéncia de F' (a fuzzyficagdo de u*) representada na figura 30.

Grafico da Fungao p

3 3.5 4 4.5 5
u

Figura 30 — Gréafico da fuzzyficagdo do valor 4 em um singleton

3.6.4 Afirmacdo Fuzzy

Uma Afirmagao Fuzzy de uma regra é uma afirmacao na logica Fuzzy entre uma
entrada e um conjunto Fuzzy (chamada de premissa) ou entre uma saida e um conjunto
Fuzzy (chamada de consequéncia). Por exemplo, considere uma entrada E, a qual as-
sume valores num conjunto universo U, e um conjunto Fuzzy A, cujo conjunto universo
também é U e funcao de pertinéncia ;4. Entao podemos estabelecer a premissa entre a

entrada F e o conjunto Fuzzy A da seguinte forma:
EéA

O significado dessa premissa pode ser descrito da seguinte maneira: considere que

o valor da entrada E é e. A premissa "F é A" diz que, quando a entrada E assume o
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valor e, ela pode ser representada pelo conjunto Fuzzy A. Porém, é necessario considerar
a pertinéncia dessa afirmagao, que estd em [0, 1] (se fosse apenas uma logica booleana, ou

a afirmagao seria verdadeira 1 ou seria falsa 0).

Considere que a fuzzyficacdo de e seja o conjunto Fuzzy F, cuja funcdo de per-
tinéncia é pp. Seja M o conjunto de fungdes de pertinéncia. Entao definimos uma f :
M x M — [0, 1], a qual sera utilizada para definir a pertinéncia da premissa com base nas

funcdes de pertinéncia de F e A.

Logo, a premissa "E é A'possui pertinéncia « € [0, 1], dada por

o = f(:uEmuA)

Quando o valor de pertinéncia da premissa é 0, assume-se que a premissa é falsa e logo

nao ¢é considerada.

Cada entrada e cada saida podem ter varios conjuntos Fuzzy possiveis de se es-
tabelecer uma premissa. Tais conjuntos sao especificos da entrada/saida, o que significa
que uma entrada/saida s6 pode estabelecer premissas com os conjuntos Fuzzy relativos a

ela (tal fato serd melhor discutido no Exemplo 3.6.10).

Exemplo 3.6.8. Considere os conjuntos E, A descritos acima, bem como o valor de
entrada e. Na fuzzyficacdo por singleton temos pp(u) = d(u, e), e a funcdo f utilizada é

simplesmente o valor da pertinéncia de e na fungao py4, ou seja:

[, a) = pale) (3.2)

(note que o valor e estd associado ao conjunto F). Porém, como podem existir diferentes

tipos de fuzzyficacao, podemos realizar uma generalizacao de f, dada por:

i (2) 7 () da
Pl ) = (3.3)

= : :
para alguma T-norma ~ % . Neste caso, o produto seria uma interessante escolha de T-

norma, pois f resultaria em uma média ponderada dos valores de ps em relacao a ;.

Note que, considerando para efeito de calculo um singleton nao mais como um
delta de Kronecker, mas como um delta de Dirac, ou seja, uma distribuicao, a fungao f
descrita em (3.3) generaliza (3.2) pois, considerando i descrita acima e lembrando que

~ =
a x 1=a:
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_ Jubp(@) T palz) dz
Jupp(@') da!

= [ pe(a) Dpata) do

= pal(e)

f(HEv HA)

Note que foi realizado um abuso de notacao para a distribuicao delta de Dirac d, em
eecR:

—~~
9(e) = 3.(9) 2 [ 8.2) T g(a) da
Exemplo 3.6.9. Considere U = {—3,—-2,—1,0, 1,2, 3}, relacionado a entrada E, a fuzzy-
ficacao por singleton e o conjunto Fuzzy PZ definido em U que representa quando um
numero é praticamente zero, cuja funcao de pertinéncia é dada por

u |3 -2 -1 0 1
ppz(u) | 0 0 05 1 05

2 3
0 0

Tabela 5 — Pertinéncia do conjunto PZ

Considerando a fungao f definida em (3.3), temos que quando E assume valor de

entrada u* = —1, podemos dizer que

E ¢ PZ (com pertinéncia 0.5)

3.6.5 Regras

Uma Regra na légica Fuzzy é uma sentenca com as seguintes componentes:

e Premissas

Conectivos Légicos entre as premissas (OU/E)

e Consequéncias das premissas (ou uma fungao no caso Takagi-Sugeno)

Conectivos Logicos entre as Consequéncias (se houver mais de uma)

(Obs.: O caso Takagi-Sugeno serd explicado nas subsecoes seguintes)

Para aplicar uma regra, primeiro é necessario saber se ela é verdadeira. Por isso,

as sentencas das regras sao escritas condicionalmente:

se (Premissa 1) E/OU (Premissa 2) E/OU --- E/OU (Premissa N) entao
(Consequéncia 1) E/OU (Consequéncia 2) E/OU --- E/OU (Consequéncia M)
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Em um sistema MISO apenas é necessaria uma consequéncia, pois o objetivo é saber o

efeito das entradas na tnica saida.
Exemplo 3.6.10. Deseja-se controlar a temperatura em uma sala através de um ar-
condicionado que utiliza um sistema Fuzzy. Para tal, era possivel considerar duas entradas:

e n: Numero de pessoas na sala

e T,: A temperatura no ambiente externo
A saida do sistema é a poténcia fornecida ao ar-condicionado:

e P: Poténcia fornecida ao ar-condicionado (quanto maior, mais refrigeragao)

A entrada n estd definida no conjunto universo N = [0,30], T, estd definida em

T = [25°,45°] e P em [300 W,3000 W]. A cada entrada e saida foram relacionados trés
conjuntos Fuzzy definidos nos respectivos conjuntos universo. Com relacao a entrada n,

os conjuntos Fuzzy sao ilustrados na figura 31:

e NP: Nimero Pequeno
e NM: Numero Médio

e NG: Numero Grande

Conjuntos Fuzzy da entrada n

1
s | P
0.8} m— NM |
© NG
S 0.6
@
£
o 0.4}
o
0.2
0

0 5 10 15 20 25 30
Numero de pessoas

Figura 31 — Conjuntos Fuzzy respectivos a entrada n
Com relagao a entrada T;, os conjuntos Fuzzy sao ilustrados na figura 32:

e TB: Temperatura Baixa

e TM: Temperatura Média
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Conjuntos Fuzzy da entrada Ta

1
0.8f
© e TB
S 0.6f
(% T\
-é —— TA
o 0.4}
o
0.2
0
25 30 35 40 45
Temperatura

Figura 32 — Conjuntos Fuzzy respectivos a entrada T,

e TA: Temperatura Alta

Com relagao a saida P, os conjuntos Fuzzy sao ilustrados na figura 33:

e PB: Poténcia Baixa
e PM: Poténcia Média

e PA: Poténcia Alta

Conjuntos Fuzzy da saida P

1
e PB
0.8l P\ | |
’ — P A
®
S 06
@
=
o 0.4f
[a
0.2}

500 1000 1500 2000 2500 3000
Poténcia

Figura 33 — Conjuntos Fuzzy respectivos a saida P

Note que cada conjunto Fuzzy é exclusivo de sua respectiva entrada/saida.

Podemos agora estabelecer um conjunto de regras para esse sistema Fuzzy com

base nos conjuntos Fuzzy. Um exemplo de regra é:
sené NG ET, é TA entao P é PA

Essa regra se traduz na seguinte légica: se a sala possui um alto niimero de pessoas e
a temperatura externa é muito alta, entdo deve ser fornecida uma poténcia alta ao ar-

condicionado para que ele seja capaz de resfriar a sala. Neste caso em que ha 2 entradas
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e 1 saida, podemos montar uma tabela de regras. Na seguinte tabela de regras todas
as relagoes entre as duas entradas sdo através do conectivo logico E e o resultado da

combinagao das duas como a consequéncia de saida (se n é F} E T, é F, entdo P é F3).

E | NP NM NG
TB [ PB PB PM
TM | PB PM PA
TA |PM PA PA

Tabela 6 — Consequéncia de Saida (Poténcia PX) para as Combinagoes de Nimero de
Pessoas (NX) e Temperatura (TX)

3.6.6 Operacdo Fuzzy implicacao

Na subsecao anterior foi definido o significado da expressao "A é B" no sentido
da logica Fuzzy. Nesta subsecao serd definido o significado de p = ¢, ou em outras
palavras: "se p entao ¢', sendo que neste trabalho serd abordada a inferéncia baseada em

cada regra individualmente.

Esta "operagao" de implicar ( = ) é utilizada em um conjunto de premissas para
implicar uma fungao de saida (no caso de um modelo Takagi-Sugeno) ou simplesmente
uma consequéncia. Sendo assim, a implicagao sera dividida em dois casos: o caso Takagi-

Sugeno e o caso consequéncia.

Takagi-Sugeno. Em um modelo Takagi-Sugeno, as premissas implicam em uma
funcao da saida f em relagdo as entradas. Por exemplo, considere um sistema com N
entradas Fy,---, Ey, com respectivos conjuntos universo Uy, --- , Uy, que tenha N con-

juntos Fuzzy Ay, ---, Ay, onde A; é relativo a E;, e suponha que valha a premissa
EiéAAEFE,é¢ A E --- E Eyé Ay

(note que foi introduzida a operagao légica E entre as premissas. Outra condigao léogica,
como OU, poderia ser utilizada). Considere agora a saida S do sistema, cujo conjunto
universo é V, e uma funcao f*: U; X --- x Uy — V. Entao a implicacdo em uma regra

no modelo Takagi-Sugeno é
se 5,6 A\EE, 6 A E--- E Ey é Ay ENTAO f = f*

Cada regra no modelo Takagi-Sugeno possui uma funcao f* especifica. Portanto, se
existirem N regras, existem N funcoes diferentes, uma para cada regra. Essa funcao, assim
como a pertinéncia de cada premissa, sera utilizada no processo para determinar o valor
de saida, que serd visto numa subsecao posterior. O modelo Takagi-Sugeno originalmente

possui a fungdo f* como uma combinagao linear das entradas somada com uma constante.
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Consequéncia de saida. Considere um sistema MISO com as entradas descritas
acima e que possui uma saida S, definida no conjunto universo V', e que possua M
conjuntos Fuzzy relacionados a ela. Entao uma implicagao em uma regra sobre o conjunto

Fuzzy de saida By, (com funcao de pertinéncia pp, e definido em V') é do tipo
SeEléAlEEQéAQE"' EENéANENTAOSéBk

Como visto, cada premissa i (relativa a A;) possui um grau de pertinéncia p;, e

logo podemos determinar a pertinéncia do conjunto de premissas:

N
= = ~~ =
pn xR ey = x e = i (3.4)
(caso sejam utilizados conectivos OU, devemos realizar a operagao x ). Portanto, a

pertinéncia total de todas as premissas vale up. Seja P a premissa equivalente a tal

conjunto de premissas. Logo, temos que P = S é Bi com a pertinéncia de P sendo
Hr-

Agora é necessario definir o significado da implicacao. De maneira geral, a implica-
¢do = estabelece uma funcao f_. entre o conjunto Fuzzy Bj em funcao da pertinéncia

da premissa P. Denotando F como o conjunto dos conjuntos Fuzzy, temos

f— {[0,1,F} - F

f:> (uTv Bk) = By

By, = {(v, ug, (v)),v € V}
Portanto, a implicacao altera o conjunto Fuzzy de saida By em func¢ao da pertinéncia total

das premissas pr. Esse conjunto Fuzzy resultante ird, em conjunto com os resultantes das

outras regras, determinar o valor de saida de .S, como serd mostrado na subsecao posterior.

Exemplo 3.6.11. Implicacao Mandani. Na implicacado Mandani, a funcao f_—. ¢

simplesmente gerar um conjunto Fuzzy cuja funcao de pertinéncia ¢ o minimo entre pr e

j2: 7%
se P entao S é By

Resultado:

f= (pr, By) = {(v, pg, (v), v € V)
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sendo

Mg, (v) = min(ur, MBk(U))
Tal implicacao equivale a "ceifar" a funcao de pertinéncia de By, no valor up. Para ilustrar

tal implicacdo, considere pur = 0.5 e By, com dominio [0, 10] e fung¢ao de pertinéncia como
na figura 34.

Func&o de Pertinéncia de Bk Funcao de Pertinéncia Resultante
1 1
0.8 0.8
=
S 0.6 £ 06
mx [ [ p— e — _— — - _%_ e —
= 04 2 04
o
=
0.2 0.2
0 0
0 5 10 0 5 10
\ v

Figura 34 — Funcao de Pertinéncia B, via implicacao Mandani em comparacao com pip,

Exemplo 3.6.12. Implicagcao Go6del. Na implicagdo Godel, a fungao f_—. aplicada a
ur e By resulta no seguinte conjunto Fuzzy:

By = {(v,n5,(0).v € V)

1 sepup < g, (v)
pg, (v) = L
up, (v) caso contrario

Para ilustrar tal implicagao, considere puy = 0.5 e By com dominio [0, 10], como

no exemplo 3.6.11 e fungao de pertinéncia como na figura 35.

3.6.7 Agregacao

Num modelo Fuzzy existem varias regras e o resultado de saida final deve consi-
derar todas as regras ativas. Como ha diferencas entre o modelo Consequéncia de Saida
e o modelo Takagi-Sugeno, novamente serd feita uma separacao entre os dois. Porém,
a agregacao no modelo Takagi-Sugeno serd deixada para a préxima subsecao, pois esta

extremamente ligada ao processo de Defuzzyficacao.

Consequéncia de Saida. Considere o seguinte sistema Fuzzy:

e N entradas Fy,---, Ey
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Funcéo de Pertinéncia de Bk Funcéo de Pertinéncia Resultante
1 1
0.8 0.8
=
S 0.6 £ 0.6
mx —_——_—— . RN — L _%_ —_ | —
= 04 2 0.4
o
=
0.2 0.2
0 0
0 5 10 0 5 10
\' v

Figura 35 — Funcao de Pertinéncia 1E, via implicagdo Godel em comparagao com fp,

e 1 saida S
e R regras

e N - R conjuntos Fuzzy relacionados a cada entrada, denotando por Ag o conjunto
relativo a regra j e entrada 7, com 1 <i< Nel<j<R.

e M conjuntos Fuzzy relacionados a saida S, denotando B’ o conjunto Fuzzy de saida
relativo a regra j, com 1 < j7 < R
O conjunto de regras pode ser escrito como

se B, 6 ALE ... E Ey é A, ENTAO S é B!

se B, 6 A2E --- E Ey é AL ENTAO S é B?

se B 6 ARE ... E Ey 6 AR ENTAO S ¢ BR

Considere agora os conjuntos Fuzzy resultantes das implicagdes de cada regra,
denotando B? o conjunto Fuzzy resultante da implicacao na regra j. A agregacao consiste
em utilizar a informacdo proveniente de todos os B’ resultantes para criar um tltimo
conjunto Fuzzy, proveniente da agregacao de todos eles. Portanto, é necessario definir

uma funcao f4 para realizar tal operagdao. Denotando por F o conjunto de conjuntos
Fuzzy:

fa FR ST

onde F® é o produto cartesiano de R (nimero de regras) conjuntos F. O conjunto Fuzzy
gerado por f4 serda denotado Br.
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Exemplo 3.6.13. Agregacao Mandani. A agregacdo Mandani utiliza a unido dos con-
juntos BY para agrega-los:

R
BT:fA<Bla"'7BR>: UBk: f Bk

k=1 k=1

Geralmente utiliza-se a S-norma maximo, que é ilustrada na Figura 36 para dois conjuntos
B! e B%

- . e
B B? max(B',B?)
1 1 1
0.8 0.8 0.8
S5 06 5 06 5 06
A ©
= 04 > 04 £04
0.2 0.2 0.2
0 0
0 5 10 0 5 10 % 5 10
u u u

Figura 36 — Funcao de agregacao pelo maximo

Exemplo 3.6.14. Agregaciao Godel (inferéncia feita individualmente em cada

regra). Na agregacao Godel, utiliza-se a interse¢ao dos conjuntos BJ para agrega-los:
greg

)=

R
BT:fA<B1a"'7BR):ﬂBk: Bk
k=1

Il >

k=1

Normalmente utiliza-se a T-norma minimo, que ¢ ilustrada na Figura 37 para dois con-
juntos B! e B2:

2 ~ L~
B’ B min(B B?)
1 1 1 :
|
|
_ Al
= 5 2 !
T 0.5 iy 0.5 g 05 ) t\
// \
0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10
u u u

Figura 37 — Funcao de agregacao pelo minimo
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3.6.8 Defuzzyficacao

Apo6s o estagio de agregacao, temos como resultado das entradas um conjunto
Fuzzy de saida. Porém, é necessario extrair de tal conjunto o valor de saida desejado
no conjunto universo da saida. Para tal, é realizada a defuzzyficagdo do conjunto. Sendo
assim, para um modelo Consequéncia de Saida com uma saida S, definida no conjunto

universo V', podemos definir a defuzzyficagdo como uma fung¢ao fp tal que

fDCIF—>V

J& para um modelo Takagi-Sugeno, a defuzzyficacao é aplicada nas funcoes de

saida, como pode ser visto no proximo exemplo.

Defuzzyficagao Takagi-Sugeno. Como visto, no modelo Takagi-Sugeno, a cada

regra esta associada uma funcao f*. Considere entao o seguinte sistema:

e N entradas E1,--- , Ey, definidas em Uy, - - - , Uy respectivamente

1 saida S
e R regras

N - R conjuntos Fuzzy relacionados a cada entrada, denotando por Ag o conjunto

relativo a regra j e entrada 7, com 1 <i< Nel<j<R.

R fungoes de saida, sendo [} relacionada a regra j, e ainda f; : Uy X --- X Uy =V

para todo j.

Considere Uy = Uy x ---Uy. A defuzzyficagdo das regras é dada por uma funcao fp tal

que

fDZle-"XUN—>V

_ 25:1 f;(u)ﬂlf
ZkR:I Mlif“

onde ,ujf é a pertinéncia do conjunto de premissas da regra j, como visto na equagao (3.4).

fD(u) , U e UT

Defuzzyficagdo do modelo Consequéncia de Saida. Como visto, no modelo
Consequéncia de Saida, é gerado um conjunto Fuzzy de saida By. Existem vérios métodos

de Defuzzyficacao nesse caso (varias fp), e aqui serdo apresentados dois deles.

e Centro de Area/Gravidade
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O método de defuzzyficacdo pelo Centro de Area é um dos mais conhecidos na
literatura (DRIANKOV; HELLENDOORN; REINFRANK, 1996). De fato, ele consiste

em tomar a coordenada v € V do centro da area da fungao de pertinéncia de By como a
salda do sistema:

_ vagT (v) dv
Jvig, (V') dvf

Vs

onde v é o valor da saida S do sistema e V' o conjunto universo de S.

Centro de Area

0.8¢

0.6¢

0.4}

0.2}

0 2 4 6 8 10

Figura 38 — Obtencdo da coordenada v do centro de drea da funcdo de pertinéncia de By

e Primeiro Ponto de Maximo / Ultimo Ponto de Maximo

Considere o conjunto universo ordenado V' de Br e entdo tome o conjunto H C V
tal que

H={veV:uz (v)= alt(Br) = sup gy ()}

veV

A Defuzzyficacdo por Primeiro Ponto de Maximo consiste em apenas tomar

vy = inf H

J4 a Defuzzyficacdo por Ultimo Ponto de Maximo consiste em tomar

vy = sup H
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Primeiro e Ultimo Ponto de Maximo

0.8}
Primeiro

0.6f EOT\;IQ . Ultimo |1
S e Maximo Ponto
= de

0.4f Méximo| |

0.2

0 L L L
0 2 4 6 8 10

Figura 39 — Representacao do Primeiro e Ultim~o Ponto de Maximo da funcao de
pertinéncia de By

3.7 Clusterizacao via Método da Montanha

Na secao anterior foi introduzida a Teoria Fuzzy, mostrando como funciona um
sistema Fuzzy e sua logica. Porém, existem varias possibilidades para se construir uma

estrutura Fuzzy, desde a escolha das fungdes de pertinéncia até as regras entre elas.

Nesta secao sera apresentado um método que consiste em gerar um sistema Fuzzy a
partir de um conjunto de dados de entrada relacionados a sua respectiva saida. Tal método
é uma extensao do Método da Montanha, proposto por Ronald R. Yager e estendido em

(CHIU, 1994), sendo esta tltima a utilizada para compor esta se¢ao.

Basicamente, o método funciona da seguinte maneira: um conjunto de dados de
entrada e saida é processado e nele sao definidos "clusters centers"', aqui chamados de
nucleos, os quais representam dados que possuem as caracteristicas predominantes de tal
conjunto. Através deles sao gerados conjuntos Fuzzy e regras, que sao otimizadas através

do método dos minimos quadrados.

3.7.1 Obtencao dos niicleos

Considere um sistema com M entradas Y7, ---,Yy e N saidas Z;,--- Zy. Consi-
dere entdo a entrada como um vetor y € RM, chamado de dado de entrada, e a saida
como um vetor z € RY, chamado de dado de saida, sendo cada dimensdo i respectiva & en-
trada/saida i. Considere também um conjunto de n dados de entrada Y = {y1,y2, -+ ,Yn}
e n dados de saida Z = {z1, 29, -+ , 2, }, sendo a saida z; relativa a entrada y;. Seja X o

espago formado pela concatenacao de Y e Z, dado por

X ={(yw,2) g €Y, 2, € Z}, X C RMTN

Sendo assim, concatenando os n dados de entrada com os n dados de saida, é gerado um

conjunto de n dados X = {z1, 9, -+ ,x,}. Sem perda de generalidade, considere que os
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dados estao normalizados em cada dimensao, ou seja

iUi:(@u’Clzi,“‘ 7&(M+N)i) : \aki| SlViG{L'“ ,n}, Vke{la"' >M+N}

Inicialmente, todo z; é considerado um ntcleo em potencial. Definimos entao o

potencial P; de cada x;, dado por

n
_ ]2
p=Y el

J=1

onde

a=—

2
Ta

sendo r, € R,r, > 0. A constante r, sera chamada de Raio de Influéncia.

Tal fungao P consegue quantificar a distancia de um ponto x; a todos os outros.
Sendo assim, os que tiverem uma maior aglomeragao de pontos em torno deles terdao um

potencial P maior, como ilustrado na figura 40.

450
400
350
300
250
200
150
100

-1 -0.5 0 0.5

Figura 40 — Tlustracao do potencial P gerada pelo histograma de um conjunto de pontos
bidimensionais. Quanto maior o valor na barra (referente a uma cor), maior o potencial
correspondente do ponto.

O valor da constante r, é importante para definir o raio da vizinhan¢a de um
ponto, no sentido de que quanto maior o valor de r,, maior a contribuicdo de pontos

distantes ao potencial de um ponto.

Apos obter o potencial de todos os pontos, escolhemos aquele com maior potencial
para ser o primeiro nucleo, denotado 7. Caso haja mais de um ponto, escolhemos qualquer

um deles:
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: X : P, = max P,
zy € {7y € k= [ax i

sendo P o potencial de x7.

Agora o objetivo é determinar outro nicleo longe do ja escolhido, para conseguir
generalizar com maior eficicia o conjunto de dados X por meio desses nucleos. Porém, é
necessario atualizar os potenciais, fazendo com que aqueles pontos que estavam proximos
a x] percam potencial. Para tal, considere a atualizacdo do potencial P; de z; de acordo

com a expressao

P < P — p{ke—ﬁllwi—xfllz

onde

5 4
- 2
B
sendo 73 € R,rp > 0 uma constante. Denominamos a razao ™* por Fator de Esmaga-
a

mento.

O valor da constante rp definird o raio em volta de z] que perderda um valor
significativo de potencial: quanto maior o valor de rz, mais pontos distantes de z} perderao

uma quantidade significativa de potencial. Note que o potencial de z] passara a ser 0.

Com o potencial de todos os pontos atualizado, escolhemos o segundo nicleo z3

da mesma forma que foi escolhido o primeiro:

* . . )
x5 € {x’fGX'P’“—@%PJ}

sendo P o potencial de z3. Novamente, recalculamos os potenciais de todos os pontos.

Apoés repetir esse processo ¢ vezes, obtemos o conjunto C' = {3, x5, -+ ,z:}. O ntimero ¢

serd definido de acordo com um critério de parada, descrito a seguir.

3.7.2 Critério de parada

No critério de parada ¢é preciso definir duas constantes: €, a Taxa de Aceitagao;

e ¢, a Taxa de Rejeicao. A tnica propriedade entre os dois é € < €.

Enquanto

P; > €Pf

o ponto zj, serd considerado um nucleo. Se
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P < ePf

entao rejeitamos xj como nucleo e encerramos o processo, com ¢ = k — 1. Na condicao

em que eP < Pf < €Pf, o ponto xj, podera ou nao ser aceito como um nucleo.

Para decidir se ele serd aceito, considere dyi, = miny<;<x—1 ||z — z}||. Se

Tq Py
entdao xj serd aceito como um nucleo e o processo continuara. Caso contrario, xj, serd
rejeitado como um nticleo e seu potencial passara a ser 0 (P} = 0). Ainda, ele deixara
de ser denotado por zj e o proximo ponto com maior potencial serd o novo zj. Entao,

testamos novamente o critério de parada.

3.7.3 Determinacdao do modelo Fuzzy

Com o conjunto C' = {7, z5,--- , x5} definido, serd necessario separd-lo nos dados

de entrada e saida:

V*={yr e RM 12} = (y;,25), 1<k <c}

ZF={zp e RN i 2} = (y5,2), 1 <k <c}

Cada z} = (v, z;) compord de uma regra no sistema Fuzzy, no sentido de que
a entrada y; implicard na saida z;. O modelo utilizado sera o Takagi-Sugeno. Portanto,
havera c¢ regras ao todo, sendo que as entradas serdo consideradas como singletons. Uma

regra ¢ qualquer sera da forma
SeleéAzlEYVQéAIQE EYMéAZMentéioZléleEZQéBZQE EZNéBZN

onde Y; é a entrada j do sistema (1 < j < M), Z; a saida [ do sistema (1 <1 < N) e os
termos B; sao funcoes (modelo Takagi-Sugeno). A fungao de pertinéncia de Aj;; é dada

por

Ajj(u) = et vl)®

onde y;; é o termo pertencente a R relativo a entrada j em y;. A funcio B; é dada

simplesmente por uma constante

ES
By = 23
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onde z; é o termo pertencente a R relativo a saida [ em 2. Além disso, o conectivo E ¢
realizado pela T-norma produto. A safda z € RY do sistema para uma entrada y € RM ¢

entao dada por

o S Hily)= (3.5)

> it 1Y)

onde

pi(y) = e—ally=vi1?

Nesta etapa, (CHIU, 1994) propds um método para otimizar os pardmetros do

sistema Fuzzy, o qual serd descrito a seguir.

3.7.4 Otimizacdo do Modelo Fuzzy

Considere na equagao (3.5) que zf é uma fungdo linear das variaveis y € R de

entrada, dada por

onde G; é uma matriz constante N x M e h; um vetor constante N x 1. Considere também

que

Hi
pi= = (3.7)
j=1H;j
Substituindo (3.7) e (3.6) em (3.5):
2= pi(Giy + ) (3.8)
i=1

Escrevendo (3.8) em forma matricial, denotando a transposta de uma matriz A

por AT:

o

h{
Z=py" o opey” pd |
GY
hT

C




3.7.  Clusterizagdo via Método da Montanha 101

Agora, considerando um conjunto o dados de entrada Y = {y1, - - -y, }, é possivel escrever

G
2 pnyt pu o pay’ pa hT
L= : : : (3.9)
zy oY’ pin o peny” pen | | GE

hT

onde p;; representa p; calculada para a entrada y;. Denotando

=
B=]:
2
Py’ p1 o pay’ pa
A : :
plnyT Pin pcnyT Pen
Gl
hi
X=|:
GT
hT
note que a equagao (3.9) é da forma
AX =B

passivel de aplicar o método dos minimos quadrados, ja que A é uma matriz constante e X
possui os parametros da linearizagao de z que desejamos encontrar. Portanto, desejamos

encontrar um X,,;, tal que

X = min {||AX - B|*}

XcRe(M+1)N

que pelo método dos minimos quadrados resulta em

Xpin = (ATA) AT B,

Computacionalmente, o célculo de (AT A)~! pode ser custoso. Por isso, (CHIU,
1994) cita um método iterativo de se calcular tal resultado, que pode ser encontrado no
proprio (CHIU, 1994).
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3.8 Algoritmo Genético

O Algoritmo Genético é um processo que visa otimizar parametros de um sistema.
Ele possui esse nome pois, intuitivamente, se baseia na ideia de uma populagao de in-
dividuos que sofrem mutagdes e interagem entre si ao longo de geragoes para que seu

desempenho no sistema possa melhorar.

Tal algoritmo é de extrema importancia no método desenvolvido nessa disserta-
¢ao, pois nele existem varios parametros que mudam drasticamente quando outros sao
alterados. Sendo assim, executar uma otimizacao manualmente seria algo extremamente
demorado, além de nao ser intuitivo, pois alguns parametros apresentam mudangas brus-
cas no desempenho com pequenas variagoes (na pratica, o sistema nao é continuo com

relacdo a eles).

As proximas se¢des visam traduzir os conceitos linguisticos, como populacdo e

mutagoes, para os praticos utilizados em um sistema computacional.

3.8.1 Individuo

Um individuo em um algoritmo genético representa um conjunto ordenado I de

n parametros ay do sistema S que desejamos otimizar:

I =(aj,ag,-,a,) : o €5,1<k<n (3.10)

Em (3.10) I é representado de uma maneira mais abstrata, podendo os pardmetros
oy, terem naturezas diferentes: oy poderia ser um nimero real, ap um conjunto de letras,
a3 um namero natural, e assim por diante. O sistema .S seria entdo um conjunto de classes
que representam cada parametro, onde oy € S significa que o pardmetro o é um dos

parametros do sistema S.

E importante citar que cada pardmetro ay deve estar definido em um conjunto
Q) que geralmente é limitado, impondo restrigoes sobre os valores de cada parametro.
Ainda assim, o nimero n de parametros escolhidos de S nao pode ser exagerado, pois
caso contrario, o nimero de individuos possiveis em 2; X 25 X - -+ X ), seria elevado, o

que resultaria num tempo alto computacionalmente.

Exemplo 3.8.1. Considere que o sistema S é uma empresa em construcao que deseja
minimizar os custos com ar-condicionado em relacao a produtividade da unidade. Para
isso, desejamos otimizar o tamanho das 5 salas a serem construidas, além do ntmero
de pessoas em cada sala. Poucas pessoas e salas menores reduziriam o consumo, porém
também diminuiria a produtividade da unidade. Além disso, cada sala deve ter no minimo
40 m? e no maximo 240 m?, com cada sala contendo no minimo 3 pessoas e no maximo
18.
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Um individuo do algoritmo genético proposto para tal problema poderia ser da
forma
Sala 112|345
Tamanho (m?) Ay | Ay | As | Ay | As

Numero de Pessoas | ny | no | n3 | ng | ns

Tabela 7 — Notacao dos Parametros Tamanho e Numero de Pessoas referentes a cada
Sala

I = (Ah A27 A37 A47 A5a ni, ng, N3, Ny, n5)

satisfazendo

Portanto, €2; = [40,240] para 1 <i <5 e Q; = {3,4,---,17,18} para 6 < j < 10. Um

possivel exemplo numérico de individuo seria

I = (60.3,49.7,203,104, 110, 5,9, 13,8, 6)

3.8.2 Populacao

Populagao é um conjunto ordenado (pela performance) de individuos I do sis-
tema S. Todos os individuos devem ter os mesmos tipos de pardmetros para que possam
interagir entre si. Geralmente, o niimero de individuos de uma populagao ¢ fixo durante

todo o processo. Sendo assim, podemos definir uma populacao P de m individuos por

P: (117]27137.” >[m)

Exemplo 3.8.2. Utilizando o mesmo sistema descrito no exemplo 3.8.1, uma possivel

populagao seria

P - (-[17[27[3)

I, = (60.3,49, 80, 100.9, 110, 5,7, 4, 8, 6)
I, = (40, 60,89, 80,230, 4,8, 7,5, 16)
I = (45,75,50, 180,50, 4,8, 3,5, 6)
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3.8.3 Geracao

Uma geracgao esta relacionada ao ntimero de vezes que uma populagao foi subme-
tida as operagoes do Algoritmo Genético. A populacao inicial é definida como a populagao
da primeira geracao. Apds submeté-la as operagdes de mutacao, cross-over e eliminagao
(definidas nas préximas subsegoes), obtemos uma nova populagao, que pertence a segunda
geracao. Indutivamente, a populacao da geracao j, apds as operagoes do algoritmo, torna-

se a populagao da geragao j + 1.

O intuito é sempre obter populagoes cujos individuos possuam melhor performance
em relacao a geracao anterior. Portanto, o melhor individuo é sempre salvo, para que no

final do algoritmo seja fornecido o melhor resultado dos computados.

3.8.4 Operacoes em individuos

Nesta subsecao serdao descritas as operagoes utilizadas pelo Algoritmo Genético
para modificar os individuos de uma dada populagao, com o intuito de obter novos indi-
viduos com melhor desempenho que os anteriores e eliminar aqueles que possuem baixo

desempenho.

3.8.5 Mutacao

A mutagao é uma operagao feita em cada individuo separadamente. Ela consiste
em mudar um ou mais parametros do individuo para um elemento aleatério do respectivo
conjunto €2 ao qual o pardmetro pertence. Quais parametros serao mudados também é uma
escolha aleatéria, tendo a possibilidade de nenhum ser mudado. E inspirada na mutacao
genética, estudada no ramo da biologia, na qual um dos nucleotideos presentes no DNA

¢é substituido por outro, alterando a sequéncia genética.

Nesta operacao definimos uma probabilidade de mutagao py;. Sempre que a mu-
tagdo é aplicada em um individuo, gera-se um nimero ¢, € [0, 1] aleatério para cada
pardmetro ag, e se dp > py entdo aquele pardmetro serd substituido por um novo aff
aleatério, escolhido em algum subconjunto de €. Neste trabalho, aff pode ser qualquer

valor em ().

Denotando por fj; a fun¢ao de mutagao e A = Q; x - - - x €2, o conjunto de possiveis

individuos, podemos representar a mutacao da seguinte maneira:

fMA—>A

de modo que, dado I = (ay, -, a,), temos
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onde

M QE se (Sk > DM
(Ik —
Oéllj se 5k S Prr

sendo aff um elemento aleatério de B(ag, €, ) C Q, onde B(ay, €, §),) representa uma
vizinhanca de a4, de raio € para algum € > 0 definido e alguma métrica || - ||o,. O raio €

pode ser fixo ou variante de acordo com o niimero de geragoes.

Exemplo 3.8.3. Novamente, no sistema S do exemplo 3.8.1, considere o individuo

I, = (60.3,49.7,73,190, 110, 5,7, 14, 8, 6).

Considere a probabilidade de mutagao py = 0.3 e B(ay, €, ) = O, ou seja, aff pode
assumir qualquer valor em €2, quando ocorre mutacao. Considere ainda que foram gerados

os seguintes valores de dy:

51‘52‘53‘54‘55‘ d6 ‘ o7 ‘ Js ‘ dg ‘510
04[01]02]09]0.7]0.33]0.25]0.05|0.45|0.5

Tabela 8 — Valores de dy, relativos a Probabilidade de Mutacao de cada Parametro

Ao aplicar a funcao fj; em I;, um individuo que pode ser gerado é:

fur(1) = (60.3,110, 200, 190,110, 5,8, 11,8, 6)

Note que apenas para k € {2,3,7,8} houve alteragdo no valor de ay.

3.8.6 Cross-Over

A operacgao cross-over é aplicada a um par individuos. Também é inspirada em
sua definicao na biologia, na qual dois cromossomos trocam material genético, resultando

em dois outros cromossomos constituidos da combinacao dos anteriores.

O cross-over em um Algoritmo Genético consiste em substituir um certo nimero de
parametros (nao todos) de um individuo I5; pelos respectivos pardmetros de um individuo
I5j11 (devido a isso, o tamanho da populacao precisa ser par). O individuo I5j4; também
substitui os mesmos parametros pelos do Iy, anteriores a troca. O ntimero de parametros a
serem trocados também é escolhido aleatoriamente. Além disso, o cross-over sé é realizado
em um par de individuos se um ntimero d¢c € [0, 1] gerado aleatoriamente no momento da

operacao for maior que a probabilidade de ocorrer cross-over pe.

E importante ressaltar que, geralmente, define-se que os parametros trocados sao
escolhidos em sequéncia, comecando do parametro ay, sendo sempre os t primeiros para-

metros, com 0 <t <n —1, onde n é o nimero de parametros.
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Denotando por f& a operacao de cross-over entre dois individuos para uma troca

de t parametros, temos

Je:Ax A= AxA
Dados I; = (a}, -+ ,al) e I, = (a?,--- ,a2), temos

(I 151 se d¢ < po
(I1,13)  se éc > pe

fo(l, L) = {

onde

Ct /2 2 1 1
Il _(alv"'7at7at+1""7a)
ct o1 1 2 2
I —(ala“'aatao‘tﬂf"aa)

Exemplo 3.8.4. Considere dois individuos do sistema S do exemplo 3.8.1:

I, = (60.3,49,80,100.9,110,5,7,4,8,6)

I, = (40,60, 89, 80, 230, 4, 8,7, 5, 16)

Foi gerado aleatoriamente no conjunto {1,2,---,10} o nimero ¢t = 3, sendo que
pce = 0.4. Também gerado aleatoriamente, obteve-se dc = 0.2. Portanto ocorrerd o cross-

over entre I e I, resultando em

183 = (40,60, 89,100.9, 110, 5, 7,4, 8, 6)

I3 = (60.3,49, 80, 80,230, 4,8, 7, 5, 16)

3.8.7 Eliminacao

Em uma dada populagao, podem existir individuos cujo desempenho é extrema-
mente baixo. Em tal situagdo, nao é desejavel que esses individuos continuem na popu-
lacdo, pois além de estarem ocupando o lugar de outros que poderiam ter performance
melhor, eles irao interagir com os outros individuos de alto desempenho em um cross-over,

podendo gerar dois individuos de baixo desempenho.

Para tentar minimizar tal fato, define-se uma porcentagem de eliminacao pg, que
define a porcentagem dos individuos da populacao que serao excluidos antes de aplicadas
as operagoes. No lugar deles entrarao repeticoes de individuos presentes da porcentagem

nao excluida, de forma aleatéria, porém dando prioridade aos com melhor desempenho.
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Definindo por fg,, a operacao eliminacao de porcentagem pr e ¥ o conjunto de

possiveis populagoes P de tamanho m quando definidos os individuos do sistema S, temos

fEJ?E U — U

de modo que, dada P = (Iy,- - I,,), entao

fE,pE(P) = (117]27"' a-[ealRp-[Rz)"' aIRh)

sendo e = |m(l —pg)],h=m—ee

[Rk 6{[17]27”' a[e}a ]_Skgh

3.8.8 Funcao fitness

A funcao fitness é aquela que definira o desempenho de um individuo. Sera utilizada
como uma figura de mérito, para comparar dois individuos quanto ao seu desempenho no

sistema. Sendo assim, uma funcao fitness fit é basicamente definida por

fit: A - RU{o0}

onde fit(ly) > fit(ly) significa que o individuo I; tem melhor desempenho no sistema
que Ip. Caso fit(I) = oo, significa que os pardmetros escolhidos para o individuo tém

desempenho maximo no sistema.

Exemplo 3.8.5. Considere um sistema R no qual desejamos aproximar uma dada curva
s em um intervalo [a, b] por um polinémio de grau 7. Os 8 coeficientes ag, ay, - -+ ,a; do
polindmio representariam os parametros do sistema, e a funcdo fit poderia ser dada pelo

inverso do erro quadratico total:

p(z) = arx” + aga® + - - + a1z + ag

b 2
3 o lP(r) — s(x 0
fit(h = (ag, a1, ,a7)) = § JJ[p(x) = s()]” du se Julp(@) = s(@)]" #
+00 caso contrario

3.8.9 Elitismo

Elitismo simplesmente se baseia em manter o individuo com maior desempenho
de uma geracao k para a geracao k + 1. Isso permite que tal individuo interaja com

os novos gerados para a proxima geracao, aumentando a chance de aprimora-lo. Porém,
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dependendo da aplicagao, isso pode gerar populagoes muito homogéneas, fazendo com

que a procura de uma solugdo 6tima fique restrita a um minimo local.

3.8.10 Critério de parada

Idealmente, o Algoritmo Genético pode ter qualquer nimero de geragoes. Porém,
um numero elevado delas acarretaria em um grande tempo computacional. Por isso, é

necessario estabelecer um critério de parada para o Algoritmo Genético.

Um exemplo de critério de parada é finalizar o algoritmo ao atingir um nimero
fixo de geragoes. Outra possibilidade é parar o algoritmo quando surgir um individuo de

desempenho maior que um limiar desejavel.

3.9 Sistema Fuzzy utilizado e desempenho

Uma vez obtidos os coeficientes Wavelets dos espectros de treino, esses sao forne-
cidos como entrada ao método de Clusterizagao visto na secao 3.7, sendo as saidas o valor
real da propriedade escolhida. Nesse método serao determinadas regras Fuzzy do modelo
Takagi-Sugeno com base nos dados de entrada e saida, cujas fung¢oes de saida serdo oti-
mizadas pelo método dos minimos quadrados. Havera um sistema Fuzzy por individuo da
populacao do Algoritmo Genético, pois é em seus individuos que residem os pardmetros

da clusterizacao.

Um exemplo de sistema Fuzzy obtido quando se utilizam duas entradas apenas
pode ser visto na figura 41, que mostra a fuzzyficacdo para uma entrada especifica, sendo
cada coluna respectiva as func¢des Fuzzy da respectiva entrada e a tltima coluna corres-
pondente as fungoes Fuzzy de saida. Note que as fungoes de pertinéncia de entrada sao
gaussianas, ja que o sistema Fuzzy foi gerado pelo método de clusterizacao aqui apresen-
tado. A fuzzyficacdo pode ser notada pela limitagdo da gaussiana quando esta interage
com o valor de entrada, gerando uma nova func¢ao de pertinéncia. Cada linha denota uma
regra, composta por duas fun¢oes Fuzzy de entrada (uma para cada entrada) e uma de
saida, como pode ser visto na figura 42. Por fim, como mostrado na figura 43, é realizada a
defuzzyficacao, considerando todas as fungoes de pertinéncia Fuzzy geradas pela interacao

dos valores de entrada com cada regra Fuzzy.

Apoés obter o sistema Fuzzy, este é submetido ao método ANFIS (JANG, 1993),
que utiliza uma Rede Neural adaptativa para aprimorar os parametros das regras um
modelo Takagi-Sugeno. No ANFIS existe um conceito chamado ntimero de épocas, que
representa quantas vezes os dados fornecidos foram re-treinados pelo ANFIS. Sempre que
obtemos um novo sistema na nova época, verificamos se houve melhoras no sistema com
a aplicacado do método. Caso nao haja melhoras, paramos de utilizar o ANFIS naquele

sistema e ¢ mantido aquele com melhor desempenho.
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Entrada 1 Entrada 2 Saida

0.6617 1.058

Fuzzyficagdo e associacdo com fungdes de entrada

Figura 41 — Fungoes de pertinéncia relativas a cada entrada (para duas regras apenas)

(entao)
Conectivo entre entradas

Entrada 2

Entrada 1

Regra

-0.048 -0.025 -8.1928 11.979

x10-3 I i - I

0.6617 1.058

Figura 42 — Regra Fuzzy para um sistema com duas entradas

Entrada 1 Entrada 2 Saida
6 ; = I
' o |
-0.048 -0.025 -8.1928 11.979
x 10'5 I i - I
0.6617 1.058
/ Defuzzyficacio

Valor de saida

Figura 43 — Defuzzyficagdo das fungdes de pertinéncia de saida resultantes

Nessa etapa, os coeficientes Wavelets de teste sao fornecidos ao sistema Fuzzy,
gerando as saldas Sp, relativas a cada amostra. Tais saidas sdo comparadas com o valor
real S das propriedades (obtido experimentalmente) por meio do coeficiente de correlagao

de Pearson p:

cov(S, Sr)

0805k

p(S7 SF) =
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onde cov(S, Sr) representa a covaridncia entre S e Sp. As varidveis og e 0g, sao o desvio

padrao de S e Sp, respectivamente.

A covariancia entre dois vetores X e Y de n elementos cada é obtida por

1 n
cov(X,Y) = ” Z(Cﬁz —T)(y; — 7)
i=1
onde

1

T=-) 1 (3.11)
iz

1

Yy = ﬁzyz

1

7

O desvio padrao oy de um vetor X de n elementos é obtido por:

1 n
ox — \JZ(ZEZ —T)2
n
sendo T dado por (3.11).

O coeficiente de correlagao de Pearson é um ntmero entre —1 e 1. Quanto mais
proximo de 1, mais correlacionados estao os dois vetores. Isso significa que a saida fornecida

pelo sistema esta proxima da real, medida experimentalmente. De fato, suponha que nos

vetores X e Y de n elemetos tenhamos x; = y; para todo ¢ =1,2,--- ,n. Entao
1 & _ — 1 & 2 2
cov(X,Y) == (2 —7)(yi —9) =~ D (v —7)° = 0%
nia nis
Logo

2
p(X7y):M:‘77X:1

Ox0y O'%(

Para determinar o desempenho do sistema, a fun¢ao fitness utilizada foi o inverso

do coeficiente de Pearson entre S e Sg:

1
fit = (5,55 (3.12)
A funcao (3.12) apenas fornece a informagao do desempenho do sistema para as amostras
de teste. Porém, em algumas situagoes, quando aplicada as amostras de treino, o desem-
penho do sistema foi ruim, mesmo sendo bom para as amostras de teste. Sendo assim,

para essas ocasioes, a equagao (3.12) precisou ser adaptada. Considerando

P(Stras}?) tr ot
F=02 221 g pstr gir
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a nova fit é dada por

F se F' < 50
it = 1
/ F + ———x~ caso contrario
p(S™, SE)
onde S e S% sdo, respectivamente, os valores reais da propriedade referente as amostras

de treino e os valores obtidos pelo sistema Fuzzy a partir das amostras de treino.

3.10 Resultados

A seguintes tabelas fornecem os pardmetros e caracteristicas do melhor sistema

obtido para a propriedade densidade:

Densidade
Caracteristica Valor/Tipo
Numero de Amostras 160
Wavelet Daubechies 3
Escala Wavelet )
Epocas ANFIS 1
Tabela 9 — Caracteristicas utilizadas para Geragao do Sistema Fuzzy para a Propriedade
Densidade
Densidade
Parametro A.G. Valor

Inicio da Regiao 1 979
Final da Regiao 1 1319
Inicio da Regiao 2 2514
Final da Regiao 2 3033
Raio de Influéncia 0.613
Fator de Esmagamento | 0.86
Taxa de Aceitacao 0.018
Taxa de Rejeicao 0.01

Tabela 10 — Parametros do Melhor Individuo obtido pelo Algoritmo Genético (A.G.)
para a Propriedade Densidade

Sendo 70% das amostras para treino e 30% para teste, o coeficiente de correlagdo de

Pearson p entre a saida gerada por esse sistema e o valor real da densidade foi:

e Amostras de Teste: p = 0.9823
e Amostras de Treino: p = 0.98804

e Todas as Amostras: p = 0.98561
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Densidade Estimada VS Medida

1 :
= |\elhor aprox. linear

— — = Fungéo Identidade
O  Valor Densidade Treino
*  Valor Densidade Teste

: Correlagao 0.98561

154
©
o

0.9}

Densidade Estimada

0.8}

0.85 0.9 0.95 1

Densidade Medida

Figura 44 — Densidade Medida Vs. Densidade Estimada pelo Sistema Fuzzy para a
Densidade

Na Figura 44, quanto mais proximo da funcgdo identidade os valores estiverem,
melhor a predi¢ao feita pelo sistema Fuzzy, pois significa que a densidade estimada é
proxima a medida. A figura 45 mostra o erro entre o valor estimado e o valor medido com

relacao ao niimero da amostra.

Erro de Predicdo da Densidade

0.03 @)
g %  Treino *
8 0.021 O Teste © o 5
= o001} F o ;;}% ° o
o * * Hx
8 I I Aoy e )
0 pillor % % % o
G -001F 5 5 T * 0g ®]
\g * % 0O O% @) o
§ 00 o
-0.03 ; - -
0 50 100 150

Amostras Treino/Teste

Figura 45 — Erro entre o Valor Estimado e o Medido para a Densidade

Densidade
Tipo de Erro Treino | Teste | Total
Maximo Absoluto | 0.0261 | 0.0292 | 0.0292
Médio Absoluto | 0.0043 | 0.0074 | 0.0052
RMS 0.0062 | 0.0100 | 0.0075

Tabela 11 — Valores de Erro entre Valor Estimado e Medido para a Densidade

O valor RMS (Root Mean Square) representa outra figura de mérito. Para um
, Tn, 0 RMS é dado por:

n 2
RMS = || == 0
n

conjunto de valores x1, zo, - - -
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O valor RMS do erro entre valores estimados e medidos é importante para comparar

resultados, como sera visto mais a frente nesta secao.

Ja para a propriedade TTIAC, as tabelas 12 e 13 fornecem os parametros e carac-

teristicas do melhor sistema obtido.

TTAC
Caracteristica Valor/Tipo
Numero de Amostras 153
Wavelet Daubechies 4
Escala Wavelet 5t
Epocas ANFIS 1
Tabela 12 — Caracteristicas utilizadas para geracao do sistema Fuzzy para a propriedade
TTIAC
TIAC
Parametro A.G. Valor

Inicio da Regiao 1 966
Final da Regiao 1 1228
Inicio da Regiao 2 2606
Final da Regiao 2 3316
Raio de Influéncia 0.406
Fator de Esmagamento | 0.854
Taxa de Aceitagao 1.282
Taxa de Rejeicao 0.088

Tabela 13 — Pardmetros do melhor individuo obtido pelo Algoritmo Genético (A.G.)
para a propriedade TTAC

Considerando também 70% das amostras para treino e 30% para teste, o coeficiente de

correlagao de Pearson p entre a saida gerada por esse sistema e o valor real da TTAC foi:

e Amostras de Teste: p = 0.93731
e Amostras de Treino: p = 0.95092

e Todas as Amostras: p = 0.94499

A figura 47 mostra o erro entre o valor estimado e o valor medido com relagdo ao

numero da amostra.
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TIAC Estimada VS Medida : Correlacao 0.94499
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Figura 46 — TTAC Medida Vs. Densidade Estimada pelo Sistema Fuzzy para a TIAC
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Figura 47 — Erro entre o Valor Estimado e o Medido para a TIAC

TIAC
Tipo de Erro Treino | Teste | Total
Maximo Absoluto | 4.6006 | 4.9117 | 4.9177
Médio Absoluto | 0.8189 | 1.4473 | 1.0078
RMS 1.2528 | 1.8663 | 1.4645

Tabela 14 — Valores de Erro entre Valor Estimado e Medido para a TIAC

Os valores de correlacao referentes a cada propriedade mostram que o sistema
Fuzzy consegue prevé-las com eficacia. Tal fato é comprovado também pelo erro médio
absoluto (Tabelas 14 e 11) entre os valores previstos e os reais. Para exemplificar a quali-
dade dos valores obtidos, a tabela 15 faz uma comparacgao com o resultado de 2 artigos da
revista Fuel: Artigo 1 - (DUARTE et al., 2016) e Artigo 2 - (FILGUEIRAS et al., 2014).

Nesses artigos considera-se o grau API, que é uma reparametrizacao da densidade d:

°API = 14;5 —131.5

J& para os valores TIAC, a tabela 16 faz uma comparacao do método proposto
com o Artigo 1 (DUARTE et al., 2016).
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Comparagao Valores API
Figura de Mérito | Método Proposto | Artigo 1 | Artigo 2
0 0.9665 0.945 0.9751
RMS - Teste 1.9364 0.8 0.25

Tabela 15 — Comparacao de resultados API

Comparacao Valores TIAC
Figura de Mérito | Método Proposto | Artigo 1
P> 0.8786 0.857
RMS - Teste 1.8663 3.8

Tabela 16 — Comparacao de resultados TIAC

Notamos também que a propriedade Densidade possui uma primeira regiao com
mais pontos que a da TIAC, mas com relagdo a segunda regiao, a TIAC possui mais
pontos. Isso pode significar que a informacdo no espectro necessaria para obtencdo da
Densidade estd mais concentrada na regiao 1 e mais distribuida na regiao 2, o que é o

oposto do que acontece com TIAC.

Além disso, o sistema Fuzzy da propriedade TIAC demonstrou um menor desem-
penho do que o da Densidade. Isso ocorre porque a TIAC ¢é mais dificil de se obter do
espectro do petroleo. Porém, ambos os resultados sao considerados bons em relagao a

propriedade.

Apesar do niimero de épocas do método ANFIS ter sido apenas 1 (o que significa
que nao houve uma grande melhora nos sistemas ao utiliza-lo), em grande parte dos
sistemas tal método aprimora o resultado consideravelmente, o que reforca a necessidade

de utiliza-lo junto com os demais descritos aqui.
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4 Conclusao

O uso das Wavelets nas mais diversas aplicagdes tem demonstrado a importancia
da teoria desenvolvida para tais fungoes. Sua propriedade de escala permite explorar
aspectos locais em funcoes e a variedade de fungoes existentes permite uma liberdade de

escolha para determinar qual das Wavelets melhor se aplica ao problema proposto.

O método de criagao de Wavelets demonstrado no segundo capitulo desta disser-
tacdo expoe as principais propriedades existentes na familia de solugoes gerada. Entre
elas, uma das mais importantes é o fato das Wavelets serem uma base para L*(R), o que
significa que podemos representar quase todas as fun¢des presentes em problemas préaticos

por um somatorio de Wavelets com seus respectivos coeficientes.

Com relacgao ao problema pratico abordado nesta dissertacao, a predi¢ao das pro-
priedades Densidade e TIAC através do espectro de amostras de petréleo mostrou-se
complexa e nao intuitiva, o que levou a necessidade de utilizar os métodos aqui apresen-

tados. Basicamente, o método completo possui os seguintes passos (em ordem légica):

e Determinar as regioes do espectro a serem utilizadas no método;
e Determinar uma escala Wavelet para as regioes;
e Escolher uma Wavelet;

e Obter coeficientes a partir do produto interno de cada subregiao (gerada pela escala

escolhida) com a Wavelet selecionada;
e Separar amostras para treino e teste;

e Utilizar o método de clusterizacao, considerando os coeficientes obtidos referentes
as amostras de treino como entrada e como saida os valores da propriedade relativo

a cada amostra, e entao obter um sistema Fuzzy;
e Aprimorar o desempenho do sistema por meio do método ANFIS;

e Utilizar um Algoritmo Genético para testar varias combinacoes de regides e para-

metros de clusterizagao, com o intuito de obter o melhor sistema possivel.

Com relacao as regioes, notamos que a variagao por alguns pontos apenas ja pode
comprometer o desempenho do sistema. Isso acontece pois é a combinac¢do dos picos e
vales da Wavelet com os do espectro que vao definir o valor dos coeficientes. Assim, tais

variagoes podem fazer com que o produto interno filtre um pequeno intervalo importante
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para a determinacao do valor da propriedade. Por essa razao, a escolha de uma boa escala
¢ fundamental. Uma escala muito grande significa muitas varidveis no processo, o que
aumenta bastante o tempo de simulacao. Além disso, nao é garantido que o aumento da

escala também aumente o desempenho.

Para a escolha da Wavelet, é importante citar que o sistema funciona basicamente
para um tipo especifico de Wavelet. Caso mude-se a Wavelet, é necessario utilizar o
Algoritmo Genético novamente, para encontrar os parametros especificos para a dada
Wavelet. Porém, é possivel encontrar bons resultados com tipos variados de Wavelet, e o
melhor resultado dependera de sorte probabilistica e tempo de simulagao, ja que nao é

possivel afirmar qual é a melhor Wavelet para cada propriedade.

O método de clusterizacao também é bastante sensivel aos valores dos parametros
fornecidos. Quando a combinag¢ao de um Raio de Influéncia com um Fator de Esmaga-
mento geram muitos niicleos, automaticamente temos muitas regras, o que aumenta o
tempo de simulacao. Além disso, existem combinagoes de valores que nao conseguem for-
necer um sistema Fuzzy. Portanto, é necessario estabelecer o conjunto adequado no qual

tais parametros podem variar.

Devido ao elevado niimero de combinagoes existentes para os parametros do mé-
todo como um todo, o uso do algoritmo genético foi de extrema importancia para a
determinagao dos sistemas Fuzzy de alto desempenho. Seria inviavel testar todas as com-

binagoes de parametro, até mesmo computacionalmente.

-

E interessante reforcar que o sistema que prediz uma propriedade é um tnico
sistema Fuzzy, com suas regras e conjuntos otimizados para o problema. Sendo assim,

todos os outros métodos descritos sdo apenas para otimizar tais regras e conjuntos.

Por fim, a teoria Wavelet aqui desenvolvida, juntamente com os métodos compu-
tacionais descritos, conseguiram ser utilizados em conjunto para o desenvolvimento de um
sistema que prevé propriedades de amostras de petroleo apenas pelo espectro por emis-
sao infravermelho. A comparacdo com outros métodos da literatura feita na secao dos
resultados comprova que o método consegue predizer as propriedades com desempenho
comparével aos da literatura (e até mesmo melhor em alguns casos). Ainda assim, existe a
possibilidade de se obter resultados ainda melhores, utilizando outros tipos de Wavelet ou
simulando por longos periodos até conseguir um individuo melhor no algoritmo genético.
Um artigo foi elaborado com a descricao do método e seus resultados e sera submetido a

revista Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems.
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