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Resumo

Consideramos diferentes problemas ligados a modelos cosmolégicos do tipo mundo- brana
com uma (quinta) dimensao nao-compacta a mais. Investigamos as opgoes para a introdugao
de matéria de origem geométrica no nosso universo, realizado como uma 3-brana imersa
no espago-tempo cinco-dimensional criado por um Buraco-Negro em AdS;. Comegamos
com a ac¢ao de Einstein com constante cosmolégica negativa e com a 3-brana, posicionada
perto da borda do espaco, cuja geometria induzida é a de uma cosmologia de FRW. Depois
adicionamos termos descrevendo gases de 1- e 2-branas imersas dentro da 3-brana original.
Mostramos que a densidade do fluido efetivo da matéria neste modelo tem os elementos do
modelo cosmologico padrao, mas inclui dois novos termos: um gas de cordas césmicas e um
gés de branas. O problema principal estudado nessa dissertacao é a descricao detalhada das
possiveis evolugoes dos universos, dependendo crucialmente das condi¢oes iniciais que sao
determinadas pelas relagoes entre os parametros cosmoldgicos. Mesmo que a natureza da
densidade do fluido efetivo permaneca intacta, nos estabelecemos, nos casos mais simples
(na auséncia de poeira), que existem onze diferentes tipos de evolugdo do universo. Os
métodos usados para a descricdo da evolucao dos universos e a descricado das mudancas
(transigoes de fase) entre eles, sdo baseados no estudo de sistemas dindmicos equivalentes
as equagoes de Friedmann ou, no caso particular de radiagao e constante cosmoldgica,
na forma explicita das solucoes exatas. Em todos os casos, a origem das diferencas entre
as classes de solugbes que encontramos (e da transigdo de fase entre elas) consiste na
existéncia de pontos e linhas fixas no diagrama planar do sistema dindmico, devido as
diferencas entre as condigoes iniciais e a forma do potencial escalar na descri¢ao equivalente

do fluido efetivo.



Abstract

We consider some problems related to cosmological brane-world models, with an extra non-
compact fifth dimension. We investigate different options for geometrical terms representing
2- and 1-branes immersed in a 3-brane universe. The latter is embedded in a 5-dimensional
space-time corresponding to a black hole in AdSs. We show that the net effect of the
inclusion of lower dimensional brane-gas terms consists in a rather specific form of the
efective density of the matter fluid filling the emergent 3-brane universe. This turns out to
present the elements of the standard cosmological model: radiation, dust and a positive
cosmological constant, but it also has two additional terms corresponding to a string gas
and a brane gas. The main problem studied in the present work concerns the detailed
description of all the possible evolutions of the homogeneous and isotropic 3-brane universe,
depending crucially on the different classes of admissible initial conditions, determined
by the specific relations between the cosmological parameters. Even if the form of the
induced matter fluid is unchanged, we have shown that in the most simple example (i.e.
without dust) there exists eleven families of qualitatively different cosmological histories.
The methods we have used in the description of the properties of the evolution of the
3-brane universes include analysis of dynamical systems, as well as the construction of
the exact form of the solutions of the FRW equations (when it is possible), presenting the
scale factor and the scalar field as explicit functions of cosmic time. In all these cases, the
origin of the differences between the observed eleven different universe evolutions (and of
the phase transitions between them) consists in the existence of fixed point and fixed lines
of the planar dynamical system, due to the qualitatively different inicial conditions and of

the different forms of the potential of the scalar field.
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1 Introducao

A Relatividade Geral junto com o principio cosmolégico e o Modelo Padrao das
particulas elementares fornecem uma boa descricao para a evolucao do Universo e para a
maioria dos fenomenos ocorridos em diferentes épocas, desde muito cedo quando o universo
era dominado por radiagdo, depois por matéria bariénica e matéria escura (poeira) e até
hoje quando é dominada pela energia escura (ver por exemplo o livro [1]). A Relatividade
Geral também é necesséaria para descrever a inflagdo [2] que precede a era dominada por

radiacao e é necessario para explicar o Universo observado.

Os recentes avangos observacionais (ver por exemplo [3]) permitiram estabelecer com
precisao os valores dos parametros principais do modelo cosmolégico padrao e introduziram
rigorosas restri¢des sobre os possiveis modelos inflacionarios e sobre os ingredientes da
matéria do Universo. Mas existem varios problemas em aberto como a natureza da matéria

e da energia escura e os detalhes do universo inflacionario.

Estes desenvolvimentos deixaram também dicas importantes sobre os principios
fundamentais e os novos conceitos do espago-tempo, da matéria e das forgas unificadas
que devem determinar as Leis da Fisica para as energias extremamente altas, E > 106
GeV, em particular para os instantes iniciais do universo pre-inflacionario. Acredita-se
que esta faixa de energias altas (e distancias e volumes muito pequenos) representa o
limite de validade da relatividade geral classica, do nosso modelo do espaco-tempo e
também da validade das teorias quanticas de campo do modelo padrao das particulas. Os
problemas conceituais especificos para a época do Big-Bang, da “emergencia quantica” do
espaco-tempo e da necessidade da quantizagao da forca gravitacional, que nessa época
fica tdo forte como as outras trés forcas, juntam-se com os outros problemas cosmolébgicos
em aberto, como da natureza (eventualmente geométrica) dos diferentes tipos de matéria,
o problema da inflacao da origem do inflaton e do potencial do inflaton governando a
inflagdo, da explicacao da origem e dos valores observados dos pardmetros cosmologicos e

das “constantes de acoplamento” das diferentes forcas, entre tantos outros.

Uma dire¢ao promissora para a solu¢ao dos problemas mencionados sao modelos
cosmoldgicos oriundos de teorias de cordas e branas em dez (ou onze) dimensdes [4, 5].
Existem diferentes possibilidades nesse contexto. Por exemplo a teoria de cordas pode
introduzir novos tipos de matéria “geométrica” no universo como um géas de cordas [6, 7].
Uma possibilidade mais “radical” é que o nosso universo seja uma brana embebida em um

espago-tempo com dimensao maior, ou seja, um mundo-brana [8, 9, 10, 11].
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1.1 Quinta Dimensao

A hipétese de que existem mais do que trés dimensdes espaciais [12], cujas con-
sequéncias provenientes das extensoes dos modelos da relatividade geral e das teorias
quanticas de campos e particulas poderiam ser decisivas na descri¢ao da fisica de altas
energias, aparece como ingrediente essencial nas maioria das tentativas de unificagdo das

interacoes fundamentais.

A tentativa de unificar geometricamente gravitacao e eletromagnetismo vem desde
o século XIX. Muitas tentativas diferentes foram feitas por muitos teodricos e a unificacao
das duas teorias classicas era um dos grandes objetivos de Einstein apos a descoberta da
Relatividade Geral (ver por exemplo [13]). Historicamente, a idéia mais bem sucedida
foi proposta por T. Kaluza em 1921 [14]. Nessa proposta, a unificagdo da gravitacao e
do electromagnetismo acontece a partir da gravitacao de Einstein em cinco dimensoes.
O campo principal é a métrica do espago-tempo 5-dimensional g, p, cujas componentes
4-dimensionais g, determinam a métrica pseudo-Riemaniana responsavel pela gravitacao.
As componentes g5, representam o quadri-potencial A, do eletromagnetismo, e gs5 seria
um novo campo escalar de origem geométrica. Esta teoria é uma “geometrizacao” do
electromagnetismo, porém aparece um problema: como entender os efeitos da dependficia

do graviton e do potencial eletromagnético com a quinta dimensao?

A solucao estd numa hipdtese ja sugerida por Kaluza e depois reforcada por O.
Klein [15, 16], que relacionou a geometrizagao da quinta coordenada com a teoria quantica.
A hipdtese é que a quarta dimensao espacial, ao contrario das outras trés, é “compacta”,
sendo um circulo com raio R muito pequeno, ou seja x5 € Sg. Com isso se impoe condigoes

de contorno periddicas para todos os campos no espaco tempo, por exemplo para a métrica:

9aB(Zpy, 5 + 271 R) = gap(xy, xs5).

Com essa condigao, as transformadas de Fourier dos campos na direcao x5 determinam um
espectro discreto da quinta componente do momento pgn) =n/2rR com n =0,+£1,+2, ...
Assim dando origem a uma familia infinita de campos quadri-dimensionais com massas
M? = (pén))2 para cada um dos campos com spins zero, um, dois etc. Essas novas particulas
sao dificeis de observar na faixa de energias acessiveis do modelo padrao E o« 1Tev, porque
as energias M? oc 1/R? sdo muito grandes pois a quinta dimensao compacta tem o raio
pequeno. Esse cendrio ficou conhecido como “teoria de Kaluza-Klein” (ver por exemplo
[17] para uma revisdo). Essa idéia providencia uma explicagdo geométrica para a origem
dos valores especificos das massas das particulas. Por outro lado, a realizacao dessa idéia
leva a previsao da existéncia de um ntmero infinito de particulas com cada spin: escalares,
vetores, spinores, tensores, etc. Ou seja, junto com as particulas sem massa, o graviton e
foton, e as partéulas massivas conhecidas, uma torre infinita de novas particulas muito

pesadas deveria existir e ser observada. A idéia de Kaluza-Klein da compactificacao de
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dimensoes extras e a origem geométrica das massas, reapareceu nas ultimas 5 décadas de
formas diferentes como ingrediente essencial em quase todas as tentativas de teorias de
unificagdo. Um exemplo moderno representativo é dado pela compactificacdo de seis das

nove dimensoes espaciais na teoria de Super-Cordas.

1.2 Universo como 3-brana em espaco-tempo de BN-AdS5

Os resultados dos modelos de Kaluza-Klein com dimensoes extra compactas nos
encaminham ao problema da possivel existéncia de teorias consistentes com dimensoes
extra abertas [18, 19]. Ou seja, se existe a possibilidade que a quinta coordenada seja
nao-compacta: rs € (—00,00) ou 5 € [0,00), a0 mesmo tempo diferente das outras trés
coordenadas espaciais, mas de tal maneira que sua existéncia nao leve a efeitos fisicos

observéaveis nas escalas planetarias, césmicas e/ou subatomicas acessveis nos dias de hoje.

Uma outra expectativa é que esta escolha da quinta coordenada “aberta” nao leve a
discretizacao da quinta coordenada do momento ps e como consequéncia, nao teremos um
numero infinito de particulas massivas indesejaveis que nao foram observadas até agora.
Na auséncia do mecanismo de Kaluza-Klein, que transfere o efeito da quinta coordenada
para um conjunto infinito de campos massivos no nosso mundo quadri-dimensional, agora
temos o problema de como confinar a matéria e eventualmente a gravitacao somente ao

nosso sub-espaco quadri-dimensional.

Em cinco dimensdes, no limite Newtoniano da gravitacao fraca, o potencial gravi-

tacional seria

onde 72 = r3 + zZ, levando a diferencas essenciais com a gravitagdo em quatro dimensoes
para a qual V; o« 1/r,. Estas diferengas poderiam ser observados no sistema solar. Esses
mesmos problemas de desvio da forma quadri-dimensional sao validos para o potencial
electromagnético, etc. Assumindo que na teoria cinco-dimensional todos os campos, in-
cluindo a métrica e os campos de matéria, sao fungoes continuas da quinta coordenada.
E necessario um novo mecanismo que permita “suavizar” os efeitos da quinta dimensao,
introduzindo, de uma forma consistente com as equagoes 5-dimesionais, pequenas corregoes
dos potenciais gravitacional e eletromagnético, tendo como o primeiro e principal termo o

conhecido das teorias quadri-dimensionais,

1
Vs o 7(1 +g/ri+ ...
4

A solugao deste problema estd nos modelos de Randall-Sundrum [20, 21, 22]. A
idéia geral é considerar uma gravitagao de Einstein com constante cosmolégica negativa em

(4+1)-dimensoes com uma hiper-superficie (3+1)-dimensional (0 nosso universo) chamada
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de “3-brana” [8, 23, 24] com uma tensao positiva e com todos os campos de matéria
confinados sobre a 3-brana. O mecanismo que restringe os efeitos gravitacionais devidos a
5% coordenada e a dependéncia da métrica gap(z,,r5) em x5, consiste em uma escolha
particular da posi¢do da nossa 3-brana que fica “perto” da borda do espaco 5-dimensional,
onde x5 ~ 0, e também da forma especifica das equagoes para flutuagoes lineares da
métrica ao redor da borda de AdSs, e portanto ao redor da 3-brana. O efeito principal,
devido a presenca da tensao e da matéria na 3-brana, é que as equagoes das flutuagoes
tomam a forma da equacgao de Schroedinger estacionaria com um potencial especifico
com poucos (um ou dois) autovalores discretos além do estado fundamental. Assim, nés
temos o “modo zero” que corresponde ao graviton sem massa 4-dimensional, e mais um
ou dois “modos excitados” representando particulas massivas de spin 2 além do graviton.
Essa construgao corresponde ao segundo modelo proposto por Randall e Sundrum [21]
e é conhecido como RS2. Podemos comparar a simplicidade dos modelos de RS2, que
preveem um ou dois novos campos, com o nimero infinito de campos massivos de spin 2
que aparecem nas teorias de Kaluza-Klein com quinta coordenada compacta. O efeito das
flutuagoes na aproximacao newtoniana no caso de RS2 reproduz o potencial de Newton

com pequenas corregoes em 1/r4 (de ordem ctibica e maiores).

E necessario sublinhar que a carateristica principal destes modelos do tipo RS2
com a quinta coordenada aberta é que as equagoes de Einstein sobre a nossa 3-brana,
no caso de presenca de matéria, sao devidamente modificadas com termos proporcionais
ao ‘quadrado do tensor de energia-momento’. Nas equagoes para métricas 4-dimensionais
homogéneas e isotropicas de Friedman-Robertson-Walker (FRW), estes novos termos sao
proporcionais ao quadrado da densidade da matéria do fluido efetivo. Uma generalizagao
relevante destes modelos é dada pela substituicao de AdSs, ou seja do vacuo 5-dimensional,
por solugdes do tipo buraco negro (BN) no espago-tempo AdSs. Esses buracos negros
podem ter segbes espaciais com curvatura constante positiva (ou seja esféricos), zero (ou
seja buracos negros planos) ou abertos (ou seja hiperbélicos). Nesses casos a 3-brana é um
universo FRW emergente com curvatura espacial K = 0, £1. A geometria do espaco-tempo
5-dimensional induz sozinha sobre a 3-brana termos correspondentes a uma constante
cosmologica 4-dimensional efetiva positiva, A4 > 0, e também termos correspondentes a

radiagdo. Assim temos um mundo-brana onde a matéria é “geometrizada”.

1.3 Resumo dos problemas e dos resultados

Voltando na ideia original da unificagdo geométrica da gravitacdo com as outras
forcas (e os campos de matéria) através de introdugdo de uma (ou mais) dimensoes
espaciais extras, fica a pergunta: Seria possivel encaixar esse cendrio de geometrizagao
da matéria dentro dos modelos especificos (e bastante realisticos) de Randall-Sundrum?

Lembrando que o mecanismo principal do RS2 funciona com gravitagao “pura” em AdS5 ou
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em BN-AdS5, e com a matéria “quadri-dimensional” confinada numa 3-brana posicionada
perto da borda (x5 = 0) do espago AdS5 ou BN-AdSs.

O primeiro problema investigado nessa dissertacao representa uma tentativa de
responder esta pergunta, incluindo na acao da Relatividade Geral 5-dimensional com
constante cosmolégica negativa As somente termos de origem geométrica do tipo p-branas
(com p =1 e p = 2), imersos dentro da nossa 3-brana. Demonstramos que no caso de
Universos homogéneos e isotrépicos esta escolha geométrica nos permite reproduzir (nas
equacoes de Friedmann) uma densidade do fluido efetivo da matéria que inclui, além de
um gas de branas, todos os ingredientes do modelo cosmologico padrao, ou seja radiacao,
poeira e constante cosmoldgica efetiva A4 positiva. Uma importante consequéncia desta
construcao é que os valores dos parametros cosmolégicos, como por exemplo Ay e as
densidades relativas de poeira ppeeirq € de radiacao p.q, sao realizados em termos de
parametros geométricos, definidos na acao da Relatividade Geral 5-dimensional junto com

a 3-brana com tensao positiva, e com as densidades das 1- e 2-branas.

O problema central nos estudos apresentados nessa dissertacao é a descricao
detalhada da dependéncia das possiveis evolugoes desses universos do tipo 3-brana com
as condicOes iniciais, cujos valores dependem de relagoes especificas entre os parametros
cosmolégicos. Mesmo que a forma e o conteido (de origem geométrica) da densidade
do fluido efetivo permanegam intactas, nds estabelecemos, no caso mais simples (veja o
capitulo 4), que existem onze diferentes tipos de evolugdo do universo. O exemplo mais
representativo é uma familia de universos nao-singulares (contraindo e expandindo) e
eternamente acelerados, que comegam e terminam como espacgos do de Sitter. Existe
também um universo nao-singular tnico assintoticamente Einstein-estatico no passado

assintoticamente de Sitter no futuro.

Além da diferenca das condigOes iniciais, existe uma mudanca também da forma
dos potenciais V(o) do campo escalar o(t) na discrigdo equivalente do fluido efetivo. Os
modelos com K = 0, ou seja espacialmente planos, correspondem a uma escolha muito
particular das condigoes iniciais e podem ser somente do tipo big-bang—de Sitter, com
uma época inicial de desaceleragao e época final de aceleracao, dominada pela constante
cosmologica. Acontece que pequenas variacoes nas condi¢oes iniciais mudam a curvatura
espacial para positiva ou negativa, resultando assim em uma variedade infinita de universos

com evolucao parecida dos com K = 0.

Devemos mencionar que existe uma outra familia de universos fechados, desace-
lerados e com duas singularidades, inicial e final (do tipo big-bang—big-crunch), corres-
pondentes as restrigoes diferentes entre os valores de A4 e de p, x Mpy. Uma explicacao
equivalente para a existéncia desta variedade de universos singulares estd na forma muito
particular do potencial V(o) para este regime de condigoes iniciais. Neste caso as peque-

nas mudancas nas condig¢Oes iniciais poderiam resultar em significativas diferencas na
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evolugao destes universos big-bang—big-crunch, como por exemplo transformando-os em
universos com singularidade do tipo big-bang—de Sitter, ou Einstein-estatico— big-crunch.
Dependendo dos valores dos parametros cosmologicos, eles podem ser transformados em
universos nao-singulares especificos do tipo Einstein-estatico, ou comecando e terminando
como espagos de de Sitter. Todos estes universos ficam dentro de familia de universos

fechados.

Os métodos usados na descrigao das evolugoes dos universos e na descri¢ao das
mudangas (“transi¢oes de fase”) entre eles, sdo baseados no estudo do sistema dindmico no
plano (H, &), equivalente as equagoes de Friedmann. Nos casos mais simples, investigados
nos Capitulo 4 e 5, nossa analise comecga com a forma explicita das solu¢oes exatas para o
fator de escala e do campo escalar (ou da densidade de matéria) como fungdes do tempo
cosmico e dos parametros cosmicos, cujos valores diferentes sdo responsaveis pelas classes

distintas de condigoes iniciais admisiveis.
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2 Buracos negros

2.1 Espaco-tempo de Schwarzschild

Na relatividade geral, a geometria de um espago-tempo d-dimensional com métrica
Juv, tensor de curvatura R,,, constante cosmoldgia A e tensor energia-momento 7}, ¢é

descrita pelas equagoes de Einstein:

1 1
Ruu - §Rg/w + Agw/ = %Tuua (21)

em que Hi corresponde a constante gravitacional. As equagdes (2.1) num espago-tempo

2

d
4-dimensional correspondem a um conjunto de 10 equagoes diferenciais nao lineares, e na
maioria dos casos, é muito dificil encontrar solugoes exatas. Entretanto pouco tempo depois
de Einstein publicar a teoria da relatividade geral [25], Karl Schwarzschild encontrou uma
solugdo [26] e mostrou que, pelo menos na presenca de muitas simetrias, como a simetria
esférica, as equagoes de Einstein admitem solugao analitica. A seguir encontraremos tal

solucao.

2.1.1 Meétrica de Schwarzschild

Um resultado importante da relatividade geral é o teorema de Birkhoff [27, 28]
que diz: qualquer solugao das equagoes de Einstein (2.1) no vacuo de um espago-tempo

esfericamente simétrico e assintoticamente plano possui o seguinte elemento de linha:
ds® = —f(r)dt + h(r)dr® + r*d3, (2.2)

onde 72dQ3 é o elemento de linha de uma 2-esfera de raio r com dQ)3 = df? + sin? 0d¢.
Note que a métrica é estatica, uma vez que esta nao depende do tempo, e esfericamente

simétrica, ja que as fungoes f(r) e h(r) ndo dependem do das coordenadas angulares.

A solugao de Schwarzschild [26] descreve o campo gravitacional de um corpo neutro,
estatico, esfericamente simétrico no vacuo, ou seja, assume-se que nao ha matéria na regiao
externa ao corpo, logo 7}, = 0. Pelo teorema de Birkhoff, a métrica de Schwarzschild serd

da forma (2.2) e as equagoes de Einstein (2.1) ficam:
1
R,LLI/ - iRg;W = 07 (23)

calculando o trago de (2.3), encontramos que R = 0 e podemos escrever as equagoes de
Einstein [28, 27] na forma:
R, = 0. (2.4)
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Precisamos calcular o tensor de curvatura, que é dado por:

R%g, = 0,13, — 0,13, + I‘fjél“%u - ‘gyrgw (2.5)

em que os I'§,, chamados simbolos de Christoffel (ou conexoes da métrica), sao dados por:
P 9"
Faﬂ = 7(859,,(1 — 3agyﬂ — &,gag). (26)

Usando a métrica dada pelo elemento de linha (2.2) em (2.6), obtemos as seguintes

componentes das conexoes diferentes de zero:

[y = g% 81300 = Qf} (2.7)
Iy = 9“8129” = ;,L (2.9)
I, = g“@lzg“ = iz = (2,3) (2.10)

I, = g 8229”' = cot 0,i = (2,3) (2.11)
T}, = —9”81522 = (2.12)

Substituindo as conexoes (2.7)-(2.12) na relagao (2.5), podemos calcular a equagao de

Einstein no vacuo, dada por (2.4), e encontramos as seguintes componentes diferentes de

Zer0: f/ f/2 f/ h f/
1
0 ="%% <2h> T aen T a2f ng (2.13)
1 f/ f/2 f/h/ h/
Ry =—-01| = =0 2.14
=Ty 1<2f>+4f2h+4h2f+rh2 (2:14)
rf" rh 1
_p.__T L. 2.1
Ry = Rs3 ohf + N + 3 0, (2.15)
onde denotamos ' para representar a derivada em r. Somando (2.13) e (2.14) obtemos:
f/ h/
CAN 2.1
Pt =0 (2.16)
que implica em
const. 1
= = 2.1
1) = 55 = (2.17)

o termo constante de integracao pode ser absorvido pela coordenada radial sem perda de

generalidade. E usando (2.17) em (2.15), encontramos:

) = (1 + ) S (2.18)
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A partir do limite de campo fraco, encontraremos o valor de C' da equagao (2.18).
Para isto, usaremos geodésicas que descrevem a trajetéria de observador em queda livre

neste espago-tempo. A equagao da geodésica para este observador é dada por:

#(r) + T () x(r) =0, (2.19)

em que z* = z#(7), em que T é o tempo proprio deste observador. Usaremos agora uma

aproximagao para o limite nao relativistico. No regime de baixas velocidades, temos que:

dx’ da®
< |\, 2.20
dr dr ( )
portanto apenas as componentes " serdo relevantes, temos:
i 4+ Thy (%) =~ 0, (2.21)
considerando uma métrica estatica, temos que 9yg,,, = 0, e portanto:
u L . L .
FOO = E‘g (aOQOM + 809()” — 8Vgoo) - _59 v 900, (222)
usando (2.22) em (2.21), obtemos:
$2

2

e agora faremos uma aproximacao para campo fraco, em que temos uma métrica de
Minkowski perturbada:
G = —Nyw + Py, (2.24)

em que |h,, | < 1. A inversa da métrica sera dada por:
g =nt" — ht", (2.25)

onde h* = ntn*Ph,g, usando (2.24) em (2.22), considerando apenas termos de primeira

ordem, obtemos:
1 1 1
]_—‘go = —ig””&,gog = —5(7’#“/ — h“”)(’?,,(noghoo) = —577/“”8,,%00, (226)

portanto, a equacao da geodésica fica:

1 (di%)?
it — = ) n 9, hey = 0, 2.27
2 ( dr > 00 ( )
para um observador localizado num infinito assintéticamente Minkowski temos que no

regime nao relativistico t — 7, portanto:

d2

| 1 ,
@l’l = §8ih00 = —§Vh00 (Z = ]_, 2, 3), (228)
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esta relacao é a mesma para o potencial da gravitagdo newtoniana

, MG
©=Vo¢ , ¢p=— , (2.29)
r
onde G =1 é a constante gravitacional. E podemos ver que hgy corresponde:
2M
hoo = —2¢ = —, (2.30)
r

podemos concluir que o termo gy atua como um campo gravitacoinal newtoniano, e

usando o resultado obtido em (2.30) em (2.18), encontramos a relagao:

goo = —f(r) = — (1 + f) = ngo + hoo, (2.31)

e portanto

C
hop =, C =2}, (2.32)

e por fim, encontramos que a métrica de Schwarzschild sera:
2M 2MN\ !
ds? = — (1 — ) dt* + (1 - ) dr® + r*d$3. (2.33)
r r

Note que a métrica de Schwarzschild (2.33) é singular em dois pontos: r = 2M = 1,
(chamado raio de Schwarzschild) e » = 0. A maioria dos corpos observados em nosso
universo possuem raio r > 7y, portanto, a principio a singularidade nao representaria um
problema muito grande uma vez que estamos interessados apenas no campo externo ao
corpo. Quando um objeto colapsa até um raio r < rj, forma-se um buracos negro, cujas

caracteristicas discutiremos mais adiante.

2.1.2 Geodésicas no espaco-tempo de Schwarzschild

Vamos agora analizar o comportamento de geodésicas no espago-tempo de Schwarzs-
child. Comecaremos escrevendo a lagrangiana para a dinamica de um observador que se

move ao longo de uma geodésica [29, 30, 31]:

e[ (-2

onde T é o tempo préprio no referencial da particula, £ é uma constante com valor (0, £1)

1
i+ 2 (sin? 0% + 0%)| = &, (2.34)

e (") representa a derivada em relacao a 7. As equagoes de Euler-Lagrange serao:

d oL 0L
= = 2.35
dr oxn  Qar’ (2:35)

que nos da o vetor momento p' = (p;, pr, Pg, Pg), COM componentes:
oL 2M\ .
r=—=—(1—-—]t 2.36
P dr ( r > ( )
7

pr= 1" m (2.37)
po =170 2.38)
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A hamiltoniana sera dada por:
Wi — =L (1 W)12+<1 2M> 2+p—3+ o 0 (2.40)
e 2 r Po r )P T 2ein?t | '
e temos:
2M\ .
pr = — (1 - > t = —F = const. (2.41)
r
e também
OH
— =0 2.42
or )
H = L = const. (2.43)

A lagrangiana e hamiltoniana se conservam, portanto a energia do sistema também se

conserva. Escolhendo o caso:

Py = const.
o = oH _ _picosﬁ
a0 r?sin? 6’

(2.44)

(2.45)

a particula nao se movimenta ao longo da coordenada 6, logo podemos fixar:

0
0

oy e

Y

e portanto
Py = T2¢ = L7

(2.48)

em que L ¢ uma quantidade que se conserva, correspondente ao momento angular do

sistema. Definimos a lagrangiana £ = 2k = const., entao os tipos de geodésica dependem

do valor de k: para kK = —1 temos geodésicas tipo-tempo, k = 0 corresponde a geodésicas

nulas e k = 1 geodésicas tipo-espago. Podemos ver isso na equagao (2.34) que corresponde
ao quadrado do elemento de linha. Usando (2.48) e (2.41) em (2.34), temos:

; [— (1 - 2;{”) £+ (1 - 2;{”)_1 7% + 1% (sin® 9&292)1 = —g (2.49)
- (2.50)
entao 1 721 2M L?
§E2 =33 (1 — T) </{ + 7~2> (2.51)
Isso nos fornece uma relacao o potencial gravitacional efetivo
2 2
V(r)zﬂg’i—’i\I+;ﬁ—f3 (2.52)
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Temos o potencial gravitacional "newtoniano” [32] do problema de dois corpos, e o termo

co1m 7”73

corresponde a uma “corregao relativistica” para a gravitagdo. Fazendo 0V/dr = 0,
encontramos os pontos criticos deste potencial e portanto suas orbitas fechadas estaveis e

instaveis. Para kK = 1 temos:

OV/Or = 3ML?* — L*r + Mr* = 0, (2.53)
as rafzes de (2.53) sdo:
L? 1202
=—|1£4/1—- 2.54

que correspondem as 6rbitas fechadas possiveis do sistema. Vemos que para L? = 12M?,

temos r. = 60, que corresponde a tnica orbita permitida para este caso.

No limite nao relativistico "recuperamos” a gravitacdo newtoniana e, além disto,
vimos que a solugao de Schwarzschild fornece um termo de correcao no potencial efetivo
newtoniano, que descreve efeitos gravitacionais, tal como a precessao do periélio de mercirio

[33, 26], que a gravitagdo newtoniana nao consegue descrever.

2.1.3 Estrutura causal do espaco-tempo de Schwarzschild

Iremos agora analisar a geodésica radial de um observador com velocidade nao
relativistica que se move num espaco-tempo de Schwarzschild. O observador percorre uma
geodésicas tipo-tempo (k = —1) na direcao radial direcionada a origem. Sua equacao de
movimento, por (2.50), seré:

.2

ds? 2M\ . s
— (1= 2.55
dr? ( r ) + (1 _ m) (2.55)

r

(P2 @ @ o

T

note que, por (2.41), o termo ( — MY (ﬁ)z = E?, entdo:

r dr

(&) -2

oM
dr _ i\/(l - > + B2, (2.58)
dr r

e por fim, temos:

(2.59)

T:_/Tf dr
" \/(1—27])4)+E2

O tempo préprio (2.59) deste observador é finito e portanto bem definido no espago-tempo

de Schwarzschild para r # 0. Vamos analisar agora o tempo medido por um segundo
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observador, estético, localizado numa regiao assintoticamente plana do espago-tempo (a
uma distancia muito grande em relagdo a origem), que observa o primeiro observador ”cair”

no buraco negro. Usando (2.41), temos que:

dt 2M
1—-— | =F 2.
dr ( T > (2.60)
dr dt E dr dr
dtdr  1—-2 g 4r (2.61)
dr 1 2M 2M
= (1) 2o+ 2.62
dt F ( r > + r’ (2.62)
entao p
t= E/ ! (2.63)

) [ —14 2L
dr

vemos por (2.63), que t — oo e & — 0 quando r — 2M. Este resultado mostra que,
de fato, o segundo observador nunca vera o primeiro passar pela superficie r = 2M, o
horizonte de eventos. Em vez disso, verd uma imagem congelada e com redshift (um desvio
para o vermelho devido ao efeito doppler da luz) cada vez maior do primeiro observador,
enquanto para o primeiro observador tera passado um intervalo de tempo finito entre o
momento em que atravessa o horizonte de eventos e ao cair na singularidade. Isso mostra
que a singularidade em r = r, = 2M na verdade é um problema no sistema de coordenadas
escolhido, se tratando portanto de uma singularidade de coordenadas e mostrando que
as coordenadas de Schwarzschild nao cobrem todo o espago; podemos entdao, remover a
singularidade em r = r;, das coordenadas de Schwarzschild através de uma mudanca de
coordenadas. O sistema de coordenada que descreve o espago de Schwarzschild completo
sem a singularidade em r = r;, é o sistema de Kruskal, para encontra-lo partiremos da

geodésica nula, dada pela equagdo (2.50) com k = 0, e temos

2M 2MN\ !
(1 - ) dr? — <1 - ) dr? (2.64)
r r
dr 2M
i 1 - == 2.
dt ( r ) ’ (2.65)
integrando, temos:
2M
At =+ {r—l—ln (—1+r>} e} (2.66)
Vamos agora fazer a mudanga de coordenadas:
2M
r*=r—2MIn (—1 + 7’) (2.67)

conhecido como coordenadas de tortoise. Definimos agora outra troca de coordenadas:

u=1t-—r, (2.69)
v="t+r,, (2.70)
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entao:
re=3(v—u) (2.71)
dr. = 3(dv — du), (2.72)
e o elemento de linha fica:
ds? = (1 - Qfﬂw) dudv + r*dQ3, (2.73)

agora fazemos outra mudanga de coordenadas:

u
=— - 2.74
u exp< 4M> (2.74)
v

= — 2.

V' =exp <4M) ’ (2.75)
que nos da o elemento de linha:
M3

ds” = =32~ exp (—25\4) dUdV + r2dQ2, (2.76)

e por fim, o sistema de Kruskal-Szekeres, definido por:

1
T = §(U +V) (2.77)
1
X = §(V—U), (2.78)
com elemento de linha dado por:
2M3
ds* = 5 exp <_2§\/[> (dT? + dX?) + r2dQ3. (2.79)

Repare que agora o sistema de coordenadas nao possui singularidade em r = 2M | somente

a singularidade em r = 0 continua. Temos que

X2~ T? = exp (;\4) <2§\4 . 1) (2.80)

as superficies com r constante sao as hipérboles dadas pela figura 1.
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r=2GM r=2GM
t=-c0 =4

r=2GM .
t=+00

Figura 1 — Diagrama de Kruskal para o espaco-tempo de Schwarzschild. Fonte: figura da
referéncia [27].

Podemos transformar a figura 1 num diagrama de Kruskal mostrado na figura 2.
Cada ponto do diagrama de Kruskal representa uma 2-esfera. Um observador, ao atravessar
r, (representado pelas retas diagonais), estaria fadado a cair na singularidade e nao poderia
mais enviar sinais pro lado de fora da regiao I, limitada por r,, que se chama entao
de ‘horizonte de eventos’ Esta regiao é o interior do buraco negro, onde todos os cones
de luz apontam na direcao da singularidade. A regidao I corresponde a regido externa do
buraco negro (r > ry,), e é assintoticamente plana em r — oo. A regiao I11 é a regiao 11
com uma reversao temporal, se comportando de maneira oposta a um buraco negro: nada
pode entrar em seu interior, embora as coisas possam escapar de seu interior, por este
motivo recebe o nome de buraco branco. Por fim, a regiao IV, que é idéntica a regiao I e

causalmente desconectada, sendo ligada a regiao I apenas por geodésicas tipo espaco.
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Figura 2 — Regioes do diagrama de Kruskal para o espaco-tempo de Schwarzschild. Fonte:
figura da referéncia [27]

A solugao de Schwarzschild descreve um buraco negro estatico e eterno, portanto,
nao descreve o colapso gravitacional que da origem a singularidade. Para "produzirmos” a
extensao maxima do espaco-tempo de Schwarzschild, dada pelas coordenadas de Kruskal,
precisariamos ter como condicao inicial duas regioes assintoticamente planas ligadas por
uma singularidade, nao ha motivos para acreditarmos que tais condi¢oes possam acontecer
em nosso universo. O colapso gravitacional que dé origem a singularidades que existem no
nosso universo ocorre no fim da vida de estrelas com massa suficientemente grande e nao

contém o buraco branco.

Uma outra maneira de representarmos uma geometria é através do diagrama de
Penrose que descreve toda a variedade numa representacao finita. O diagrama de Penrose
[34, 35] de um espago-tempo de Schwarzschild é dado pela figura 3. As geodésicas nulas
sao representadas por retas diagonais no diagrama, onde I* representam futuro (I7) e
passado (I7) nulos e as geodésicas nulas comegam em [/~ e terminam em I7; o infinito tipo

0 e todas as geodésicas tipo espaco comecam e terminam em

+

espaco ¢ representado por ¢

;0

1”; os infinitos tipo-tempo, sdo os 1™, as geodésicas tipo tempo comecam em ¢~ e terminam

em 7T,
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r = const

Figura 3 — Diagrama de Penrose do espaco-tempo de Schwarzschild. Fonte: figura da
referéncia [27]

De forma mais geral, a definicao formal de um buraco negro se da como a seguir:
seja um espago-tempo V' assintoticamente plano com uma regiao M C V | a regiao M é
caracterizada como um buraco negro se seu passado causal nao estiver incluso no infinito

nulo de V. Um buraco negro é portanto um objeto do qual nem a luz pode escapar [28].

2.2 Espaco-tempo de Anti-deSitter (AdS)

O espago-tempo de Anti-deSitter d-dimensional (AdS,) corresponde a solugao das
equagoes de Einstein (2.1) para um universo preenchido apenas por constante cosmoldgica

negativa Ay < 0, ou seja, 7, = 0. Entao as equac¢oes de Einstein (2.1), ficam:
1
R, — §Rg,w = —ANaguw (2.81)

tirando o trago em (2.81), obtemos:

d—2

R =
2

Aq, (2.82)

e vemos que o espacgo-tempo de AdS possui curvatura constante R < 0. Para encontrarmos
a solugao das equacgoes de Einstein precisamos escolher um ansatz para a métrica; vamos
escolher um espago-tempo com folheagoes tipo-tempo que sejam homogéneas e isotrépicas,

portanto, a métrica tera a forma:

ds* = g(2)(dz?* — dt? + dQ%_,(k)) (2.83)
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em que dQ%_,(k) definem as "coordenadas angulares” em fungao de k. Os termos diferentes

de zero dos simbolos de Christoffel sao:

F?O = Ftl)o = F?o = Fil (2.84)
Kl
Ffj = %@i’ﬂj + 0 — Oyij) (2.85)

b))

em que usamos ~ para denotar a derivada em relagdo a "z” e i = (2,3, ..., d). a componente

R11 fica:
1 fro@2d-1) (f
Ry=——d-1)—4+——=|= 2.86
R L (2:50)
e (2.81) fornece
d—2
Ry = —?Af (2.87)
podemos eliminar o termo quadratico usando a componente R;;, dada por:
d—2
por fim temos:
"= A —rf=0, (2.89)
onde \ = 427:21)1\ ek= Md&d_l)l{. Para K = 0, por exemplo, temos a métrica

dz? — dt* + Y4, daida;

ds® = 5
z

(2.90)

este é conhecido como sistema de coordenadas de Poincaré que possui a mesma estrutura
causal de um espago-tempo de Minkowski. Este sistema nao cobre todo o espago-tempo de
AdS,, uma vez que a métrica (2.90) é singular em z = 0, podemos obter um sistema de

coordenadas que cobre todo espago-tempo cobre todo o espago-tempo.

Uma outra maneira de definir o espago-tempo de Anti de Sitter é através de um
hiperboldide d-dimensional imerso num espaco-tempo de Minkowski com d + 1 dimensoes

e coordenadas Xy, X1, ..., X4. O hiperboléide é definido pela quédrica:

d
—X;-Xi+ ) X:=-L° (2.91)
u=2
com métrica .
ds®> = —dXg — dX7 + ) dX? (2.92)
u=2

a métrica sobre o hiperboldide é dada por

4s* = —dX3—dXErrdxg - R E XN ¥ Xl 1 XA § ot X dXaa )

Xg—-X{—-X5—...— X%,
(2.93)
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2.2.1 Coordenadas no hiperboléide

Para parametrizar a parte espacial da quadrica, é conveniente definir as coordenadas

angulares dadas por:

w' = cos ', (2.94)
w? = sin #' cos 0%, (2.95)
w® = sin 6" sin 6% cos 6° (2.96)
w" = sin 0 sin 62... sin 6" cos " (2.97)
w? = sin @' sin #% sin #°... sin H° (2.98)

com (0 < 6Y), (02,0%,...,0971 <) e (0 <0< 2n), e tais que

d .
dwt=1. (2.99)
=1

Isto é uma generalizacao das coordenadas esféricas em d — 1 dimensdes, que no caso

bidimensional corresponde as coordenadas cartesianas usuais sobre a esfera de raio 1:

w!' =cosh, w?=sinfcosp, w®=sinbsine (2.100)

Definidas as grandezas angulares w’, podemos agora dar alguns exemplos de sistemas

de coordenadas que satisfazem a métrica de AdS.

Podemos recuperar a métrica de Poincaré ao escolhermos

L? 9
Xi= oo <1+L4 (L +Z x? —t ))) (2.101)
T
Xy =7t (2.102)
X, = %xz = (3,..d—1) (2.103)
X _ L 1 T—Q(LQ > at +t?) (2.104)
“ or L4 - i ' '
que resulta na métrica
2 2 L
ds* = ?dt —d + — Zd:c (2.105)
definindo u = 73 e z = 1, a métrica (2.105) fica:
2 L2 2 2
ds* = ;(dz + ) dz?) (2.106)

que esta de acordo com (2.90).
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2.2.2 Coordenadas globais

O sistema de coordenadas globais que cobre todo o espago-tempo de AdS é para-

metrizado por (¢, p, a, ¢y, b, ..., p_3) com
Xo = Lcoshpsint; X; = Lw; sinh p; X; = Lcosh pcost (2.107)
e o elemento de linha é dado por:
ds? = L*(— cosh pdt* + dp? + sinh® pdQ23_,), (2.108)

vemos que o tempo t é periddico, o que resulta em curvas tipo-tempo fechadas, podemos
contornar este problema ao fixar p € [0, 27|, chamado universal covering space. Uma forma

mais apropriada de escrever (2.108) é através da troca de coordenadas
i T
tanf =sinhp, 0<6< B (2.109)

e a métrica fica )

ds* = (—dt* + df* + sin® 0d3_,) (2.110)

cos 0

o fator % diverge quando # — 7, portanto a hipersuperficie ¢ = § corresponde a borda
de AdS.

Podemos ainda fazer a transformagao: » = Lsinh p e t' = Lt, obtemos a seguinte

forma para a métrica:
ds? = —f(r)dt? + f71(r)dr? + r2dQ3_,, (2.111)

comle—i-%.

Vamos agora analizar geodésicas radiais tipo-luz no espacgo-tempo de AdS; para
estas geodésica temos d23_, = 0 e ds? = 0, que no sistema de coordenadas globais (2.110),
resulta

dt* = db? (2.112)

escolhendo # = 0 para t = 0, vamos ter
0(t) = +t. (2.113)

Com isto podemos concluir que um raio de luz chega num tempo finito na borda de
AdS, dada por 6 = 7, e da mesma forma, se o sinal for reemitido ao chegar na borda do

espago-tempo, este chegaria ao lugar de origem num tempo finito .

Vamos analizar geodésicas radiais tipo-tempo com dQ)3_, = 0, a métrica ¢ dada

por
2

ds® = (—dt* + db?) (2.114)

cos 0
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podemos escrever esta equacao em termo do tempo pfoprio dr? = —ds?, e temos
cos’ .,

em que usamos - para denotar a derivada em relacao a 7. Precisamos agora resolver a

equacao da geodésica, dada por
P+ Thya®d’ =0 (2.116)
as componentes da métricas diferentes de zero sdo:
ré, =T% =TI! =tand (2.117)

e temos a equacao da geodésica
t 4 2rt,i0 = 0, (2.118)

usando (2.117), obtemos
t inf ..
=0 (2.119)

_'_
cos?f  cos3 0
que pode ser reescrito como a derivada total:

d {
— | — | = 2.12
dr (cos2 9) 0, ( 0)

que resulta
t = Ccos®0 (2.121)

substituindo o resultado (2.115), encontramos

0= 2 cos 0/ L2C2% cos2 ) — 1 (2.122)

dividindo (2.121) por (2.122), temos:

dt cos 6
— =LC 2.123
do VL2C?%cos?20 — 1 ( )
integrando, obtemos por fim
/ (S, (2.124)
= arcsin .
sin «
ou
sinf = sin asin ¢ (2.125)
em que definimos
1
LC = . (2.126)
cos

A coordenada 6 também é periddica, e a geodésica ao partir do ponto § = 0 em ¢t = 0,
chegard numa distancia maxima em 6 = « em ¢ = 7 e retorna ao ponto inicial depois de

um intervalo de tempo ¢ = m, portanto uma particula em queda livre no espago-tempo de
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AdS seria atraida ao seu ponto de partida devido a presenca da constante cosmoldgica

negativa. A estrutura causal de AdS pode ser descrita pelo diagrama de Penrose 4.

ot

/.’

Timelike
_—geodesics
" from p
Coordinate - Null
singularity-—/’{ | geodesic
=0 l from p

[ Y

Figura 4 — Diagrama de Penrose de Schwarzschild-AdS5. Fonte: Figura 20 da referéncia
[35]

2.3 Buraco negro em Anti-deSitter

2.3.1 Meétrica de Schwarzschild-AdSs

Neste trabalho nos interessa um buraco negro em 5 dimensoes num espago-tempo

AdS, ou seja, com constante cosmologica negativa.
Consideramos o ansatz
ds® = —f(r)dt* + h(r)dr® + r*[dx* + f7(x)(d6* + sin® 0d¢?)]; (K =0,£1) (2.127)
onde fo = x, f_1 =siny e f; = sinh x. A parte entre colchetes representa sessoes com
simetria maxima, podendo ser plana (K = 0), hiperbolica (K = —1) e esférica (K = 1).
Essa é uma generalizagdo da métrica que aparece no teorema de Birkhoff (2.2). Vamos

chamar essas coordenadas de "angulares” mas elas s6 sao angulos para K = 1, em que a

geometria tem simetria esférica. Podemos reescrever a métrica (2.127) como [36]:

ds* = —f(r)dt* + h(r)dr* + r*dQ3(K) (2.128)
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em que:
dQ; = db7 + sin® 0,d0; + sin® 0 sin® ,d63; K =1 (2.129)

dQ3 = db7 + 0,(dfy + sin® Oodf3); K =0 (2.130)

dQZ = df? + sinh® 0, (d62 + sin® 0,d02); K = —1 (2.131)

A equagao de Einstein terd uma constante cosmolégica AL < 0, e tera a forma:

R, — ;ng = —;ngw, (2.132)
podemos tirar o trago da equagao e reescrevemos (2.132) como:
Ry = igg,u,u (2.133)
2L¢
onde redefinimos % = W As componentes do tensor de Ricci sdo as mesmas obtidas

anteriormente nas equagoes (2.13) a (2.15), e a equacao de Einstein (2.132) nos da

fl f/hl f/2 3f/
S . = 2.134
Foo = =04 <2h Tan T amn o 2L2f (2.134)
I ? f'n 3K 3
= — h 2.1
( of ) Tap T T 2y T 21 (2.135)
dividindo (2.134) por f e (2.135) por h e entao somando os resultados, encontramos:
f/ h/
= =—— 2.136
- (2.130)
cC 1
=_— == 2.137
f==2 (2.137)

Novamente a constante C' pode ser absorvida pela coordenada radial.

Devido a simetria nas coordenadas "angulares”, é suficiente calcular Ras, 0s outros
termos angulares do tensor de Ricci sdo equivalentes e nao fornecem nenhuma informagao
nova. A componente Ry da equacao de Einstein (2.132) resulta:

r f’ rh’ n 2k
2h f 2h?  h

Ry = —2=12A; (2.138)

Usando (2.137) em (2.138), encontramos:

f=— (i) f— (_T?iH) (2.139)

(2.140)
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Por fim temos a métrica:
1
f(r)

Essa é uma generalizagao da solu¢do de Schwarzschild. Primeiro temos uma generalizagao

ds* = —f(r)dt* + dr® + dQ3 (k). (2.141)

da geometria das sessoes com r = constante. Se K = 1 temos simetria esferica usual
mas para K = 0 ou K = —1 temos se¢oes planas ou hiperbolicas. Também temos a
presenca da constante cosmoldgica negativa. Podemos ver que quando ﬁ — 0 em (2.140),
recuperamos a métrica de Schwarschild (2.33) (generalizada para os novos k) portanto é
véalido assumirmos C' o< M. De forma anéloga, vemos que quando C' — 0 a métrica (2.141)
tende as coordenadas (2.111) de AdSs.

Vamos chamar essa métrica generalizada de 'Schwarzschild-AdS5’, ou de buraco
negro-AdsSs; (BN-AdSs).

2.3.2 Coordenadas de Kruskal

Para encontrarmos as coordenadas de Kruskal de Scwarzschild-AdS5, seguiremos
a mesma légica que usamos para Schwarzschild na sessao anterior e novamente, como a
métrica depende apenas de r, apenas a parte radial' da métrica ¢ importante em nossos

calculos. A componente g, da métrica é dada pela equagao (2.141):

r? C
flr)= T + k. (2.142)
C =wM, (2.143)
w? = ;FG(;) e I'(2) é uma fungao gam,a com raizes

% AMw?
= (—ki k2 + Lf ) (2.144)

2 < 0 para qualquer k, o equivalente para o raio de Schwarzschild é dado

Uma vez que r
pela raiz positiva ry = 73, que é onde a métrica se torna singular e delimita o horizonte

de eventos. Podemos reescrever (2.142) como a seguir:

F(r) = (r =) l(r - "’1L>§; - r)] = (ngrg”), (2.145)
em que definimos
1 [(r+m)(r?—12)
ol [ s ] . (2.146)

L 1 é de fato coordenada radial apenas para k=1, para os demais casos "radial” é apenas forca de

expressao.



Capitulo 2. Buracos negros 31

Definindo:
(2.147)
e substituindo (2.145) em (2.147) e integrando, obtemos:
re = g(rp) In(r —ry) — In(r + 1) + 2‘ |Arc tg (, r ‘> (2.148)
Th
Definimos agora o sistema de coordenadas de Kruskal da seguinte forma:
u=t-—r, (2.149)
v="t+r, (2.150)
s* = —f(r)dvdu. (2.151)

Buscamos um sistema de coordenadas que descreve todo o espago-tempo de Schwarzschild-
AdSs, isto é, buscamos um sistema de coordenadas em que a singularidade em r = 7, seja

eliminada. Precisamos de um elemento de linha com a seguinte forma:
ds®* = F(X,T)(—dT? 4 dX?), (2.152)

de modo que F(X,T) seja bem definido em r = r,. Para isto, definimos o sistema de

coordenadas de Kruskal da seguinte forma:

u=t-—r, (2.153)
v="=t+7T, (2.154)
s> = —f(r)dvdu, (2.155)
fazendo a mudanga de coordenadas:
U= —exp (—féu> (2.156)
V =exp (%]) (2.157)
onde f, = ) pela equagao (2.145). Obtemos:
ds® = i@(r) exp(—frr«(r))dUudv, (2.158)
K
Por fim definimos:
- ;(U V) (2.159)
X = ;(v —), (2.160)

podemos escrever (2.158) na forma (2.152):
—4f ( )

h

ds* = exp(—frre(r)(—dT? + dX?), (2.161)
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Este resultado descreve todo o espago-tempo de Schwarzschild-AdS5. Note que a singulari-
dade em r = r}, foi retirada, porém a singularidade em r = 0 foi mantida, pois esta, como
discutido anteriormente, corresponde a uma singularidade fisica e portanto nao pode ser

removida com uma troca de coordenadas. Usando (2.159) e (2.160), obtemos a relagao:
X2 =T = (r —ry) exp(f, G(r)) (2.162)

em que, a partir de (2.148), definimos:

G=—-In(r+m)+ 2MArc tg <T> , (2.163)
Th |Th|
que implica
— exp ('”) <T?-X%*<1, (2.164)
Th

O diagrama de kruskal para o espago-tempo de Schwarzschild-AdS5 se assemelha ao
diagrama de Penrose de AdS mas com a presenga de uma singularidade, como mostrado

na figura 5.

Figura 5 — Diagrama de Penrose de Schwarzschild-AdS5. Fonte: Figura 2 da referéncia
37]
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3 Hipersuperficies e Mundos-Brana

Neste capitulo daremos uma breve introducao sobre hipersuperficies de codimensao
1 imersas num espaco-tempo. Um tratamento completo do assunto pode ser encontrado
nos livros [38], [39] e [40] e nas revisoes [41, 42]. Queremos descrever a curvatura da
hipersuperficie em termos da curvatura do espaco-tempo no qual ela esta inserida e entéao,
usando as equacoes de Einstein neste espago-tempo, encontrar a geometria induzida na
hipersuperficie. Este estudo é necessario para que possamos descrever a dindmica das

branas, principal tema deste trabalho nos capitulos seguintes.

3.1 Geometria intrinseca e extrinseca de uma hipersuperficie

Seja o espago-tempo V com métrica g, e dimensao D, e S uma hipersuperficie de
codimensao 1, ou seja, de dimensao d = D — 1. Esta pode ser definida localmente através
da equacao:

o = 2y (3.1)

onde z* sao coordenadas locais em V (u =0,1,2,..,D — 1) e y* coordenadas locais em S.

A normal n,, a hipersuperficie S é normalizada por
n,nt = e, (3.2)

com o sinal de e = +1 dependendo se a hipersuperficie é tipo-tempo (e = 1) ou tipo-espago

(e = —1). O indice a assume d valores, por exemplo se € = 1 entdao a =0, 1,...d — 1.

A métrica g,, de V define o elemento de linha
ds} = gu.dx'da, (3.3)

o elemento infinitesimal, quando restrito a S, por (3.1), serd dado por:

dx® = e dy”, (3.4)
onde N
¢ = g”;. (3.5)
O elemento de linha sobre S fica:
ds? = haydy“dy’, (3.6)

em que
hay = €bey g, (3.7)
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é a métrica induzida sobre a hipersuperficie S. Vamos agora fazer as transformacoes:
« N o . o N oo _ a4 (3 8)
x x ) y y - y ’ .

com as coordenadas sobre & mantidas fixas. Os vetores e se transformam como a seguir:

, ox'™ 02> 0xP 0z’ 5
(A g g g €
“ oye  0xP oyr  Oxf ¢

ou seja, como um tensor contravariante sob transformacgao de coordenadas em V.

(3.9)

A restrigao dx® = e2dy® faz com que deslocamentos tangentes dos dx® continuem
sobre S, isto é:
Nadzr® = nyesdy® =0 (3.10)

Implica na ortogonalidade:
ne€y = 0. (3.11)
Os vetores €,, ortogonais entre si, juntamente com o vetor normal 77, formam uma base

para o espago tangente de S.
Vamos agora verificar como transformam os tensores na hipersuperficie S sob uma
transformacao de coordenadas da hipersuperficie, temos entao:
a la . « o .«
y* =y ;% — 2 =a", (3.12)

e portanto,

Ife%

ox®  Ox® oy’ oy’

m I W _ I (3.13)
8yla ayb ayla ayla
Que corresponde a uma transformacao tensorial covariante sob transformacao de coorde-

nadas em S.
Podemos agora descrever como se transforma a métrica induzida hy, em V e na
hipersuperficie S. Fazendo uma transformagao do tipo (3.8) na métrica g,,:

, 0z® 0z°

Gy = 7&7}’” éx,l/gaﬁ; (314)

a métrica se transforma como um tensor covariante, e com isto, a h,, se transforma como

a seguir:
/ or'e ,ox'® Ozt Ox¥
_ B _ A _ v_A _ v
= €ee) g’aﬂ = 3 e, o e,’jax/a 893’/39’” = 5§5peae§gw = ebey G, (3.15)
portanto:
ab = hab, (3.16)

a métrica induzida hg, se transforma como um campo escalar em V. Faremos agora uma

transformagao do tipo (3.12) na hipersuperficie, como as coordenadas z® se mantém
/o .

constantes em S, temos 9y = Guv, que resulta:

I, Oy Oy
ab — €a€pGaB = a{L‘la ay,b cd-

(3.17)
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O ponto em que queriamos chegar é: na hipersuperficie S a métrica induzida se
transforma como um tensor covariante, embora em V se transforme como um campo
escalar. Tensores que se transformam como hg, isto €, que se transformam como tensores
covariantes em S e como campo escalar em )V, denominamos de d-tensores e os tensores
que se transformam de maneira usual, como os tensores de V, chamaremos de D-tensores.
Por exemplo, os e se transformam como tensores usuais em V e S, por tanto sdo ao

mesmo tempo D-tensores em V e d-tensores em S.

3.1.1 Derivadas covariantes em S

A derivada covariante intrinseca a hipersuperficie S aplicada em um tensor A,, é

um d-tensor definido pela relagao (D.3) do apéndice D, e é escrita como a seguir :
Aapp = €5eg Ang, (3.18)

onde usamos A,; para denotar a derivada covariante intrinseca de A, e A,z para a
derivada covariante usual de A,. A derivada intrinseca definida acima corresponde a
derivada covariante usual na variedade (S, h,,) com I'f, correspondente a métrica hqp,

como veremos a seguir. Usando (3.18), temos:
Aapp = 62‘6514&;3 = (egAa);ﬁeg - eg;ﬁAaeg (3.19)

O termo entre parénteses é um escalar em V), e portanto sua derivada covariante coincide

com a derivada comum:

(€5 Aa)s = (€5 Aa) s = Aup, (3.20)
portanto
. 0A, 02° DA,
(6(1"404);,365 = OB 3yb = 8yb :Aa,b7 (321>

e o segundo termo de (3.19) fica:

ebﬁegﬁAa — €] aup A% = €) eaapet A° = Ty A°, (3.22)

onde
Ceap = ebﬁeaa;be?. (3.23)

Podemos escrever (3.19) em termos das coordenadas da hipersuperficie S. Definindo:
¢, = h*'T o, = hee) s, (3.24)

temos:

Aap = Aap — I A, (3.25)

De maneira analoga podemos mostrar que para um tensor de grau qualquer, temos:

Aab...d|f = 6365...626?14&5_”5@, (326)
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que pode ser expressa em termos da conexao, como a seguir:
Aav..djf = Aav.dy — UgpAcba — - — TgpAap. e (3.27)

Agora resta mostrar que a conexdo I'%; é compativel com a métrica hgp, ou seja:

1
o= §h6d(had,b + hbga — habe), (3.28)

O que ocorre apenas se
hapje = 0. (3.29)

Usando a relagao (3.27) para a métrica, temos:
hable = egebﬁezhaﬁ;'w (3.30)
em que h,p ¢ dado por (D.8), como mostrado a seguir:
hapje = 636563(9aﬁ — €Namg).y. (3.31)
Uma vez que gap., = 0, resta apenas analizarmos o termo:
Papje = —eegefe;’(nawnﬁ + NaNg.y), (3.32)

como eon, = 0, temos portanto:

hapje = 0. (3.33)

E concluimos que pela equagao (3.24), sobre a hipersuperficie S a conexao compativel com

métrica induzida é dada pela projecao sobre S da derivada covariante dos covetores €q,.

3.1.2 Curvatura extrinseca

Seja A* um vetor tangente a S, a derivada intrinseca A, ¢ a componente tangencial

a § do D-vetor V,* = A%ef , € sua componente normal a §, dada por V®n,, pode ser

determinada usando a decomposicio (D.8), juntamente com (D.12), para ¢** em que:

g°P = e, h® 4 en®n”, (3.34)

e portanto:
Ve = g% V' = (e%aeuch™ + en®n,, ) A* ey, (3.35)

que resulta:
V% = (h*eu A" g)e, + (enuA“;geBb)na. (3.36)

O primeiro termo entre parénteses é a componente tangencial do tensor V* e podemos

reescreve-lo como:

hCe, AP gy = Bl Py A = WAy = A%, (3.37)
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que, como era esperado, é a derivada covariante intrinseca de V. O segundo termo de

(3.36) é a parte normal a hipersuperficie S.
Por definicao, temos que A* ¢ tangente a S, ou seja, A¥n, = 0, temos entao:
en At gely = e(nt A")ge’y — en, s Alely = —en, g AleP = —en,, gt A%, (3.38)

portanto
Vo = A% e’y = A%, — eA"Kyn®. (3.39)

onde definimos a curvatura extrinseca
Koy = ¢“0€%yn0.p. (3.40)

Vamos analizar algumas propriedas importantes da curvatura extrinseca. A primeira

propriedade é a de simetria, temos que:
Koy = K. (3.41)

Uma vez que os vetores 7 e €, sdo ortogonais, a simetria de K, pode ser demonstrada

como a seguir:

K, = eaaeﬁbna;g = (eaaeﬁbna) g — eo‘a;geﬁbna = —eaa;geﬁbna (3.42)

Como e, e e, sdo uma base, a derivada de Lie de um em relacao ao outro é nula:
£ €% = e“aeﬁb;# — eﬁa;“e“b =0 (3.43)
Usando (3.42) e a ortogonalidade entre n e e,, temos:
K, = —eaa;geﬁbna = —eabgﬁeﬁana = eo‘beﬁana;g. (3.44)

Que demonstra a simetria da curvatura extrinseca.

Vamos agora mostrar uma segunda propriedade da curvatura extrinseca, podemos

relacionar K,, com a métrica de S: Se m é o vetor normal a §, vale:

1
K, = 5(d{ngaﬁ)eaaeﬁb (3.45)

Devido a sua a simetria, K,, = na;geaaeﬁb = n(a;g)eaaeﬁb, ou seja:

1

1
N(e;8) = §(n(a;/3) +npa) = 3¥ngas, (3.46)

o que demonstra (3.45). E por fim temos que o traco de K sera:

K =h"K, = h“be“aeﬁbna;g = (gaﬁ — enanﬁ)na;g, (3.47)
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3.1.3 Equacoes de Gauss-Codazzi

Nesta secao, veremos que é possivel relacionar o tensor de curvatura da hipersuper-

ficie S, escrito em termos de sua métrica induzida, como a seguir:
C _ C (& C m C m
R dab — de,a — tdabd + Fma da ~ Fmeda? ) (348)
com o tensor de curvatura de S, que descreve a curvatura do espaco completo, dado por:

R%05 =185, — T4 5+ 5,5, — DT, (3.49)

Esta relagdo é dada através das equagoes de Gauss-Codazzi (cuja deducao se

encontram no apéndice B), que sdo:

Raﬁwege?ezeg = Rapea + E(Kadec - Kachd) (350)
RUQB”/n“egegeZ - Kab\c - Kac|b-- (351)

A equagao (3.50) mostra a diferenca entre o tensor de curvatura intrinseco a S
e a projecao tangencial do tensor de curvatura de V sobre a hipersuperficie. Enquanto
(3.51) mostra a componente normal a S do tensor de curvatura de V. Pelas equagdes de
Gauss-Codazzi temos uma visao geométrica melhor de K,,: a curvatura extrinseca nos

fornece o quanto da curvatura de V é realmente extrinseca’ (exterior) a curvatura de S.

3.2 Condicoes de Israel

Queremos descrever uma hipersuperficie S de codimensao 1 imersa no espago-tempo
V, tal que S divide V em duas regices V' e V™, com métricas g:[l, e g,,- Vamos mostrar
que quando colocamos uma distribuicao de matéria sobre S aparece uma descontinuidade
geométrica. Buscamos condi¢oes que descrevam esta descontinuidade, que mantenham a
consisténcia geométrica do espago-tempo e que sejam covariantes. Tais condi¢oes sao as

chamadas condigoes de Israel. As dedugoes que serdo mostradas a seguir sao feitas em [43].

Assumiremos que as coordenadas y® sao validas nos dois lados da hipersuperficie, e
definimos a normal n® com sentido YV~ para VT (figura 6). Definimos a congruéncia de
geodésicas que atravessam S parametrizadas pelo tempo-préprio (ou distancia prépria)
[(x*), tal que [ = 0 quando a geodésica atravessa S. Podemos entao definir a normal como

a seguir:

o Ox°
n®=—ri fa= €0l (3.52)

de forma que n%*n, = €.
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n%
+ . X
0 4 ¥ e \

T
¥ ige

Figura 6 — duas regioes do espago-tempo separadas pela hipersuperficie. Fonte: Figura
3.5 da referéncia [43]

Usaremos a seguinte notacgao: Seja um tensor qualquer A, definimos:
[A] = AVT)|s = AV s (3.53)
[A] é o salto de A sobre S. Usando esta notagao, temos:
[n°] = lea] =0, (3.54)

a primeira é consequnéncia de (3.52) e da continuidade de [ e 2% sobre S. A segunda surge

do fato de as coordenadas y® de S serem as mesmas nos dois lados da hipersuperficie.

3.2.1 Primeira condicao de Israel

A métrica g,5 de V serd expressa na forma:

gop = O(1)gap + O(=1)gas, (3.55)
em que © é a funcao Heaviside, com as prorpiedades:
d
0%*(1) = 6(1); O(1)e(-I) = 0; @@(l) =4(1). (3.56)

Resta saber se (3.55) fornece resultados corretos das equagoes de Einstein. Precisa-
mos portanto verificar que quantidades geométricas, tal como o tensor de Riemann, sao
bem definidas. Pra isto, precisamos verificar como se comportam as derivadas da métrica.

Derivando (3.55), temos:

Gosr = O()gap, + O(=1)gag, + €5(1)[gap]rn, (3.57)
o tltimo termo em (3.57) é singular e gera termos O(/)d(l) (que nao é uma distribuigao
bem definida) quando calculamos os sinbolos de Christoffel. Precisamos que [g,s5] = 0,
logo:

0= [gasleze; = [gaslesey = [gaseies] = [hal, (3.58)
a métrica induzida é a mesma nos dois lados de S e portanto continua sobre a hipersuperficie.

Esta ¢ a primeira condicao de Israel.
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3.2.2 Tensor de Riemann

Para definirmos a segunda condicao de Israel, precisamos calcular o tensor de

Riemann, para isto, é necessario calcularmos os simbolos de Christoffel, estes serao:

By = @(Z)FEVCY + 0=, (3.59)

em que F:Bt;“ ¢ o simbolo de Christoffel construido pela métrica gaiﬂ. Derivando (3.59),
obtemos:

By = @(Z)Fgﬁ"y +O(=0I':7, + (D)3, ], (3.60)

E o tensor de Riemann fica:

R3., = O()RES, + ©(—=1)R55, + (1) AS,,, (3.61)
onde Ag , = €([I'g,]n, — [['§,]n,). O tensor de Riemann apresenta uma singularidade.

3.2.3 Tensor energia-momento da hipersuperficie

Uma vez que estamos impondo a primeira condigao de Israel (3.58), temos que a
métrica g,z € continua sobre S, sua derivada tangencial também serd. A descontinuidade
da derivada da métrica devera estar em sua derivada na dire¢do normal dada ao longo da

normal n®. Deve entao existir o campo tensorial kg, tal que

[GapA] = Kapny, (3.62)
logo,
Kap = €[gap~In7, (3.63)
e (3.62) implica:
re | = ;mgm KOs — hgyn®), (3.64)
e obtemos:
Af 5= g(fﬁg‘“nﬁnV — Kyngns — KEnSn., + rifnan(;), (3.65)

contraindo o primeiro e terceiro indices, obtemos:

_6
2

onde K = k2. Isto corresponde a parte singular do tensor de Ricci obtido de (3.61).

Aus = AL (Kpant'ng + Kugnfng — knng + €rap), (3.66)

Contraindo mais uma vez (3.65), obtemos
A= AL = e(kunt'n” — er), (3.67)

que corresponde a parte da funcao delta do escalar de Ricci. Uma vez que o tensor de
Einstein possui uma singularidade dada por uma funcao delta, o tensor de energia-momento

tem que ter a mesma forma, entao

T, = @(Z)ley +O (=T, + Suo(l), (3.68)
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logo
1
RZSW =A, - §Agag e Tuiy (3.69)

é o tensor energia-momento em V* e k2 a constante de Newton em d-dimensdes. O termo
da funcao delta é associado a fina distribuicao de matéria sobre S com tensor energia

momento dado por Sy, .

3.2.4 Segunda condicdo de Israel

O tensor energia-momento de § é dado explicitamente por:
265650 = (Kuanfng + Kugnng — KNng + €Kap), (3.70)

e temos que: Sagnﬁ = 0, ou seja, S,p € tangente a S, portanto podemos escrever:

S = §abeoel (3.71)
entao:
2/{35(11) = —/@ageg‘ef — €(kuntn” — K)ha, = f{ageg‘ef + h"" kel e hap (3.72)
além disto, temos
Y 1 Y Y
[nays] = —[Laplny = 5(6"%,@ — Fyalign” = Kyghan’), (3.73)
que nos permite escrever
[Ka) = na;geg‘e’g = e/ﬁageg‘e’g, (3.74)
e temos também:
K] = [K,, h™] = [n,,h™ el '] = <rkoge®el he?, 3.75
123 m-n 2 BC€aCh
e por fim, temos:
—€
Sab == ?([Kab} - [K]hab>7 (376)
d

e o tensor energia-momento em S sera:
TSP = 5(1)S%eley . (3.77)

Esta forma do tensor de energia-momento é covariante, e portanto nao depende do sistema
de coordenadas. A equagao (3.76) é a segunda condigao de Israel. Este resultado descreve

a descontinuidade causada pela presenga de uma matéria sobre a hipersuperficie dada por
Sap-
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3.3 Termo de Gibbons-Hawking

Nesta se¢ao mostraremos que é possivel obter um resultado equivalente ao (3.76)
utilizando uma abordagem variacional, diferente do que foi feito na se¢do 3.2. Para isto

vamos considerar um espago-tempo V' com uma borda dada pela hipersuperficie S.

A acgao de Einstein-Hilbert é dada por

1
App = — [ d"z(R —2A), (3.78)
Ky Jv

onde k2 = 167G. Quando fazemos o calculo variacional escolhemos uma (hiper)superficie
onde fixamos dg"” = 0, dada pela borda S de V. Ao fazer a variacdo do tensor de Ricci,

surge um termo com derivadas da métrica,
1 1
0Agpy = Hz/vddx\/—g[Gabdgab] + = /v d?\/=gV [g™ 0T oy — g T ] (3.79)
d d
1 1
== / P/ =g[Cabg®] + = / davVhBlnd,  (3.80)
Ky Jv kg Js
em que h é o determinante da métrica induzida da superficie S e
B[nc} = nc[gab(srcab - 96k5raak]; (381)
onde n. é a normal a §, com n*n, = ¢ = 1 correspondendo a hipersuperficies tipo tempo

ou espaco.

O problema estd nas derivadas na dire¢do normal da métrica em I'(;: uma vez
que fixamos dg"” = 0 na borda, para obtermos as equagoes de movimento corretas nao
podemos assumir nenhuma condigao adicional em relagao as derivadas de g,,; usualmente
este termo problematico pode ser descartado ao fixar a (hiper)superficie de contorno
no infinito (no "final” do espago-tempo), mas nao podemos usar esta estratégia quando

queremos descrever um espago-tempo com uma borda a distancia finita.

Para contornarmos este problema, queremos escrever (3.81) na forma:
Bln.] = 0Q + X 09" (3.82)

e entao acrescentar a acao de Einstein-Hilbert um termo envolvendo a integral de —(Q) e
desta forma lidar com o termo de borda de modo que o termo probleméatico com derivadas

normais seja cancelado, como mostraremos a seguir (estas dedugdes sao feitas em [44]).

Podemos simplificar (3.81) usando as relagdes:

5(Vanb) = Vaénb — (6Fcab)nc (383)
§(Van®) = Vaon® — (61%)n, (3.84)

entdo Bn.] terd a forma:

Bln.] = n[g*T¢, — g6T%] = Va(6u®) — 52V 40*)(Vany)dg, (3.85)
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onde
Su = on® + g™ony, (3.86)

note que du® compoe o espago tangente de S, pois:
neou® = n,on® + n*du, = §(nny) = 0, (3.87)

e portanto sdo ortogonais entre si. Note também que ndao podemos obter dn® simplesmente

levantando indice em dng, pois on® = §(g®ny) = npdg® + g®ony # g®ony,.

Para vetores do tipo du® € S, podemos expressar V,0u® em termos da 4-divergéncia

sobre a superficie S e compativel com a métrica hy,. Temos entao a seguinte relacao:
Va0u® = Dydu® — ea;on’, (3.88)

onde a; = n'V;n; e D, o operador de derivada covariante na superficie correspondente
a métrica induzida hg, = gap — €ngny. O segundo termo do lado direito da igualdade de

(3.88) pode ser escrito como:
a;0u’ = a;on’ + a’on; = an;09” + a'én; = a;ni6g"”, (3.89)
onde usamos (3.86) e, por (3.87), a/dn; = 0 (dn, é na dire¢do de n,), encontramos:
V.u® = D,6u” — en;a;6g"”. (3.90)
Substituindo este resultado em (3.81), obtemos:
B[n.] = D,(0u®) — §(2Vn®) + (Vin; — en;a;)dg”, (3.91)

onde temos:
Kij = —ij -+ €n;ay, (392)

que corresponde a curvatura intrinseca de .S, com as propriedades:

K;; = K (3.93)
K = —V,n", (3.95)

e podemos escrever K;;0¢g” = K;;0h", que fornece:
Bln. = Da(6u®) + (20K) — K;;0h", (3.96)
considerarando o integrando:

BVh = VhD,(6u®) + (26 KVh) + VhEKhy;0h — K;;0hVh (3.97)
= VhD,(6u®) + (20K Vh) + (Khy; — Ki)6h7Vh, (3.98)
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o termo de borda do variacional (3.80), fica:
/ d'ev/hBn,) = / v/ h D, (5u®) +6 / Pr(2KVR) + / PRy — Ki;)5h. (3.99)

Esta ¢ a forma que precisamos para o termo de borda. O primeiro termo pode ser convertido
em uma integral de superficie em (d-2) dimensoes e usualmente é descartado. O segundo

termo pode ser compensado ao adicionar na acao de Einstein-Hilbert (3.78) o seguinte

termo: )
Aot = —— / A e (2K V) (3.100)
Ka
este é chamado termo de Gibbons-Hawking [45], entao a acao total fica
1 1
Atotal = 7/ d'z/—g(R —20) + — /ddflx(ﬂ(\/ﬁ), (3.101)
kg Jv K3

e por fim teremos:

1 1 g
6 Asat = 0(Asn + Acn) = — / Ay =5(Gudg™) + — / A o R(K iy — K;)oh".
d d
(3.102)
Queremos descrever a dindmica de uma hipersuperficie com uma distribuicdo de matéria

"fina”; de maneira analoga feita na secao 3.2, teremos a seguinte acao:

1
Aotal = Amatéria + ) / ddx V _g(R - 2A)+
K3 Jvt

1

7/_ e/ "g(R — 2A)+

/‘ﬂd %
1 1
[ @ (KVR) + / 4 (KVR), (3.103)
Ky Jov+ Ky Jov+

a variagao de (3.103) nos fornece as equagoes de Einstein usuais mais um termo de borda

da hipersuperficie S dado por

1 | 5
§A = 6 Apatérialov + —5 A eV h(K hij — Kij)ohV 4+ = A eV (K hy; — Ki;)0h"

Ky Jov+ Ky Jov+
(3.104)
uma vez que a normal em 9V tem sinal oposto a4 normal em 9V, entdao
1 g
SA = 6 Apatirialoy + —5 / 4o/ ([ry])h (3.105)
kg Jov
em que
onde denotamos
[T] =715 — 755 (3.107)

este é chamado tensor de Brown-York [46]. Agora vamos impor a condi¢ao de que a métrica

¢é idéntica em ambos os lados da hipersuperficie, desta forma

[hij] = i — hi; =0 (3.108)
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e temos

75 = [Khy — [Ky). (3.109)
Temos uma "equacao de Einstein” para a matéria na hipersuperficie

-2 5Amatéria

Sy = Ne R (3.110)
e por (3.105) obtemos
1
Sij = ?([K]hij — [Ky)) (3.111)
d

O tensor (3.111) é o mesmo resultado encontrado na segao 3.2.

3.4 Mundo-brana e equacoes de Friedmann

Vamos aplicar todas as ferramentas discutidas até agora para descrever um espaco-
tempo AdS5 com uma distribuicdo de matéria sobre uma hipersuperficie de codimensao
1 (vamos nos referir a tais hipersuperficies como branas no restante deste trabalho).
Mostraremos que partindo de conceitos puramente geométricos induzimos uma cosmologia
de FRW sobre esta hipersuperficie (brana) e usando a segunda condicao de Israel (3.76)

obtemos as equacoes de Friedmann para este universo.

Encontraremos as equagoes de Friedmann sobre uma brana num espaco-tempo de
AdS5 com um buraco negro. Veremos que partindo apenas de conceitos geométricos do
espago-tempo de AdSs e da brana podemos induzir uma certa densidade de matéria e

varias classes distintas de universos de FRW sobre esta brana.

Considere um espago-tempo de Schwarzschild-AdSs, V, preenchido com uma cons-

tante cosmologica A5 = —% < 0. Assumimos que V admite folheacoes espaciais da forma
2 _ = i 7.5 dr? 2 1092
A métrica em V, como discutido no capitulo 2, serda da forma
1
ds* = —f(r)dt* + mdﬁ +dQ3(K), (3.113)
r
em que
r2  C
fm:fg_ﬁJrK' (3.114)

em que C' = w?*M ¢ dado por (2.143).

Vamos introduzir uma brana & de codimensao espacial 1 neste espago-tempo.
Queremos que a brana se mova apenas na direcao "radial”. As coordenadas em V sao X4,

e a posicao radial desta brana sera denotada por a, isto é

XA = (t(1),a(r),2"). (3.115)
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A restrigao da métrica (3.112) nos da a métrica induzida da brana. Se 7 é o tempo préprio

de um observador sobre a brana ds®/dr? = —1 e temos

—f(a)f* +a*/f(a) = -1 (3.116)

onde ponto é derivada com 7, substituindo em (3.112), teremos a métrica induzida g,z

medida por um observador sobre a brana
Gopdrda’ = —dt?* + a(7)dx%, (3.117)

que é uma geometria de FRW 4-dimensional. O fator de escala observado, a(7), é sim-
plesmente a posigao da brana em V. Repare aqui que esta escolha define a(7) como um
coordenada 'radial’, mas a(7) também representa o fator de escala da métrica em (3.117).
Precisamos ter cuidado com esta definicdo para preservarmos as dimensoes corretas nas

equagoes no restante deste trabalho.

A brana forma a fronteira de dois espago-tempo (V*,5g*) nos quais suas geometrias
precisam ser coladas com as condigoes de Israel. A primeira condigao, (3.58), nos da a
continuidade da métrica g, em (3.117), logo, a e T precisam ser continuas, e como ¢ nao
aparece em ¢,3, podemos ter um salto na curvatura extrinseca K, Ojfﬂ em ambos os lados da

brana de forma que seja vélida a equagao (3.76).

Para encontrarmos K ;Eﬁ, precisamos dos vetores normais nﬁ. O vetor tangente a

superficie (3.115) é X4, entdo a normal, em ambos os lados da brana, terd que obedecer
oA .
naX" = nt +nga = 0.

A solugao sera portanto, n, = aa, n, = —at. Vamos escolher as normais em cada lado da

brana definidas com sinais opostos, entao
nk = £(a(r), —t*(7),0). (3.118)

O calculo de K,5 ¢ o mesmo em ambos os lados %,por isto vamos omitir os indices por

enquanto. Usaremos das seguintes propriedades.

As componentes da métrica em V sao

1 1 P
5 . 5 _ 5 . _ 25 S5t _ 5 aa __ 54 _ T =%
9t = —f, Yoo =5 Y5 =Gy G =% Y =/ g]—a29j-
e também e, = X4 /92, definido no capitulo 3
eta - i(soaO; eaa = aéaOa exia = 5oci-

A

Note que a componente 0 em e se refere & componente 7 tipo tempo da brana. Denota-

remos as componentes em V com indices definidos neste espaco, isto é, ng, n,, etc.
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As derivadas das componentes do vetor normal sdo

atnt = CL/t, 8ana = —t/CL7 8ma = —t/t, (9ant = (l/(l

Com a identidade (3.116)

2t o, (3.119)
A S
fm—a?+§af@-ﬁﬁ):0 (3.120)
Onde [ =df /da. A curvatura extrinseca é
Lo B .5
Kag = 56 a€ B£n gAB (3.121)
e a derivade de Lie da métrica é dada por
£3°9a8 = — 10,945 + Oanp + Opna
a .
*—}XGB%LH4—8A%BQ<+tf(83%Az4—8A%Bzy (3.122)

A componente Ky = ereBoéfngB-

T P a2
mm_m—ﬂr+?f@f—37)

Podemos eliminar ¢ usando (3.120),e simplificando com (3.119). A forma final serd
i+3f

ft
A outra componente diferente de zero é K;;. Na diregao espacial apenas o primeiro termo

de (3.122) é diferente de zero. Usando e?; = (53-4,temos

KOO =

(3.123)

Veja que Ko; = 0 j4 que a brana é isotropica. Agora vamos encontrar o trago

Catgf L

K = — 12
e o quadrado
1 2 1 o 2
aB _ (= ot 2
KosK* = (i+ 3f') g T (3.126)

As condigoes de Israel definidas em (3.2) fazem o tensor de energia-momento S,z
da brana na descontinuidade de K,3 com a eq (3.76) d4 essa descontinuidade
1

3Sgaﬁ). (3.127)

1
Ay = (51 -
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em que A ¢é a diferenga dos lados da brana e em que 2 é o equivalente da constante de

Newton 5-dimensional. O tensor energia-momento da brana é
Sap = —AGap + Tap, (3.128)
onde a tensao da brana ¢ A e a materia da brana ¢é 7.4
To=p, Tij=a’Pg;. (3.129)

As equagoes sdo dadas pelas componentes 00- e ij da equagao (3.127):

a+sf 1,
2° — —k2(A—2p—3P 1
7i 3*@5( p—3P), (3.130)
o1
ft= énga (A +p). (3.131)

Em que a é continuo mas ¢t nao é e

1

_TL§a2A5‘ (3.132)

f=

Precisamos escrever estas equacoes na forma das equgoes de Friedmann para o fator
de Hubble H = a/a. Precisamos que as equagoes sejam fungdes apenas de a portanto
precisamos eliminar os termos com t. Usaremos que na direcao normal nos lados =+, a

diferenga de K,s3 é a soma nas equagoes (3.130) e (3.131).

TR RS T
: : = —ks(A—2p—3P 3.133

. . 1
fit+ i = gmga (A+p). (3.133b)
Essas equagbes formam um sistema de duas variaveis. Podemos encontrar outra equagao.
O espago-tempo de V é vacuo, entao

1
5 5n b 5
R - = R —_ — =
AB 9 9gAB 2L§ JAB,

E usando a projegao do escalar de Ricci sobre a brana (3.50)

R = (5gBD o anD) (5RBD o 5RABCDnAnC> + K2 o KozBKBa
=R — 2 Rapn?n® + K* — K*’Kp,

que nos da
3 2
R = —L—%—FK —KaﬁKga.
Que é valida em ambos os lados da brana, mas R é continuo sobre a brana, e tomando a

diferenca temos

—2A5 + A(K? — K% Kz,) =0



49

Capitulo 3. Hipersuperficies e Mundos-Brana

onde Delta é a diferenca nos dois lados da brana. Usando (3.125) e (3.126)

. 1 pr
K? — K Kpo = 6% /a® + 6l 2/ ),
a

e tomando a diferenca em ambos os lados da brana obtemos uma nova equagao

. 1 1
fQAt2 + 5@Af = & ﬁ

Usando aAf' = —1a®A5, temos
3

. 1
2
A(ft) = ——aAf + a2 2L2 =q? @,
o lado esquerdo da equacdo é (fT# + f~t7)(fHtt — f~17), e com a equacio (3.133b),

obtemos A
MNAft = :
4 nafi=
Combinando com (3.133b), a solucao sera
. 2a(p+ ), 99372
spe_ malptA) s . 134
/ 6 4k2(p+ N) (3.134)

usando a equagdo (3.119) podemos usar

(f:l:t':l:)Z — aZ + f:l:

entao a soma
. . (572)a”
(FH5) + (f) =20+ f7 + f~ =24a° +2(K — C/a®) - i
nos da, juntamente com a equagao (3.134),
K Msip L2 + “é)‘z kpp? C
. 2 5 5
== — 1
@ay+ 5= 71 T3 T (3.135)
Por fim, podemos escrever como
K kK2 A
B+ = §p+ A4+<%/>+a4. (3.136)
Em que definimos
1
Ki = 6)\%;5

(3.137)

L note que x4 precisa ter dimensdo de distancia? para estar de acordo com o principio variacional, e uma
entdo A é por definicio porporcional a distancia?

vez que k5 tem dimensdo de distancia2,
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A contante C' = wM dada por (2.143) resultante da massa do buraco negro é reponsavel

pela parte de radiacdo do universo emergente sobre a brana.

A segunda equagao pode ser encontrada tomando a derivada d/dt da equagao (3.135)

e usando a equagao de conservagao p + 3H (P + p) = 0 e outra equagao de Friedmann é

a 313 KT K1 4 2 2 1M
P 1
p+ —p° P+ —p° 4+ 3xyp° + 3 (3.138)

em que P ¢é a pressao do fluido

Uma deducao equivalente das equagoes de Friedmann para uma brana com densi-

dade de energia constante pode ser encontrada no apéndice E.



o1

4 Mundo-brana com densidade de energia

constante

No capitulo anterior, mostramos que uma brana imersa no espaco-tempo de AdSs
tem a geometria de um universo FRW com uma equagao de Friedmann modificada. Neste
capitulo vamos analisar o que acontece quando a brana tem uma tensao constante, e entao
resolver essas equacoes de Friedmann e encontrar a dinamica dos universos induzidos sobre

a brana, que chamamos de mundos-brana.

4.1 Equacoes de Friedmann para brana com tensao constante

Considere uma brana com tensao constante H,. Esse é o caso mais simples da
equagao (3.128), com p =0e A ~ Hy. A equagao (3.136) mostra que teremos um universo
com radiacdo e constante cosmolégica. Note que o termo proporcional a p? na equacio
de Friedmann modificada se anula, e a equacao fica uma equagao de Friedmann comum
para radiacao e constante cosmologica. A deducao das equagoes de Friedmann induzidas

sobre a brana nesse caso direto é feita também no apéndice E, elas sao

pr 1 K
H? =" 4 Ay — = 4.1

a4+3 4T (4.1)
.a  pr (ks)?

m_ (22 4.2
a+L§+a (3)@, (4.2)

onde p, e A4 sdo sdo definidos aqui como (veja eq.(E.23))

pr = wM

1 A2k 1
A, = 5 _
(5 -3)

Note que essas defini¢des sdo um pouco diferentes do capitulo anterior.

Note que para termos um universo assintoticamente d.S; devemos impor a condigao
A2 1
4
kg nng )

depende diretamente da massa M do buraco negro 5-dimensional. Portanto a radiacao

>

que nos garante A4 > 0. Repare que a densidade relativa de radiacao p, = wM

deste e universo ¢ criada pelo termo da massa buraco negro.

Para descrever as propriedades destes universos homogéneos e istropicos, devemos
resolver as equagoes de Friedmann (4.2) dos mundos-brana e analisar as propriedades de
todas as possiveis solu¢oes. Vamos mostrar que existem onze tipos diferentes de solugoes
das equagoes (4.2), representando diferentes historias de evolugao dos universos de FRW
preenchidos por radiagao e constante cosmoélogica positiva, dependendo dos parametros

Ay, p, deste modelo.
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As equacoes de Friedmann para um fluido perfeito sao equivalentes as de um
universo preenchido por um campo escalar autointeragente e, por conveniéncia, vamos
usar este formalismo para a analise da dindmica dos universos emergentes. A acdo para

um campo escalar autointeragente ¢ dada por

S = /d4x\/m (—;g‘“’aﬂaaya — V(U)> : (4.3)

O campo o e o potencial V(o) se relacionam com a pressao e densidade de energia de um

fluido perfeito, p e p, da seguinte forma:

o2 o

P:5+V(0)7 P:?—V(U)- (4.4)
Para um espago-tempo de FRW, encontramos as seguintes equagdes de campo correspon-

dentes as equagoes de Friedmann,

5+ 3He = —0,V (o) (4.5)
2
o Ky, K
1 6K

E importante enfatizar que essas sdo equagoes de Friedmann usuais porque o termo com

p* na equacio (3.136) se anula nesse caso em que a brana tem apenas tensdo constante.

4.2 Sistema de primeira ordem e solucdo das equacdes de Fried-

mann

Para descrevermos a evolug¢ao do universo emergente, precisamos resolver o sistema
de equagoes diferenciais dado pelas equagoes (4.5), (4.6) e (4.7). O restante do capitulo é

dedicado a resolucao deste sistema e andlise dos resultados.

Nosso objetivo é transformar o sistema de equagoes de segunda ordem (4.5)-(4.7)
em um sistema equivalente de primeira ordem, e assim classificar as solugoes usando um
diagrama de fase. Para isso definimos o fator de Hubble, ou seja, a primeira derivada de a,
como uma fun¢ao do campo escalar:

K3
6

E também definimos uma fungao auxiliar v(o) dada por

H?* = 22W?*(0). (4.8)

4K
Assim podemos reescrever (4.6) como
V()W (o)

H=— (4.10)

2 Y
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e usando (4.9) em (4.6) e (4.7), para ¢ # 0, obtemos
=2 (W) (4'11)
V(o)
O potencial entao deve satisfazer uma relagdo de consisténcia:
,W(o)\* 3 6K ,W(0)\* 3
V(o) = -2 & + ()W (o)) + — = =2 & + (W (0))? (4.12)
7(0) 2 2
Todas as solugoes do sistema de primeira ordem
2N\ 2 2 a 17,4
(“) ) oo %V (4.13)
a 6 V(o)
sao solugdes das equagoes de Friedmann (mas o contrario nao é verdade, é necessério que

o sistema de primeira ordem satisfaca a relagao (4.12)).

Podemos também escrever W como funcao de a usando a forma obtida para H
através da equagao da continuidade de um fluido. Para um universo preenchido com

radiacao e constante cosmolédgica temos
1
W?2(a) = gA4 + p,/a’. (4.14)

A partir daqui esse serd o caso que vai nos interessar. Com a mudanca de varidvel
W (o) = W(a?), as equagoes (4.11) e (4.12) ficam:

\/W 1/ da2 (4.15)

e V= 5 d 2 7W2( 2). (4.16)

Para o universo de radiagao com constante cosmologica, temos

o _ P (4.17)

V2 o

1 Pr
V(a®) = A 4.18
() = Shi+ 22 (418)
Esta escolha de W nos dé a seguinte relacao:
1 1
V(d®) = A+ 5W2 (4.19)

Comparando com a equagao (4.16) vemos que esta relacdo nao depende de derivadas, o
que torna a analise do potencial mais simples. Acima, escrevemos W (a) porque sabemos
como o fator de Hubble se comporta com a em um universo de radiacdo com constante
cosmologica. Mas o potencial de um campo escalar é uma fungao do campo. Entao devemos
achar V(o). Para isso, precisamos achar a(o) e substituir na equagao (4.19). Dividindo
(4.17) por a e usando (4.10), obtemos

dX

e /W )

(4.20)
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VPr

a2

em que X = ( ), portanto, dado os valores de K, p, e A4k podemos encontrar a
fungao do potencial ao substituir o resultado de (4.20) em (4.18), podemos encontrar o seu
potencial correspondente. As solugoes dessa integral dependem dos valores dos paramteros,

como veremos abaixo.

Para descrever o espaco de fase, vamos redefinir as primeiras derivadas do sistema

de primeira ordem como

u(t) = —o(t) 4.21
o(t) = —2H (4.22)
As equagdes de Friedmann ficam
U = uv, (4.23)
0—1(2+v2—1/\) (4.24)
T2 3 '

este sistema de equacoes apresenta um invariante dado por

2K v —u®— A
b=— = DT T s onstante. (4.25)

NS 2u

que fixa as condigoOes iniciais do sistema e correlaciona as propiedades do universo emergente

com o espago-tempo de AdSs. As equagdes (4.23), (4.24) e (4.25) sdo suficientes para

descrever todas as solugoes das equagoes de Friedmann. Definimos:

gr=v*tu (4.26)
portanto,
1
v=75(9++9-) (4.27)
1
u= 59+ —9-) (4.28)
usando (4.24), obtemos:
) 1 1
9+ = §(Qi - §A4) (4.29)

/ : fdgi - / dt (4.30)

Resolvendo a integral, temos:

1
g+ — /30 /1
S cy +exp | A4t (4.31)
g+ + /50 3

Dadas as condigoes iniciais u(0) = ugy e v(0) = vy, obtemos:

_Uo:l:Uo—\/%Agl 432
Cy = T (3)
UinQ+\/§A4
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temos por (4.31)

1+ cyexp /A4t
viu:\/A4( PPV 4):gi (4.33)

1—cyexp %A4t
e por fim, usando (4.28) e (4.27), encontramos

1+ cpexp/iA4t 14 cpexpy/EA4t
u:\/A4<( +€XP /3 4)_( + 6Xp 13 4)) (4.34)

1A 14 cpexp /A4t 1 4 coexp (/L Aq4t
= Vil + 314 N + 3\ (4.35)
2 1—ciexp %A4t 1 —ciexp %A4t

com algumas manipulagdes o sistema (u,v) acima pode ser escrito como a seguir:

u(t) = 1o (4.36)

1 A4t

{COSh( /2\4t) — msmh( 5 )]2 — {m Slnh< :1”2A4t)]2

vocosh(y/EAt) — (V2 —u2 + A sinh(y/TAst)
v(t) = 0 (v 3Aat) — (v — ug + M) —; . .

2
;A4t l/\415 l/\415
3 _ 3 _ 3
[cosh ( 5 ) %A4 sinh < 5 )} [ %A4 sinh ( 5 )
as condigdes iniciais (ug, vg) sdo vinculadas com os pardmetros do espago-tempo de BN-
AdS; através do invariante (4.25).

As equagdes (4.36) e (4.37) possuem o mesmo denominador que se anula em dois

valores de t dados por

2
LAt LAt LAt
cosh [ V215 ) . T0 gy [ VBEE B g VRS =0, (4.38)
2 %A4 2 %A4 2
onde obtemos
1 1
sAgty =Ny
tanh [ X2 =v3 - 4.
an ( 5 ) —— (4.39)

Podemos definir sem perda de generalidade t; como novo parametro de contorno do

\/ﬁ

nao for valida. Para t4 imaginario, definimos a troca de véariavel tL = R(t4+) + Zﬁ, que
344

sistema (u, v). Temos que ¢, serd real quando |;-1=| <1 e imagindrio se a desigualdade

A4§R t+

T \/
mapeia tanh <3;\4ti> em cth (2> para |U Tuo | > 1.

Por fim, o invariante b em func¢do das novas contantes t., fica:

b= \/Acth (@(t_ - m) (4.40)

As condigoes iniciais do sistema (u,v) dependem diretamente dos pardmetros do

definidos pelo espago-tempo de AdS; através do invariante (4.25) e, uma vez fixadas tais
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condigbes, podemos resolver as equagoes (4.36) e (4.37) e obter as solugoes das equagdes
de Friedmann que buscamos. Veremos a seguir que obtemos varios tipos de evolugoes
diferentes dependendo do valor das constantes do sistema. Resta encontrar o fator de
escala e campo escalar, que podem ser obtidos integrando as equagoes (4.37) e (4.36).

Integrando (4.27), temos

) d NN 14 cpexp /A4t 1+ cyexp/2A4t
v:—2H—>/—2—a:/ & PPV PPV ) g
a 2 1—ciexp %A4t 1 —cqexp %A4t

(4.41)

2H = —@t +1In(1 — ¢y exp @t)(l —Ccoexp @t% (4.42)

usando A = H e a = exp 24, obtemos

1 1 1
exp2H = a* = exp —\/§A4t(1 — 4 €xp \/§A4t)(1 — c_exp \/§A4t) (4.43)

que pode ser reescrita como

obtemos

2 2

j sinh <(t_t+) v 3A4> sinh <(t_t) 3A4)
= — 1 =
30 cosh <(t+t—2) V 3A4)

(4.44)

Repare que o fator de escala dado por (4.44) é inversamente proporcional a / %A4,
isto devido nossa escolha em definir a(t) com dimensao [1] de distancia na se¢ao 3.4. O
termo %A4, com dimensao espacial [2], aparece para que a(t) tenha a dimensao correta.
Para encontrar a solugdo para o campo o, basta integrar (4.36), e obtemos

sinh <t v éA4> sinh <(t_t+) éA‘l)

2 2

1 1
sinh <t+ 23A4> sinh ((tt_)Q 3A4>

em que g é o valor do campo em ¢t = 0. As equagoes (4.44) e (4.45) sao solugoes gerais do

o(t) = oo+ V2In (4.45)

sistema e com as condigOes iniciais podemos obter suas solugoes particulares.

4.3 Evolucado dos universos

A histéria desses universos é dada pela evolugao temporal do fator de escala (4.44) e
do campo escalar (4.45). Analizaremos os diferentes tipos solugoes e veremos que podemos
ter varias classes diferentes de universos induzidos (mesmo que o fluido seja 0 mesmo) que

dependem das condigdes iniciais fixadas pelo invariante dado pela equacao (4.25).

Nossa classificacao das diferentes historias cosmicas serd feita a partir da investiga-

¢ao das seguintes propriedades das solugoes:



Capitulo 4. Mundo-brana com densidade de energia constante 57

i

i

1ii

v

dos diferentes valores dos parametros (

Curvatura espacial, ou seja, universos fechados (K = 1), abertos (K = —1) ou planos
(K =0).

Existéncia ou ndo de uma ou mais singularidades do tipo Big-Bang (BB) ou Big-
Crunch (BC).

A existéncia ou nao de singularidades em universos homogéneos e isotrépicos pode
ser garantida pela divergéncia ou ndo dos invariantes R, R* R,,". O escalar de Ricci

R pode ser obtido tirando o traco das equacoes de Einstein
L .
R=6— +6H + 12H = 4y, (4.46)
a

e vemos que para o nosso caso ele é sempre constante. Por isso para podermos
determinar se uma solucdo tem ou nao singularidade precisamos calcularmos o

invariante R*R,,,, que pode ser escrito em geral como

2 Ay (A
R"R,, = % <1 + 2?4 <p4 - 1)) , (4.47)

portanto, dada a densidade p(t) vamos poder classificar se os universos possuem ou

nao singularidades.

Periodos de aceleracao e/ou desaceleragao.

A acelaracao do fator de escala pode ser determinada substituindo % = H+ H? em

(4.24) e encontramos )
a
q(t) = o= “(zAy — ). (4.48)

S universos serao acelerados para |u 2414, € desacelerados para |u 34\4.
0 lerad < /A4, e desacelerad >\ /1A

Epocas de contragao ou expansao.

E trivial analizarmos se um universo estd em uma fase de expansao e/ou contracao:
basta analisarmos o sinal de v = —2H. Se v > 0, temos universos em contragao

enquanto v < 0 corresponde a universos em expansao.

Também é crucial analisar as formas dos potenciais do campo escalar em func¢ao

1

72, M, \) que definem as condigoes iniciais. Veremos

que o formato da fungdo V(o) podera mudar muito drasticamente entre as diferentes

classes de solugdes o que pode ser interpretado como "transigoes de fase” (ver se¢ao 4.4).

Para classificar os diferentes tipos de solugao, a melhor maneira ¢é fazermos a anélise

do diagrama de fase do sistema (u, v), em que u = d(t) é proporcional a energia do campo

escalar e v = —2H ¢é proporcional ao fator de Hubble. O diagrama é formado por um

1

Para um universo homogéneo e isotrépico, RH*# Ryyap x RMR

uv, € portanto é suficiente calcularmos

o invariante R*” R, para mostrar se existe ou nao singularidade.
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numero infinito de curvas com caracteristicas distintas, e facilita a classificacdo dos tipos

de solugoes de acordo com as caracteristicas (i)-(v) que listamos acima.

As curvas que definem o diagrama de fase de (u,v) podem ser obtidas através do
invariante (4.25). Para [b|? # $A4, a equagdo (4.25) corresponde a um nimero infinito de

hipérboles com equacao
1
2 —_—

3

Dependendo do valor de b temos seis classes diferentes de hipérboles. Para [b|> = §A4, as

v — (u+b)?*=—(b A3). (4.49)

hipérboles se degeneram nas retas separatrizes
v==(u+b). (4.50)

Estas separatrizes, convenientemente, dividem o semiplano (u,v) em seis regides com
historias de universo diferentes. Temos um total de 11 tipos diferentes de histérias de
universo que sao caracterizadas de acordo com as condig¢oes iniciais fixadas em cada um

dos casos.

10F :

o
e i

_107‘ ) ) ) ) n
[a] 0 2 4 6 8 10

Figura 7 — [a] Curvas do diagrama ( ; [b] Regides definidas pelas retas sepa-

v
sAa7 /A
ratrizes e pelas hipérboles tracejadas. As hipérboles tracejadas representam
universos planos (K = 0), entre essas hipérboles (regioes I, III e IV) temos
universos fechados (K = 1) e acima e abaixo (regides II) temos universos

abertos (K = —1).

O diagrama de fase do sistema (u,v), descrito pelas equagoes (4.49) e (4.50),

estd representado na figura 7. Os diferentes tipos de solugoes estdo na figura 7[a], e as
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separatrizes e as regides que classificam os tipos de solugao na figura 7[b]. O diagrama é

simetrico em relacao ao eixo u e por isso é suficiente considerarmos apenas a regiao u > 0.

4.3.1 Pontos fixos - Universo estatico de Eintein e d.S;

As solugoes nas regioes I, I e III do diagrama (u,v) na figura 7 todas comecam ou
terminam nos pontos (£1/3A4,0) e (0, \/%) Estes sao os vértices do triangulo no centro
da figura 7[b], onde as separatrizes tocam os eixos u e v. Cada um desses pontos é por si
s6 uma solugao porque eles sao pontos fixos do sistema de primeira ordem e essas sao as

primeiras solugoes que vamos analisar.
Universo 1

A primeira solugao que iremos analisar é dada pelo ponto fixo (0, ,/%AZL). As

propriedades correspondentes aos itens de nossa clasificacdo sao as seguintes.
i Esta solugao corresponde a um unico universo fechado (K = 1).
ii O universo é nao-singular e com tempo de vida infinito.

iii e iv O universo é estatico porque v = —2H = (0. Assim o fator de escala é
constante e portanto ¢(t) = 0. Este tipo de solugao é conhecido como universo estatico de
Eintein [47].

Universo 2

A segunda solugao é representada pelos pontos (£ %A4, 0).

i Esta solugdo corresponde a universos abertos (K = —1), planos (K = 0) ou
fechados (K > 0).

ii Nao apresentam singularidade e sao eternos.
iii Estes universos sao sempre acelerados (u < (/3A4).

iv Estas solu¢bes compoem universos com fator de Hubble constante dado por
v=—2H = %A4. Assim, o ponto (—1/%/\4, 0) corresponde a um universo eterno de d.Sy
(uma breve discussao sobre este tipo de universo se encontra no apéndice C) sempre em
expansdo (v < 0). Enquanto (y/3A4,0) corresponde a um universo de dS; que se contrai.

Ou seja a diferenca entre ambos é que o sentido da coordenada temporal é invertido.

4.3.2 Separatrizes

As retas separatrizes (4.50) correspondem a curvas tnicas do diagrama de fase (u, v)

que separam o diagrama em diferentes regides em que as solugoes sao qualitativamente
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diferentes. Isso acontece porque as retas sao obtidas a partir de condigoes iniciais bem
’ 2 1 ~ .~ e e

especificas dadas por |b]? = /54 e portanto qualquer perturbagao nas condigdes iniciais

do sistema leva a historias de universo bem diferentes. Discutiremos esta propriedade com

mais detalhes no final do capitulo.

As equagoes da reta, dadas por (4.50) com [b]? = /5 A4, ficam

v=2(ut ;A4). (4.51)

Sao 4 retas por causa da combinacao dos sinais + e — e como as duas retas que cruzam
o ponto fixo (1/%/\4, 0) sdo solugoes diferentes temos ao todo 3 pares de solugbes, que

listaremos a seguir.

Universo 3

As separatrizes com equagcao de reta v = £(u — \/%A4) para u < %A4, sao fixadas
pelos pontos (u = 0,v = £4/3A4) = (u = 1/5A4,v = 0). Essas retas formam o triangulo

no diagrama, representado em detalhe na figura 8, ligando os pontos fixos discutidos acima.

v
Jr
1.0

0.5

1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 A

-0.5F

-1.0

Figura 8 — Curva no diagrama (u,v) para universos tipo 3

O invariante ¢ dado pela equagao (4.40), em que [b]> = $A4 e t- — oo. Fixando

t, = 0 o fator de escala e campo escalar ficam

1
2 3\ t
205 3
a“(t) = 1A4 exp ( 5 ) cosh ( ) (4.52)
2

—ty/ A ty/2A
2exp (234) cosh ( 5 4)

As propriedades dessas solugoes sao:
(i) Estas separatrizes correspondem apenas a universos fechados (K = 1).

o(t) = oo+ v2In : (4.53)
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(ii) Os universos correspondentes sao nao-singulares com tempo de vida infinito

(iii) Sdo sempre acelerados (u, \/3A4).
(iv) Este universo tem apenas uma fase de expansao (contracdo), para v < 0,

(v > 0) comega (termina) em dS; e termina (comega) num universo estético de Einstein.

O potencial neste caso é dado por

V(AU> =3+3 (1 - exp (0}0))2 (454)

e o grafico do potencial é mostrado na figura 9.

v

Figura 9 — Gréfico do potencial na separatriz tipo universo 3

Universo 4

As outras separatrizes sao as retas com v = £(u — \/%) com b = A4 e
u > %A4. As curvas no diagrama (u, v) sao mostradas na figura 10 em que o eixo vertical
estd deslocado para a direita e o ponto de encontro em v = 0 corresponde ao ponto fixo do
universo estatico de Einstein, ou seja ao vértice a direita do triangulo na figura 8. Essas

separatrizes sao retas que se estendem até o infinito em u — oo.
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= |-

0.5+

-05+

-1.0F

Figura 10 — Curva do diagrama para universo tipo 4

As condigoes iniciais correspondem a t, reais em que t, — oo e fixamos t_ = 0. O

fator de escala e campo escalar ficam:

IA ty/3A ty/5A
a’(t) = k374 exp (— ; 4) sinh (;4 (4.55)

2

o(t) = 0g +V2In S <_A> (4.56)

. t /LA
sinh (234)

(i) Estas solugbes correspondem a universos fechados (K = 1).
(ii) Sao singulares.

(iii) Estes universos sdo desacelerados (u > v/A;).

(

iv) Possuem apenas uma fase de expansao (contracao). Para v < 0, o universo
comega numa sigularidade e expande até um raio maximo e terminando num universo
estatico de Einstein dado pelo ponto (\/%, 0). Para v > 0 o processo é equivalente a
uma inversao temporal, o universo comega em um universo estatico de Einstein e decresce

até terminar em uma singularidade.

O potencial nesta regiao é dado por

V;(AC? =5+3 (”exp (0}5%))2 (457)

e o gafico deste potencial ¢é a figura 11.
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Figura 11 — Grafico do potencial na separatriz tipo universo 4.

Universo 5

Por fim temos as separatrizes correspondentes as retas (v = +(u+ %A4). As curvas
no diagrama (u, v) sao mostradas na figura 12. Elas saem dos pontos fixos correspondentes

a universos dS e vao até u — +o0o.
v
Jn
2/
:

02 04 06 0.8 1.0 \/X
-1
_2 \

Figura 12 — Curva do diagrama para universo tipo 5

Agora vamos ter t; — —oo e podemos fixamos ¢ = 0. Entao o fator de escala e

1A t/EA ty/EA
a®(t) = — 22 exp ( ; 4) sinh (;4 (4.58)

2

campo escalar ficam
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2

. ty/ LAy
Slnh( > )

(i) Estas separatrizes correspondem a universos abertos K = —1.

1
2 exp (t Y 3A4)

o(t) = oo +V2In (4.59)

(ii) Os universos sao singulares, comgam (terminam) numa singularidade e terminam

(comecam) em dSy.

(iii) possuem uma fase acelerada préximo de dS; (u < 4/3A4]) e desacelerado

proximo da singularidade (u > %A4)

(iv) Este universo tem apenas uma fase de expansao (contracao), para v < 0,

(v > 0) comega (termina) em dS; e termina (comega) num universo estatico de Einstein.

O potencial nesta regiao é dado por

‘gAO;) = 2 + ; <1 — exp (U\_/?U")) (4.60)

representado na figura 13.

Figura 13 — Grafico do potencial na separatriz tipo universo 5.

A partir de agora vamos analisar as solugoes nas regioes limitadas pelas separatrizes.
Vamos dividir a classificagdo com base no item (i) das propriedades que listamos, ou seja,
vamos classificar primeiro todos os universos planos (K = 0), depois os abertos (K = —1)
e por fim os fechados (K = 1).
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4.3.3 Universos planos (K=0)

Universo 6

As curvas que correspondem a universos planos podem ser obtidas fazendo K =0
em (4.25),

1
v —u? = §A‘21 (4.61)

que sao as hipérboles tracejadas da figura 7[b] e mostradas separadamente na figura 14.

3]
7 <

051

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 \/X

Figura 14 — Curva do diagrama para universo tipo 6

O fator de escala e campo escalar sao dados por

2t /21 A

a2(t) = 2|[sinh (234) (4.62)
ty/25A

o(t) = Fv21In|[cth (234 , (4.63)

com invariante b = — %A4 tanh (%)

(ii) Os universos sao singulares e comegam (terminam) numa singularidade num

tempo t — —oo e terminam (comegam) num universo de dSy.

(iii) Os universos possuem uma fase acelerada (u < \/3A4) e outra desacelerada
1

(iv) Novamente, este universo tem apenas uma fase de expansao (contragao), para
v <0 (v>0).

O potencial é dado por (4.18) com |b| > /A4, e temos

‘25;74) _ ‘;’ + M (sinh (\2) + sinh (%))2 (4.64)
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com grafico dado na figura 15.

v v

ag

[a] [b]

Figura 15 — [a] Gréfico do potencial para ¢* > 0. [b] Grafico do potencial para ¢* < 0.

4.3.4  Universos abertos (K = —1)

Universo 7

As curvas correspondentes a universos abertos sao obtidas fazendo K = —1 na equacao do

invariante (4.25) com b > /$A4 e sdo dadas por

v? — (u+0)* = —(b* — ;Ai) (4.65)

Vamos ter um niimero infinito de hipérboles e universos corespondentes a esta regiao. As

curvas no diagrama (u,v) sa@o do tipo mostrado na figura 16.

24| <

n
T

Figura 16 — Curva do diagrama para universo tipo 7. As separatrizes estao como linhas
tracejadas.
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o*2

Na regiao b < |/ %A4\ vamos ter que os t4 sdo reais e podemos fixar tL = F NIV

O fator de escala e campo escalar, com invariante b = v/A4cth (%), ficam:

. t %A4 o* . t+/ fracl3Lambdaa o*
2smh( 5 —I—m)&nh( 5 —2\/5>

a’(t) = - (4.66)
Ay cosh (f@)
sinh (t 54 + ”*>
o(t) = V2In P (4.67)

. t l/\4 o*
smh( = — \/5)
(ii) Estes universos sao singulares comegam (terminam) numa singularidade (Big
Bang) e terminam (comegam) em dSj.

(iii) Possuem uma fase acelerada (u < \/3A4) e outra desacelerada (u > \/3A4)

(iv) Novamente, este universo tem apenas uma fase de expansao (contracao), para
v <0 (v>0).

O potencial nesta curva é dado por

Vio) —§ ; cos o — CoSs 7 2
éA4 2 N 2 sinh? (i'/t) < h (ﬂ) h <\/§>> (4.68)

2

com grafico dado pela figura 17.

Figura 17 — Grafico do potencial tipo universo 7.

Universo &

Na regiao 0 > b > —\/éA4 temos um nimero infinito de curvas do tipo mostrado
na figura 18.
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Figura 18 — Curva do diagrama para universo tipo 8

Agora t(4) é real e t(4) imagindrio, e novamente podemos definir (¢, ) = —R(t_) =
o2 S _ 1 20*
v O invariante fica b = 34 tanh ( ﬂ), e o fator de escala e campo escalar para

v > 0 ficam respectivamente:

2 sinh (i’/; — t\\/ffg) cosh (cf* + t\//T4>

a*(t) = — V2 4.69
®) VA sinh(v/20*) (4.69)

o*\ sinh (35 — tAT4)
o(t) = V21In |cth ( ) (4.70)

o* VA4

V2) cosh (\/5 + t\/g‘*)

Ja para v < 0, vamos ter
o* tvV/Ay o* tvAy
(1) = _ismh (\/5 +°53 )COSh (\/5 7 ) (4.71)
Ay smh(ﬁo*)

«\ cosh (=2 4 /A4

o(t) = v21In ||tanh <;§> ( V2 V3 ) (4.72)

sinh < < )
Ou seja ambas as solugoes sao ligadas pro uma reflexao temporal. Temos as propriedades

(ii) Os universos sao singulares. Para v > 0 comegam grandes como dS; e contraem
até terminar numa singularidade. Para v < 0 comecam numa singularidade e expandem

sendo assintoticamente d.Sy.

(iii) Nesta regido os universos possuem uma fase acelerada (u < v/A4) e outra
desacelerada (u > v/Ay).

(iv) Os universos desta regido estdo sempre em contracao (v > 0) ou expansao

(v <0).
O potencial dado por (4.18) com |b| > /A4, seré:

‘25('4) _ ;’ + m% (sinh (\2) + sinh (%))2 (4.73)

S
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que é o mesmo da equagao (4.64) com grafico dado na figura 15.

4.3.5 Universos fechados (K = 1)

Os universos fechados podem ter caracteristicas bem diferentes. Podem ser singula-

res ou nao-singulares, podem apresentar um fase acelerada, e desacelerados ou ambas.
Universo 9

Comecaremos analizando a regido b < —,/1A4 com u < /1A, e as curvas no
3 3

diagrama (u,v) sdo do tipo mostrado na figura 19.

v
Jr
1.0xs

0.5-

-0.5F

-1.0

Figura 19 — Curva do diagrama para universo tipo 9

Nesta regido, t+ é imaginario e R(t;) > R(¢_), podemos fazer uma transla¢ao

o*2

temporal de modo que fixe a diderenca R(¢; —t_), podemos entao definir R(ty) = + WEITve

o fator de escala, campo escalar e invariante ficam respectivamente

S

9 cosh(¥2 ) cosh(’ s + 25)

+A4 o
2 2v/2

a?(t) = R E P 4.74
(®) sy cosh(%5) (4.74)
cosh(DVa2 o
o(t) = v2In T2 ~55) (4.75)
t\/lA4 *
cosh(—~=— + 2if2)

b= —\/?cth <;§> (4.76)

(ii) Estes universos sdo nao singulares.
(iii) Séo sempre acelerados (u < \/3A4).

(iv) Possuem 2 fases, uma de expansao e uma de contragao, comegam num universo
de dS4 com raio ar = oo, decrescem até um raio minimo em (H = 0), e voltam a crescer

indefinidamente tendo geometria assintotica novamente de um universo de d.Sy.
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O potencial neste caso é o mesmo na equacao (4.68).
Universo 10

Na regiao b < —\/%A4 com u > \/%A4 e as curvas no diagrama (u,v) sdo do tipo

mostrado na figura 20.

-4 ~~

Aqui podemos fixar t, = —t_ 22 com invariante b = —,/2A,cth (2t;). O

fator de escala e campo escalar ficam:

_ 4.77

¢ sy cosh(v/20* (4.77)
sinh (” . 2§A4)

() = v21n g (4.78)
sinh (\U/% + - 2 4)

(ii) Estes universos sao os unicos com tempo de vida finito, e possuem duas

singularidades, uma no inicio de sua vida (Big-Bang) e outra no final (Big-Crunch).
(iii) Os universos sdo sempre desacelerados (u > \/3Ay4).

(iv) E novamente possuem 2 fases, uma de expansao e uma de contragao, comegam

ty—t_
2

e entdo voltam a diminuir até "morrer” em outra singularidade no tempo ¢, (Big Crunch).

numa singularidade (Big Bang) no instante ¢_, crescem até um raio maximo em ¢ =

O potencial é dado por (4.18) com k>0 (b<0) e X > |b| + Vb? — «

2
Vie) 3 1([p [v? o
Oé2 = 5 + 5 (Oé @ -+ 1 cosh ﬁ (479)

O potencial nesta regiao é dado por

) ()

2

S
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O potencial possui minimo em ¢ = 0, como mostrado na figura 21.

v

Figura 21 — grafico do potencial na regiao IV

Universo 11

E por tltimo vamos ter os universos com 0 < b < —y/A, com curvas no diagrama

(u,v) mostradas na figura 22.
v
I

-

Figura 22 — Curva do diagrama para universo tipo 11

Estas solugoes possuem £(4) real e £(4) imaginario, e novamente podemos definir

20*

R(ty) =—-R(t-) = \/‘%, o invariante fica b = —,/3 A4 tanh (\@), e o fator de escala e
3

campo escalar para as regioes v > 0 ficam respectivamente:

2 sinh (% - t\/\/?) cosh (% + N\/?)

Ay sinh(v/20*)

a’(t) = (4.81)
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o(t) = v2In (4.82)

o (7) sinh (7 — )
v2) cosh (\[ + \?)

aqui os universos comegam em dS; com raio arbritariamente grande e diminuem até

terminar numa singularidade Para v < 0, temos:

sinh ("* + L= *
a’(t) = k/i; \/\/2 VM osh (\0/5 — té?) sinh(v/20™) (4.83)

o(t) = v2In |[tanh <U> Coéh< (4.84)

Para v > 0 temos uma inversao temporal.

(ii) Estes universos sao singulares, comecam numa singularidade (Big Bang) e

terminam em dSy.

(iii) Possuem duas fases, uma acelerada na regido u < /3 A4 e outra desacelerada
em u > \/3A4. (iv) Estao sempre em expansdo ou contra¢io, comecando (terminando)

numa singularidade e terminando (comegando) assintoticamente em dS.

O potencial aqui é o mesmo obtido na equagao (4.73).

4.4 Inventario das historias dos universos
Podemos fazer um inventario das solucoes que descrevemos anteriormente de acordo
com suas caracteriticas mais importantes.

Em primeiro lugar temos as solug¢oes tunicas, dadas por condigoes iniciais bem

especificas. Estas solugoes sdo os pontos fixos e as retas separatrizes.
Pontos fixos

Sao trés pontos fixos, que correspondem ao universo estatico de Einstein (universo
1) e a universos de dS; (universos 2). Com excecao do universo 10, todas as demais solugoes

tendem assintoticamente a pelo menos um desses pontos fixos.
Separatrizes

Sao no total seis retas separatrizes: duas referentes a universos fechados e nao
singulares (universos 3); duas para universos fechados singulares (universos 4) e 2 para
universos abertos e singulares (universos 5). As separatrizes separam o diagrama de fase

em 6 regioes com histérias de universo diferentes (como mostrado na figura 7 [b]).

Regiao [
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Esta regiao corresponde a universos fechados (K = 1), sempre acelerados, nao
singulares e com uma fase de contracao e outra de expansao. Apenas os universos do tipo

9 se incluem nesta regiao.
Regioes 11,

Estas regioes incluiem universos abertos (K = —1), com duas fases de aceleragao,
singulares e uma unica fase de contragao/expansao. Estao incluidos os universos 7 e 8 (e

também inclui a separatriz referente ao universo 5, que classificamos separadamente).
Regiao 111,

Nesta regiao os universos sao singulares e possuem uma fase acelerada e uma
desacelerada. Esta regiao inclui universos abertos, planos e fechados. Inclui os universos
do tipo 11 referentes a universos fechados K = 1, o tipo 7 para K = —1 e o universo 6

que é a unica solucao plana com K = 0.
Regiao [V

Esta é a tinica regiao com universos de tempo de vida finito e inclui os universos do
tipo 10. Os universos sao fechados (K = 1), desacelerados e possuem duas singularidades:
comecam com uma singularidadedo tipo BB se expandem até um raio maximo, e voltam a

diminuir até terminar em outra singularidade BC.

Podemos interpretar as diferentes regides da seguinte maneira. As retas separatrizes
sao definidas por condi¢oes iniciais tinicas, ou seja, qualquer perturbagao nas condigoes
iniciais vai mudar completamente a historia do universo em questao. Um exemplo simples
pode ser feito usando a separatriz referente ao universo 3 (que corresponde a um mundo
nao singular do tipo dS; — Einstein). Esta solugao é obtida quando b = \/%, que em

termos dos parametros geométricos de BN-dS5 e da brana, fica

E por fim, dentre todas as histérias de evolugoes dos universos induzidos que
obtemos, as solugoes que mais se assemelham com modelo padrao do nosso universo, sao
as solucoes referentes a regiao 11 do diagrama de fase. Os mundos dessa regiao comecam
com um Big-Bang e passam por uma fase inicial de desaceleracao e outra de aceleracao
terminando assintoticamente em dS;. Apesar disso nao existe uma fase de inflacao e
principalmente nao existe uma era dominada por poeira durante a fase desacelerada

(porque todos os universos tém apenas radiagdo e constante cosmolégica).
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5 Mundo-brana com gas de cordas

No capitulo 4 resolvemos as equacoes de Friedmann para uma brana com tensao
constante H? e obtiveemos um universo emergente preenchido por uma constante cos-
mologica positiva e radiagao. Este é um modelo simplificado do nosso proprio universo,
sem matéria (bariénica). E valido questionarmos se podemos obter nosso universo usando
este formalismo de mundos-brana. Isto é, podemos obter, além dos termos de radiagao e
constante cosmoldgica, uma densidade de matéria? Tentaremos agora responder a estas

perguntas.

5.1 Gas de branas e gas de cordas

A principio buscamos um modelo de universo emergente que seja do tipo ACDM,

ou seja, queremos que este seja preenchido por um fluido do tipo

PACDM = A + pradaijgéo + pm;;éria (51)
No capitulo anterior obtivemos a radiacao e a constante cosmologica a partir de parametros
geométricos do espago-tempo 5-dimensional, ou seja, a constante cosmolégica As de AdSs,
e da massa do buraco negro. Agora precisamos de mais um termo com a3, e queremos que
ele também tenha origem geométrica. Os novos tipos de fontes de energia "geométricas”
que podemos colocar no espago-tempo sao p-branas, discutidas no Apendice F. Como a
dimensao espacial de AdSs5 é 4, podemos ter p = 4,3,2,1. A 4-brana é simplesmente a
constante cosmolégica A5 de AdS que ja consideramos. A 3-brana é na verdade a brana
sobre a qual nosso universo 4-dimensional esté induzido, nosso mundo-brana. E agora
podemos colocar 2- e 1-branas. Vamos fazer isso e colocar um gas de 2- e 1-branas dentro
do universo emergente. ! Geometricamente, as 1-branas sao cordas e as 2-branas sao
'paredes de dominio” ou seja membranas espaciais (tais como folhas de papel). Vamos

entao chamar os gases de gas de cordas e de branas, respectivamente.

Como a dimensao espacial do universo emergente é 3, a equacao de estado para

estes gases ¢ dada por (F.11),
(5.2)

I Podemos fazer uma analogia com as Matryoshka, também conhecidas por bonecas russas, que é

um brinquedo que constitui-se de uma série de bonecas colocadas umas dentro das outras, da maior
(exterior) até a menor (a unica que nao é oca). Essencialmente nés adicionamos superficies dentro de
outras e no final obtemos um universo com a matéria geometrizada de uma certa forma. Devemos
ressaltar que as 1-branas nao estao dentro das 2-branas, apesar de as 1-branas e as 2-branas estarem
dentro da 3-brana que estd dentro da 4-brana.
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Usando este resultado, a densidade de energia tem a forma (F.13)
p=poa”". (5.3)

Devido ao termo quadratico da equagao de Friedmann modificada (3.136), podemos obter

3

um termo a~° com um fluido que tenha densidade

Pcorda Phbrana
= 5.4
p==2 T, (5-4)
que ¢é a densidade total da soma de um gas de cordas com um gas de (2-)branas como

3 usando os

se pode ver na equacao (5.3). Assim podemos obter o termo de poeira a~
objetos geométricos. Mas apesar disso veja que na equacio de Friedmann modificada

(3.136) obtemos

Pcorda Phbrana 2pcordapbrana P%rana pgorda
H*+ K[a® = 3r1 (o + = =) + g+ grg (5 + =25+ =) A+ C/d’
(5.5)
onde \ é a tensao na brana. Obtemos respectivamente os termos de poeira, radiacao

3 —4

e curvatura espacial "efetiva” de ordem a3, a™* e a2

Y

(a curvatura espacial "efetiva’
depende do termo de curvatura espacial K com uma contribuicao dada pelos gés de cordas

L que pelos

e de branas) que querfamos mas também obtemos um termo da ordem a~
dados observacionais nao deve existir e portanto pprana = 0, mas isso anula também o
termo de poeira. Ou seja, nao é possivel obtermos apenas um termo de poeira nas equagoes

de Friedmann, este termo vem sempre acompanhado de um termo do tipo gas de branas.

Para encontrarmos um modelo mais préximo do ACDM, podemos ajustar os
parametros Phranas Peorda » A € K de modo que o termo de ordem a~! se torne desprezivel
(isto é: Pprana — 0) mas mantendo os termos de densidade relativa de poeira (x a™3) e
curvatura espacial efetiva (oc a™?) finitos e de acordo com os dados observacionais. Desta
forma obtendo um modelo de universo emergente de mundos-brana mais realistico e em

concordancia com as observagoes.

Por outro lado ¢é interessante discutirmos o modelo apenas com o gas de cordas
porque ele d4 uma nova fonte "geométrica” de radiagao para o mundo-brana. O gas de

cordas sozinho tem densidade
p = p0a727 (56)

em que Py = pPeorda © Uma constante. Substituindo a densidade (5.6) na equagao (3.136),

obtemos
H?> 4+ K/a* = tkipoa™ + Ay + Lry (pja™*/N) + C/a*, (5.7)
ou de forma mais conveniente, definimos as novas variaveis

1
H? = —-K'/a® + §A4 +pl/at (5.8)
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onde
/ 1 2
1 4p?
p.=C+ gmjyo. (5.9)

Ou seja, o gas de cordas vai redefinir os termos constantes das equacoes de Friedmann 2,
com excecao do termo referente a constante cosmologia induzida A4 que é o mesmo do
capitulo 4, ou seja a presenca do gas de cordas nao altera o termo da constante cosmologica

do universo induzido.

Assim, com a redefini¢gao das constantes (5.9), vemos que a forma encontrada da
equacao de Friedmann (5.8) é a mesma obtida anteriormente na equagao (4.1) e portanto
a forma do diagrama (u,v) e das solugoes também sdo as mesmas discutidas no capitulo 4.

Precisamos apenas discutir as consequéncias fisicas dessa redefinicdo das constantes.

5.2 Mundos-brana em AdS5 sem buraco negro

O géas de cordas contribui diretamente no surgimento da radiacao nos mundos-brana,
que antes era devido apenas a massa do buraco negro. Uma consequéncia disto é que
mesmo quando a massa do buraco negro C' = wM = 0, vamos ter um termo de densidade

relativa de radiacao dado por

1, pt
/ 2 0
= —K; —. 5.10
e a equagao (5.8) mantem a mesma forma obtida no capitulo 4 mas agora o termo de
radiacdo é dado unicamente pela densidade relativa do gas de cordas (5.10).

As equagbes para u e v tem a mesma forma que (4.36) e (4.37) o que muda sao
apenas os termos constantes que agora denotamos com linha (’) que define o invariante b',
2K’ v —u? - sy
N 2u

Outra mudanca importante é o termo K’ que agora depende do pardmetro %/-@21 Po € Nao

W= —

= constante. (5.11)

descreve mais a curvatura espacial do universo. O diagrama de fase esta na figura 23, que
¢ idéntica a figura 7, mas com a nova interpretacao dos parametros. As condig¢oes iniciais

agora sao fixadas por (5.11) e os t+ em fungao das novas constantes ficam

e (D) -

As formas das solugoes para a(t) e o(t) sd@o as mesmas do capitulo anterior dadas por

(4.44) e (4.45). Vamos analisar o que acontece no sistema de equagoes (u,v) e com seu

diagrama de fase e as consequéncias fisicas do novo parametro K'.

2 Neste ponto é importante enfatizar que K’ nao descreve a curvatura espacial, discutiremos isso com

mais detalhes mais a frente
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[a] 0 2 4 6 8 10

Figura 23 — [a] Curvas do diagrama (%=, ~&=); 7 [b] Regies definidas pelas retas sepa-
ratrizes. As hipérboles tracejadas representam universos com K’ = 0, entre

essas hipérboles temos universos K’ = 1 e acima e abaixo temos universos
abertos K’ = —1.

A primeira mudanga que podemos observar é que agora para universos fechados
(K = 1) quando K’ = 0 temos um valor critico pl;; = 5#3 po = 1. A curvas correspondentes

para este caso sao dadas pela equacao da hipérbole
2 2 1 A2
vi-ut =g (5.13)
No capitulo 4 estas solugbes correspondiam a universos planos (K = 0), mas agora
representam universos fechados (K > 0). Ou seja, devido ao termo de gas cordas, as curvas
do diagrama de fase nesta regiao sao "deslocadas” pra cima para v > 0 e pra baixo para

v < 0. E as curvas referentes a esta solugao agora sao do tipo 8, representadas na figura 24.
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Figura 24 — Curva do diagrama para universos de curvatura espacial K =0e K’ <0

As solugbes para o fator de escala e campo escalar agora sao dadas pelas equagoes

(4.62) e (4.63)
2t1/2L A
sinh (234)

ty/25A
cth (234) H . (5.15)

Este universo comega (termina) numa singularidade e termina (comeca) em de Sitter no

a’(t) =2

| (5.14)

o (t) = Tv21In

tempo passando por por uma fase de expansao (contra¢ao) acelerada e uma desacelerada.

Ainda para universos fechados (K = 1) e também para o caso plano (K = 0), outra
mudanga que temos acontece para |K| < pl, teremos que K’ < 0 embora a curvatura
espacial K > 0. Isto vai implicar que as curvas do diagrama de fase nesta regiao sao

"deslocadas” pelo termo de gas de cordas. A equacao da hipérbole para K’ < 0 fica
1
v — (u+b)? = —(b"? - §Ai) (5.16)

Antes estas curvas correspondiam a universos abertos K = —1, agora incluem também
universos com K > 0. E agora as curvas sao do mesmo tipo dos universos 7 mostradas na
figura 25. Nesta regido os universos induzidos passam por uma fase acelerada (u < %A4)
e outra desacelerada (u > y/vAy), comegam (terminam) numa singularidade (Big Bang) e

terminam (comegam) em dSy.
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H
T Sl <

Figura 25 — Curva do diagrama para universos de curvatura espacial K > 0e K' <0

Para [b'|? < A4, as solugdes correspondem as equacoes (4.81) e (4.82) dadas por

sinh ( %5 — + ) cos t/hy
) = k/\24 h (\[ Sm%l(\/_h;;f o ) (5:17)

o(t) = V21n ||cth (%) H (5.18)
Para |V/|> > Ay4, as solugdes correspondem as equagoes (4.66) e (4.67) dadas por
1 *
9 sinh (tr + 2\[) sinh (t;M — 2‘1/5)
() = — (5.19)
4 oS (ﬁ)

sinh (t Y §A4 + 2"2)
o(t) =+2In = (5.20)
sinh <t 2 : 2“\/5)

¢ novamente os universos induzidos possuem uma fase acelerada (u < (/3A4) e outra

desacelerada (u > \/3A4), comegam (terminam) numa singularidade e terminam (comegam)
em dSy. Para K < 0, temos que o invariante || > |b|, mas a evolu¢do dos universos nao
muda comparado com o caso estudado no capitulo 4. Eles possuem uma fase acelerada
(u < y/3M4) e outra desacelerada (u > 1/$A4), comegam (terminam) numa singularidade e

terminam (comegam) em dSy. O fator de escala e campo escalar sdo dados por (4.66) e

(4.67)

h %A4 o* . h t %A4 o*
9 sin 5 + 23 Sin 5 ~ %3
a*(t) = |k| vy g (5.21)
cosh (ﬁ)
lA4 .
smh( + Z )
o(t) = v2In M (5.22)
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E por fim, nas curvas referentes a universos fechados (K = 1) em que 0 < gx3 pj/\ <
1, vamos ter 3 tipos diferentes de universos em que K’ > 0. A dindmica nestes 3 casos
que mostraremos a seguir ¢ a mesma obtida no capitulo 4, a inica mudanca se da pelo
invariante que agora é dado por (5.11). Por este motivo, vamos falar brevemente sobre as

caracteriscas de cada um dos trés tipos de universos.

Para |b/|> > $A4 temos universos sempre acelerados (u < \/3A4), que comegam
num universo de d.S; com raio arbritrariamente grande, decrescem até um raio minimo
em (H = 0), e voltam a crescer até terminar novamente num universo de dSy. As curvas
destes universos sao dadas pela figura 26. O fator de escala e campo escalar sao dados
pelas equagoes (4.74) e (4.75) que sao mostradas a seguir

\/%A4 t\/%A4 o* )

9 cosh(¥3 —ZU—\/*ﬁ)cosh( 3 t35

a(t) =k - 5.23
®) 30\ cosh(%) (5:23)
t\/lA4 o*
a2 ~a) 5.24
o(t) = n ivw - (5.24)
cosh(=5— + %)
v
In

0.5

-0.5

-1.0F

Figura 26 — Curva do diagrama para universos com K = 1 e K’ > 0 para [V'|* > A4 no
intervalo (u < (/5A4)

No intervalo u > %A4, as curvas sao dadas pela figura 27. Os universos sao
desacelerados, comecam numa singularidade (Big Bang) no instante ¢y, crescem até um
raio maximo e entdo diminui até terminar em outra singularidade num tempo finito (Big
Crunch), correspondendo a tnica classe de universos com vida finita. As equagoes para
o fator de escala e campo escalar sdo dadas pelas equagoes (4.77) e (4.78) mostradas a

seguir

1 . I
o sinh (jﬁ . ;A4) sinh (jﬁ +1 ;A4>
3\ cosh(v/20*)

(5.25)
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sinh ( ‘7*2 2§A4)
o(t) = v2In (5.26)

-4

Figura 27 — Curva do diagrama para universos com K =1 e K’ > 0 para [V'|* > A4 no

intervalo (u > v/Ay)

E finalmente, para 0 < b’ < —%A4, as curvas sao dadas pela figura 28. O fator de

escala e campo escalar para v > 0 sdo dados por (4.81) e (4.82) mostrados a seguir

9 sinh ( tr) cosh (\/5 + NH)

(1) =k v2 sﬁ e V3 (5.27)
o(t) = v21In|[cth (%) ?:; H (5.28)

Este caso corresponde a um ntmero infinito de universos smgulares com uma fase acelerada
e outra desacelerada, comecam em de Sitter no tempo ¢t — —oo e terminam numa
singularidade. Para v < 0 o fator de escala e campo escalar sdo dados por (4.83) e (4.84)

mostrados a seguir

a*(t) = k V2 f V2 V3 (5.29)

+t

sinh ()

Agora os universos tem uma fase acelerada e outra desacelerada, comegam numa singulari-

cosh ( ) (5.30)

o(t) = V2In |[tanh <$§>

dade no tempo t — —o0 e se expandem indefinidamente terminando em de Sitter.
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7

—

Figura 28 — Curva do diagrama para universos com K =1 e K’ > 0 para 0 < b < —A4

A constante cosmoldgica é a mesma do capitulo 4, portanto, os universos mostrados
nesta se¢do também podem passar por uma transicao de fase nas regioes préximas das
separatrizes (|b] = A4) de forma andloga a que mostramos na se¢ao 4.4. A diferenca é que

o invariante b’ tem uma contribuicao do termo de cordas e fica

2K’ 1, (1 .2\?
b/ = \/p_{r =2 (K — §K4 p()) (6/{,4)\ . (531)

5.3 Mundos-brana em AdS5 com buraco negro e gas de cordas

Para o caso em que hé buraco negro (C' = wM > 0) junto com o gas de cordas, as
equagoes que descrevem a dindmica dos universos induzidos sao as mesmas discutidas na

segao anterior, mas agora a equagao (5.9) fica

1
K=K - gmi 00
1 ,p?
p.=C+ 6”370’ (5.32)

e temos uma nova redefinicdo dos parametros. A discussao feita na secao 5.2 referente ao
valor cfitico K’ = 0 para %/@21 po = K =1 e sobre o deslocamento das solugoes continua
valida para o caso com buraco negro. Por isso vamos discutir apenas as consequéncias do

novo termo p,. O invariante 0’ em termos das novas constantes é dado por

2K v*—u®—3A
vV =— =TT s onstante. (5.33)

Vo 2u

Como ja dissemos, o termo de densidade de radiagdo do capitulo 4 agora recebe uma

contribuicao do gés de branas e portanto p,. > p, e |[b'| < |b|. Em outras palavras, o gas de
cordas ’cria’ mais radiacao no universo induzido. Como o termo de constante cosmolégica
%A4 ¢ o mesmo independente da presenca do gas de cordas, uma consequéncia direta do
novo termo p/. acontece proximo das retas separatrizes. Vamos observar uma transigao de

fase em relacao aos universo que discutimos no capitulo 4.
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No capitulo 4, para b = + %A4 e K =1, temos separatrizes correspondentes a

universos do tipo 3, com curva correspondente no diagrama de fase

v==(u— 1/;A4) (5.34)

representada na figura 8. Para u < \/%, o fator de escala e campo escalar sao dados
por (4.52) e (4.53) que correspondem a universos fechados e sempre acelerados, comegam
(terminam) num universo estético de Einstein e terminam (comecam) em dS,. Agora,
a0 acrescentarmos o gas de cordas sobre a brana, o invariante serd dado por b’ e como

|b'| < |b], vamos ter

2K’ 1, 1 4P = 1
b = _\/p_; = 2(K — g/@l po)(C + 654x> 2 <b< §A4, (535)
logo, b/ < — %A4. A curva correspondente no diagrama de fase entao é dada por
1
v — (u+0)* = —(b* — gAi) (5.36)

que nao é mais uma separatriz, e que corresponde a regiao 11, com curvas de universo
tipo 11 representadas pela figura 29. As solugoes do fator de escala na regiao I11_ sao
dadas por (4.83) e (4.84) e na regido I11, por (4.81) e (4.82), que correspondem a universos
fechados (K = 1), singulares e com uma fase acelerada e uma desacelerada, comegam

(terminam) numa singularidade, e terminam (comegam) em dSj.
v
I

I

Figura 29 — Curva do diagrama para universo tipo 11.

Ou seja, em resumo, no exemplo acima um universo do tipo 3 (ndo singular) passa
a corresponder a um universo tipo 11 (singular) com a introdugao do gas de cordas. Assim
a contribui¢cao do gés de cordas na densidade de radiagao dos universos emergentes produz
uma transicao de fase na regiao do diagrama préxima das retas separatrizes. (Este efeito
também acontece nas separatrizes referentes a universos do tipo 5, mas este é um exemplo

menos drastico porque a evolugdo do universo é qualitativamente basicamente a mesma.)
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6 Conclusao

A elegancia da realizacao do nosso universo 4-dimensional como um mundo-brana,
ou seja uma hiper-superfice embutida no espago-tempo AdS5 com um buraco negro, esta no
fato que introduzindo uma dimensao espacial a mais podemos considerar somente conceitos
e objetos puramente geométricos em 4+1-dimensoes e obter um universo emergente de

FRW com densidade de matéria sobre a brana.

Devido a modificacao das equagdes de Einstein para a métrica induzida sobre
nossa 3-brana, a partir das contribuicoes provenientes da geometria extrinseca, junto com
as densidades geométricas das 2-branas e do "gas de cordas césmicas” (1-branas) nos

deduzimos a densidade do fluido efetivo

Pcorda, Phbrana, Ppoeira Pr
err =M+ - - + = 6.1
Peii 4 a? a a? at (6.1)

que involve os ingredientes do modelo cosmolédgico padrao: radiagao e poeira, junto com
os termos de gas de branas e cordas e uma curvatura espacial efetiva (que depende de
K e do termo de gas de cordas peorda). Uma parte da densidade relativa de radiagao, a
constante p,, é determinada pelo valor da massa do buraco negro 5-dimensional. A forma
desta densidade, como os parametros cosmolégicos (as constantes definindo p.ss), sdo de

origem geométrica.
Os problemas resolvidos nos capitulos 4 e 5 sao:

(a) A construgao explicita das solugdes do tipo FRW para o fator de escala a(t) e

para o campo escalar o(t);

(b) A investigacao dos comportamentos diferentes dos universos com os métodos de
sistemas dinamicos de primeira ordem, dependendo dos valores relativos dos parametros

cosmologicos para universos fechados (K = 1), abertos (K = —1) e planos (K = 0).

Objetivo principal desta investigacao é a descricao e a classificacao das diferentes
histérias do universo em funcao dos valores diferentes destes parametros, correspondentes

a diferentes classes de condigOes iniciais.

No capitulo 4 analisamos a evolugao dos mundos-brana para uma 3-brana (universo
4-dimensional) imersa num espago-tempo de BN-AdS; preenchido por radiagao e constante
cosmoldgica positiva. A analise das propriedades das solugoes nos permitiu concluir
que existem onze tipos de universos com evolugoes diferentes: singulares, com uma ou
duas singularidades do tipo big-bang ou big-crunch; nao-singulares do tipo ricochete,
comecando e terminando num universo de de Sitter; ou o caso particular de um universo
acelerado comecando num universo estatico de Einstein e terminando como universo de

de Sitter. Todos esses universos sao eternamente acelerados, como no caso de dS-dS, ou
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desacelerados, como os universos com duas singularidades do tipo big-bang/big-crunch.
Uma outra familia infinita de universos fechados tem propriedades mais proximas das
observadas em nosso universo, do tipo big-bang-dS em expansao eterna, e periodos de
desaceleracao e aceleracao final. Existe somente um universo com K = 0 em expansao
do tipo big-bang-dS, e um outro em contragdo comecando como dS e terminando com
uma singularidade final "big-crunch”. As pequenas mudancas dos valores dos parametros
(ou das condigdes iniciais) ao redor dequelas exclusivas para os universos planos leva a
mudancas drasticas nas propriedades dos universos "vizinhos”: os universos planos sofrem
uma “transicao” para universos fechados ou abertos. Um fendmeno similar de mudangas
significativas das caracteristicas dos universos ¢ observada no caso do universo do tipo
Einstein-estatico-de Siter, que se tornam universos do tipo dS-dS ou big-bang-dS, quando
pequenas variagoes das condigoes inicias sao consideradas. Estes fenomenos poderiam ser
compreendidos comparando os potenciais do campo escalar nestes casos. As mudancas
das historias dos universos produzidas pelas pequenas variagoes dos parametros do fluido
efetivo (constante cosmologica A4 e densidade relativa da radiagao p,) correspondem a

uma mudanga significativa da forma do potencial do campo escalar.

No capitulo 5 nés analisamos o que acontece com os modelos mais simples discutidos
no capitulo 4, introduzindo um termo de matéria do tipo gas de cordas sobre a 3-brana
imersa num espaco AdS5 ou no espago BN-AdS5. Mostramos que a forma efetiva das
equagoes de Friedmann fica a igual a do Capitulo 4, e as propriedades dos diferentes
universos ¢ determinada pelo mesmo sistema dinamico. Porém as condigoes iniciais de
cada solugao agora dependem também de um novo parametro p.o.qq, & densidade relativa
do gas de cordas. Este novo termo de materia "geométrica” contribui diretamente para o
termo representando densidade radiagao, e na auséncia do buraco negro, com M = 0 da,
sozinho, a origem da radiacao sobre a 3-brana. Vimos na secao 5.1 que esta contribuicao
dada pelo gés de brana "levanta” as hipérboles do diagrama de fase (u,v), e faz com
que préximo dos pontos criticos dados por by = v/A4 0s universos sofram uma transicao,
podendo mudar totalmente sua evolucao. Isto €, os universos que antes eram singulares

passam a ser nao-singulares e vice-versa.

Neste trabalho nds conseguimos descrever de forma bem sucedida a dependéncia
das evolugdes do universo do tipo mundo-brana no caso especifico quando a geometria
5-dimensional induz um fluido efetivo composto de radiagdo e uma constante cosmologica
positiva. No inicio do capitulo 5 nés discutimos um caso mais realistico em que consideramos
sobre a brana junto com um gés de corda (1-brana) um gés de brana (2-brana) também.
Noés obtivemos um termo de densidade de matéria induzida correspondente a poeira, entre
outros ingredientes do modelo cosmolégico padrao. Existem evidencias que o sistema
dindmico (H, ) descrevendo este caso mais realistico, mesmo bem complicado, permite
ainda uma classificacdo completa das possiveis evolugoes do universo FRW em funcao das

condicOes iniciais.
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APENDICE A — Convencdes e notacdes

Neste trabalho de monografia usamos as seguintes convengoes.
— Usamos a assinatura da métrica definida como (— + + + +).

— Usamos a convenc¢ao de Einstein para a soma de indices repetidos. Por exemplo,
3 3

3
Gudatde” =3 gudatdr” e 0yt =) oyl (A1)
i_1

pn=0rv=0

—Usamos unidades naturais em que a velocidade da luz ¢ = 1.
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APENDICE B - Deducio das equacdes de

Gauss-Codazzi

A seguir vamos demonstrar as equagoes (3.50) e (3.51). Usando (3.39) para o vetor

eo, temos:
(). Beb [Ses — eKgpn, (B.1)
onde usamos (eg)f,, = d¢ e (eg), = I';,.. Derivando (B.1) e contraindo com €7, encontramos:
(€5.5¢8 )y = g €h el + € el (B.2)
usando (B.1) no segundo termo:
(63;565);w = a[%/ebe +Ije aﬁed €Kpceqqn®, (B.3)
usando (B.1) novamente no segundo termo, obtemos:
(eggﬁef); =e [Mebﬂe — eKyeeq gn® + If (D¢ e — eKoqn®), (B.4)
temos que a derivada covariante:
(T%eq — eKagpn®).el = (T4 e — (eKupn®) -, + rs, (T¢,el — eKyn®)el (B.5)
pode ser reescrita como:
(T%e5 — eKgn®). el = Fab eq + dee“*ed7 eKapcna — eKgpeln? (B.6)
novamente substituindo (B.1) no segundo termo, obtemos:
(Tdpes — eKapn®),yel =T, e5 + T (chef eKgen®) — eKapcna — eKgelnl, (B.7)
de acordo com (B.1), temos:
(eg;ﬁebﬁ) el = (Tqeq — eKun®),,el (B.8)
igualando (B.4) e (B.7) temos entdo:
e ﬂveb el = e, .eq+Td decef eI, Kgen® — (B.9)
eKapen® — eKgpnie —T¢ Fadef + eI K gqn® + eKbceg;ﬁnﬂ, (B.10)
por fim, calculando o comutador:
Ca; 576567 ea ~B3b e’y = (ng c F(chc p T F bF Fgcrilcb)e? - (Bll)
en (Kab,c - Fachb - Kac,b + FabKdC) + eKacnweb - eKabn%eZ. (B12)
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Note que o primeiro termo entre parénteses ¢ o tensor de Riemann R{:Cb em V, somando e

subtraindo 'Y, K4, no segundo termo entre parénteses, obtemos:

es mefe Rabcef en®(Kapje — Kacp) + eKacn?veZ — eKapnlel. (B.13)

O tensor de Riemann pode ser escrito como:

portanto:
s
amefjev = —Rs. e, vedeled (B.15)
obtemos portanto:
Rz eqey Jel = R™ el + en(Kupje — Kaoep) + eKanie) — eKqent ey (B.16)

A projecao tangencial ao longo de ¢!} resulta:
Raprseley€lel = Rapea + €(KaaKe — KacKa), (B.17)

E sua projecao normal ao longo de n,,, sera:
ngvn“eg‘efez = Kaple — Kacpp- (B.18)

Estas sao as equagoes de Gauss-Codazzi.
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APENDICE C - Espaco-tempo de de Sitter

O espaco de de Sitter em 4 dimensoes pode ser definido como um hiperboléide imerso
em um espago-tempo de Minkowski com dimensao 5 com coordenadas { X, X1,..., X4}

O hiperboldéide é definido pela quadrica

—X+> X2 =17 (C.1)
e a métrica de Minkowski é
4
dS® = —dX;+ > dX, (C.2)
u=1

Diferenciando a equacio da quéadrica (C.1), isolando X7 e substituindo na métrica (C.2),

temos a métrica intrinseca sobre o hiperboldide

(= XodXo + X1dX; + XodXs + X3dX5)?
XZ-X2-X;- X2

ds®* = —dXZ +dX? +dX3 +dXZ — (C.3)

Podemos parametrizar a superficie imersa no espaco de 5 dimensoes utilizando

apenas 4 coordenadas.

C.1 Sistema de coordenadas globais
As coordenadas X" podem ser escritas como:

X" = Lsinht (C.4)
X" = Lw'cosht (C.5)

em que w' é descrito na secao 2.2.1 Este sistema, além de satisfazer a equacao da quédrica,
cobre toda a superficie do hiperboléide, o que justifica a maneira como é chamado. A

métrica pode ser escrita como:
ds? = L*(—dt* + cosh®t d2) (C.6)
onde dQ32 = 37, (dw?)?, fornece o elemento de linha sobre uma hiperesfera. No sistema

global, a superficie do hiperboldide é fatiada em 3-esferas para t constante.

Repare que a métrica (C.6) é uma métrica FRW com K > 0 e fator de escala
a(t) = cosh t. Portanto o espago de de Sitter pode ser representado como um universo de

Friedmann com curvatura positiva.
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C.2 Sistema de coordenadas planas

Agora as coordenadas sao escolhidas como:

1 .
X" = Lsinht + ﬁet/L > (z')? (C.7)
Xt = gletlt (C.8)
1 )
X*= Lcosht — iet/L > (')? (C.9)

com ¢ = 1,2,3. Este sistema, ao contrario das coordenadas globais, nao cobre toda a
superficie do hiperboléide, uma vez que X* + X% = Le=* > 0. Com isto, o sistema cobre

apenas metade do hiperboldide. A métrica é escrita como:
ds? = —dt* 4 /15, da’da? (C.10)

Fazendo t constante, temos espacos euclidianos planos. Esta métrica ¢ de FRW com a

constante de Hubble H = a/a igual ao inverso do raio do hiperboléide:
H=1/L (C.11)

Ou seja: o espago-tempo de de Sitter (mais precisamente, metade do hiperboléide) descreve

um universo plano preenchido apenas por uma constante cosmologica

A=/3/L. (C.12)

C.3 Sistema de coordenadas estaticas

Neste sistema escolhemos as coordenadas como:

inh ¢
X0 =1z 2228 (C.13)

L
X'=VI2— r?cozht (C.14)
X' =yt (C.15)

com 7 = 1, 2. Podemos novamente ver que a equacao do hiperboldide é satisfeita e a métrica

pode ser escrita como:

dr?

ds* = — (1 — T2/L2) dt* +

Na esfera r = L temos que (1 — %7"2) = 0, que é uma singularidade da métrica. Quando

1
L2
coordenadas tipo-espaco e tipo-tempo se invertem. Os cones de luz entao se inclinam para

a coordenada radial r cruza a fronteira r = L, o coeficiente (1 — 7"2) muda de sinal, e as

fora da superficie do horizonte, tornando impossivel o contato causal entre as regides com

r<Ler>1L.
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Esta situacao é analoga ao que acontece em um buraco negro, cuja métrica, a

métrica de Schwarzschild, é dada por [28]
2 2 2\ 7,2 2 2\l 202
dsBN:—(l—rM/r>dt —|—(1—7“M/7“) dr® 4 r<dQ*, (C.17)

onde 1y = 2GM/c? é chamado de raio de Schwarzschild, e delimita o horizonte de eventos,
de dentro do qual a luz nao consegue escapar. Mas repare que no buraco negro temos um
efeito “inverso”: a luz ndo consegue sair de dentro da esfera de raio r = rj;, enquanto no

horizonte de de Sitter a luz ndo consegue entrar na esfera de raio r = L.
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APENDICE D - Decomposicio de tensores

sobre uma hipersuperficie

Seja A% um vetor tangente & hipersuperficie S, ou seja:
na A% = ng AP = ng AP0 = =0, (D.1)

com n, normais a S, tal que: non® = +1. Temos que A%’ é ortogonal a vetor normal n, e
portanto tangente a S. Podemos usar a condigao de ortogonalidade (3.11) para compara-los

com os D-tensores e, tangentes a A*8 usando a relacdo a seguir:

AP = el | AW (D.2)
vemos que (D.2) satisfaz a condi¢do (D.1), de maneira andloga temos:

Ag = €€} . AP (D.3)

Podemos escrever a inversa da métrica, ¢®”, em termos da métrica induzida h®, da seguinte
forma:
g% = e h® + en®n”. (D.4)

Que de fato nos fornece o produto interno no espago tangente de S com base (e, n®), uma
vez que fornece o produto interno correto para os vetores de sua base, como mostraremos

a seguir: O produto dos vetores ortogonais €, e 7, dado por:
Jopn®ey = (Japgaretesh® + engng)ne; =0, (D.5)

satisfaz a condic¢ao de ortogonalidade entre os tensores n® e ef . Da mesma forma que o

produto entre os vetores tangentes n, e ng:

gaﬁnang = e(nen®)? =¢, (D.6)

também fornece o resultado esperado. E por fim, o produto entre os vetores tangentes e, e
€y, nos da:

gagegef = (gwgﬁye‘c‘eghc‘i + enanﬁ)eg‘ef

= Gape el ga ey eih = hachpah® = 0%hpg = hap, (D.7)

que nos fornece o resutaldo esperado e estd de acordo com (3.7). Podemos decompor um
tensor qualquer 7" em uma parte ortogonal e outra tangencial a hipersuperficie S, para

isto usaremos o projetor:
hof = g*F — enn”, (D.8)
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que se transforma como um tensor covariante em S. O tensor hET*" sera tangencial a S:
n hETH = n,(gh — enfny ) TH = (1 — en*n,)n, T =0, (D.9)
e a projecao para todos os indices fica:
TH = hithf.. T (D.10)
Podemos entao escrever T+ em parte puramente tangencial e outra normal:
T = hihg. . T + nang... T nin”, (D.11)

onde o primeiro termo do lado direito da igualdade corresponde a parte tangencial e o
segundo & normal a S. O projetor (D.8) é uma extensao da métrica induzida h® para

todo espago V, e comparando (D.8) e (D.4) vemos que:
hel = e%el B, (D.12)

que corresponde & relacdo (D.2). E importante ressaltar que, embora h% seja um d-tensor,
e portanto, se transforma como escalar em V), sua extensao, ho‘ﬂ, se comporta como tensor

de ordem dois.
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APENDICE E - Equacdes de Friedmann

para uma brana com densidade de energia

constante

Vamos encontrar as equagoes de Friedmann usando uma abordagem variacional
para o caso de uma brana com densidade de energia e tensdo A constantes. A langrangiana

de matéria sobre a brana é dada por

1
— [ dtar = A/ Az T (E.1)
2 v

K /@21

em que k3 = 887Gy é a constante de Newton 4-dimensional. A acdo! com a parte da matéria
(E.1), usando (3.102) fica:

1 3 1 A
Sy = 7/ dx/—g <R+ ) + —2/ d*zv/—hK + —2/ d'av/—h (E.2)
Ky JV Ky Jov oV

2
Lg 4 KRy

em que k7 = 167G5, k] = 8TGy e g ¢ a métrica em V com (a,b=0,1,2,3,4) e hy, é a

métrica induzida e (p,v) =0,1,2,3.

A métrica induzida pode ser escrita como em termos de g, como a seguir
hyw = G — Ny (E.3)

que corresponde ao projetor (D.8) definido na segao anterior. E a curvatura extriseca é
definida como:

K, = h*,h°,Vans. (E.4)
E usando as defini¢cdes da secao 3.2, as equagoes de movimento serao:

3

1
Ry — =Rgwy = ——9a E.5
v = 3R = =5 30w (E.5)
K, — Khy, = —2\h,, (E.6)
Tirando o traco na segunda equacao, obtemos K = %, portanto:
2)\2
K, = %hw (E.7)

. Vamos agora descrever o espago-tempo de Schwarzschild-Anti-de-Sitter. Considere as

coordenadas do tipo (¢, a,dS)3), pelo teorema de Birkhoff, temos:

dSs* = — f(a)dt® + f~1(a)da® + a?dQs* (k) (E.8)

A agdo (E.2) apresenta um termo de Gibbons-Hawking referente a borda do espago-tempo de
Schwarzschild-AdS, porém este termo é descartado ao fixar a borda do espago no infinito.

1
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Onde k = +1,0 é a curvatura e f(a) = ;—522 +k— b com w = % e Vi3 =277 (2).

Para encontrar as equacoes da brana considere:

dS,* = —dr* + a*(1)dQy” (E.9)

Com vetores tangentes u® = ddi: e normal n*, de modo que:
nug, =0 (E.10)
nng =1, (E.11)

Podemos usar o elemento de linha em V sobre a brana com as coordenadas z®

(t(7),a(r),d2s3) em fungdo das coordenadas da brana, como a seguir:

2
dS5*||brana = (—P f(a) + fc(‘ )> dr? + a*(1)dQs” = —dt? + a*(7)dQs". (E.12)
a
Portanto o
—i*f(a) + =-1 E.13
@+ 1@ (E.13)
Que representa a condi¢ao u*u, = —1, e portanto:
u'(7) = (t(r), a(r),0,0). (E.14)
Entao, n, sera:
ng = (—a(r),(r),0,0,0). (E.15)

Vemos que n, satisfaz n,n® =1 e u*n, = 0. Vamos agora calcular a curvatura extrinseca.

Os termos diferentes de zero para a parte angular de K, serao:
Kgigihagihbgi = hagiV(angi) = —Fagigi (E.16)

Usando a métrica:
Gab = (_f7 f717a2791aa’27927a2703) (El?)

O tnico termo diferente de zero é:

o0, = ";aaa(geiai) = —fav,6;- (E.18)
E portanto:
Ko.p, = — fatve,, (E.19)
que usando (E.7), obtemos
fi = ;)\a. (E.20)

Temos entao:
a? =12f% — f, (E.21)
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substituindo f(a) = %22 + K — 4k resulta:
5
N 2,.2
<a> ot 1B ek (E.22)

a 6 L2 a2 at

A equagao (E.22) que corresponde a primeira equacao de Friedmann para um universo

preenchido por radiacao e constante cosmoldgica. Repare que esta equacao equivale a

(3.136) com p = const. com os termos constantes redefinidos Definindo

pr = waMs
1A4 [ Nws 1
3 6 L2
1 Pr
m = A BOIWE
P 3k2 * K2a*
a equagao (F.22) fica
K
H? = 2Pm 2
56 T a2

(E.23)

(E.24)

esta forma corresponde a maneira mais usual da equacao de Friedmann. Vamos

agora encontrar a segunda equagao de Friedmann. Considere agora a projegao tangencial

de K,

K

v via b a, b a b
wutu” = u'u’h Y Veny = u'u’Veny = —uu,Veu®,

onde usamos V,(u’ny) = u’Vany + nyV,u® = 0. Portanto:

K utu” = —ny (U0’ + uT’ you’),
em que:
u®O,ub = uoyub = ub.
Entao:
K, utu” = —ng(® 4+ u T .u).

Nos resta calcular os I' restantes. Os tnicos termos que nao sao nulos sao:

1
Fl '
00 2ff
f/
Fil = _g
f/
Fgl = g

Substituindo em (E.29), obtemos:

... 3f. 1,
Kw,u“u”:at—thrﬁtaQ—it?’f’f.

(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E.31)

(E.32)

(E.33)
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Podemos excluir a dependéncia em ¢, como faremos a seguir. Considere a derivada em
relagdo a 7 de (E.13):

d oo oy d
que fornece:
. fla  aa f .

substituindo em (E.33), obtemos:

K ut” = tdf <f —1 f> 2];/15 (f + 12a? f27f4> (E.36)

Note que, usando % +12f =—1,

.9 22
C}Hza? - L Y (C} —fi) — 21— {2f = 1, (E.37)
e portanto:
. . f
a f (@+9)
Ky, u'v' = —— — =— = — —, E.38
U Fi o i (E-38)
Vamos em seguida deduzir as equagoes de Friedmann usando os resultados obtidos. Usando
K, =hu 34, temos:
oV A v
K, u'v” = huvgu (T (E.39)
(E.40)
Que nos leva:
!/
)\ .
temos que:
af  2a 2p
== == d E.42
/ da L2 + at ( )
Logo
.oa  pe (F5)?

Esta corresponde a segunda equacgao de Friedmann para um universo preenchido por

radiacao e constante cosmologica.

Encontramos as equacoes de Friedmann para um universo FRW preenchido por

radiagdo e constante cosmolégica positiva, usando (E.23) e (E.23) obtemos

2 _ Pr
. a Py K5\ 2

onde p, e Ay sdao dados por E.23. Este resultado mostra que, partindo de conceitos

puramente geométricos de um espago-tempo de Schwarzschild-AdS5; com uma brana,



APENDICE E. Equagées de Friedmann para wma brana com densidade de energia constante 99

induzimos um universo com radiagao e constante cosmoldgica positiva (com Ay # %) sobre
5
esta brana. As caracteristicas deste universo induzido dependem apenas dos parametros
geométricos (M K2 %) que descrevem o espago-tempo 5-dimensional e do termo constante
5

de energia superficial da brana ().
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APENDICE F — Equacio de estado para um

gas de p-branas

Nesta secao iremos encontrar a equacao de estado para um gas de p-branas. A

deducao a seguir ¢ apresentada em [48].

Sejam z#, com = 0,1,2,...,d coordenadas no espaco V de métrica g,3 no qual se
move uma p-brana com coordenadas em sua folha-mundo dadas por ¢#, com A =0,1,....p
e métrica induzida hgp,. A acao de Dirac-Born-Infeld que descreve a dindmica de um gas
de p-branas é dada por

S, = —Tp/dpﬂyhﬁ (F.1)
O parametro 7, é a 'tensao’ na brana. Esta agao é simplesmente a integral covariante do

volume da brana. Descrevendo a brana como uma superficie parametrizada pelas equagoes
zt = X*(0),
podemos escreever a a¢ao como uma integral sobre o espago-tempo,

S, = -, / i+l / A+ B384 (o — XH(0)). (F.2)

O tensor de energia-momento sera portanto

1 0.5,

T = —2|g |_769 .
nv

(F.3)

A dependéncia em g,,,; temos

oV —h = Qéhab (F.4)

e dhap — X X"y, logo

OGuv
T (z) = -, / d"Ho| — B|ERPXE XY 07 (2 — XH(0)). (F.5)

A densindade de energia p da brana é dada pela componente T%, e seu vetor momento

T% . Vamos escolher a seguinte parametrizacao
o*=X" hoo=—V—h, ho=0 (F.6)
em que a = 1, ..., p. Temos entao a compontente do tensor energia-momento

T = T / dp+105d+1(x0 ) (F.7)



APENDICE F. Equagio de estado para um gds de p-branas 101

integrando em ¢, obtemos a densidade de energia
p= Tp/dpad(xj ~ X’(0)) E= /dpxp(xj) =1,V (F.8)

¢ a energia total da brana, com o volume da brana V, = [ d’o.

A pressao é obtida a partir da média espacial do trago g;;7"; uma vez que X° , =

0% = 0, temos hg, = gu X" X"y = g;; X' X7 ;; contraindo com h®, temos h®hg, =
h“in@X@b, entao

X' Xip = hOX? + h%hy, (F.9)

como —/—h = hgy = X* X, 0= —1+ X?, e por fim
T, =1, / dol(p + XX, — otz — X*(0)) (F.10)
a pressao é dada por

<T >
d

(p+ 1)<)ij<i> - Z} /dp05p+1(x“ — X*"(0)).

P

em que a integral é a densidade de energia (F.8), e temos a equagao de estado

com w, = E-y? — 2. No limite ndo relativistico,v? ~ 0, e obtemos
p
Wy = —= F.12
p d ( )

esta é a equagao de estado que buscavamos.

Usando as equagoes de Friedmann e da continuidade, obtemos
p(a) = poa~ 1+ (F.13)

em que p ¢ a constante de integracgao.
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