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RESUMO

Duas classes de parametrizagoes de superficies triangulares sao propostas
nesta dissertacao: parametrizacoes planares e esféricas. Podemos destacar
dentre as aplicagoes de parametrizagoes, mapeamento de textura e manipu-
lagao/deformagao de superficies.

No caso planar, uma superficie com bordo é parametrizada em um po-
ligono convexo planar, a partir da imersao planar do grafo associado a su-
perficie. A teoria apresentada caracteriza o conjunto das parametrizagoes
de uma dada superficie, em um poligono convexo, a partir de matrizes que
satisfazem um conjunto de condigoes.

No caso esférico, resultados avancados da teoria de grafos sao utilizados
para determinar parametrizacoes de superficies fechadas. Neste caso, carac-
terizamos o conjunto de parametrizacoes esféricas de uma dada superficie
como o conjunto de todas as imersoes esféricas do grafo da superficie em
que cada vértice é a projecao esférica de alguma combinagao convexa de seus
vizinhos.

Em ambos os casos, algoritmos baseados na metodologia proposta foram
implementados e apresentamos alguns resultados obtidos pelos algoritmos
propostos. Os resultados sao analisados e as limitagoes dos algoritmos sao
discutidas.

Palavras-chave: parametrizacao, superficie, imersao, grafos.



ABSTRACT

Two types of triangular surface parameterizations are proposed in this
work: spherical and planar parameterization. We highlight among the appli-
cations of this technique, texture mapping and manipulation/deformation of
surfaces.

In the planar case, a surface with boundary is parameterized in a planar
convex polygon, as from the planar immersion of its graph. The theory
presented characterizes the set of parameterizations of a given surface, when
convex polygon is fixed, from matrices which satisfy a set of conditions.

In the case spherical, advanced results of graph theory are used to deter-
mine parameterizations of closed surfaces. In this case, we characterize the
set of spherical parameterizations of a given surface as the set of all spherical
immersions of your graph where each vertex is a spherical projection of some
convex combination of its neighbors.

In both cases, algorithms based on the methodology propose have been
implemented and we presente some results obtained by the proposed algo-
rithms. The results are analyzed and limitations of the algorithms are dis-
cussed.

Keywords: parameterization, superface, immersion, graph.
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Introducao

O conceito de superficie encontra aplicagoes em fisica, engenharia, computa-
¢ao grafica, e muitas outras areas, principalmente na representacao de obje-
tos. Por exemplo, na analise das propriedades aerodinamicas de um aviao, o
fluxo de ar ao longo da sua superficie é extremamente importante. Em com-
putacao grafica, manipulagao, deformagao e visualizacao de objetos podem
ser obtidas através da representacao discreta de sua superficie.

Em geral, uma superficie é discretizada por uma malha triangular. A
representacao discreta de superficie por triangulagao é muito importante por
suas propriedades. Outras representacoes discretas de superficies podem ser
encontradas na literatura, porém, sempre podemos obter uma representacao
por triangulacao a partir de processamentos geométricos.

A teoria de mapeamento entre superficies é bem fundamentada no caso
continuo pela geometria diferencial classica. Contudo, sabe-se bem menos
sobre o caso discreto de superficies. No limite o comportamento da malha
converge para o caso continuo, mas na aplicacao pratica as malhas estao
“longe o suficiente” desse limite de modo que o comportamento deve ser
descrito de forma particular mesmo que inspirado pela geometria diferencial
classica.

Parametrizar uma superficie triangular S C R? é o problema de mapear os
vértices de uma superficie linear por partes em um dominio continuo D C R3
de tal forma que o conjunto de triangulos induzido pela conectividade da
malha triangular S seja também uma superficie triangular. Com este obje-
tivo, alguns métodos de parametrizacao de superficie foram desenvolvidos.
O principal desafio da parametrizacao é construir uma superficie triangular
equivalente que melhor corresponda a geometria da superficie.

Duas classes de parametrizagoes serao discutidas nesta dissertacao: pa-
rametrizacao planar e parametrizacao esférica. A parametrizacao planar é
uma parametrizacao em que o dominio da parametrizacao D esta contido
em R2. Neste trabalho, tomamos como dominio da parametrizacio, o disco
unitario e apenas superficies topologicamente equivalentes ao disco unitério
serao parametrizadas. Por outro lado, a parametrizacao esférica utiliza o



conjunto D = S?; ou seja, a esfera; como dominio da parametrizacao e, da
mesma forma, apenas superficies topologicamente equivalentes a esfera serao
parametrizadas neste dominio.

A parametrizacao planar é a forma mais natural para mapeamento de
textura. Porém, em outras aplicagoes, tais como manipulagao e amostragem
de superficies fechadas, um dominio topologicamente equivalente obtém re-
sultados melhores. De forma geral, a parametrizacao é uma tarefa dificil,
pois busca-se uma bijecao que minimize a distor¢ao da superficie original.

Em ambos os casos, a conectividade da malha da superficie discreta seréa
o principio basico da formulacao das parametrizagoes.

Uma superficie triangular S pode ser definida como uma imersao em R?
de um grafo G dado pela malha da superficie. Para obter uma parametrizagao
de S, tem-se adotado a estratégia de imergir o grafo dado pela conectividade
da malha no dominio da parametrizacao.

No caso planar, a parametrizacao é obtida fixando a fronteira da superfi-
cie numa poligonal planar convexa D e resolvendo um sistema linear definido
a partir da teoria de coordenadas baricéntricas. Este resultado foi demons-
trado por Tutte usando resultados avangados da teoria de grafos [8]. De fato,
ainda mostramos que podemos caracterizar o conjunto das parametrizagoes
de superficies triangulares com fronteiras no poligono limitado por D como
o conjunto de parametrizacoes definidas a partir da solugao de um sistema
fixando a fronteira da superficie na poligonal convexa D e variando a ma-
triz do sistema. Diversas maneiras de se obter os pesos desta matriz sao
encontradas na literatura onde a variacao destes pesos se deve a busca de
propriedades que sao importantes para determinadas aplicagoes.
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Figura 1: Parametrizagao de uma superficie triangular. Da esquerda para
direita: a malha da superficie; a fronteira da superficie é fixada numa poligo-
nal convexa sobre o circulo unitario; e a parametrizacao planar obtida pelo
algoritmo a partir da solugao de um sistema.



No caso esférico, a superficie é fechada e, portanto, sem fronteira. A
generalizagao da teoria das coordenadas baricéntricas para a imersao esférica
nao é possivel em geral. Assim as mesmas técnicas utilizadas para o caso
planar nao podem ser aplicadas diretamente em parametrizagoes esféricas.

A teoria estabelecida sobre parametriza¢oes descreve que em um grafo
definido a partir de uma superficie triangular fechada, a posicao dos vértices
formam uma triangulagao esférica (i.e. nao ha tridngulos sobrepostos) se,
e somente se, cada vértice tem sua posicao dada pela projecao esférica de
alguma combinagao convexa das posi¢oes de seus vizinhos [11].

A teoria que descrevemos, porém, determina uma parametrizacao esférica
para uma superficie fechada a partir da solucao de um sistema quadrético.
Essa teoria faz uso do chamado ntimero de Colin de Verdiere, o qual da uma
descrigao precisa de quando um grafo pode ser imerso numa esfera formando
uma triangulagao esférica valida [4]. Portanto, enquanto no caso planar a
parametrizacao ¢ dada pela solucao de um sistema linear que é obtida a
partir da inversao de uma matriz, para resolver o sistema quadratico da
parametrizacao esférica recorremos a um método de otimizacao nao-linear.

Figura 2: Parametrizacao de uma superficie triangular fechada. Da esquerda
para direita: a malha da superficie; a parametrizacao esférica obtida pelo
algoritmo a partir da solugao de um sistema quadrético; e uma ampliacao da
regiao de parametrizagao da orelha do coelho.

Algoritmos para parametrizagoes planar e esférica foram desenvolvidos
baseado na teoria apresentada. Os resultados obtidos pelos algoritmos para
a parametrizacao de superficies triangulares com fronteiras ou fechadas de-
monstram a eficiéncia numérica dos algoritmos apresentados.

A dissertagao esté dividida nos seguintes capitulos:

Capitulo 1: apresenta de maneira sucinta as defini¢oes bésicas que usare-
mos nas formulagoes das parametrizacoes de superficies triangulares.



Capitulo 2: resultados da teoria de grafos sao utilizados para obter parame-
trizagoes planares de superficies triangulares com fronteira. Algoritmos
baseados na teoria apresentada foram desenvolvidos e os resultados ob-
tidos a partir desta metodologia sao ilustrados e demonstram a robustez
e eficiéncia numérica do método.

Capitulo 3: também baseado em resultados da teoria de grafos, apresenta-
mos uma metodologia para parametrizagoes de superficies triangulares
fechadas. A parametrizacao é obtida a partir da solu¢ao de um sistema
nao-linear, no qual recorremos a um método de otimizacao nao-linear.
Outros algoritmos sao apresentados, ou reduzindo a parametrizacao a
casos planares, ou baseado em uma heuristica também motivada pelo
caso planar. As abordagens apresentadas s@o comparadas a partir dos
resultados obtidos.

Capitulo 4: os resultados apresentados sao discutidos do ponto de vista
computacional e as principais limitagoes das metodologias propostas
sao apresentadas. Por ultimo, a perspectiva de avancos neste trabalho
¢ discutida.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo apresentamos o objeto de trabalho dessa dissertagao: uma
superficie triangular. Veremos também as defini¢oes basicas de grafos com
o objetivo de criar o ambiente adequado para o estudo de parametrizacoes
destas superficies.

1.1 Superficie Regular

Em matematica, especificamente na topologia, uma superficie € uma varie-
dade bidimensional topolégica [6]. Os exemplos mais conhecidos sao os que
surgem como os limites de objetos solidos do espaco, por exemplo, a esfera
(superficie de uma bola) e o disco. Por outro lado, ha superficies, tais como
a garrafa de Klein, que nao podem ser definidas no espago tridimensional
euclidiano sem a introdugao de singularidades ou auto-intersegoes.

O conceito de superficie encontra aplicagbes em fisica, engenharia, com-
putacao gréafica, e muitas outras areas, principalmente na representacao de
objetos. Por exemplo, na analise das propriedades aerodindmicas de um
aviao, o fluxo de ar ao longo da sua superficie é extremamente importante.
Em computacao grafica, manipulagao, deformagao e visualizacao de objetos
podem ser obtidas através da representagao discreta de sua superficie [18] 27].

Historicamente, as superficies foram inicialmente definidas como subcon-
juntos de espagos euclidianos. Muitas vezes, essas superficies sao definidas
como o conjunto de zeros de certas fungoes polinomiais. Tal defini¢ao consi-
dera a superficie como parte de um espago (euclidiano) maior, e como tal foi
denominada extrinseca.

Parece possivel, a primeira vista que existem superficies definidas que
nao sao superficies no sentido extrinseco. Topologicamente, uma superficie é
definida como uma variedade bidimensional (espago topolégico de Hausdorff



localmente euclidiano). Este espaco topologico nao é considerado como sendo
um subespaco de outro espaco. Neste sentido, esta definicao, que é a definicao
matematica usual no presente, é intrinseca.

No entanto, o teorema da imersao (Whitney) afirma que toda superficie
pode de fato ser mergulhada homeomorficamente no espaco euclidiano R%.
Portanto, as defini¢goes, extrinseca e intrinseca, sao equivalentes.

Uma superficie limitada com contorno vazio é chamada de superficie fe-
chada. A esfera e o cubo sao exemplos de superficies fechadas. Uma superficie
limitada com contorno é chamada de superficie com bordo ou superficie com
fronteira. O disco é um exemplo de uma superficie com fronteira, onde a
fronteira do disco é o circulo.

O teorema de classificacao de superficies fechadas diz que qualquer su-
perficie fechada pode ser representada por alguma das seguintes superficies:
esfera, toro, bitoro, tritoro, ... , n-toro, ... , onde n-toro é a soma conectada
de n toros (n maior que ou igual a 1). E conveniente, dizer que a esfera ¢é
a soma conectada de 0 toro. O ntimero de toros envolvidos é chamado de
género da superficie. Podemos pensar que o género de uma superficie fechada
é o namero de “buracos” que a superficie possui.

Superficies com fronteiras, s@o simplesmente superficies fechadas com um
niamero de furos (discos abertos que foram removidos). Assim, uma superficie
com fronteira é classificada pelo nimero de componentes de bordas e do
género da superficie correspondente, definido como o género da superficie.
Essa classificacao obedece quase imediatamente a partir da classificagao de
superficies fechadas: a remocao de um disco aberto a partir de uma superficie
fechada produz uma superficie compacta com um circulo para o componente
limite, e remogao de k discos abertos produz uma superficie compacta com k
circulos disjuntos para k componentes de fronteira. E importante comentar
que as posicoes dos furos sao irrelevantes.

Faremos a seguir a definicao de superficie regular, o objeto continuo que
iremos discretizar com o proposito de estabelecer no caso discreto teoria de
mapeamento analoga ao caso continuo. A grosso modo, uma superficie € um
lugar geométrico no espago euclidiano localmente planar e diferencidvel além
de nao ter auto-intersecao.

Um subconjunto S C R?® ¢ uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe um aberto V C R3, com p € V, e uma aplicacao X : U — V N S,
definida num aberto U de R? tal que:

1. X:U—->VNS, X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), é diferenciavel, isto
é, as funcoes x,y, z : U — R tém derivadas parciais continuas de todas
as ordens em U,



2. X : U —= VNS éum homeomorfismo, isto é, X é uma bijecao continua
cuja inversa X1 : U — V' N S é continua,

3. dXq:R? = R? ¢ injetora para todo ¢ € U.

A aplicagao X é chamada uma parametriza¢ao ou um sistema de coorde-
nadas (locais) em (uma vizinhanga de) p, e VNS é chamada uma vizinhanga
coordenada de S em p.

A defini¢ao de superficie regular acima é feita com um sistema de coor-
denadas locais, ou seja, localmente a superficie estd parametrizada em um
conjunto aberto do plano.

Diremos que duas superficies regulares Sy e Sy sao topologicamente equi-
valentes se existe uma funcao

fZSl—>S2

tal que Vp € S; a composicdo h = X;0 fo X, ' de f com as parametrizacoes
X, e X, (locais) de S; e Sy, respectivamente, é diferenciavel em ¢ = X;*(p).
Vale ressaltar que a funcao f é “global” e que a diferenciabilidade é uma
propriedade local.

Dadas duas superficies regulares topologicamente equivalentes S; e Ss
uma parametrizacao global de Sy em S, é uma funcao f : S; — Sy diferen-
ciavel.

Um exemplo de parametrizacao global entre superficies é a funcao dife-
renciavel

f: 52 — S
(x,y,2) ~— (az, by, cz)

que parametriza o elipséide dado por

na esfera, cuja equagao, é
gt =1

O objetivo de nosso estudo nessa dissertagao é descrever métodos para obter
uma parametrizagao (global) de superficies discretas em dominios topologi-
camente equivalente.



1.2 Superficie Discreta

Em computacao grafica, uma superficie é, em geral, representada como uma
triangulacao abstrata combinatéria — um complexo simpliciaﬂ — mais comu-
mente chamada de superficie triangular [2), [7]. De maneira mais simples,
uma superficie triangular é uma colecao de vértices e triangulos interliga-
dos de modo que cada aresta é compartilhada no maximo por 2 triangulos.

Esta triangulacao abstrata combinatoria é também chamada simplesmente

de malha (Figura [L.1]).

Figura 1.1: Superficie Triangular.

A representacao discreta de superficie por triangulacao é muito impor-
tante por suas propriedades. Outros poligonos podem ser usados para repre-
sentar faces sobre uma superficie. Porém, neste caso, podemos obter uma
representacao por superficie triangular inserindo-se um vértice no baricentro
do poligono e construindo a triangulagao natural ligando-o a cada vértice do
poligono e, consequentemente, criando faces triangulares.

Esse processo apresenta uma desvantagem: obtemos uma representagao
com mais vértices que a representacao inicial. Uma outra forma de converter
a representacao por poligonos em uma representacao por triangulos ¢é ligando

1 A definicdo formal de triangulacdo é o chamado Complexo Simplicial, que consiste
basicamente de uma uniao de simplexos. Um simplexo é uma generalizacao do conceito
de triangulo a outras dimensdes. E o involucro convexo de (n+1) pontos independentes
em R™. Ele é chamado assim por ser sempre o poligono mais simples de sua dimensao,
isto &, um triangulo (em R?) é o poligono que possui menos vértices e arestas, o tetraedro
(em R?) & o que possui menos vértices, faces e arestas . E assim por diante.



os vértices para formar tridngulos da seguinte forma:

(Ul,’UQ,’U:;), <U17U37U4)7 (RS (U17Ui7vi+1)7 L) (Ulvvn—lvaL)?

onde o poligono de n lados D tem vértices {vy, vg, ..., v, }.

A teoria de mapeamento entre superficies ¢ bem fundamentado no caso
continuo pela geometria diferencial classica. Contudo, sabe-se bem menos
sobre o caso discreto de malha. No limite o comportamento da malha con-
verge para o caso continuo, mas na aplicagao pratica as malhas estao “longe
o suficiente” desse limite de modo que o comportamento deve ser descrito de
forma particular mesmo que inspirado pela Geometria Diferencial classica.

Parametrizar uma superficie triangular S C R3? é o problema de ma-
pear os vértices de uma superficie linear por partes em um dominio continuo
D C R? de tal forma que o conjunto de triangulos induzido pela conecti-
vidade da malha triangular S seja também uma superficie triangular. O
dominio D é chamado dominio da parametrizacao e € dado por um conjunto
topologicamente equivalente a superficie S.

Alguns métodos de parametrizacao de superficie foram desenvolvidos,
onde o principal desafio é construir uma parametrizacao que melhor cor-
responda a geometria da superficie. Nesse sentido, a maioria dos trabalhos
recentes tem adotado a estratégia de definir e minimizar alguma medida de
distorcao.

Duas classes de parametrizagoes serao discutidas nesta dissertacao: pa-
rametrizacao planar e parametrizacao esférica. A parametrizacao planar é
uma parametrizacao com dominio D contido em R2. Neste trabalho, toma-
mos como dominio da parametrizacao, o disco unitario e apenas superficies
topologicamente equivalentes ao disco unitario serao parametrizadas. Por
outro lado, a parametrizacao esférica utiliza o conjunto D = S?; ou seja,
a esfera; como dominio da parametrizacao e, da mesma forma, apenas su-
perficies topologicamente equivalentes & esfera serao parametrizadas neste
dominio.

Em ambos os casos acima, a conectividade da malha da superficie discreta
serd o principio basico da formulacao das parametrizacoes planares e esféricas
que estudaremos mais adiante. Mais especificamente, a malha da superficie
triangular define um grafo e a formulagao bésica deste conceito fundamental
sera apresentada na segao a seguir.

1.3 Grafos

Um grafo G é dado por um par de conjuntos V' e E onde V' é um conjunto
nao vazio e finito dos nimeros naturais, ditos nés, enquanto £ é um conjunto
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de pares de nos, ditos arestaf] E escrevemos G = G(V, E).
Um no serd denotado por i referente a sua ordem no conjunto V'

V={ii=1,.,N}

e denotamos uma aresta que compartilha os nés ¢ e j por

eij = (lvj) .

Figura 1.2: Ilustracao de um grafo G = G(V, E') onde os nos sao representados
por pontos e as arestas sao representadas por curvas unindo-os.

O conjunto de noés V define a ordem do grafo G, dada pelo nimero de
nés. Para um grafo de ordem N o nimero méaximo de arestas possiveis é
N(N —1)/2 e quando todos os nos sao conectados dizemos que o grafo é
completo. A Figura [1.2|ilustra um grafo com 9 nos e com 11 arestas.

Um grafo H = H(V’, E’) é um subgrafo do grafo Gse V' C Ve E' C E.

Um caminho em um grafo G = G(V, E) ¢ um subgrafo de G definido por
um subconjunto de vértices de G

/ . . . .
V :{117127237”' 7Z'rL}
e por um conjunto de n — 1 arestas dado por

E' = {(ilaiQ)a (i27i3)> to 7(in—1ain)} .

Quando i,, = i1, dizemos que o caminho ¢é fechado. O comprimento de um
caminho ¢é definido pelo nimero de arestas.

Em um grafo G, dois vértices ¢ e j sao ditos conectados, se G contém um
caminho com extremos i e j. Caso contrario i e j sao ditos desconectados. Se
dois noés sao conectados por um caminho de comprimento 1, isto é, por uma
Unica aresta, os vértices sao chamados adjacentes. Um grafo é dito conezo
se todo par de noés do grafo é conectado, e caso contrario, é dito desconezxo.

Um subgrafo de G = G(V, F) induzido por um subconjunto V' de V é o
grafo G(V', E’) em que E’ é o conjunto de todas as arestas de G que conectam
nos em V'. Esse subgrafo ¢ denotado por G[V'] = G(V', E).

2 O conjunto E das arestas ¢ um subconjunto do conjunto de todos os pares desorde-
nados de nos (i, j) com i # j, isto &, (i,7) = (j,1).
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Grafos 3-conectado. Um corte, ou conjunto separador de um grafo G co-
nexo ¢ um conjunto de nés cuja remocgao torna G desconexo. A conectividade
K(G) (onde G é um grafo ndo completo) é o tamanho do menor corte. Um
grafo é chamado k-conexo se sua conectividade é k. Isto significa que um
grafo G ¢é dito k-conexo se nao existe um conjunto de k — 1 nds cuja remogao
resulta num grafo desconexo. Dizemos que G é 3-conectado se nao existe
um conjunto com 2 (ou menos ) vértices que quando removido de G torna-o
desconectado.
O conjunto de vizinhos do n6 i é o subconjunto N (i) de V' dado por

N(i) ={j; (i,j) € E} .

O ntimero de vizinhos do i-ésimo né é chamado valéncia do no6 .

A wizinhan¢a do n6 i do grafo G = G(V, E) (Figura ¢ um subgrafo de
G cujo conjunto de vértices V' é constituido por ¢ e todos os nés adjacentes
a i e o conjunto de arestas E’ é constituido por todas as arestas de F que
ligam dois quaisquer nés de V. Ou seja, a vizinhan¢a de um né ¢ em um
grafo G é o subgrafo de G induzido pelo conjunto de nos V' = {i} U N ().

Figura 1.3: Vizinhanga do n6 6 (vermelho) contém os noés 3,5,7,8 (verde) e
todas as arestas que compartilham estes vértices.

A vizinhanca de um n6 ¢ também é chamada de primeira estrela de 7. De
uma forma geral a r-ésima estrela de i é definida como o subgrafo induzido
por Vi(r) definido de forma recursiva como segue.

ViV = N(i)u {i}

v =viul U ~o)

JEN(i)

v = ) NGy =V U U NG)

. T . (r r—1
jev jev _y e
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Grafo Planar. Dizemos que um grafo G = G(V, E) é planar se este pode
ser imerso no plano de tal forma que:

a) cada n6 i € V é mapeado para um ponto p; em R?;

b) cada aresta e;; = (i,j) € E é mapeada para uma curva simples de R?
cujas extremidades sao p; e pj;

¢) o0s Unicos cruzamentos entre curvas sao em pontos extremos (p;).

O conjunto de pontos P = {pi,pa,...,pn} € chamado de uma imersao
planar do grafo G, e é denotado por

P=P@G) . (1.1)

A Figura [I.4] ilustra dois grafos, sendo o da esquerda planar, enquanto o
da direita nao pode ser imerso no plano satisfazendo as condi¢oes de grafo
planar.

grafo planar nao é planar

Figura 1.4: Um grafo planar pode ser imerso no plano de tal forma que
suas arestas nao se cruzem. O grafo da esquerda pode ser imerso no plano
satisfazendo as condicoes de grafo planar. O grafo da direta nao é um grafo
planar.

Um grafo planar particiona o plano em regioes conectadas chamadas faces.
Em particular, a face ilimitada é chamada face externa. Quando todas as
faces limitadas de um grafo planar tém trés arestas, o grafo é chamado grafo
triangular. O conjunto de faces limitadas de G é denotado por F' e podemos
escrever

G=G(V,E,F) . (1.2)
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Grafo Simplesmente Conectado. Seja G um grafo planar e defina 0G
como um subgrafo que consiste de todos os nds e arestas que sao incidentes
na face externa. Se 0G é uma curva plana simples entao diremos que o grafo
G é simplesmente conectado e que a curva plana simples 0G é a fronteira de

G. A Figura destaca uma fronteira do grafo planar (Figura .

Figura 1.5: Destacamos os nos e arestas da superficie que definem uma fron-
teira.

Os noés de G que nao sao de fronteira serao chamados de nds interiores e
as arestas de G que nao sao de fronteira serao chamadas de arestas interiores.

Podemos supor que o conjunto de nos é ordenado de tal forma que os nés
pertencentes a fronteira do grafo simplesmente conectado estao agrupados
no final deste conjunto.

ag = {in+17"'7iN} (13)

Mais ainda, a ordenagao dos nos deste grafo é tal que as arestas da fronteira
deste grafo sao dadas por

(in+1;in+2); (in+2;in+3); Tty (iN717iN>7 (ZN7ZTL+1) E E . (14>

Esta ordenagao dos nos na fronteira de G define um sentido, chamado sentido
anti-hordrio da fronteira.

Grafos Isomorfos. Dois grafos
gl - g(‘/la ElaFl) € g2 - g(‘/ZyE%FZ)?

diremos que G; e G sao isomorfos se existe uma bijecao entre seus nos, arestas
e faces, de tal forma que:

i) arestas correspondentes associam-se a nos correspondentes;

ii) faces correspondentes associam-se a arestas correspondentes e nos cor-
respondentes;
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e, quando o grafo é simplesmente conectado deve satisfazer

iii) os dois sentidos anti-horario dados pelas sequéncias de nos em 0G; e
0G5 sejam correspondentes.

Se f: G — Gy é uma bijegao entre os grafos simplesmente conectados G;
e Go, entao podemos ver esta bijegdo f como trés outras bije¢oes. A saber,

fviVi=Vo fe: By = Eye fp: F1 — F

que cumprem as condigoes 1), ii) e iii).

Por exemplo, a partir de um grafo G; simplesmente conectado e uma
bijecdo [J| fi- entre os conjuntos de nés V; e Vy podemos construir um grafo G,
isomorfo a G, a partir da bijecao entre os nos definindo Go = Go(Va, Es, F3),
onde

Ey = {(fv(i), fv(h)); (i,)) € En}
F, = {(fV(Z)afV<j)va(k))7(27]7k)EFl}

Como parametrizagao de superficie é definida a partir de uma funcao
injetora entre os vértices da superficie triangular e o dominio de parametri-
zagao, onde a malha triangular definida a partir das imagens induzida pela
conectividade da superficie triangular é ainda uma superficie triangular entao
a superficie e uma parametrizacao sao isomorfas. Por outro lado, a conec-
tividade da malha da superficie triangular define um grafo, chamado grafo
da superficie. Logo, a parametrizacao de uma superficie triangular pode ser
obtida a partir de um grafo isomorfo ao grafo da superficie.

Encerramos este capitulo com a definicao de grafo da superficie, uma
outra abordagem para superficie discreta mais conveniente ao objetivo do
proximo capitulo.

Grafo da Superficie. Uma superficie triangular S pode ser definida como
uma imersao em R3 de um grafo

Gg(V,E, F),

onde o grafo é dado pela malha da superficie, isto é, o conjunto de nés é dado
pela indexacao dos vértices da superficie

X =1{x;=(v4,y,2), 1 <i<N}=V={ii=1,..,N}

3 Uma bijecdo fy entre os conjuntos de nés V; e Va pode ser vista como uma permutacao
do conjunto V.
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e as arestas e as faces sao dadas pela conectividade da malha. Neste caso,
denotamos a superficie S também por

S =5(G,X)

e nos referimos a G como a topologia da superficie e a X como a geometria
da superficie.



Capitulo 2

Parametrizacao Planar

Neste capitulo apresentamos uma caracterizacao do conjunto das parametri-
zagoes planares com fronteira fixada numa poligonal convexa para superficies
topologicamente equivalentes ao disco unitario. Descrevemos a formulagao
deste problema como um sistema linear e demonstramos a existéncia e unici-
dade da solugao do sistema. Os resultados obtidos demonstram a eficiéncia
e robustez dos algoritmos propostos.

2.1 Introducao

Uma das principais aplicagoes para parametrizagoes planares ¢ o mapea-
mento de texturas |14} [31]. Naturalmente, uma superficie topologicamente
equivalente a um disco pode ser parametrizada neste dominio. Porém, esta
parametrizacao é em geral uma tarefa dificil quando buscamos uma bijecao
que minimize a distorcao da superficie original, facilitando o mapeamento de
textura desejado, ou seja, o principal desafio neste problema é construir uma
parametrizacao que melhor corresponda & geometria da superficie.

O objetivo deste capitulo é o estudo de parametrizacao planar de super-
ficie com fronteira. Mais precisamente, abordaremos superficies triangulares
com fronteira determinada por curva simples (sem auto-interse¢ao) com o
objetivo de parametrizé-las num dominio planar limitado por uma curva
convexa.

Parametrizar uma superficie com fronteira no plano consiste em atribuir
coordenadas planares a cada vértice da malha tal que a malha planar induzida
pela conectividade da malha original nao tenha sobreposi¢ao, ou seja, dois
tridngulos quaisquer na parametrizacao tenham interiores disjuntos. Por
outro lado, dada uma superficie triangular S podemos definir um grafo G a
partir da conectividade da malha desta superficie.

16
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Portanto, parametrizar uma superficie no plano reduz-se a imersao planar
do grafo G determinado a partir da malha da superficie.

2.2 Imersao Planar de Grafos de Superficies

Seja S uma superficie triangular com fronteira. Suponha, se necessario, por
reordenagao dos vértices da superficie

X ={xi= (vs,y,2), 1 <i <N},

que Xi, ..., X, sa0 os vértices interiores de S e que X1, ..., Xy s20 0s vértices
da fronteira 0S.

SejaG = G(V, E, F) o grafo definido a partir da superficie S = S(G, X). O
problema de parametrizacao planar de uma superficie triangular é, portanto,
reduzido ao problema de imersao do grafo G no plano.

Logo, uma superficie pode ser parametrizada no plano se é possivel definir
um conjunto de pontos P = {uy,- - ,uy} C R? tal que P = P(G) define uma
imersao planar do grafo da superficie.

Dado uma superficie triangular o grafo da superficie G é um grafo trian-
gular. Suponha que G é um grafo planar, isto é, podemos obter uma imersao
planar do grafo G. Se 7 é um noé interior de G, entao a imersao planar as-
segura que a vizinhanca do né i define r 4+ 1 vértices planares na imersao,
dados pela imersao do né ¢ junto com a imersao dos r vizinhos do né6 i; e uma
face (i, 71, j2) do grafo G define um tridngulo no plano. Assim, temos que u;
pertence ao poligono limitado pelos vértices u;.

A teoria de coordenadas baricéntricas determina que dado um poligono
convexo limitado por r vértices x;, todo ponto interior  deste poligono pode
ser escrito como uma combinagao dos vértices x;

r
xr = E )\jxj
Jj=1

onde
A>0,Vyi=1,---,r

Z)\j :1
7=1

Portanto, se podemos obter uma imersao planar do grafo da superficie,
entdao toda imersao de um noé interior i do grafo G ¢ um vértice u; € R? que
pertence ao poligono definido pela imersao dos noés adjacentes ao noé ¢, desde
que a fronteira do grafo G também defina uma poligonal convexa do plano.
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A metodologia que descrevemos a seguir é formulada a partir da teoria
de coordenadas baricéntricas.

Sejam N e n a quantidade total de nos e a quantidade de nos interiores
do grafo G respectivamente e defina k = N — n. Defina a imersao dos noés de
fronteira do grafo G numa poligonal convexa de k-lados. Mais precisamente,
seja D C R? uma poligonal convexa de k-lados com vértices

Upi1y -y UN (2.1)

no mesmo sentido anti-horario da fronteira de G e defina a imersao do né
n+j,com j =1,---  k, no vértice u,;. A partir dai, a teoria de coordenadas
baricéntricas define que a imersao planar de cada no6 interior i de um grafo
planar ¢ dada por uma combinacao linear das imersoes dos nos adjacentes

N().

JEN (i)
onde )\ij >O7 VJ GN(Z) e Z >\ij =1.
JEN(3)
Podemos assumir entao que a combinagao convexa é definida sobre todos
os vértices da imersao planar

N n N
U; = Z )\Z-juj = Z )\ijuj + Z )\ijuj (23)
i=1 j=1

j=n+1
——

interior fronteira

desde que \;; = 0 se a aresta (7, j) ndo pertence ao grafo G, isto é, (i,7) ¢ E.

Portanto, fixada a fronteira do grafo numa poligonal convexa D, para
cada vértice interior, i € {1,...,n}, escolha qualquer conjunto de nimeros
reais {\;;, j =1,..., N} tal que

(adjacéncia) se j nao é vizinho de 1, isto é, (i,7) ¢ E, entao

(positividade) se j compartilha aresta com i, isto é, (i,j) € E, entao

(soma unitaria) fixado 4, a soma de todos os pesos \;; ¢ igual a um

> A =1 (2.6)

JEN(3)
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As condic¢oes de adjacéncia, positividade e soma unitaria serao chamadas
simplesmente de condicoes de convexidade.
A partir dai, defina o sistema linear de n equagoes e n incognitas

/

T

T2

Z;

Tn

\

Z)\ljl'j + Z )\qu

Jj= n+1

Z)\le'j + Z )\QJUJ

Jj=n+1

Z)\Ux] + Z Aijj

j=n+1

kaxj + Z AnjlUj

Jj=n+1

onde temos os nos da fronteira do grafo da superficie imersos, ou seja, fixados
nos vértices da poligonal convexa, isto ¢, Tp1j = Upyj, Jj=1,..., k.
O sistema acima pode ser reescrito na forma matricial:

X1 A1l Aln X1 )\1(n+1) AN Un+1
Lol= : + :
Xn /\nl /\nn Xn )\n(n-i—l) /\nN UN
Isolando as variaveis do sistema, temos:
[ X3 | A1 An X3 [ >‘1(n+1) AN 17 Up+1 |
Xp )\nl )\nn Xn )\n(n—i-l) )\nN un
0 que equivale a
A1l Aln X3 )\1(n+1) AN Un+1
I, — : : = : : : ;
/\nl /\nn Xn /\n(n+1) AnN UN
onde I,, é a matriz identidade de ordem n
Definindo
A1 An )\1(n+1 AN Un+1
M=| : - & |,b=| : s
>\n1 >\’rm /\n(n+1) >\nN un
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reescrevemos o sistema como
Ax =b, (2.8)

onde A = (I, — M). A matriz M é chamada matriz de combinagdo convezxa
do grafo ou matriz convexra da superficie.

Os resultados a seguir demonstram que a matriz A é nao-singular e, por-
tanto, o sistema , equivalente ao sistema , tem solucgao dnica.

Funcao Combinacao Convexa. Seja f: G — R uma funcao linear por
partes definida no grafo triangular G. Diremos que f é uma func¢ao combi-
nacao convera se, existem

/\ija 1€ {]_, ...,n}, ] S {1,...,N},

tais que
N
j=1

e para todo no interior i (isto ¢ i € {1,...,n}), f satisfaz

i) = ZAijf(j) . (2.10)

Lema 2.1 Principio do Mdximo Discreto

Seja G um grafo triangular e f : G — R uma fun¢ao combinacao convexa
sobre o grafo G. Para qualquer né interior vy de G, seja Vy o conjunto dos
nos de fronteira que podem ser conectados a vy por um caminho interior. Se
f(vo) > f(v) para todo v € Vj, entao f(v) = f(vo) para todo v € V4.

Demonstracao. Seja vy um vértice interior de G e W o conjunto de noés
de G, incluindo o proprio vy, que pode ser conectado a vy por um caminho
interior. Seja vy um noé interior em que f atinge o méximo M em W. Um tal
no6 v; existe, pois se v; € Vp, entao f(vg) > f(v1), donde vy € um maximo de
f em W e ¢é interior. Visto que v; pode ser conectado a vy por um caminho
interior em W ele também pode ser conectado a qualquer n6é v em 1} por um
caminho interior vy, v, ...,vy = v, em W.

Suponha que para algum j, tal que (1,70) € £ (jo € N(1)), f(v,) < M.
Assim temos

M = f(vy) = mefvj ZAWM M > Nj=Ml=M.

JEN(1 JEN(1 JEN(1)
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Absurdo! Portanto f(v;) = M para todo j tal que (1,7) € E. Dai,
segue que f(y) = M para todo vizinho y de vy, em particular f(ve) = M.
Continuando desta forma, vemos que f(v3) = M e assim por diante. Assim
f(vg) = M o que implica que f(v) = M = f(vy). ®

Proposicao 2.2 A matriz A = (a;;)nxn definida em € nao-singular.

Demonstragao. Que A é nao-singular é equivalente a propriedade que a
tnica solugao da equagao Aw = 0 é w = 0. De fato, se Aw = 0 entao, para

todot=1,---,n, temos
n

Zaijwj = O

j=1
donde
apwy + -+ Fai-)WeE-1) T GEW;  F Qi) Wee) T FaipWy =0
—Aiwi — - = Ai-n)We-1) + Lw; = Ai(i+1)W(it1) — 0 — AWy =0
—Apwr = -+ =) Wei-1) + (1= Aig)w; — Aii+1)W(it1) =+ —AipWp =0
isto é,

n
w; = E /\ijwj.
j=1

Sejam f : G — R uma fungao linear por partes, onde

Portanto temos

f(i) = w; , se i é um no interior de G

f(@i) =0 ,seiéum nédde dg

e vg um no interior de G. O conjunto Vy dado pelos nos de fronteira que
podem ser conectados a vy por um caminho interior é nao-vazio. Suponha
que f assuma seu ponto de maximo num noé vy interior. Assim a funcao f
satisfaz para todo vértice interior ¢

f(i) = ZAU—f(j)

e como f(v) =0 Vv € V temos

f(vo) > f(v) Vvel.
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Portanto, a funcao f é uma fungao combinacao convexa que satisfaz as hi-
poteses do principio do maximo. Logo, pelo principio do méaximo,

flve) = flv)=0Vwvel.

Isto é, o maximo de f em G é zero. De maneira analoga, o minimo da funcao
f dado pelo maximo da funcao g = —f ¢ 0. Logo, w =0. =

Seja
U={ug,...;Up, Ups1, .., Uy} (2.11)
o conjunto de pontos dados pela solugao do sistema (equagao (2.8))) e pelos

vértices da poligonal convexa D (equagao (2.1))). Temos que todo ponto de
U esta contido no poligono regular limitado por D, ou seja, U C D C R?.

Proposicao 2.3 Sejam G um grafo triangular e D uma poligonal convexa
planar. Seja U o conjunto de pontos dado pela solugao do sistema (@ e
pelos vértices da poligonal convera D. Entao cada vértice de U pertence ao
poligono convexo limitado pela poligonal D.

Demonstragao. Pela proposicao 2.2 o conjunto U esta bem definido. Para
obter uma contradicao suponhamos que exista pelo menos um vértice u;
interior de U nao pertencente ao poligono convexo limitado pela poligonal
D. Podemos supor que u; é o ponto mais distantes do poligono. Seja w o
ponto de D mais proximo a u;. Tal ponto existe e é Ginico pois D é convexa.

O ponto w pode ser um vértice de D ou um ponto de suas arestas, como na
Figura [2.1}

Figura 2.1: Todo vértice interior de U, dado pela solugao do sistema (equagao
2.7)) e pelos vértices do poligonal convexa D, pertence ao poligono convexo
limitado pela poligonal.
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Seja [ a reta passando por u; e perpendicular ao vetor u;—w. Ela divide R?
em dois semi-espagos abertos e nenhum ponto u; encontra-se no semi-espago
S que nao contém w.

Agora, u; é uma combinacao convexa estrita de seus vizinhos e nenhum
deles pertencem a S. Logo, todos eles devem estar em .

Pelo mesmo raciocinio, os vizinhos dos vizinhos de u; devem estar nesta
linha também, e assim por diante. Portanto, desde que G seja conectado, isto
implica que qualquer vértice de fronteira, que é um ponto em D, encontra-se
em [ o que é uma contradi¢gao. m

A Figura 2.2 mostra uma situagao em que as condigoes [2.4] [2.5] e [2.6] sao
mantidas e, mesmo assim, na solugao do sistema [2.7 o tnico n6 interior do

grafo ilustrado, esté fora de D (mas nao fora do fecho convexo de D).

Figura 2.2: A convexidade da poligonal D assegura que os vértices de U estao
no poligono convexo limitado por D.

Portanto, a proposi¢ao determina que todo vértice definido pela solu-
¢ao do sistema ¢ interior a D. Além disso, esses vértices sao definidos
a partir de combinacoes convexas dos vértices vizinhos. A teoria de coorde-
nadas baricéntricas garante que em uma imersao planar de um grafo temos
estas conclusoes. De fato, estas afirmagoes sao equivalentes, isto é, também
temos que o conjunto de pontos U ¢ de fato uma imersao planar do
grafo G definido a partir da superficie S. Este resultado foi demonstrado por
Tutte usando resultados avangados da teoria de grafos [§].

Portanto, a imersao planar do grafo da superficie G determina uma para-
metrizacao planar da superficie S para uma superficie triangular com fron-
teira S(G, X), a partir de uma poligonal planar convexa D (equagao (2.1)),

das condigbes de convexidade (equagoes (2.4), (2.5)) e (2.6)) e da solucéo do

sistema .
Sp =8p(G,U) (2.12)
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Mais ainda, dada uma poligonal convexa D, podemos caracterizar o con-
junto das parametrizagoes de superficies triangulares com fronteiras no poli-
gono limitado por D como o conjunto de parametrizagoes definidas a partir
da solucao do sistema fixando a fronteira da superficie na poligonal
convexa D.

Proposicao 2.4 Seja P(S) a classe de todas as parametriza¢oes de uma
dada superficie triangular S. Defina T(S) C P(S) como aquelas parametri-
zagoes da forma e seja C(S) C P(S) aquelas parametrizagoes cugjos
nds da fronteira sao os vértices de um poligono convexo em uma sequéncia
anti-hordria. Entao T(S) = C(S).

Demonstragao. Pela construcao, temos 7'(.S) C C(S). Agora suponha p €
C(S). Entao, como p é uma triangula¢do planar, cada no interior encontra-
se estritamente dentro do fecho convexo de seus vizinhos. De fato, caso
contrario, uma das faces incidentes no né nao seria um poligono convexo
e isso nao poderia ser um triangulo. Consequentemente, cada né pode ser
expresso como combinacao convexa estrita de seus vizinhos, isto ¢, na forma
. Como D é um poligono convexo, p € T'(S). m

Podemos sintetizar os resultados obtidos nesta se¢ao no contexto de pa-
rametrizagao de superficies triangulares com bordo na seguinte afirmacao:

Teorema 2.5 Dado uma superficie triangular com bordo, fixados os vértices
do bordo numa poligonal convexa do plano, as posi¢oes dos vértices interiores
formam uma parametrizag¢ao planar desta superficie (isto €, nao hd triangu-
los sobrepostos) se, e somente se, a posicao de cada vértice interior € uma
combinacao convexra das posicoes dos vértices vizinhos.

2.3 Algoritmos

Na teoria apresentada na se¢ao anterior, uma parametrizagao planar de uma
superficie triangular com fronteira S é obtida a partir da imersao planar
do grafo dado pela conectividade da malha. Neste contexto, a fronteira da
superficie é parametrizada numa poligonal planar convexa e é exigido que
cada vértice interno seja parametrizado numa combinacao convexa de seus
vizinhos. Para isso, constroéi-se uma matriz de pesos M,y n, a partir da qual
obtém-se a matriz A, x, = I — M, x,,, onde M,,,, é a submatriz de M,y
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correspondente aos vértices interiores da superficie. Prova-se que A é nao-
singular o que garante que o sistema Ax = b, para qualquer b, tem solugao
tinica dada por = A~'b. A solucao do sistema junto com a poligonal planar
convexa define uma parametrizacao planar da superficie. De fato, fixado a
posicao da fronteira numa poligonal convexa e uma matriz M, a proposi¢ao
2.2| garante que a solucao do sistema ¢é tnica e, além disso, a proposicao [2.4
garante que essa solugao é uma parametrizagao da superficie S no poligono
convexo determinado pela poligonal fixada.

Adiante, dois algoritmos sao discutidos para obter uma parametrizagao
planar para determinada superficie triangular com fronteira. Mais precisa-
mente, os algoritmos foram desenvolvidos para obter parametrizagoes plana-
res de superficies triangulares que representam superficies topologicamente
equivalentes a esfera.

Seja S uma superficie triangular com vértices

X:{XZ: (:Ci,yi,zi), 1 SZSN},

ordenados de tal forma que x, ..., X, sao os vértices interiores da superficie
S e Xpi1,...,Xy sao os vértices da fronteira 0S. Inicialmente, precisamos
definir uma poligonal convexa planar para fixarmos a fronteira da superficie
e, para tal, escolhemos uma poligonal regular sobre o circulo unitario, pois
estamos admitindo que a superficie é equivalente ao disco. Para definir esta
poligonal levamos em conta apenas a topologia do bordo da superficie, ou
seja, seu numero de vértices e sua conectividade.

A parametrizagao planar da superficie é determinada pela solugao do
sistema

Az =10

onde A e b sao determinados a partir dos vértices da poligonal convexa e de
uma matriz de pesos M (segdo [2.2] equacdo [2.8)).

Fixada a poligonal convexa, a escolha da matriz M é quem define a para-
metrizagao planar. Mais ainda, pela proposicao [2.4] a variacao dessa matriz
satisfazendo as condigoes [2.4] [2.5] e [2.0] geram todas as parametrizagoes pla-
nares no dominio limitado pela poligonal convexa.

Diversas maneiras de se obter os pesos desta matriz sao encontradas na
literatura (pesos geométrico e combinatorio [§], harmonicos[14] 211, 29], e
trigonométricos[10]) onde a variacao dos pesos se deve a busca de proprieda-
des que sao importantes para uma determinada aplicagao.

Inicialmente, usaremos uma matriz de pesos proposta por Tutte [28].
Dado um vértice z; da malha, definimos para cada vértice z; que compartilha
uma aresta da malha com x; o peso
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onde val(i) é a valéncia do vértice z;. Vale ressaltar que esta defini¢do da
matriz de pesos W leva em conta apenas a conectividade da malha. Tal peso
satisfaz as condigoes de convexidade e é chamado peso combinatorio.

O algoritmo a seguir obtém a matriz de pesos combinatérios a partir do
conjunto de arestas E' de uma superficie triangular. Inicialmente atribuimos
a W a matriz nula n X N e em seguida percorremos a matriz atribuindo

Wi, j) = va;(z’)

Algorithm 1 Matriz de Pesos Combinatorio (Tutte 1963)

Require: E: arestas; (n, N): numero de vértices interiores e total.
W = zeros(n, N);
for i=1..n do
for j=1..N do
if (i,j) € E then
Wi, j) =
end if
end for

end for
return W

se (i,j) € E.

val(z)’

A parametrizacgao planar de superficies triangulares com fronteira é entao
obtida pelo algoritmo apresentado no pseudo-codigo a seguir a partir da
solucao do sistema encontrado utilizando uma matriz de pesos.

No algoritmo uma superficie S é dada por suas arestas E e seus vértices
X, que determinam respectivamente a topologia e a geometria da superficie,
de onde obtemos a matriz de pesos combinatérios a partir do conjunto de
arestas F desta superficie.

Algorithm 2 Algoritmo Direto
Require: S: superficie;
[E, X,n,N| =ler(9);
D = poligonal convexa(N — n);
M = matriz combinatoria(FE,n, N);
A=1,—M(1:n,1:n);
b=W({l:n,n+1:N)-D;
u= A"1b;
U=uUD;
return Sp(E,U)
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O algoritmo direto faz a leitura de uma superficie S, em seguida gera uma
poligonal fixando os vértices da fronteira sobre o circulo unitario de maneira
uniforme, define a matriz combinacao convexa M, define A = I — M, define
b e obtém a solugao u do sistema Ax = b invertendo a matriz A. Dai entao
define a geometria U como a uniao dos vértices de u com os vértices em D e
finalmente define a superficie Sp

O algoritmo direto faz uso da matriz de pesos combinatorios para obter a
posicao (geometria) dos vértices interiores no poligono delimitado pela poli-
gonal convexa D. A geometria planar é dada por x = A~!b a qual incluimos
os pontos da poligonal convexa que sao as imersoes dos vértices da fronteira

da superficie. A topologia da parametrizacao é induzida pela topologia da
superficie.

qnﬁ"\\ R\
SEANIMN
‘i@ﬁuhg§§§@%

e
~ A
A

NN

SN
SEOOSRR i

SNSRI o
N Ty AR

RGOS , L
SESUAAG VA S
e s
2R AN

)
Ay,
S
%

s
=
S

A
A
FTRL AN 2
s adiys

MOy
J‘E\\fm 5 4'%“

&
555
2K
.
VAVAVS
A

K
2‘4“&‘:5"«;
12S
>
S

=
=
\Zaraa
T

PR A "

) A D v O A S
R BN W aEARE -
BRI AR o
(LIRSS LSRR
RIS -
WA
\‘\\\‘\V‘\i‘"

SRS
W

==
=

Z

L7

%

S
)
\VAVA

S
KA
N/
S

A% Al 2
SERAEA
SRR
Ay
\
¥
ISR

(N
~
B
AV,
>

N
S

AV

RN
A%A‘i ?ﬁ
S

N
RN
Vava )\
AVAVNY
Vv
5
0

N
%
S

q
Wi
N
N
]

OTAVAY

<
3

AV,
NN

o
S
AV,

Figura 2.3: A superficie triangular modela uma face com 1858 vértices, sendo
104 vértices de fronteira. Na parte superior, a superficie é ilustrada e desta-
camos a fronteira desta superficie. Na parte inferior, a fronteira da superficie
¢ fixada numa poligonal convexa sobre o circulo unitario e a parametrizacao
planar é obtida pelo algoritmo direto usando a matriz de pesos combinatoérios.
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A Figura [2.3| ilustra a parametrizacao planar de uma superficie triangu-
lar com 1858 vértices, sendo 104 vértices na fronteira. A matriz do sistema
de parametrizacao planar tem dimensao 1754 x 1754. Na parte superior da
imagem temos a superficie triangular e a fronteira em destaque. Na parte in-
ferior temos, a esquerda, a fronteira da superficie fixada na poligonal convexa
sobre o circulo unitéario e,a direita, a parametrizagao planar da superficie no
disco unitario.

O algoritmo direto requer o célculo da inversa da matriz A. Obter a
inversa da matriz A é computacionalmente caro. Quando a matriz tem di-
mensao muito grande é completamente inviavel e, as vezes, impossivel para
determinadas maquinas. Entretanto, se a matriz A é esparsa entao, algorit-
mos iterativos, podem obter uma aproximacao da solucao do sistema Ax = b
com muito menos custo computacional do que calcular a inversa de A.

Um processo numérico simples e eficiente para resolver Ax = b é o procedi-
mento iterativo onde os vértices da fronteira da superficie estao posicionados
na poligonal convexa e os vértices interiores sao inicialmente posicionados no
centro dessa poligonal e sao iterativamente atualizados para a combinacao
convexa dos seus vizinhos, segundo a matriz de pesos W.

A iteracao que atualiza os vértices da parametrizagao é dada por

uFt = Mu* + b,

onde M e b sdo dados pela equacdo (2.8) e u® = b. Podemos reescrever o
termo dessa sequéncia como

k
uF = ZM’ b.
i=0

De fato, temos

= Mu®+0b
Mb+b
(M +1)b

e se
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entao

1=0

Este processo iterativo converge para a solucao do sistema desde que a
matriz M seja uma contracao.

Proposicao 2.6 Seja M uma matriz n X n invertivel. Se M é uma contra-
cao, entao

(I-M) "= iM (2.14)

Demonstracao. Temos que

(I-M)> M =1-M"
=0

dai

i _ (AYEEES H _ ayn+l
lim (1 M);M) lim (1 =M™,

- : LT _ 15 n+1
(= M) Jim D M =1 = lim M0

Sendo M contragao
lim M" =0

n—oo

e, consequentemente,

(I — M)nll_{go;M =
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Logo
(I —M)™" = lim ZM’ ZM’

o que implica em (I — M)~ ZM ‘L om

Pela definicao de u* e pela proposicao a sequéncia (u*) converge para
ZMZ (I — M)~'b, ou seja, para a solugao do sistema (I — M)x = b,
desde que M seja uma contracao.

Proposicao 2.7 Seja M a matriz convexa do sistema de parametriza¢ao
planar . Entao M é uma contragao.

Demonstragao. De fato seja v tal que ||v]| = 1. Assim
Mv=w= (wy, - ,w,),

com

n
w; = Z )\'ijvj = <ai, Ul'>
7=1

n
onde ) \;; < 1le\; > 0. Assim se usarmos a norma do maximo em || Av||
=1
temos que provar que |w;| < 1 para todo ¢ = 1,...,n. Admitimos que existem
pelo menos dois valores diferentes de zero em cada linha de A, pois cada

vértice tem um minimo de trés vizinhos. Portanto,

Ay <l=X; <1 Vije{l...,n}

J=1

e, consequentemente, dado a; = (A1, ..., Aip), temos

(a;,a;) Z)‘”)‘U < Z)‘U <1={(aja) <1

Como (v,v) = 1, temos

|wi] = [{as, 0)] = [lail[ o] |cos(8)] < 1
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Logo, |Mwv|| < 1 para todo v € S? o que implica em ||[M|| < 1, isto &, M ¢é
uma contragao. M

O peso combinatorio (2.13)) satisfaz as condigoes de convexidade (equa-
goes (2.4), (2.5) e (2.6)). Portanto, a matriz de pesos combinatorios é uma

contragao e podemos obter a solugdo do sistema de parametrizacao ([2.8))

(I—M) "= (i MZ’) b.

Mais ainda, podemos aproximar essa solu¢ao por um truncamento na série

k
(I—M)"b=~ (Z Mi> b
i=0
de acordo com algum critério de convergéncia.

O pseudo-codigo a seguir apresenta o algoritmo desenvolvido para deter-
minar uma parametrizacao planar de uma superficie topologicamente equiva-
lente ao disco. De fato, o algoritmo determina uma solugao aproximada para
o sistema de parametrizacao e esta aproximacao, estando suficientemente
proxima da solucao que define uma parametrizagao, também sera uma para-
metrizacao. A convergéncia do algoritmo é dado por um parametro tol.

O algoritmo iterativo faz a leitura de uma superficie .S, em seguida gera
uma poligonal fixando os vértices da fronteira sobre o circulo unitario de
maneira uniforme, define a matriz combinacao convexa M. A partir dai
define b, inicia u = b e faz iteragoes multiplicando por M e somando b até
que a condicao ||v — u|| < tol seja satisfeita.

Algorithm 3 Algoritmo Iterativo

Require: S: superficie; tol: tolerancia ou erro maximo.
[E, X,n, N] = ler(S);
D = poligonal convexa(N — n);
M = combinatorio(F,n, N);
b=W({l:n,n+1:N)-D;

u=b;
repeat
v = u;
u=M-v+b;
until ||v — u|| < tol
U=uUD;

return Sp(E,U)
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A Figura ilustra a parametrizacao planar da mesma superficie que foi
aplicada ao algoritmo direto (Figura. A tolerancia utilizada no algoritmo
foi tol = 1le — 5.
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Figura 2.4: A parametrizacao planar da superficie que modela uma face é
obtida utilizando o algoritmo iterativo. A superficie e a sua fronteira sao
ilustradas na esquerda e a parametrizacao planar obtida com o algoritmo
iterativo (tol = le — 5) ¢é ilustrada na direita.

O modelo ilustrado contém 1.754 vértices interiores e portanto uma ma-
triz de pesos com 3.076.516 entradas, das quais apenas 10.931 sao entradas
nao nulas, isto ¢, 99,65% das entradas sao nulas, resultando em um elevado
grau de esparsidade. Aproveitamos a particularidade das matrizes de pesos
possuirem alto grau de esparsidade devido as superficies em geral terem va-
léncia méxima muito baixa comparada com o nimero de vértices da mesma,
para utilizarmos algoritmos especialmente desenvolvidos para permitir uma
manipulacao eficaz dessas matrizes explorando ao maximo suas caracteristi-
cas.

O resultado obtido com o algoritmo iterativo (Figura ¢ visivelmente
“proximo” do resultado obtido com o algoritmo direto (Figura. Portanto,
o algoritmo iterativo apresenta uma grande vantagem sobre o direto em re-
lacao a esparsidade da matriz de pesos, visto que as superficies em geral tem
valéncia maxima muito baixa comparada com o nimero de vértices. Assim
tal matriz possui muitas entradas nulas e pode ser facilmente multiplicada
na iteracao 2"t = Ma™ + b, enquanto que no algoritmo direto a esparsidade
da matriz nao é levada em conta no calculo da inversa da matriz, o que pode
levar a um processo computacionalmente caro.
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Nos exemplos ilustrados nas Figuras, e o tempo de processamento
no algoritmo iterativo para encontrar uma parametrizacao planar, neste caso
uma aproximagao da solugao do sistema, é menor que o tempo gasto pelo al-
goritmo direto. O algoritmo direto levou 0.76 segundos, enquanto o algoritmo
iterativo levou 0.41 segundos para aproximar o resultado usando tol = le —5.

O algoritmo direto retorna x = A~'b com valores exatos exceto pelo
arredondamento nos célculos de pontos flutuantes. Em contrapartida, o al-
goritmo iterativo retorna x como uma aproximagao da solucao do sistema.
Podemos controlar o quanto essa aproximagao ¢é precisa fazendo a tolerancia
(tol) suficientemente pequena. Nesse caso o critério de parada do algoritmo
¢ o termo geral uf*! — u¥ = (M*1)b da série convergente (Equacdo [2.14)).
Como a série é convergente o termo geral tende a zero mas nao é exatamente
0 erro.

Assim o Algoritmo iterativo pode retornar uma solugao, tao precisa quanto
se deseja. Além disso, o algoritmo iterativo permite observar a convergéncia
das triangulacoes planares obtidas até encontrar uma parametrizagao planar
valida. A convergéncia do algoritmo iterativo é ilustrada na Figura Ini-
cialmente os vértices interiores da superficie sao imersos no centro do circulo
(Figura [2.5(a))). A multiplicagdo dessa posi¢ao inicial pela matriz M vai al-
terando as posicoes dos vértices interiores de acordo com a posicao de seus
vizinhos (Figuras [2.5(b)}, [2.5(c)| [2.5(d)} [2.5(e)| e [2.5(f)). Podemos observar
que visualmente o resultado obtido com apenas 1000 iteragoes (Figura[2.5(e))
é uma parametrizacao da superficie que pode ser obtida alterando o critério
de parada do algoritmo iterativo para tol = le — 03 e que esta parametriza-
¢ao é muito “proxima” do resultado obtido com tol = le — 05 (Figura [2.5(f))),
obtido com 3600 iteracoes.

Em todo o trabalho utilizamos uma mesma maquina com 4GB de memo-
ria RAM e processador Core i7 S 860, 2.53 GHz.

2.4 Resultados

A teoria apresentada na secao estabelece uma bijecao entre o conjunto de
parametrizagoes planares de superficies triangulares com fronteira e o con-
junto de matrizes de pesos definidas a partir da adjacéncia da malha da
superficie. Ou seja, existem tantas parametrizacoes de uma superficie trian-
gular quanto matrizes de pesos dos vértices dessa superficie que obedecem
as condic¢oes de convexidade. Nessa secao, utilizamos este fato para determi-
nar diferentes parametrizagoes planares (no disco unitario) de uma superficie
triangular variando a matriz de pesos. Os resultados ilustrados nesta segao
foram obtidos com o algoritmo iterativo.



34

(a) 0 iteragoes (b) 100 iteracoes, erro=0.0439

(c) 200 iteragdes, erro=0.0229 (d) 300 iteragoes, erro—=0.0136

(e) 1000 iteragoes, erro=9.2e-04 (f) 3600 iteragoes, erro=9.3e-06

Figura 2.5: Alguns passos intermediérios do algoritmo iterativo sao ilustra-
dos. A parametrizagdo planar foi obtida com 3.600 iteracoes (2.5(f)). A
Figura [2.5(e)| ilustra um resultado obtido com tol = le — 03 que utilizou
apenas 1000 iteracoes e é “proximo” do resultado obtido com tol = le — 05.
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(a) Superficie S1, Ry = & (b) Superficie Sy, R1 =3  (c) Superficie S7, Ry = £

Figura 2.6: As trés superficies possuem a mesma topologia, valéncia 12 para
os vértices centrais, valéncia 5 para os demais vértices interiores e valéncia 4
para os vértices de fronteira. As superficies se diferem apenas na geometria
de seus vértices interiores de valéncia 5 que pertencem a circulos de raios

Ry = 1/8 [@6(a)). Ri = 4/8 @6(0) e R, = 7/8 [2.6(c)).

Exemplo 1: Superficie planar sintética e pesos.

As superficies apresentadas neste exemplo foram obtidas a partir de um
vértice central z1, ligado a m vértices {x,, ..., x,,11 } distribuidos regularmente
sobre um primeiro circulo centrado em x; e raio R; formando entao m trian-
gulos. Estes vértices, por sua vez, estao ligados a m vértices {z 12, ..., Tam11}
distribuidos regularmente sobre um segundo circulo também centrado em x4,
mas de raio Ry maior que R, formando mais 2m tridngulos. A poligonal for-
mada pelos vértices pertencentes ao circulo de raio Ry define a fronteira desta
superficie. A Figura [2.0] ilustra trés destas superficies onde fixamos m = 12
e Ry = 1 e variamos o raio R; com os seguintes valores R; = 1/8 (Figura
2.6(a)), Ry = 4/8 (Figura2.6(b)) e Ry = 7/8 (Figura [2.6(c)|). Estas superfi-
cies possuem a mesma valéncia m = 12 para os seus vértices centrais, valéncia
5 para os vértices interiores e valéncia 4 para os vértices de fronteira, mais
ainda, todas as superficies possuem a mesma topologia. Denotamos estas
superficies por Sy, Sy e S7, respectivamente.

Utilizando o peso combinatoério [28], os resultados da parametrizagao pla-
nar das superficies S, Sy e S7 sdo ilustrados na Figura 2.7, Os resultados
obtidos indicam uma das principais caracteristicas da matriz de pesos com-
binatorios, a propriedade de obter a mesma parametrizacao planar quando
duas superficies possuem a mesma topologia e a mesma poligonal convexa é
utilizada para a posicao dos vértices da fronteira na parametrizagao, inclusive
respeitando a mesma indexacgao destes vértices. Em outras palavras, o peso
combinatério nao leva em conta a geometria da superficie.
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(a) Parametrizagao de S1  (b) Parametrizacdo de Sy (c) Parametrizagao de Sy

Figura 2.7: O peso combinatorio tem a propriedade de obter a mesma pa-
rametrizagao planar quando duas superficies possuem a mesma topologia e
a mesma poligonal convexa ¢é utilizada para a posigao dos vértices da fron-
teira na parametrizacao. Da esquerda para a direita as parametrizagoes das
superficies topologicamente equivalentes Sy, Sy e S7 (Figura com raios,
respectivamente, Ry = 1/8, Ry =4/8 e Ry = 7/8.

A parametrizacao planar usando a matriz de pesos combinatoério traduz
no resultado obtido apenas a topologia da superficie. Portanto, uma conside-
ravel deformacao da geometria das superficies quando comparada & geometria
das parametrizagoes pode ser observada quando utilizamos esta matriz. Essa
deformagao pode ser facilmente observada nos resultados da parametrizagao
das superficies S; e S; (Figura [2.6)) ilustradas nas Figuras [2.7(a)| e [2.7(c)|
respectivamente.

Com o intuito de diminuir a distor¢ao quando a parametrizacao planar
utiliza a matriz de pesos combinatoério, encontramos na literatura outros
pesos que utilizam a geometria da superficie na sua definigao [14], 21, 28] 29].
Alguns destes pesos serao usados no algoritmo de parametrizagao planar.

Inicialmente, observamos que se u; é dado pela expressao

U; = E )\ikuk, 1= 1, Ny
)

keN (i

quanto mais proximo de 1 for );; mais préximo de u; estara u,. De fato,
basta notar que

i = wgll = Jim [lu; = Nijug|l = > dauk|=0,i=1..n.
keN(i)—{j}

Logo, uma tentativa de preservar o comprimento da aresta na parametrizacao
é tomar pesos menores para arestas maiores da superficie original e pesos
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maiores para arestas menores. Neste intuito, podemos definir um peso que
satisfaca essa propriedade tomando valores inversamente proporcionais aos
comprimentos das arestas da superficie original.

Para cada vértice z; interno, definimos para todo j € {1,..., N}

1

o) llm =l

0 , (1) ¢E

Assim definidos, os pesos obedecem as condigoes de adjacéncia (equagao
e de positividade (equagao paratodoi=1,--- nej=1,---,N, mas
a condi¢ao soma unitéaria

> =1

JEN(?)
pode nao ser verificada para algum vértice x;. Para satisfazer ambas as
condic¢oes, dividimos cada linha ¢ de W pela soma ao longo dessa linha.
Portanto, definimos
wij
Wij = )
Si

onde s; = Y w;.
JEN()

Tal peso é chamado na literatura de inverso do comprimento da aresta
ou simplesmente inverso da aresta.

As superficies Sy, 54 e S; (Figura foram parametrizadas com o al-
goritmo iterativo usando a matriz de pesos inverso da aresta. Os resultados
obtidos mostram que o peso inverso da aresta considera a geometria da su-
perficie resultando em parametrizagoes planares com menores distor¢goes. A
Figura ilustra os resultados obtidos para as superficies S; (2.8(a)), Sy
2-8()) e S7 (2-8(c))-

Para cada aplicagao procura-se preservar alguma propriedade matematica
da superficie na sua parametrizacao planar como foi feito na defini¢ao do peso
inverso da aresta. O préximo peso a ser definido segue a mesma ideia, mas faz
uso das areas dos triangulos que compartilham a aresta e;; = (¢, j), ou seja,
a area do tnico quadrilatero que tem a aresta e;; como diagonal, enquanto o
peso inverso da aresta faz uso apenas do comprimento da aresta e;;.
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(a) Parametrizagdo de S;  (b) Parametrizacao de Sy (c) Parametrizagdo de Ss

Figura 2.8: Peso inverso da aresta. Da esquerda para a direita as parametri-
zagoes das superficies topologicamente equivalentes Sy, Sy e Sy (Figura.
O peso inverso da aresta considera a geometria da superficie original por isso
a parametrizacao obtida com o uso desse peso resulta em menor distor¢ao da
malha.

Para cada vértice interior x; definimos para todo 7 =1,..., N,
1 . )

'LT)” = { aij+bij ’ ‘7 = N(Z) 7

0 ., Jjé¢N(®)

onde a;; e b;j sao as areas dos dois triangulos adjacente a aresta e;;.
Da mesma forma, torna-se necesséario dividir cada peso w;; pela soma

s; = . wW;; para assegurarmos as condi¢oes de convexidade (equacoes
JEN(I)
(2.4), (2.5) e (2.6)). Portanto, definimos o peso
Wi = —
1T,

chamado de inverso da drea.

A Figura [2.9 ilustra as parametrizagoes planares obtidas pelo algoritmo
iterativo utilizando a matriz de pesos inverso da area. As parametrizagoes
das superficies Sp, S, e S; obtidas com esta matriz sao ilustradas nas Figuras
(2.9(a)), (2.9(b)) e (2.9(c)), respectivamente. Podemos observar que esta
matriz resulta em parametrizagoes com menores distor¢oes geométricas da
malha original comparado com a as parametrizagoes obtidas com o uso do
peso combinatorio.
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(a) Parametrizagao de S1  (b) Parametrizacdo de Sy (c) Parametrizagao de Sy

Figura 2.9: Peso inverso da area. Da esquerda para a direita, as parametri-
zagoes das superficies topologicamente equivalentes S, Sy e S7 (Figura .
A parametrizagao planar usando o peso inverso da area apresenta resulta-
dos com menores distor¢oes da malha, comparado com as parametrizagoes
obtidas com o uso do peso combinatorio, pois leva em consideracao medidas
geométricas da superficie original.

Neste exemplo, as superficies utilizadas sao originalmente planares e é
interessante ressaltar que em nenhum dos pesos definidos aqui, combinato-
rio, inverso da aresta e inverso da area, a parametrizacao planar resultou na
mesma superficie. Porém, a distor¢ao da geometria da malha da superficie
¢ bem menor nos pesos geométricos em relacao ao peso combinatorio. Exis-
tem varios métodos que tem a propriedade de resultar numa parametrizacao
semelhante a superficie quando a entrada é uma superficie planar [§].

Neste exemplo, a distorcao geométrica para cada peso definido pode ser
medida a partir da relagao entre os raios R; da superficie original e dos raios
das parametrizacoes obtidas.

A tabela contém os valores dos raios das superficies originais na pri-
meira coluna e dos raios das parametrizagoes nas demais colunas. Podemos
observar que o peso combinatério nao traduz para o algoritmo de parame-
trizagao planar propriedades geométricas da superficie, pois o raio listado na
tabela é igual a 0.5912 para qualquer uma das superficies S7, Sy e S7. Os
pesos geométricos, inverso da aresta e inverso da area, resultam em parame-
trizagoes com menores distor¢oes da malha e, portanto, as medidas geométri-
cas destas superficies sao melhore preservadas. Calculando o valor absoluto
da diferenca entre os raios da superficie original e da parametrizagao planar
podemos determinar qual peso resultou em uma melhor parametrizacao se-
gundo esta medida de distor¢ao. Portanto, para essas superficie, os melhores
resultados sao obtidos com o uso dos pesos inverso da aresta e inverso da
area.



S

0

Parametrizacoes Planares

Superficie (raio) | combinatorio | inverso da aresta | inverso da area
Si, Ry =4 =0.125 0.5912 0.1524 0.0544
Sy, Ry = % = 0.500 0.5912 0.5341 0.4971
Sz, Ry = % = 0.875 0.5912 0.7805 0.8697

Tabela 2.1: A distor¢ao geométrica para cada peso definido pode ser medida
a partir da relacao entre os raios R; da superficie original e dos raios das
parametrizacoes obtidas.

(a) Superficies (b) Combinatorio  (c) Inverso da aresta (d) Inverso da area

Figura 2.10: Parametrizacoes planares de superficies topologicamente equi-
valentes, porém com geometrias distintas. Da esquerda para a direita: Su-
perficies (em verde) e parametrizagoes usando os pesos combinatorio, inverso
da aresta e inverso da area.
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As parametrizagoes obtidas com os pesos combinatorio (topolégico), in-
verso da aresta e inverso da area (topologico e geométrico) podem ser com-
paradas na Figura A primeira coluna da Figura ilustra de cima para
baixo as superficies S, S; e S7. As parametrizacoes planares usando o peso
combinatoério sao ilustradas na segunda coluna, enquanto as parametrizagoes
obtidas com os pesos inverso da aresta e inverso da &area sao ilustradas na
terceira e quarta colunas, respectivamente. Podemos comparar os resulta-
dos e observar que os pesos geométricos resultam em parametrizacoes com
menores distor¢oes da malha da superficie original.

Exemplo 2: Cogumelo e poligonal convexa geométrica.

No exemplo 1 utilizamos uma superficie bastante simples para apresentar
os principais pesos encontrados na literatura. Os resultados apresentados
ilustram as diferencas entre as parametrizagoes obtidas com o peso combi-
natoério, que considera somente a topologia da superficie na sua defini¢ao, e
com os pesos inverso da aresta e inverso da &area, que sao considerados pe-
sos geométricos, pois sao definidos a partir de quantidades geométricas da
superficie.

Neste exemplo um modelo mais complexo sera aplicado ao algoritmo.
Uma sequéncia de 11 superficies Sy, ..., S11, onde todas tém o mesmo nimero
de vértices na fronteira, é obtida a partir de uma superficie com 3424 vértices
de modo que

S C Sy, r=1,---,10.

Os triangulos da superficie com menor ntimero de vértices, S; com 481 vér-
tices, pertencem a todas superficies e iremos comparar a razao da soma das
areas da parametrizacao destes tridngulos pela area do disco unitario (domi-
nio de parametrizagido) em todas as superficies desta sequéncia com a mesma
razao na superficie original. Algumas superficies desta sequéncia sao ilustra-
das na Figura [2.11}

No exemplo 1, os pesos inverso da aresta e inverso da area resultam em
parametrizagoes que levam em conta a geometria da superficie. Porém, no
modelo sintético criado no exemplo 1 nao podemos concluir nada a respeito
de propriedades geométricas globais de uma superficie com um niimero maior
de vértices. A anélise de uma propriedade global é ilustrada na Figura [2.12
onde podemos conjecturar que a topologia da superficie é o tinico fator global
na metodologia de parametrizacao planar desenvolvida. As razoes de areas
das parametrizacoes planares com os diversos pesos apresentados nao tem o
mesmo comportamento da razao das areas entre as superficies originais.
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Figura 2.11: Uma superficie com 3424 vértices, ilustrada no topo da Fi-
gura, é o modelo base para construir uma sequéncia de superficies S, ..., S11
onde S, C S,41, = 1,---,10. A superficie S; possui 481 vértices e, pela
definicao, os triangulos desta superficie sao mantidos em todas as demais
superficies. Todas as superficies tem fronteira com o mesmo niimero de vér-
tices.
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Razéo de area
Parametrizagdes Planares

0.1

0.01
- Combinatdrio

= Inverso da aresta
Inverso da area
0.001 -+ Superficies

0.0001

0.00001
481 801 1121 1441 1761 2081 2327 2590 2910 3230 3424

Numero de vértices

Figura 2.12: Uma sequéncia de superficies S, ...,51; € obtida a partir de
uma superficie com 3424 vértices de modo que S, C S,4q, r = 1,---,10
(Figura . Os triangulos da superficie com menor ntumero de vértices S
pertencem a todas superficies e a razao da soma das areas da parametrizacao
destes triangulos pela area do disco unitario (dominio de parametrizagao) em
todas as superficies desta sequéncia com a mesma razao na superficie original
mostram que os pesos geométricos influenciam localmente a parametrizacao,
porém, propriedades globais numa superficie podem nao ser preservadas.

Para analisar o comportamento global com relagao a fixagao da fronteira
da superficie tomaremos a superficie Sy; 801 vértices, sendo um vértice central
com valéncia 16, 16 vértices com valéncia 5, 720 vértices com valéncia 6 e
64 vértices de fronteira com valéncia 4; e criamos outra superficie por uma
subdivisao de metade da superficie S;. O resultado obtido é uma superficie
com 2112 vértices, sendo um vértice central de valéncia 16, 29 vértices de
valéncia 7, 1942 vértices de valéncia 6, 44 vértices de valéncia 5, 95 vértices
de valéncia 4 e um vértice de valéncia 3, totalizando 2016 vértice interiores e
96 vértices de fronteira. As superficies sao ilustradas na Figura [2.13]

As parametrizagoes [2.14(a)} [2.14(c)| e [2.14(e)| obtidas para a superficie
ilustrada na Figura [2.13(a)| usando os diferentes pesos mostram resultados
semelhantes. As areas das regioes em vermelho nas parametrizacoes sao res-
pectivamente 0.0021, 0.0020 e 0.0013. Por outro lado, as parametrizagoes
para a superficie ilustrada na Figura [2.13(b)| apresentam resultados bastante
distintos para os peso utilizados, combinatoério (2.14(b))), inverso da aresta

(2.14(d)|) e inverso da area (2.14(f))), devido a definigdo de cada peso e, por-
tanto, de suas propriedades.
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(a) 801 vértices (b) 2112 vértices

Figura 2.13: As superficies ilustradas foram obtidas a partir do cogumelo
ilustrado na Figura A Figura da esquerda ilustra uma superficie que
contém 801 vértice, sendo 64 vértices de fronteira. A Figura da direita ilustra
uma superficie obtida por subdivisao da superficie a esquerda que contém
2112 vértices sendo 96 vértices de fronteira.

Um possivel agravante para a distor¢ao da malha da superficie subdivi-
dida (Figura [2.13(b)) é a poligonal convexa cuja fronteira da superficie sera
fixada. Observe que a fronteira possui aproximadamente o mesmo compri-
mento para as duas metades da superficie (parte mais densa e menos densa
de vértices), porém o nimero de vértices da fronteira da metade mais densa
¢é praticamente o dobro. Mas, a fixacao dos vértices no circulo unitario nao
levou em consideracao a geometria da fronteira, isto é, para a construcao da
poligonal convexa levamos em consideragao apenas a topologia da fronteira
(nimero de vértices e sua conectividade) e nao levamos em consideragao a
geometria da fronteira (distancia entre os vértices da fronteira, comprimento
total da fronteira, etc...).

Nos resultados ilustrados na Figura tomamos uma medida simples
para observar a sensibilidade do algoritmo de parametrizagao & poligonal
convexa definida para fixar a parametrizacao da fronteira. Neste caso, a
poligonal convexa foi construida de tal forma que mantemos a razao 1 (um)
entre os comprimentos da fronteira das partes mais e menos densas.
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) Combinatorio ) Combinatorio
) Inverso da aresta ) Inverso da aresta
) Inverso da area ) Inverso da area

Figura 2.14: Parametrizacoes planares das superficies ilustradas na Figura
obtidas com o algoritmo iterativo. Na primeira linha as parametrizagoes
obtidas com o peso combinatoério, na linha do meio as parametrizagoes com
o peso inverso da aresta e na terceira linha as parametrizacoes obtidas com
o peso inverso da érea.
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a) Superficie subdividida ) Combinatorio
) Inverso da aresta ) Inverso da area

Figura 2.15: A poligonal convexa que define a parametrizagao dos vértices
da fronteira é definida considerando propriedades geométricas da fronteira da
superficie. As parametrizagoes usando os pesos combinatorio [2.15(b)], inverso
da aresta[2.15(c)|e inverso da area[2.15(d)|obtém resultados com menores dis-
torgoes quando comparados aos resultados obtidos com a poligonal convexa
que considera apenas a topologia da fronteira (Figura .

Os resultados obtidos mostram a dependéncia do algoritmo & poligonal
convexa fixada na imersao dos vértices da fronteira. Neste mesmo contexto,
também podemos observar que a sensibilidade de vértices distantes da fron-
teira a poligonal fixada nao foi tao grande assim, como ilustrado na Figura
[2.16] Alguns triangulos da malha (2.16(a)]) definidos a partir de vértices dis-
tantes da fronteira sao destacados e podemos observar que, exceto por uma
rotacao da parametrizacao, pouco podemos diferenciar nas parametrizagoes
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destes triangulos quando comparamos os resultados obtidos usando a poligo-
nal convexa que considera apenas a topologia da fronteira da superficie e a
poligonal convexa que também considerou a geometria da fronteira (Figuras

B.16(b)[2-16(c)| e 2.16(d)).

(a) Superficie

(b) Combinatorio (¢) Inverso da aresta (d) Inverso da area

Figura 2.16: No topo, uma regiao central da superficie é destacada. Da
esquerda para a direita, parametrizacoes obtidas com os pesos combinatorio,
inverso da aresta e inverso da area; usando na segunda linha a poligonal
convexa que considera apenas a topologia da fronteira da superficie e na
terceira linha a poligonal convexa que também considerou a geometria da
fronteira da superficie.
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Exemplo 3: Coelho e “convexidade” da fronteira.

A superficie que estudamos nesse exemplo possui 468 vértices, dos quais,
383 sao interiores e 85 sao de fronteira. A superficie é ilustrada na Figura
[2.17] Neste exemplo destacamos que devido a poligonal convexa fixada no
nosso algoritmo, definida a partir do circulo unitario e do ntimero de vértices
de fronteira, a parametrizacao planar pode obter resultados com grandes
distorcoes de malha.

]
|

V‘i

A
e~

Figura 2.17: A superficie modela a cabega do coelho e possui 468 vértices. A
fronteira desta superficie possui 85 vértices e é fixada numa poligonal convexa
sem considerar a geometria desta curva.

A geometria da superficie utilizada nesse exemplo apresenta uma caracte-
ristica bem particular nao encontrada nos exemplos abordados anteriormente.
Pode-se encontrar um par de vértices da fronteira z; e x; tais que ||z; — x| €
muito menor que as somas dos comprimentos das arestas que os conectam em
ambos os sentidos. As parametrizacoes desta superficie no poligono limitado
pela poligonal convexa sao ilustradas na Figura[2.18] Quando parametrizada
numa forma convexa no plano, uma grande deformagao em algumas arestas
pode ser observadas.
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(c) Inverso da aresta (d) Inverso da &area

Figura 2.18: A fronteira desta superficie possui 85 vértices e é fixada numa
poligonal convexa sem considerar a geometria desta fronteira. A distor¢ao
do modelo na parametrizagao pode ser observada nos resultados obtidos com

todos os pesos combinatorio [2.18(b)|, inverso da aresta e inverso da
area |2.18(d
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Figura 2.19: O mapa de cores ilustra pontos de fronteira “muito préximos”
que sao fixados em pontos relativamente distantes na poligonal convexa. A
distor¢ao dos triangulos é facilmente visualizada nas parametrizagoes. Pode-
se encontrar um par de vértices da fronteira cuja distancia entre eles é muito
menor que as somas dos comprimentos das arestas da fronteira que os co-
nectam em ambos os sentidos, horario e anti-horario. Quando a fronteira
¢ imersa na poligonal convexa (circulo unitario), tais vértices que estavam
proximos serao posicionados sobre a poligonal a uma distancia relativamente
muito maior.

Na Figura [2.19)s@o destacados trés vértices da fronteira da superficie. A
linha geodésica que liga os pés externos das orelhas do bunny (caminho com
16 vértices) atravessa a parametrizagao ao meio. Um vértice aproximada-
mente no meio desse caminho esta ligado a fronteira por um caminho com
apenas quatro vértices. Dessa forma podemos chegar a um vértice proximo
da origem do circulo unitario passando por 10 vértices ou por 3 vértices.
Esse caminho por 4 vértices é composto por arestas grandes como pode-se
ver facilmente na parametrizacao.

Como os vértices da fronteira estao distribuidos uniformemente, ou seja,
o comprimento das arestas de fronteira nao varia muito uma distribuicao
sobre o circulo por comprimento de aresta provavelmente nao diminuiria
essa distor¢ao. Talvez uma distribuicao com base nos angulos que os vértices
da fronteira formam com o centro de massa da mesma em relacao a um
determinado vértice pudesse diminuir essa distor¢ao.

Portanto concluimos que uma parametrizagao planar com fronteira sobre
uma forma convexa provavelmente tera grande distor¢ao nessa superficie,
visto que identificamos propriedades da superficie que sao “incompativeis”
com as propriedades de convexidade.

Poderiamos tentar parametrizar numa elipse com eixo a muito menor
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que b o que compensaria vértices ligados por uma longa poligonal sobre a
fronteira e geometricamente proximos. Porém ainda terfamos que ligar um
vértice dessa poligonal a “geodésica” que os ligam, ou seja, na parametrizacao
ligarfamos um vértice no centro da elipse a um vértice no extremo da elipse
no sentido do eixo maior, o que causaria distorg¢ao.

A solucgao para tal problema seria mesmo uma parametrizagao cuja fron-
teira nao é uma forma convexa com as propriedades identificadas na superficie
original.

Exemplo 4: Mao e caminho fechado

Neste exemplo, uma superficie com 1483 vértices interiores e 36 vértices
de fronteira sera parametrizada. A superficie é ilustrada na Figura[2.20] onde
também visualizamos a fronteira desta superficie. Dado qualquer caminho
fechado nesta superficie, podemos definir dois subconjuntos de vértices, que
serao chamados de vértices interiores e externos do caminho fechado. Ou
seja, qualquer caminho fechado dividira a superficie em duas. Os vértices
externos do caminho sao aqueles que podemos ligar a fronteira da superficie
por caminhos que nao contém arestas no caminho fechado. O complementar
deste conjunto é o conjunto dos vértices interiores do caminho fechado.
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Figura 2.20: A superficie possui 1483 vértices interiores e 36 vértices de
fronteira.

A parametrizacao planar é possivel para superficies com bordos, os quais
sao imersos numa poligonal convexa com vértices sobre o circulo unitario. A
imersao dos vértices interiores é definida a partir desta poligonal e da matriz
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de pesos satisfazendo as condi¢oes de convexidade (equagdes , e .
Os resultados obtidos com o algoritmo iterativo sao ilustrados na Figura [2.21
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(a) Superficie (b) Combinatorio

(c) Inverso da aresta (d) Inverso da &rea

Figura 2.21: Parametrizacoes planares da superficie ilustrada na Figura
O algoritmo iterativo convergiu com 8532, 10154 e 10625 passos para os pesos

combinatorio 2.21(b)| inverso da aresta [2.21(c)| e inverso da area [2.21(d)]

respectivamente.

Todos os vértices interiores da superficie sao parametrizados no poligono
definido pela poligonal convexa (proposi¢ao [2.3). Da mesma forma, para
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qualquer caminho fechado, os vértices interiores do caminho serao parame-
trizados no poligono definido pela parametrizacao dos vértices do caminho.
Observe que, intrinsecamente estamos afirmando que cada caminho fechado,
define uma poligonal, mas nao necessariamente convexa. Podemos obser-
var nos resultados obtidos pela parametrizagao planar (Figura , que
as regioes onde foram parametrizados os dedos da mao definem 5 regioes
de concentragao de vértices (por area do circulo unitario). A partir do ca-
minho fechado definido pelos vértices da fronteira, denotado por Cy = 955,
podemos construir um novo caminho fechado, chamado C', formado por vér-
tices que pertencem ao interior de Cy. Agora, a partir de C; podemos de
maneira analoga definir C5 formado por vértices que pertencem ao interior
de (5. Desta forma, construimos uma cadeia de caminhos fechados, onde
C,cC,1C---CCyCCyCCy=0S.

Podemos ainda definir estes caminhos de tal forma que C,, divide a su-
perficie exatamente na base de um dos dedos. Consequentemente, os vértice
deste dedo sao vértices internos de C), e, portanto, serao parametrizados no
poligono formado pelos vértices da parametrizacao de C,. A Figura [2.22
ilustra as parametrizacoes dos caminhos formados pelos caminhos fechados
das bases dos dedos da superficie para cada peso e as imagens ampliadas dos
dedos indicador e médio da mao.
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Figura 2.22: A superficie e o0 mapa de cores facilitam a interpretacao das
regioes de parametrizagao dos dedos da mao. As superficies ilustradas nas
Figuras [2.22(a)}, [2.22(b)| ¢ [2.22(c)| s@o obtidas ampliando as parametrizagoes
obtidas com os pesos combinatoério, inverso da aresta e inverso da area, res-
pectivamente, mostrando as regioes dos dedos indicador e médio da mao.
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Exemplo 5: Face e condigoes de convexidade.

Voltamos a superficie utilizada na se¢ao onde introduzimos os algoritmos
de parametrizacao de superficie para estudar as condi¢oes de convexidade
(equagoes , e ) Inicialmente comparamos as parametrizagoes
determinadas pelos pesos geométricos, inverso da aresta e inverso da area
com a parametrizagao obtida com o peso combinatorio.

A Figural2.23|ilustra as parametrizagoes obtidas com o algoritmo iterativo
usando tol = 1le — 5 como o parametro de convergéncia. A poligonal convexa
usada na parametrizagao da fronteira da superficie possui 104 vértices e foi
determinada a partir da topologia da fronteira da superficie.
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(b) Combinatoério (X) (¢) Inverso da aresta (Y) (d) Inverso da area (Z)

Figura 2.23: A superficie possui 1858 vértices, sendo 104 vértices de
fronteira [2.23(a)l O algoritmo iterativo (tol = le — 05) convergiu com 3562,
5223 e 7520 iteragoes para os pesos combinatorio (2.23(b))), inverso da aresta

(2.23(c)]) e inverso da drea (2.23(d))), respectivamente.
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Os resultados ilustrados na Figura foram obtidos com 8532, 10154
e 10625 iteragoes para os pesos combinatorio (Figura [2.23(b))), inverso da
aresta (Figura[2.23(c)) e inverso da area (Figura [2.23(d)|), respectivamente.

Pelo mesmo motivo exposto no exemplo anterior, note que as regioes
com concentragoes de vértices na face como, por exemplo, olhos, nariz e
boca, se refletem nas parametrizagoes, inclusive na combinatoria (Figura
2.23(b)). Essa concentragao, é reflexo da metodologia adotada e pode ser
compreendida a partir de caminhos fechados na superficie original. Os pesos
inverso da aresta e inverso da area, por sua natureza geométrica, destacam
ainda mais as regioes dos olhos, nariz e boca das demais regioes da superficie
nas parametrizacoes planares obtidas.

Os pesos apresentados até aqui satisfazem as condig¢oes de convexidade.

(adjacéncia) (i,j) ¢ E— \,j =0
(positividade) (i,j) € E— \;; >0

(soma unitaria) Z Nij =1
JEN()

Estas condigoes garantem a existéncia e unicidade de uma parametrizacao
planar para uma superficie triangular.

Outro peso encontrado na literatura satisfazendo as condigoes de conve-
xidade utiliza angulos dos triangulos da superficie triangular. Dado um par
de vértices v; e v;, a partir dos tridngulos adjacentes a aresta e;; = (4, )
defina os angulos 9}]- e 9% como sendo os angulos incidentes na aresta e;; e
no vértice 7. Os angulos 6}; e 67; sao ilustrados na Figura m

O peso dado por

_ tan(0};/2) + tan(0;/2)

wij =

(2.15)
[[Vi = vl

¢ chamado wvalor médio |9] e satisfaz a condigdo de positividade (equagao
(2.5))), pois o peso pode ser reescrito como

1 sen((0; +63;)/2)

Wi = Vi — ;] 003(91-11./2)005(91-2]-/2)
e b + 62
i T 0

9i1j<ﬂ" 9%<7r:>%<7r,

a condicao de adjacéncia (equagao (2.4) e, apds a normalizagao, a condigao
soma unitaria (equagao (2.6)).
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O resultado obtido com o algoritmo iterativo usando o peso valor médio é
ilustrado na Figura[2.24] Podemos observar que geometricamente os vértices
da parametrizagao definem regides mais densas de maneira muito semelhante
ao peso inverso da area.
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Figura 2.24: Dado um par de vértices 7 e j, a partir dos triangulos incidentes
a aresta e;; = (4, j) e ao vértice i, os angulos }; e 07; definem o peso valor
médio (equagao (2.15)). A parametrizagao planar obtida com o peso valor
médio é ilustrada na Figura da direita. Tal peso satisfaz as condicoes de
convexidade.

Usamos a superficie ilustrada na Figura para observar o compor-
tamento do algoritmo quando alguma das condi¢oes de convexidade nao é
satisfeita.

Iniciamos este teste observando o resultado do algoritmo quando a con-
dicao de adjacéncia nao é satisfeita. Portanto, temos que definir uma matriz
de pesos M de tal forma que alguma entrada M;; ¢ nao nula, mesmo que
e;j = (4,7) nao seja uma aresta do grafo da superficie. Usamos para isto
a primeira e segunda estrela dos vértices e definimos um peso semelhante a
definicao do peso combinatério, porém utilizamos a quantidade de nds que
estao na primeira e segunda estrela e nao mais a valéncia dos nés. A Figura
compara os resultados obtidos. A esquerda, ilustramos novamente o re-
sultado obtido com todos as condi¢oes de convexidade satisfeitas, enquanto
a direita, ilustramos o resultado obtido com uma matriz de pesos definidos a
partir da segunda estrela de cada vértice. Observamos que as condigoes de
convexidade nao foram satisfeitas, porém o resultado obtido pelo algoritmo
é uma parametrizacao planar da superficie.
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Figura 2.25: A parametrizagao planar da superficie ilustrada em
usando uma matriz de pesos obtida a partir do peso combinatoério que satisfaz
as condigoes de convexidade é ilustrada na Figura [2.25(a). Ao utilizar a
primeira e segunda estrelas de cada vértice na definicao de uma nova matriz
de pesos, o algoritmo iterativo retorna uma nova parametrizagao, que ainda
¢é valida, mas apresenta as arestas que ligam vértices interiores a vértices da
fronteira com comprimentos desproporcionais aos demais comprimentos. O
algoritmo usou tol = le — 05 e convergiu com 3562 e 1539 iteracoes para os
resultados ilustrados respectivamente [2.25(a)[ e [2.25(b)!

As condigoes de convexidade sao necessarias para garantir que o resultado
obtido pelo algoritmo de parametrizagao planar é, de fato, uma parametri-
zacao. Embora os resultados ilustrados neste exemplo ainda obtiveram pa-
rametrizagoes validas, é possivel encontrar uma determinada matriz de peso
que nao satisfaca a todas as condi¢oes de convexidade no qual o resultado ob-
tido ndo é uma parametrizagao. A Figura [2.26]ilustra o resultado obtido com
o algoritmo iterativo utilizando quatro estrelas para o conjunto de vizinhos
e o peso combinatério. Observe na regiao destacada triangulos sobrepostos.
Mais ainda, a teoria assegura a existéncia de tal parametrizacao apenas para
um conjunto de pesos que obedecem as condigoes de convexidade. Isto é, nem
podemos garantir a existéncia da solugao para depois utilizarmos o algoritmo
iterativo.



28

i
=7

"A&

<

<

5‘
Ve
v:
/
0
X

= <;
< é‘

LELIRG
<

TSN

N R
I
o

v“<

K

(a) Superficie  (b) Combinatorio usando 4 estrelas (¢) Regiao ampliada

Figura 2.26: Ao utilizar a primeira, segunda, terceira e quarta estrelas de
cada vértice na definicao de vizinhanga, o algoritmo iterativo retorna uma
configuracao de vértices que nao é uma parametrizagao planar valida, e as
arestas que ligam vértices interiores a vértices da fronteira com comprimentos
desproporcionais aos demais comprimentos. O algoritmo usou tol = le — 05
e convergiu com 77 iteragoes.

No proximo resultado, definimos um peso cuja condi¢ao de positividade
nao é satisfeita e, assim como no teste anterior cm a superficie da face e com
duas estrelas para vizinhanca, o resultado obtido é ainda uma parametri-
zagao planar. O peso utilizado é chamado na literatura de peso cotangente
e também é definido a partir de angulos dos triangulos adjacentes & aresta
€ij = (7,7). A partir dos angulos a;; e B;; opostos a aresta e;; pertencentes a
estes dois triangulos definimos o peso w;; como

wij = cotg(ay,;) + cotg(B;;) (2.16)

A Figura ilustra os angulos «; ; e f; ; para uma determinada aresta e
o resultado obtido pelo algoritmo iterativo usando este peso. A condicao de
positividade nao é satisfeita para alguns vértices, fato relacionado a triangulos
obtusos na superficie original, e podemos observar que o resultado é ainda
valido, apesar de haver uma grande distor¢ao na malha.
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Figura 2.27: Dado um par de vértices i e j, a partir dos tridngulos adjacentes
a aresta e;; = (4,7), os angulos a;; e f;; opostos a aresta e;; definem o peso
cotangente (equagao (2.16])). Uma matriz de pesos é definida utilizando o
peso cotangente e, portanto, a condi¢ao de positividade nao é satisfeita para
alguns vértices. Este fato esté relacionado a existéncia de triangulos obtusos
na malha. A parametrizacao planar da superficie usando esta matriz de
pesos é ilustrada na figura a direita e podemos observar a distorcao
que o algoritmo iterativo obteve. O resultado é ainda valido, mas podemos
observar uma distor¢ao na malha. O algoritmo usou tol = 1le—05 e convergiu
com 2391 iteragoes.

Para que o peso cotangente satisfaca a condi¢ao de positividade, os an-
gulos usados na defini¢ao deste peso devem satisfazer ;; + §;; < m, pois

sen(aij + Bij)
sen(ov;)sen(fi;)

Por tltimo, iremos observar o comportamento do algoritmo em funcao da
auséncia da condicao soma unitaria. Para isto, utilizamos um peso definido
de maneira andloga ao peso inverso da aresta, porém, sem dividir cada linha
da matriz pela soma de suas respectivas entradas, isto é, nao satisfazendo
a condicao soma unitaria. O algoritmo iterativo tenta obter uma parame-
trizacao planar para a superficie, mas podemos observar a divergéncia do
algoritmo ao nao satisfazer a condi¢do soma unitaria (Figura [2.28).

wg; = cotg(ay;) + cotg(Bij) =
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Figura 2.28: O algoritmo iterativo usando uma matriz de pesos obtida a
partir do peso inverso da aresta, porém, sem dividir cada linha da matriz
pela soma de suas respectivas entradas e, consequentemente, nao satisfazendo
a condi¢ao soma unitaria; tenta obter uma parametrizacao planar para a
superficie ilustrada em . Alguns passos do algoritmo iterativo sao
ilustrados, onde podemos observar a divergéncia.



Capitulo 3

Parametrizacao Esférica

3.1 Introducao

A parametrizacao planar é a forma mais natural para mapeamento de tex-
tura. Porém, em outras aplicagoes, tais como manipulagao [T, 23] e re-
amostragem [22] [I7] torna-se necessério parametrizacdo em dominios que
permitem reduzir significativamente a distor¢ao entre a superficie original e
a parametrizagao. Neste sentido, alguns trabalhos usam a esfera |1, 1], 17],
o toro [12] ou outro dominio [26] como representante da classe de superficies
topologicamente equivalentes.

Neste capitulo, falaremos de parametrizacao de superficies que sao to-
pologicamente equivalente & esfera. Isto é, buscaremos mostrar que existe
solucao para o problema de obter uma funcao injetora entre os vértices de
uma superficie triangular fechada (sem bordo) e a esfera, de tal forma que a
triangulacao com vértices na esfera induzida pela triangulacao da superficie
nao tenha sobreposi¢ao. A triangulagao assim definida na esfera é chamada
de parametrizacao esférica.

3.2 Usando Parametrizacao Planar

Quando o dominio da parametrizacao é a esfera uma metodologia natural de
parametrizar uma superficie fechada na esfera é reduzir o problema para o
caso planar. Esta secao apresenta duas maneiras de reduzir parametrizacao
esférica ao caso planar. A primeira usa um dos tridngulos como fronteira.
A segunda, um pouco menos imediata, subdivide a malha em duas partes
conexas aproximadamente iguais, também com uma fronteira comum.

61
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Triangulo como Fronteira.

Dada uma superficie fechada, a remoc¢ao de um triangulo dessa superficie
define uma superficie com fronteira dada exatamente pelos trés vértices do
triangulo removido. Dai, podemos obter uma parametrizacao planar para a
superficie com fronteira utilizando um dos algoritmos descritos no capitulo

A parametrizagao planar obtida tem como dominio o poligono convexo
limitado pela poligonal convexa definida a partir dos trés vértices de fronteira.
Ou seja, todos os vértices da parametrizagao estao dentro de um triangulo
no plano. O principal problema com esta abordagem é que sendo o dominio
desta parametrizagao planar um triangulo, todos os vértices interiores da
superficie serao parametrizados numa regiao central do tridngulo, levando a
uma grande distor¢ao da superficie.

Finalmente, para obter uma parametrizacao esférica, usamos o inverso
da projegao estereografica para mapear o dominio planar na esfera [14]. A
projecao estereografica ¢ uma funcao bijetora entre a esfera S? C R3, a
excecao de um ponto p € S?, e um plano II C R3.

p:Sz—{p}—>H

Dai, todo vértice u; da parametrizagao planar da superficie com fronteira
pode ser projetado na esfera usando a inversa da projecao estereografica,
v; = p~Y(u;). Logo, todos os vértices da superficie fechada sdo imersos na
esfera. Além disso, podemos assumir que a projecao do ponto excluido da
esfera para definir a projegao estereografica pertence ao triangulo excluido da
superficie fechada para obter a parametrizacao planar e, consequentemente,
o conjunto de vértices {v;} C S? com a topologia induzida pela conectivi-
dade da superficie fechada define entao uma parametrizacao esférica desta
superficie. De fato, se houvesse sobreposicao de triangulos, entao a projecao
levaria dois pontos distintos no plano em um tnico ponto na esfera.

A Figura [3.1] ilustra o resultado da parametrizagao esférica utilizando a
parametrizacao planar e a projecao estereografica. A superficie possui 502
vértices e uma fronteira é criada na superficie fechada a partir da remocao
de um triangulo da malha . A partir dai, podemos utilizar a parame-
trizacao planar com pesos combinatorio para obter a parametrizacao
esférica usando a projecao estereografica.
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&>

a) Superficie triangular b) Parametrizacgao planar

c¢) Parametrizagio esférica

Figura 3.1: Uma metodologia para obter uma parametrizagao esférica de uma
superficie fechada é dada pela remogao de um triangulo (face) da superficie
fechada e a aplicacao da parametrizagao planar na superficie com
fronteira resultante . Para obter uma parametrizacao esférica
usamos a projecao estereografica nos vértices da parametrizacao planar e
induzimos a topologia da superficie fechada.

Cabe ressaltar que esse método depende das propriedades da projegao
estereogréafica que é conforme no caso continuo, mas nao preserva angulos
no caso discreto [11]. Outro problema é que a parametrizagao planar fixa
os pontos da fronteira, que nesse caso é formada por apenas trés vértices do
triangulo removido, sobre o circulo unitario e posiciona os demais vértices no
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interior do circulo. Assim, pelas propriedades da projecao estereogréfica, a
parametrizacao esférica estara toda contida em um tdnico hemisfério. Para
contornar esse problema, escalonamos a parametrizagao planar de modo que
aproximadamente metade dos vértices estejam no interior do circulo unitario
e metade fora. Esse processo é feito definindo-se um vetor com as normas
de todos os vértices, ordenando-o e multiplicando-se os vetores originais pelo
valor inverso da coordenada ["T“] Isso faz com que a projecao estereografica
inversa reparametrize aproximadamente metade dos vértices em cada hemis-
fério. A Figura [3.2) ilustra a diferenga entre as parametrizagoes esféricas

obtidas com a projecao estereografica com e sem o escalonamento.

Figura 3.2: As propriedades da projecao estereografica determinam o re-
sultado final da parametrizagao esférica. Na parte superior, como todos os

vértices da parametrizagao planar estao no disco unitario, a projegao estere-
ografica projeta todos os vértices num hemisférico.
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Com esta abordagem de remover apenas um triangulo da superficie fe-
chada obtemos uma parametrizacao planar valida e, com o uso da projecao
estereografica que é uma bijecao entre o plano e a esfera sem um ponto,
obtemos uma parametrizagao esférica. No entanto, observamos uma grande
distorcao.

Poligonal como Fronteira.

Outra abordagem para parametrizar uma superficie topologicamente equiva-
lente & esfera fazendo uso da parametrizagao planar consiste em observar que
podemos dividir a esfera em dois hemisféricos H; e H,. Cada hemisférico é
facilmente projetado por uma projegao estereografica no disco unitéario, onde
em cada caso escolhemos adequadamente um polo da esfera com o ponto a
ser excluido da mesma na projecao. Chamamos de p; e ps as projecoes es-
tereografica que projetam respectivamente os hemisféricos H; e Hy no disco
unitario. Portanto, se dividimos uma superficie fechada em duas superficies
S1 e Sy com a mesma fronteira, entao podemos parametrizar cada uma no
disco unitéirio e obtermos uma parametrizacao esférica a partir da uniao das
projecoes estereograficas das duas parametrizagoes planares.

Esta abordagem pode entao ser definida a partir da definigao da fronteira
em comum das duas superficies e, é claro, que o resultado desta abordagem
depende da escolha desta fronteira. Porém, uma boa escolha da superficie
pode resultar em uma parametrizagao esférica com uma distorcao significa-
tivamente menor do que a da abordagem anterior.

A dificuldade desta abordagem se resume entao a dividir a superficie em
duas partes aproximadamente iguais por um caminho minimo

Crnin = {01, ., Viy o0y V5, .0 = V1 }

no sentido que nao tenha auto-intersegao e que dois quaisquer vértices deste
caminho nao podem ser ligados por outro caminho na triangulagao, menor
que ambos os caminhos naturais determinados por C,,;,. Ou seja, com a
seguinte propriedade: dados dois vértices v; e v; de Cpp, qualquer outro
caminho que liga v; e v; na superficie tem mais vértices que os caminhos
{Ui, PN Uj}, {UZ‘, Vi—1y -5 V1 = Upy ooty Ujy1, Uj}.

A Figura[3.3]ilustra a parametrizagao esférica obtida pela abordagem des-
crita acima. Na parte superior, ilustramos uma superficie fechada com 502
vértices e duas outras superficies obtidas pela divisao da superficie fechada
por uma poligonal com 37 vértices, a esquerda a superficie possui 266 vér-
tices, enquanto a direita a superficie possui 273 vértices e, ambas, possuem
a mesma fronteira. Os resultados da parametrizacao planar das superficies
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com fronteira sao ilustrados abaixo de cada superficie com bordo. A proje-
¢ao estereografica de cada parametrizagao planar num hemisfério determina a
parametrizacao esférica da seguinte maneira: definimos a imersao v; de cada
vértice da superficie fechada z; a partir da imersao planar u; e da projecao
estereografica como:

pl_l(ui) , X €51
vi = ¢ p2t(uy) , 2 €5, (3.1)
p1 t=pa Nw) , x;, €SN,

e induzimos a topologia (conectividade) da superficie fechada (Figura|3.3(b))).

(a) Sl (b) S = Sl U SQ (C) SQ

Figura 3.3: Na parte superior, uma superficie fechada é subdividida em duas
superficies com fronteira. Os resultados da parametrizagao planar das super-
ficies com fronteira sao ilustrados abaixo de cada superficie. A parametri-
zagao esférica, ilustrada abaixo e no centro, é obtida a partir da uniao das
projecoes estereograficas das parametrizacoes planares.

Os resultados das duas abordagens de parametrizagao esférica reduzindo
ao caso planar sdo comparados na Figura [3.4, Ambos resultam em parame-
trizagoes vélidas. A abordagem que define a fronteira com a remogao de um



67

tridangulo obtém um resultado com uma maior distor¢ao do que a abordagem
que define a fronteira como um caminho que divide a superficie em duas su-
perficies. Porém, a definicao do caminho é uma dificil tarefa para a segunda
abordagem.

a) Triangulo como fronteira b) Poligonal como fronteira

Figura 3.4: Reducao da parametrizacio esférica ao caso planar. A esquerda,
ilustramos o resultado obtido utilizando um tridngulo como fronteira, en-
quanto a direita, a fronteira é obtida por um caminho que divide a superficie
fechada em duas superficies com aproximadamente o mesmo nimero de vér-
tices.

E possivel dividir a superficie em mais do que duas partes, parametrizar
cada uma no circulo unitario e entdo reparametrizar na esfera [16]. Neste
caso a divisao da superficie em partes aproximadas e a reparametrizagao na
esfera oferecem ainda mais dificuldades.
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3.3 Parametrizacao Direta

A parametrizacao esférica reduzindo ao caso planar tem a vantagem de ob-
ter uma parametrizacao valida, visto que a metodologia da parametrizacao
planar (secao [2.2) é bem fundamentada. Todavia, ha muito a melhorar para
que se tenha uma parametrizacao satisfatéria que corresponda a geometria
da malha original.

Porém, é mais natural parametrizar uma malha diretamente sobre a es-
fera sem reduzir ao caso planar. Varios métodos de parametrizagao direta
na esfera foram desenvolvidos. O tnico até agora que garante uma parame-
trizagao esférica vélida (sem triangulos sobrepostos) ¢ do Shapiro e Tal [23],
similar ao de Das e Goodrich [5]. O método de Shapiro e Tal funciona por
simplificacao na malha eliminando vértices até restar apenas um tetraedro.
O tetraedro é facilmente imerso na esfera, e entao os vértices sao inseridos
um-a-um de volta, de modo que a validez da triangulacao é preservada em
todo o processo. A metodologia proposta é bastante eficiente, porém, a pa-
rametrizagao nao retém propriedades matematicas da superficie original.

Métodos heuristicos para parametrizacao esférica foram propostos por
Kobbelt e outros [17] e Alexa [I]. Bons resultados sao obtidos com este
procedimento iterativo mas nenhum estudo de convergéncia é apresentado
e, quando converge, nao ha garantia de que o resultado apresentado seja de
fato uma parametrizacao esférica da superficie.

Gu e Yau [12] apresentam uma metodologia baseada no operador Laplace-
Beltrami (operador laplaciano sobre superficies) para obter a parametrizagao
de superficie fechada sobre a esfera. Os autores mostraram que a solugao da
equacao

Lz =0,

onde LIl é a componente tangencial do operador laplaciano sobre uma super-
ficie de Riemann, sujeito a restri¢ao

[z ]l =1,

é uma bije¢ao entre uma superficie de Riemann e a esfera. Apesar dos re-
sultados apresentados para o caso discreto de superficies triangulares, Gu e
Yau nao demonstraram que a discretizacao da formulacao proposta resulta
numa parametrizagao esférica.

Outro método com garantias de parametrizagao valida foi proposto por
Sheffer e outros [25]. Este ¢ um processo nao-linear otimizado, trabalhando
com os angulos dos triangulos esféricos, inspirado pelo método de Sheffer e
de Sturlesr [28] para parametrizagdo planar. Porém, a necessidade de um
procedimento numérico ineficiente tornou o método pouco atrativo.
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No que se segue, apresentamos um método direto baseado numa inter-
pretacao matemética dos resultados obtidos na teoria de grafos. Portanto,
assim como parametrizacao planar, a parametrizacao esférica sera definida a
partir da imersao do grafo dado pela conectividade da malha no dominio da
parametrizacao. Essa teoria faz uso do chamado ntimero de Colin de Ver-
diere, o qual da uma descri¢ao precisa de quando um grafo pode ser imerso
numa esfera formando uma triangulacio esférica valida [4].

Combinacao Convexa

Parametrizar uma malha triangular na esfera unitaria significa atribuir uma
posicao na esfera para cada vértice da malha, tal que a malha triangular
induzida pela conectividade da malha original nao tenha sobreposicao.

Para obter uma parametrizacao com essas caracteristicas faremos uma
extensao da teoria de parametrizacao planar para a parametrizacao esférica.
Essa transicao nao é simples, pois passaremos de uma teoria linear para uma
nao-linear.

Assim como no caso planar, uma superficie triangular fechada S é descrita
a partir dos vértices e da conectividade da malha

S =25(G,X)

Cabe ressaltar, porém, que o grafo G definido a partir da malha triangular
tem as propriedades de um grafo 3-conectado planar, principal objeto de
nossa formulagao e fundamentagao abaixo.

No caso planar, a matriz A = [ — M, construida a partir da matriz de
adjacéncia do grafo, possui diagonal unitaria e entradas negativas para cada
aresta da superficie. Além disso, a soma de cada linha é zero, e portanto, A
é singular.

A Generalizagao da teoria das coordenadas baricéntricas para a imersao
esférica nao é possivel em geral. A solugao do sistema Ax = (I — M)z = b,
pode nao existir em geral na esfera (por exemplo, se um vértice tem todos
seus vizinhos co-planares isto implica que o vértice esta também no mesmo
plano). Assim as mesmas técnicas utilizadas para o caso planar nao podem
ser aplicadas diretamente em parametrizacoes esféricas.

Por outro lado, a teoria estabelecida sobre triangulacoes esféricasﬂ des-
creve quando um grafo pode ser imerso na esfera.

'Uma triangulacio esférica é definida como uma triangulacdo sobre a esfera S?, isto é,
os vértices da triangulacdo pertencem a S? e as arestas da triangulacdo sdo curvas sobre
a superficie. Consequentemente, as faces da triangulacao sao tridngulos esféricos.
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Teorema 3.1 Dado um grafo 3-conectado planar, a posi¢ao dos vértices for-
mam uma triangulacdo esférica (i.e. nao hd tridngulos sobrepostos) se, e so-
mente se, cada vértice tem sua posi¢cao dada pela projecao esférica de alguma
combinacao convexra das posicoes de seus vizinhos.

A Figura ilustra a interpretacao geométrica para o teorema [3.1 O
ponto M é uma combinagao convexa dos vizinhos do ponto V', onde os vetores

—
v =0OM e OVsao paralelos.

Figura 3.5: O ponto M é uma combinacao convexa dos vizinhos A, B, C' e
D do ponto V. Sendo uma triangulacao esférica, os pontos O, M e V sao
colineares.

Sendo
v =av;, a €R,
Gotsman e outros [L1] apresentaram o seguinte sistema quadrético de equa-
coes
oy 42l =
o;r; — L[l]X =
oy — Llily =
;2 — L[Z]Z =

~1,--.n (3.2)

o O O =
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onde L[i] é a i-ésima linha de uma matriz definida a partir da adjacéncia da
malha da superficie S e X, y e z sao matrizes colunas que contém todas as
variaveis x;, y; e 2;, respectivamente.

As equagOes no sistema [3.2] garante a colinearidade entre a origem, o
vértice (z;,v;,2;) e uma combinagdo convexa de seus vizinhos dados pela
conectividade da malha.

Z; = M[i]x (Mé uma matriz combinagao convexa)

N2

8 eR; Biw; =2, (B; € (—1,1))
a8

Ti — Bzxz =0
I
a8
M[Z]X—JII—FIZ—ﬂﬂ?z:O

I

—([i] — M[i])x+ (1 = Bi)xi = 0
I

oy — Llilx =0 (o € (0,2))

onde a; =1— ;e L=1— M. Além de determinar que a solugao do sistema
esta sobre a esfera.

Mostramos a seguir, que a solu¢ao do sistema (se existir) junto com
a conectividade dada pela malha da superficie S determinam uma para-
metrizacao esférica de S. A teoria que descrevemos, porém, determina uma
parametrizacao esférica para uma superficie fechada a partir da solugao deste
sistema, desde que a matriz L seja simétrica.

Em geral, a matriz de pesos M ¢é obtida ap6s normalizacao das linhas
para garantir as condi¢oes de convexidade (equagoes , e. Contudo,
alguns dos pesos apresentados determinam matrizes M simétricas desde que
nao seja normalizada para obter a condigdo soma unitaria (equacao [2.6]).

Por outro lado, observe que uma matriz M é simétrica se, e so se, a matriz
L =1 — M é simétrica, e que normalizar a matriz M corresponde a dividir
cada linha ¢ da matriz L = I — M por

Vi = Z Iy

JEN(i)
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Por ultimo, X = {z1, ..., 2, a1, ..., @, } é uma solugao de
iz — (I[i] — M[i))xz =0, ||z|| =1
se, e somente se, Y = {x1,..., Ty, 101, ..., YnQy } € uma solugao de
a;x; — (D[i]| = M[i])z =0, ||z|]| =1

onde M = DM com D = diag(71, ..., Vn), POis

aiz; — (I[i] = M[i])x = 0 & aua; — (1] — —=

(view)zi — (vl [i] = Mi])x < (yiew)z; — (D]i] — M[i])z =0
Portanto, a parte de interesse da solucao do sistema (|3.2)) é invariante por
normalizacao. O sistema resultante troca a propriedade de soma unitaria em

M pela soma zero nas linhas de D — M. Em outras palavras, podemos
reescrever o sistema (3.2]) como

ity e o= 1

i — Llijx = 0.

at [Z]X ) 121,' se,n (33)
ay; — Llily =

;2 — L[Z]Z =0

onde L = D — M e M satisfaz apenas as condigoes (2.4) e (2.5]), ndo devendo
necessariamente satisfazer a condigao ([2.6|).

Teoria de Colin de Verdiere

Em 1990 Colin de Verdiere estabeleceu um invariante algébrico sobre certas
familias de grafos [4]. Dado um grafo G = G(V, E) com n vértices, considere
a classe M (G) das matrizes simétricas com entradas M;; tais que

nimero negativo , (i,7) € £
M = 0 , (4,)) ¢ E
qualquer valor | i=j

Note que M(G) contém o conjunto das matrizes laplacianas simétricas para
o grafo G

[ ntmero negativo , (i,5) € E e i < j
0 , (6,7) ¢ B
Lij:< _Lij ,(i,j)€E€j<Z ’
- Z Lij eR ’ i :j
\ JEN(3)
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deixando as entradas da diagonal assumir valores arbitrarios.
Denote por M(M) = { Ao, ..., \n_1} 0 espectro de M com autovetores as-
sociados {&p, ..., &n—1}. Sejam r = r(G) o maior inteiro tal que

)\1:>\2:...:)\r

sobre o conjunto M(G) e M uma matriz que alcanga este maximo. A mul-
tiplicidade algébrica 7(G) ¢ chamada o nimero de Colin de Verdiere (CdV)
de G, a matriz M a matriz CdV para G, e os autovalores

AM=X=..=\

e os autovetores associados {&, ...,&,_1} sdo chamados, respectivamente, de
CdV autovalores e CdV autovetores.

O principal resultado da teoria de Colin de Verdiere que iremos utilizar
¢é o seguinte

Teorema 3.2 Um grafo G é um grafo 3-conectado planar se, e somente se,

r(G) = 3.

O teorema acima mostra que, dada uma matriz laplaciana simétrica L,
se o sistema tem solugao, entao resolvé-lo é equivalente a gerar uma
matriz de CdV para o grafo G.

De fato, seja L um laplaciano simétrico para G e

(‘/L‘7 y? Z? OC)

uma solugao para o sistema (3.2)). Isto significa que a i-ésima linha L[] de L
satisfaz Li](z,y, z) = a;(24,yi, 2;). Defina a matriz M como:

Mij:{ Ly i#]
L

= =]

obtendo M(x,y,z) = 0, isto é, & = z, & = y e {3 = z sdo autovetores de
M associados aos autovalores Ay = \y = A3 = 0. Portanto, M é uma matriz
CdV para G com C'dV autovalores nulos e C'dV autovetores x, y e z.

Uma importante extensao da teoria de Colin de Verdiere [20] mostra que

Teorema 3.3 Os autovetores CdV &y, & e & de uma matriz CdV do grafo 3-
conectado planar G, se usados como coordenadas, determinam uma geometria
no R3 que descreve um poliedro convexo.
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O poliedro convexo descrito no teorema acima contém a origem. Isto im-
plica que a projecao do poliedro (vértices, aresta e faces) na esfera determina
uma triangulacgao esférica.

Logo, a solugao do sistema define um conjunto de vértices sobre a
esfera e a topologia induzida pela conectividade da malha da superficie define
um poliedro convexo, o qual induz uma triangulagao esférica.

Até aqui mostramos que, dado uma superficie fechada S = S(G, X), o
grafo definido pela conectividade da malha é um grafo 3-conectado planar, e

solugao do sistema (3.2))

4
| matriz CdV de G|

Y

’ triangulacao esférica ‘

Ou seja, a teoria de Colin de Verdiere garante uma triangulagao esférica da
superficie S desde que o sistema tenha solugao.

Por outro lado, suponha que temos uma triangulacao esférica dada pelas
matrizes coordenadas x, y e z de um grafo 3-conectado planar G. Consequen-
temente, pelo teorema (3.2)), a multiplicidade do grafo é (G) = 3. Contudo,
determinar uma matriz de Colin de Verdiere para o grafo G nao é uma ta-
refa simples. Determinar uma matriz CdV para o grafo G apropriada, isto
é, com autovetores x, y e z é uma tarefa bastante laboriosa, ainda mais se
exigirmos que tal matriz seja laplaciana (sistema (3.2))). Em um recente tra-
balho, Lovask [19] demonstrou que é possivel definir uma matriz de Colin de
Verdiere.

Suponhamos agora que M seja uma matriz de Colin de Verdiere de G
com autovetores x, y e z. Podemos supor que A\; = Ay = A3 = 0 sdo os CdV
autovalores de M. Portanto x, y e z satisfazem as seguintes equagoes

ax;— Llilt =0 i=1,...,n
ly=0 i=1,...,n (3.4)

a;zi—Lilz=0 i=1,..,n

QY — L[

~

com
— > L(i,k), i=3

JEN()

Lij =

o; = (Liy — My;)
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De fato, temos

Llile = Lazy + ... + Lyx; + ... + Lz,
= Mpx1 + ...+ Lyz; + ... + M,
= Myx + ... + (Lyx; — Myz;) + Myz; + ... + Mz,
= Mlilx + (Lyx; — Myx;)
= (Lyx; — Myx;), M[ilz =0
= (Lis — My;)z;

= QyT;

Portanto
a;x; — Llilx =0

Analogamente obtemos o mesmo resultado para y e z. Note que a; esta em
funcao apenas de M, logo é o mesmo para y e z. Portanto os autovetores de
M sao juntamente com o uma solucao do sistema|3.2 para a matriz laplaciana
L definida em termos de M como descrito na equagao [3.3]

E claro que o que mostramos acima nao garante que o sistema tem
solucao para uma matriz laplaciana arbitraria. Mas sim que dado uma trian-
gulacao esférica, existe uma matriz laplaciana tal que os vetores coordenadas
sao solucao deste sistema.

’ triangulacao esférica ‘
4
’matriz CdV de G ‘
4

solucao do sistema (|3.2))

Demonstramos que resolver o sistema é equivalente a gerar uma
matriz de Colin de Verdiere. Por outro lado, os autovetores da matriz de
Colin de Verdiere definem um poliedro convexo que contém a origem. Por-
tanto, a solugao do sistema define uma parametrizacao esférica para
uma superficie fechada, desde que L seja uma matriz laplaciana simétrica.

’ parametrizacao esférica

)

o sistema (3.2)), com L laplaciana simétrica, tem solugao
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Algoritmo

No caso planar, uma vez que a fronteira da triangulacao tenha sido fixada
e as coordenadas baricéntricas escolhidas, as posi¢oes dos vértices interiores
sao unicamente determinadas pela solugao do sistema linear nao homogéneo

Ar =0,

com A nao singular. Contudo, no caso esférico temos um sistema quadratico.

E facil ver que qualquer solucdo do sistema (3.2) possui @ > 0 e que
a = 0 determina uma solucao degenerada do sistema onde, por exemplo,
todos os vértices da parametrizacao planar estao num mesmo ponto da esfera.
Tentativas de evitar solugoes degeneradas podem também acabar por excluir
solugoes nao degeneradas como em Gu e Yau [12].

Mais ainda, qualquer rotacao de uma solucao do sistema é ainda uma
solucao do sistema. Neste sentido podemos fixar um ponto da parametriza-
¢ao da superficie na esfera eliminando dois graus de liberdade do grupo de
rotacao. Para eliminar um terceiro grau de liberdade da rotagao, poderiamos
fixar um segundo vértice, mas nao é facil definir um segundo vértice sobre a
esfera e podemos limitar o sistema ou até mesmo obter solugoes degeneradas.
Entao fixamos um ponto arbitrario no norte N = (0,0,1) e fixamos a coor-
denada x = 0 para um segundo ponto arbitrariamente, o que faz com que o
segundo ponto permaneca sobre o meridiano x = 0, 2%+ y* + 22 = 1. De
fato isso nao afeta a solugao pois, dada uma solugao, podemos rotaciona-la
de modo que a posicao do primeiro vértice seja N e depois rotacionar em
torno do eixo z até que a coordenada x do segundo ponto seja nula. Note
que se esse ponto estiver sobre o ponto (0,0, —1) ele ndo serda movido pela
rotacao em torno do eixo z porém sua coordenada z ja é nula.

As matrizes de pesos que definem combinagOes convexas apresentadas até
aqui nao satisfazem a condicao de simetria. Por exemplo, a matriz de pesos

proposta por Tutte
1

val(i) ’
nao é simétrica, pois as valéncias val(i) e val(j) de dois vértices adjacentes

nao sao necessariamente iguais. Uma versao simétrica do peso combinatoério
¢ dada por

(Z,j) e F = /\i,j =

(Z,j) e b= )\i,j =1.
Porém, tais pesos nao definem uma matriz M que satisfaca as condigoes de

convexidade. De maneira semelhante a matriz de pesos definida a partir do
peso inverso da aresta

1

(Z,j) c bl = Wij = 77—
el



77

é simétrica, desde que nao seja normalizada. Mas, consequentemente, tam-
bém nao satisfaz a todas as condicao de convexidade.

Otimizagao nao-linear

A teoria de Colin de Verdiere mostra que a solucao do sistema é uma
parametrizacao esférica da superficie. E como no caso planar essa solucao
estd relacionada com uma matriz de pesos definida a partir da adjacéncia
da malha. Portanto, a escolha da matriz pode diminuir a distor¢ao da pa-
rametrizagao esférica, obtendo bons resultados. Porém, o sistema é
quadratico e resolvé-lo requer algoritmos estaveis e eficientes para determi-
nar parametrizagoes esféricas a partir da solugao do sistema.

Resolvemos o sistema a partir de um método de otimizagao nao-
linear [3]. Neste caso, as equagoes

a;x; — Llilt =0
definem uma fungao objetivo quadratica F'(x) e as equagoes
il = 1

definem fungoes restrigbes também quadréticas h(z). A solugao do sis-
tema ([3.2)) serd entdo obtida pelo método de minimizagao nao-linear

min, F'(z)
sujeito a: h(x) =0

Utilizamos a rotina fsolve do MATLAB® para resolver o problema de
minimizag¢ao nao-linear. A convergéncia do algoritmo é fortemente influen-
ciada pelo chute inicial e, portanto, um bom palpite inicial para as variaveis
x,y,z e a torna o método mais rapido. Gotsman [I1] utiliza uy = (z,vy, 2)
como a projecao de S sobre a esfera e a com todas as entradas nulas. Cabe
ressaltar, que estes valores de o determinariam que todo vértice na triangu-
lacao é combinacao convexa dos vértices vizinhos. A tolerancia utilizada na
otimizacao foi € = le — 4.

A Figural3.6|ilustra a parametrizagao esférica da superficie do coelho, com
502 vértices, obtida pelo algoritmo otimizagao nao-linear. O tempo de pro-
cessamento do algoritmo foi 70 segundos, utilizando 60 iteragoes. Novamente
destacamos nas imagens inferiores a orelha do coelho pela sua complexidade.
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Figura 3.6: A superficie do coelho possui 502 vértices. Sua parametrizagao
esférica foi obtida pelo algoritmo otimizagao nao linear. O método convergiu
com 60 iteragoes e o tempo de processamento foi de 70 segundos.

3.4 Relaxamento Esférico

O Teorema [3.1| garante que se os vértices esféricos sao colineares com alguma
combinagao convexa de seus vizinhos e a origem, ou seja, vértices satisfazendo
o sistema , entao podemos definir uma parametrizacao esférica para a
superficie a partir da conectividade da malha da superficie.

Afim de obter as coordenadas esféricas dos n vértices da parametrizagao
da superficie S, procedemos de maneira semelhante ao algoritmo iterativo
para parametrizacoes planares, onde os vértices sao repetidamente atualiza-
dos para a combinacao convexa dos seus vizinhos. Porém, a cada iteracao
deste processo, o processo resulta em vértices fora do dominio esférico e,
portanto, precisamos projetar os vértices de volta para a esfera. Um tltimo
detalhe do algoritmo proposto é que os dois passos acima, combinagao con-
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vexa e projecao, quando iterados repetidamente podem convergir para uma
solucao degenerada, um tnico ponto da esfera. A alternativa encontrada para
evitar esta solugao degenerada é transladar o centro de massa dos vértices
ap0s a combinagao convexa para a origem e entao projeta-los na esfera.

No caso planar foi demonstrado que o procedimento iterativo converge
para a solugdo do sistema linear Ax = b. Foi demonstrado também que
essa solugao é uma parametrizagao planar da superficie. No entanto, no
relaxamento esférico nao héa convergéncia no sentido que a norma da diferenca
entre a posigao atual e a anterior dos vértices nao tende a zero, mas estabiliza
numa constante que depende da superficie S e a matriz M. A constante é
dada pela rotacao dessa superficie em torno de um eixo. Para tentar resolver
esse problema fixamos alguns pontos na superficie e aplicamos o relaxamento.

B
A

Figura 3.7: A parametrizacao esférica na superficie triangular fechada foi
obtida com a heuristica do relaxamento esférico. O resultado apresentado
utilizou 4150 iteracoes. As imagens inferiores destacam a regiao da orelha
do coelho, regiao mais complexa para a parametrizagao.




80

Mesmo depois dessas adaptacoes ainda existem superficies que a heuris-
tica proposta nao resulta em uma parametrizagao esférica, pois no algoritmo
nao temos que cada vértice ¢ uma combinagao convexa dos vizinhos.

O relaxamento esférico pode levar a parametrizagoes esféricas em algu-
mas superficies. A Figura ilustra o resultado obtido com o algoritmo
para uma superficie com 502 vértices. O mapa de cores auxilia a compa-
racao do resultado com os métodos de reducao ao caso planar apresentados
anteriormente.

Os vértices fixados devem ser escolhidos adequadamente para que nao
haja sobreposicao de tridangulos na parametrizacao resultante. Embora essa
escolha pareca ter uma relacao com a area dos triangulos depois de um nu-
mero de iteracoes e devam ser escolhidos numa regiao nao concentrada, nao
h& um algoritmo para a selecao desses vértices.

O resultado ilustrado na Figura foi obtido pelo relaxamento esférico
fixando dois vértices da parametrizacao. A Figura destaca as vizinhan-
cas dos vértices fixados em dois resultados obtidos pelo algoritmo usando
duas configuracoes distintas. Na esquerda, os vértices fixados utilizados no
resultado [3.7], enquanto no lado direito os vértices escolhidos nao resultaram
numa parametrizagao esférica.

\

Figura 3.8: A Figura da esquerda destaca a vizinhanca dos vértices fixados
na parametrizacao planar obtida na Figura[3.7] Na direita, a imagem destaca
o resultado obtido pelo algoritmo fixando outros vértices. Portanto, vértices
fixados devem ser escolhidos adequadamente para que nao haja sobreposi¢ao
de triangulos na parametrizacao resultante.
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3.5 Resultados

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de superficies esféricas e suas
parametrizacoes obtidas com os algoritmos apresentados neste capitulo.

Exemplo 1. As parametrizagoes esféricas do coelho obtidas pelos métodos
apresentados neste capitulo sdo ilustradas na Figura [3.9]

) Fronteria triangular ) Fronteira poligonal
) Relaxamento esférico d) Otimizagio nao-linear

Figura 3.9: As Figuras[3.9(a)}[3.9(b)}[3.9(c)|e[3.9(d)|ilustram as parametriza-
¢oes do coelho obtidas, respectivamente, pelos métodos fronteira triangular,
fronteira poligonal, relaxamento esférico e otimizagao nao-linear.
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Podemos observar que nos dois primeiros algoritmos que utilizam a redu-
¢ao ao caso planar ha muita distor¢ao quando os resultados sao comparados
com os resultados dos algoritmos baseados no sistema (3.2)). Também po-
demos notar que os vértices da superficie que pertencem a regiao da orelha
estdo mais concentrados no resultado do algoritmo relaxamento esférico (Fi-
gura|3.9(c)|) do que na parametrizacao obtida pelo algoritmo otimizac¢ao nao-
linear (Figura [3.9(c))).

As parametrizagoes esféricas obtidas via parametrizacao planar, embora
sejam validas, nao estao associadas a matriz M utilizada para obter a para-
metrizacao planar. Ou seja,

U; = Z )\ijuj = ;UV; = Z )\ijvj-
JEN() JEN()

O resultado obtido pelo algoritmo otimizagao nao-linear requer conside-
ravel tempo de processamento, pois a otimizacao é baseada em método de
Newton sendo necessario aproximar um sistema linear muito grande para
cada iteracao. O tempo de processamento para o algoritmo foi 70 segundos
apos 60 iteracoes.

E claro que o palpite inicial para as varidveis da otimizacdo aceleram a
rotina fsolve para obter a solugao do sistema quadratico. Em nosso estudo,
um novo palpite é implementado. Iniciamos o algoritmo otimizacao nao-
linear com a geometria dada por algumas iteragoes do algoritmo relaxamento
esférico e as variaveis « do sistema sao dadas por

a; =1 — || L[i]x]] (3.5)

onde x ¢é a geometria inicial.

Nesta mesma superficie, a parametrizagao é agora obtida com 7.5 se-
gundos usando apenas 8 iteracoes do método. Nao podemos comparar a
geometria das parametrizagoes obtidas com cada valor inicial, mas podemos
comparar o vetor da variavel do sistema «. Neste caso, temos:

Haproj - arelaz”2 = 0.2569 ) ”aproj - Oérelax“oo = 0.0535

onde ayy,,; ¢ o resultado obtido apos a projecao e = 0 como palpite inicial e
Qrelar € 0 Tesultado obtido apos as iteragoes do algoritmo relaxamento planar
dado pela equagao como palpite inicial.

Os demais algoritmos de parametrizagao planar obtém resultados mais
rapidos. Por exemplo, o algoritmo relaxamento esférico obteve a parametri-
zacao apos 1,1 segundos com 4150 iteragoes.
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Exemplo 2. A Figura[3.10]ilustra as parametrizagoes esféricas obtidas com
os algoritmos relaxamento esférico (3.10(b)|) e otimizagao nao-linear (3.10(c))
para uma superficie fechada com 1002 vértices (3.10(a))).
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(b) Relaxamento esférico (¢) Otimizagao nao-linear

Figura 3.10: No topo, a superficie possui 1002 vértices. Na base, & esquerda, o
algoritmo relaxamento esférico obteve uma parametrizacao apoés 1,2 segundos
com 2321 iteracoes, enquanto a direita, o algoritmo otimizagao nao-linear
obteve a parametrizacao apos 35 segundos com 4 iteragoes.



84

O algoritmo relaxamento esférico convergiu com 2321 iteragoes com o
tempo de processamento de 1,2 segundos, enquanto o tempo necessario para
obter o resultado pelo algoritmo otimizagao nao-linear foi 34 segundos com
4 iteragoes.

A Figura [3.10] amplia a regiao da esfera que contém os pontos da para-
metrizacao esférica dos vértices do bico do pato obtidos com os algoritmos
relaxamento esférico e otimizagao nao-linear.

Exemplo 3. Neste exemplo comparamos os resultados obtidos pelos quatro
métodos de parametrizagao esférica em uma superficie fechada. A superficie
utilizada possui 1002 vértices (Figura e modela um objeto que do ponto
de vista dos algoritmos de parametrizacao esférica ¢ mais complexa devido
as “estruturas desconexas” que definem partes do objeto (pernas, chifres, e
especialmente o rabo). As cores verde e vermelho para os tridngulos sao defi-
nidas a partir do método que divide a superficie com uma poligonal em duas
partes topologicamente equivalente ao disco. Assim podemos comparar os
resultados observando como cada um dos métodos deforma toda a superficie
durante a parametrizacao.

Figura 3.11: Superficie fechada com 1002 vértices modela uma vaca.

Uma linha poligonal de arestas da triangulacao com 44 vértices divide
a superficie ilustrada na Figura [3.11] em duas partes, sendo que uma con-
tém 672 vértices (em verde) e a outra contém 286 vértices (em vermelho). A
Figura[3.12]ilustra o procedimento de divisao da superficie em duas topologi-
camente equivalentes ao disco. A saber, partindo de um vértice g, definimos
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um conjunto de vértices V' = Vi((f) dado pela r-ésima estrela de i de tal forma
que a fronteira desse conjunto seja uma poligonal simples e fechada. Dessa
forma tivemos que escolher r = 18 (Figura|3.12(d))) o que gerou essa divisao
desproporcional. Por outro lado mesmo uma divisao com quantidades iguais
de vértices nao seria necessariamente a melhor divisao pois a forma de or-
ganizacao da topologia é que determina quais vértices devem ficar em cada
hemisfério.

Figura 3.12: Sequéncia da selegao da superficie fechada com 1002 vértices

ilustrada na Figura

A Figura [3.13|ilustra as parametrizacoes do modelo apresentado na Fi-
gura focando a parte em verde correspondente a cabeca da vaca. Po-
demos notar uma deformacao na parametrizagao obtida com o uso de um
triangulo como fronteira (Figura|3.13(a)]). Nesse modelo deparamos-nos com
a dificuldade de escolher um tridngulo para a fronteira de tal forma que o
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algoritmo obtenha uma parametrizacao com menor distor¢ao. Observamos
também que o método de dividir a superficie em duas partes topologicamente
equivalente ao disco concentra os vértices das regioes das patas e da cabega
comparado com os demais métodos (Figura [3.13(b))). Também podemos no-
tar grande semelhanga entre as superficies ilustradas nas Figuras e
, no entanto, na Figura correspondente ao método de otimi-
zagao nao-linear pode-se observar triangulos mais regulares, com triangulos
mais proximos de equilatero.

) Fronteria triangular ) Fronteira poligonal
) Relaxamento esférico d) Otimizagdo nao-linear

Figura 3.13: Visualizacao do lado em verde da parametrizacao esférica da
superficie ilustrada na Figura [3.11]
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A Figura ilustra as parametrizagoes obtidas com o uso dos quatro
métodos de parametrizacao esférica focando a parte da superficie destacada
em vermelho na Figura [3.11] Observamos que o método de dividir em duas
partes topologicamente equivalente ao disco parametriza a regiao em verme-
lho em um hemisfério e os demais métodos concentram essa mesma regiao em
uma parte bem menor da esfera. Em consequéncia disso as regides das patas
traseiras e do rabo estao mais distantes comparado com os outros métodos

(Figura B.T4(D)).

) Fronteria triangular ) Fronteira poligonal
) Relaxamento esférico d) Otimizagao nao-linear

Figura 3.14: Visualizagao da parte em vermelho da parametrizacao da su-
perficie ilustrada na Figura
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O método que utiliza um triangulo como fronteira geralmente concentra
muito os vértices em alguma regiao. No entanto, devido as complicagoes que
tivemos em obter uma parametrizagao tomando uma fronteira triangular mo-
vemos o centro de massa da parametrizacao planar para a origem antes do
escalonamento. Por isso esse comportamento nao pode ser notado na para-
metrizagao desse modelo (Figura . Em consequéncia dessa corregao
ha uma deformagao nas regioes proximas da fronteira triangular que pode
ser observado na Figura .

As parametrizagoes obtidas pelo relaxamento esférico (Figura [3.14(c)|) e
pelo método de otimizagao nao-linear (Figura [3.14(d)) sdo muito parecidas
e sao as que apresentam menor distor¢ao da geometria da superficie.

Observamos com mais detalhes cada parametrizacao ampliando as re-
gides da cabega da vaca na Figura [3.15] Essas regides tem aresta menores
e sem a devida ampliacdo nao é possivel verificar visualmente a validez da
parametrizacao esférica.

) Fronteria triangular ) Fronteira poligonal
) Relaxamento esférico d) Otimizagao nao-linear

Figura 3.15: Destaque das parametrizagoes esféricas na cabega da vaca.
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Outra regiao em que as arestas sao pequenas € a regiao do rabo da vaca.
A Figura [3.16] ilustra a parametrizagao esférica dessas regides. Novamente
podemos observar tridangulos mais regulares no método de otimizagao nao-
linear (Figura [3.16(d)) quando comparado com o método do relaxamento
esférico (Figura|3.16(c)). Observamos que na parametrizagao obtida com o
método que utiliza um triangulo como fronteira (Figura [3.15(a)|) as orelhas
e os chifres nao estao alinhados e que nas parametrizagoes obtidas pelos
demais métodos estas caracteristicas estao alinhadas (Figuras(3.13(b)}[3.13(c)|
e3.13(d))). Isso ocorre devido a translagdo para mover o centro de massa da
parametrizacao planar para a origem antes do escalonamento.

) Fronteria triangular ) Fronteira poligonal
) Relaxamento esférico d) Otimizagao nao-linear

Figura 3.16: Zoom da parametrizacao da regiao do rabo da vaca.

Ainda neste exemplo, a mesma superficie € modela por uma triangulacao
com 2002 vértices. A geometria desta superficie é ainda mais complexa,
principalmente no rabo da vaca pois este possui varias poligonais do comego
até o fim. Proporcionalmente o nimero de poligonais comparado com o
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ntumero de vértices por poligonal é muito grande. Esta é uma regiao que
o relaxamento esférico nao converge para uma parametrizacao esférica sem
fixar pontos. A parametrizacao obtida com o algoritmo otimizacao nao-
linear ¢ ilustrada na Figura [3.17] A regido do rabo da superficie da vaca ¢é
destacada.

(a) Superficie fechada

(b) Parametrizacao esférica obtida com otimizagao

Figura 3.17: A parametrizacao obtida com o algoritmo otimizagao nao-linear
¢ ilustrada na Figura [3.17(b)l Destacamos a regiao do rabo da vaca na
parametrizacao da superficie.



Capitulo 4

Conclusao

4.1 Parametrizacao Planar

No capitulo [2] parametrizagoes planares de superficies com bordos sao ob-
tidas a partir de poligonais convexas definidas sobre o circulo unitario e da
solucao de um sistema linear definido a partir da teoria de coordenadas ba-
ricéntricas.

Algoritmos baseados na metodologia proposta foram desenvolvidos. Po-
demos obter a solugao do sistema a partir da inversao da matriz do sistema
(algoritmo direto), ou através de um método iterativo obtido a partir das
propriedades da matriz do sistema (algoritmo iterativo).

Os resultados apresentados na se¢ao [2.4] comparam as parametrizagoes
planares obtidas com o algoritmo iterativo usando os pesos combinatorio,
inverso da aresta e inverso da area. Outros pesos podem ser encontrados na
literatura e, desde que as condigoes de convexidade (equagoes , e
sejam satisfeitas, a teoria apresentada na secao assegura a existéncia de
uma parametrizagao planar determinada pela solucao do sistema linear .
A tabela lista algumas das superficies parametrizadas no capitulo [2] com
dados topologicos destas superficies.

Uma determinada propriedade da superficie original pode ser induzida na
parametrizacao a partir da definicao de um peso e, portanto, pesos distin-
tos podem apresentar parametrizacoes distintas. Baseado nesta observacao,
pesos que levam em consideragao a geometria da superficie original foram
definidos e resultaram em parametrizagoes com menores distor¢oes quando
comparamos a malha da superficie com a malha da parametrizacao.

91
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Vértices Valéncia
. - Faces | Arestas -
Superficie (exemplo) | Total (Fronteira) Min | Max
cogumelo (2 - pag. 41) 2112 (96) 4126 | 6237 3 16
coelho (3 - pag. 48) 468 (85) 849 1316 3 10
méo (4 - pag. 51) | 1519 (36) 3000 | 4518 | 3 | 10
face (5 - pag 54) | 1858 (104) | 3609 | 5466 | 2 | 9

Tabela 4.1: A tabela mostra dados de algumas superficies parametrizadas
nos exemplos da secao de resultados obtidos pelo algoritmo iterativo de pa-
rametrizagoes planares.

Os algoritmos apresentados na secao sao facilmente implementados,
sendo o algoritmo iterativo computacionalmente mais viavel, pois aproxima
a solucao do sistema que define a parametrizagao com um baixo nimero de
iteracoes, reduzindo o tempo de processamento em aproximadamente 50%,
além de tornar a parametrizagao possivel para superficies com grande niimero
de vértices devido ao uso de matrizes esparsas. Segue a tabela com
o tempo de processamento em cada superficie para os algoritmos direto e
iterativo, além do nimero de iteragoes utilizadas no algoritmo iterativo para
convergeéncia.

Direto Iterativo

Superficie (exemplo) | Esparsidade | Tempo | Tempo | Iteracgoes
) 0,27 % 1,520 | 0,580 3831
coelho (3 - pag. 48) 1,08 % 0,023 | 0,018 483
mao (4 - pag 51) 0,39 % 0,729 | 1,045 8532

(5 - ) 0,31 % 1,054 | 0,513 3562

cogumelo (2 - pag. 41

face

Tabela 4.2: A tabela mostra o tempo (em segundos) de processamento dos
algoritmos direto e iterativo para algumas superficies ilustradas nos exemplos
da secao de resultados da parametrizagao planar. O numero de iteragoes
utilizadas no algoritmo iterativo para convergéncia também sao listados.

O algoritmo iterativo pode ser menos eficiente em superficies que tém
algum vértice para o qual o menor caminho que o conecta com a fronteira
seja muito grande. Como o exemplo da mao, onde o tempo do algoritmo
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iterativo, 1,045 segundos, é maior do que o tempo do algoritmo direto, 0,729
segundos. Por exemplo, se esse menor caminho tem comprimento m, entao
nas m primeiras iteragoes esse vértice ainda permanece na origem.

4.2 Parametrizacao Esférica

No capitulo de parametrizacao esférica vimos alguns resultados que nos dao
garantias teoricas de existéncia de solucao para o problema de parametri-
zagoes de superficies topologicamente equivalente & esfera. Naturalmente, o
dominio da parametrizacao proposto foi a esfera.

Inicialmente, dois métodos que reduzem o problema ao caso planar foram
apresentados. Apods a solugao planar, ambos os métodos utilizam a projegao
estereogréafica para obter a parametrizacao esférica. A diferenca entre os
métodos se resume em como definir superficies com bordo a partir de uma
superficie fechada.

Outros dois métodos também foram apresentados. Tais métodos foram
desenvolvidos a partir de um sistema quadratico de equacoes que des-
creve matematicamente uma triangulacao esférica do ponto de vista da teoria
de grafos, onde recentes resultados da teoria de Colin de Verdiere determinam
parametrizacoes esféricas a partir da solugao do sistema ((3.2)).

Na secao |3.5| comparamos as parametrizacoes obtidas com a aplicagao
dos métodos de parametrizacao esférica desenvolvidos. A tabela mostra
a topologia dos modelos utilizados.

Topologia Valéncia

Superficie (exemplo) | Vértices | Faces | Arestas | Min | Max
Coelho (1 - pag. 80) 502 1000 | 1500 3 10
Pato (2 - pag. 82) 1002 2000 | 3000 3 10
Vaca (3 - pag. 83) 1002 2000 | 3000 3 11
Vaca (3 - pag. 83) | 2002 4000 | 6000 3 12

Tabela 4.3: A tabela mostra dados das superficies triangulares fechadas uti-
lizadas nos exemplos anteriores.

Dos algoritmos desenvolvidos, o tinico que de fato busca a solucao do
sistema quadratico de equagoes (3.2)) é um algoritmo de otimizagdo nao-
linear. Traduzimos este sistema como uma func¢ao objetivo e uma funcgao
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restricdo. A rotina fsolve do MATLAB® foi utilizada para resolver este
problema como um problema de minimizagao nao-linear. A tolerancia usada
na otimizagao foi € = le — 4.

Observamos que o tnico algoritmo que obtém uma parametrizacao esfé-
rica de acordo com o teorema é o algoritmo otimizagao nao-linear. No
entanto, o algoritmo é descrito por um problema de minimizacao e, portanto,
¢ lento quando comparado com os demais algoritmos apresentados.

A tabela [4.4] mostra o tempo de processamento para obter os resulta-
dos ilustrados nos exemplos de parametrizagoes esféricas para os algoritmos
relaxamento esférico e otimizacao nao-linear. A tabela também contém o
nimero de iteragoes para ambos algoritmos. A teoria de parametrizagao es-
férica apresentada exige que a matriz de adjacéncias seja simétrica. Por isso,
comparamos os resultados utilizando o peso inverso da aresta.

Relaxamento esférico | Otimizagdo nao-linear
Superficie (exemplo) | Vértices | Tempo | Iteragoes Tempo Iteragoes
Coelho (1 - pag. 80) 502 1,1 4150 7,5 8
Pato (2- pag. 82) 1002 1,2 2321 35 4
Vaca (3- pag. 83) 1002 5.1462 1715 947.5596 99
Vaca (3- pag. 83) 2002 - - 9062.7964 2103

Tabela 4.4: A tabela mostra o tempo (em segundos) de processamento dos
algoritmos direto e iterativo para algumas superficies ilustradas nos exemplos
da segao de resultados. Em todos os casos, o algoritmo iterativo (e = be —4)
obteve solugoes com tempo de processamento menor. O nimero de itera-
¢oes utilizadas nos algoritmos relaxamento e minimizagao para convergéncia
também sao listados.

4.3 Aplicacoes

Uma das aplicagoes mais simples de parametriza¢oes de superficies é o mape-
amento de textura. O mapeamento de textura consiste em sobrepor imagens
sobre as faces de um objeto. Para aplicar uma textura é necessario deter-
minar uma bijecao entre pontos da imagem e os vértices da superficie. Esta
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tarefa podera ser facilmente executada a partir da parametrizacao planar de
superficies no dominio da imagem. A Figura [4.] ilustra dois exemplos de
mapeamento de textura. Na esquerda, a imagem de um rosto é parametri-
zada sobre a superficie de uma face (Figura a)). Na direita, a combinagao de
duas imagens (Figuras c¢) e d)) dao a textura de pegadas sobre a lua usando
a esfera como superficie (Figura d)).

a)

Figura 4.1: (a)Deslocamento normal na face texturizada. (b)Pegadas na
Lua, esculpidas com os mapas de deslocamento de (d) em uma superficie
texturizada com a imagem de (c). Resultado retirado do trabalho de Zwicker,
M. e colaboradores [31].

Porém algumas aplica¢oes requerem uma parametrizagao em outros do-
minios como a esfera, o toro, o bitoro, etc. Um exemplo de aplicacao que
exige o dominio topologicamente equivalente & superficie é a manipulacao de
superficies. Isso reduz significativamente a distor¢ao permitindo uma bem
sucedida manipulacao da superficie.

Por exemplo o Morphing que é a transformagao de uma superficie em
outra é uma manipulagao de superficies que exige dominio topologicamente
equivalente. Primeiro, uma imersao esférica inicial é calculada para cada uma
das superficies. Depois, as imersoes iniciais sao deformadas de tal forma que
as caracteristicas comuns coincidam na esfera, o que é comumente chamado
de alinhamento de caracteristica. A Figura ilustra a transformacao da
superficie de um porco na superficie de um cavalo, que sao duas superficies
com as mesmas caracteristicas.
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initial sphere
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embedding
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alignment

Figura 4.2: Primeiro uma imersao esférica inicial é calculada para cada super-
ficie. Segundo ¢ feito um alinhamento de caracteristicas na esfera. Resultado
retirado do trabalho de Alexa, M. [I].

A Figura [4.3]ilustra uma sequéncia de imagens durante a transformagao
da superficie do porco na superficie do cavalo. Nota-se um alongamento das
patas durante o processo bem como uma alteragao nas caracteristicas das
superficies.

Figura 4.3: Sequencia de imagens em trés etapas do processo transformacao
entre os modelos de um porco e um cavalo. Resultado retirado do trabalho
de Alexa, M. [1].
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4.4 Trabalhos Futuros

Em ambos os casos, parametrizagoes planares e esféricas, resta o desafio de
definir pesos adequados que faga com que a parametrizacao melhor corres-
ponda a geometria da superficie.

Vale ressaltar que a utilizagao da teoria de grafos nos forgou a admitir
algumas hipoteses que restringem o conjunto de possiveis parametrizagoes
planares. Por exemplo, exigimos que o grafo dado pela malha seja triangular
com fronteira simples, ou seja, simplesmente conectado. Além disso, a imer-
sao da fronteira é fixada numa forma convexa. Porém, outros trabalhos desen-
volvem métodos de parametrizar uma malha planar com fronteira sem impor
restrigoes a forma da fronteira do dominio da parametrizacao [13, 24} 26, [30].

A Figura [£.4] ilustra um método para parametrizar uma superficie no
plano sem determinar a imersao da fronteira. Esse procedimento utiliza o
conceito de fronteira virtual, uma linha poligonal com o mesmo nimero de
vértice e sentido anti-horario que a fronteira, conforme a Figura (a). Esse
método consiste em definir uma nova superficie dada pela superficie origi-
nal unida a uma fronteira virtual (Figura [4.4[(a)), parametrizar essa nova
superficie em um poligono convexo (Figura[4.4]c)) e extrair desta uma para-
metrizacao da superficie original. Este resultado foi retirado do trabalho de

Sheffer, A. e Praun, E. e Rose, K. [15].

N

Figura 4.4: (a) Uma fronteira virtual ¢ adicionada a malha original. (b)
Parametrizagdo da malha original. (c) Parametrizagdo da malha original e
da fronteira virtual. Os vértices da fronteira virtual sao fixados deixando os

vértices da fronteira real se moverem.

Ja no caso esférico obtivemos resultados que descrevem uma parametri-
zagao para uma triangulacao como a solugao de um sistema quadréatico. No
entanto, obter um método para resolver tal sistema de forma eficiente tem
se mostrado uma tarefa bastante dificil. Também no caso esférico, é valido o
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desafio de obter pesos que melhor correspondam a geometria da malha. Além
disso, a teoria apresentada no caso esférico, determina uma parametrizagao
desde que a matriz de pesos seja simétrica, o que oferece mais dificuldades
na construgao de tal matriz.

Por ultimo, pretendemos estender o trabalho para superficies represen-
tadas por nuvens de pontos. Estas sao representacoes dadas apenas pela
geometria da superficie assim como definimos nesse trabalho (Figura [4.5)).
A partir desta representagao poderiamos obter uma malha triangular com
algoritmos classicos de processamento geométrico e entao obter uma para-
metrizacao usando os algoritmos descritos neste trabalho. No entanto, é
extremamente simples definir tal triangulagao para nuvem de pontos se es-
tes estiverem contidos no disco (ou na esfera). Ou seja, é bastante atrativo
fazermos a parametriza¢ao de nuvem de pontos (em dominios mais simples
topologicamente equivalentes) para depois obter uma triangulagao.

ok
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Figura 4.5: Duas representacoes da superficie esférica. Em cima uma su-
perficie triangular (representagao usada neste trabalho). Embaixo, uma re-
presentacao por nuvem de pontos, onde apenas a geometria da superficie é
determinada.



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

M. Alexa. Merging polyhedral shapes with scattered features. In Shape
Modeling and Applications, 1999. Proceedings. Shape Modeling Interna-
tional’99. International Conference on, pages 202-210. IEEE, 1999.

J. Bloomenthal. Polygonization of implicit surfaces. Computer Aided
Geometric Design, 5(4):341-355, 1988.

T.F. Coleman and Y. Li. An interior trust region approach for nonlinear
minimization subject to bounds. 1993.

Y. Colin de Verdiére. Sur un nouvel invariant des graphes et un critere
de planarité. Journal of combinatorial theory. Series B, 50(1):11-21,
1990.

G. Das and M.T. Goodrich. On the complexity of optimization problems
for 3-dimensional convex polyhedra and decision trees. Computational
Geometry, 8(3):123-137, 1997.

M.P. Do Carmo and M.P. Do Carmo. Differential geometry of curves
and surfaces, volume 2. Prentice-Hall Englewood Cliffs, NJ, 1976.

L.H. Figueiredo, J. de Gomes, D. Terzopoulos, and L. Velho. Physically-
based methods for polygonization of implicit surfaces. In Graphics In-
terface, volume 92, pages 250-257, 1992.

M.S. Floater. Parametrization and smooth approximation of surface
triangulations. Computer Aided Geometric Design, 14(3):231-250, 1997.

M.S. Floater. Mean value coordinates. Computer Aided Geometric De-
sign, 20(1):19-27, 2003.

M.S. Floater, G. Koés, and M. Reimers. Mean value coordinates in 3d.
Computer Aided Geometric Design, 22(7):623-631, 2005.

99



[11]

12|

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

100

C. Gotsman, X. Gu, and A. Sheffer. Fundamentals of spherical para-
meterization for 3d meshes. In ACM Transactions on Graphics (TOG),
volume 22, pages 358-363. ACM, 2003.

X. Gu and S.T. Yau. Computing conformal structure of surfaces. Arziv
preprint ¢s/0212043, 2002.

X. Gu and S.T. Yau. Global conformal surface parameterization. In
Proceedings of the 20038 Eurographics/ACM SIGGRAPH symposium on
Geometry processing, pages 127-137. Eurographics Association, 2003.

S. Haker, S. Angenent, A. Tannenbaum, R. Kikinis, G. Sapiro, and
M. Halle. Conformal surface parameterization for texture mapping. Vi-
sualization and Computer Graphics, IEEE Transactions on, 6(2):181-
189, 2000.

K. Hormann, B. Lévy, A. Sheffer, et al. Mesh parameterization: Theory
and practice. SIGGRAPH Course Notes, 2007.

T. Kanai, H. Suzuki, and F. Kimura. Metamorphosis of arbitrary trian-
gular meshes. Computer Graphics and Applications, IEEE, 20(2):62-75,
2000.

L.P. Kobbelt, J. Vorsatz, and U. Labsik. A shrink wrapping approach to
remeshing polygonal surfaces. In Computer Graphics Forum, volume 18,
pages 119-130. Wiley Online Library, 1999.

B. Lévy and H.R. Zhang. Spectral mesh processing. In ACM SIG-
GRAPH 2010 Courses, page 8. ACM, 2010.

L. Lovasz. Steinitz representations of polyhedra and the colin de verdiere
number. Journal of Combinatorial Theory, Series B, 82(2):223-236,
2001.

L. Lovéasz and A. Schrijver. On the null space of a colin de verdiere
matrix. In Annales de linstitut Fourier, volume 49, pages 1017-1026.
Chartres: L’Institut, 1950-, 1999.

U. Pinkall and K. Polthier. Computing discrete minimal surfaces and
their conjugates. Experimental mathematics, 2(1):15-36, 1993.

P.V. Sander, X. Gu, S.J. Gortler, H. Hoppe, and J. Snyder. Si-
lhouette clipping. In Proceedings of the 27th annual conference on
Computer graphics and interactive techniques, pages 327-334. ACM
Press/Addison-Wesley Publishing Co., 2000.



23]

[24]

[25]

26]

[27]

28]

[29]

130]

[31]

101

A. Shapiro and A. Tal. Polyhedron realization for shape transformation.
The Visual Computer, 14(8):429-444, 1998.

A. Sheffer and E. de Sturler. Parameterization of faceted surfaces for
meshing using angle-based flattening. Engineering with Computers,
17(3):326-337, 2001.

A. Sheffer, C. Gotsman, and N. Dyn. Robust spherical parameterization
of triangular meshes. Computing, 72(1):185-193, 2004.

A. Sheffer, E. Praun, and K. Rose. Mesh parameterization methods and
their applications. Foundations and Trends®) in Computer Graphics
and Vision, 2(2):105-171, 2006.

O. Sorkine. Laplacian mesh processing. In Furographics State-of-the-Art
Report, pages 53-70, 2005.

W.T. Tutte. How to draw a graph. Proc. London Math. Soc, 13(3):743—
768, 1963.

Y. Wang, X. Gu, T. Chan, P.M. Thompson, and S.T. Yau. Intrinsic
brain surface conformal mapping using a variational method. In SPIE
international symposium on medical imaging, 2004.

R. Zayer, C. Rossl, and H.P. Seidel. Setting the boundary free: A com-
posite approach to surface parameterization. In Proceedings of the third

FEurographics symposium on Geometry processing, page 91. Eurographics
Association, 2005.

M. Zwicker, M. Pauly, O. Knoll, and M. Gross. Pointshop 3d: an inte-
ractive system for point-based surface editing. In ACM Transactions on
Graphics (TOG), volume 21, pages 322-329. ACM, 2002.



	Introdução
	Conceitos Básicos
	Superfície Regular
	Superfície Discreta
	Grafos

	Parametrização Planar
	Introdução
	Imersão Planar de Grafos de Superfícies
	Algoritmos
	Resultados

	Parametrização Esférica
	Introdução
	Usando Parametrização Planar
	Parametrização Direta
	Relaxamento Esférico
	Resultados

	Conclusão
	Parametrização Planar
	Parametrização Esférica
	Aplicações
	Trabalhos Futuros


