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RESUMO

Uma das maiores limitagdes do Método dos Elementos de Contorno (MEC) encontra-se na
modelagem de problemas cujo meio continuo ¢ ndo-homogéneo. Nestes casos,
tradicionalmente emprega-se o recurso da divisdo do dominio em sub-regides para se
proceder a modelagem numérica, recurso este de relativa onerosidade. No presente trabalho,
propde-se uma alternativa a este procedimento tradicional, adaptando-se a formulagdo com
Quase-Dupla Reciprocidade. Tal formulagdo ¢ capaz de tratar a heterogeneidade de modo
especial e conduzir o equacionamento integral do modelo matematico e sua conseqiiente
discretizagdo exclusivamente em termos de valores de contorno, sem necessidade de sub-

regioes.

Uma das mais promissoras aplicagdes dos modelos ndo homogéneos na atualidade ¢ a analise
sismica para prospec¢do de petroleo. Nestes casos, se faz necessario modelar também o
fendmeno da propagacdo de ondas, casos estes complexos e de dificil simulagdo numérica.
Para implementar a a¢do dindmica, empregou-se aqui a técnica da Dupla Reciprocidade
tradicional, pela sua simplicidade. A discretizagao temporal foi feita através de um esquema
incremental com amortecimento ficticio, visando diminuir a ac¢do dos altos modos de
vibragdo, normalmente embutidos na resposta transiente e mal representados no modelo

numérico.

Exemplos de simulacdo estatica e dinamica s3o apresentados, e seus resultados sdo
comparados com solugdes analiticas disponiveis, visando a correta aferi¢ao da eficiéncia da
formulagao na obtencdo de resultados numéricos. Para o caso dindmico, uma solu¢ao analitica
de razoavel complexidade foi gerada exclusivamente com esta finalidade. Efeitos do
refinamento da malha, do valor do incremento do tempo e da taxa de variagdo das
propriedades constituintes do meio foram alguns dos fatores avaliados pelas simulagdes

numéricas realizadas.



ABSTRACT

One of the biggest limitations of the Boundary Element Method (BEM) consists in modeling
non-homogeneous problems. To minimize the onerous task to make models using the sub-
regions technique, the Quasi-Dual Reciprocity formulation was adapted to simulate these
cases. Such formulation is able to deal with heterogeneities by a special way ceding to lead
the integral formulation of the mathematical model and its consequent discretization

exclusively in terms of boundary values, without necessity of sub-regions.

One of the most promising applications of the non-homogeneous models in the present time is
the seismic analysis for prospection of oil. In these cases if it also makes necessary to
represent the wave propagation phenomena, cases these, very cumbersome and complex. It is
very common the numerical simulation of dynamic problems implies in badly accuracy to
represent high vibration modes. This fact can distort the numerical reply sufficiently and the
use of an incremental time step scheme with fictitious damping is usually requested, to avoid

the tax of waste of the numerical response.

Thus, this work has the objective to analyze the performance of the formularization cited in
non-homogeneous problems, in which admits dynamic processes. While the Quasi-Dual
formulation is used to model the material properties, the traditional Dual Reciprocity

technique also is here employed, with the purpose of modeling the dynamic action.
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CAPITULO1

INTRODUCAO

1.1 - COMENTARIOS INICIAIS

Esta dissertacdo ¢ mais uma contribui¢do discente realizada dentro da linha de pesquisa que
envolve aplicagdes dos M¢étodos dos Elementos de Contorno (MEC) em engenharia,
pertinente a area de Sistemas Mecanicos do PPGEM/UFES, linha esta que vem sendo
desenvolvida had varios anos e que ja resultou na divulgacdo de varios artigos técnicos e
dissertagdes de mestrado. Assim como muitos dos trabalhos que precederam a este, ha uma
continuidade no esforco de pesquisa desta dissertacdo. Entretanto, cabe destacar dois

trabalhos anteriores, que serviram de base a esta dissertacgao.

Primeiramente, uma pesquisa de iniciacdo cientifica sobre a utilizagdo da Técnica da Quase-
Dupla Reciprocidade em meios nao-homogéneos, de autoria de Pereira sob a orientagdo de
Loeffler [1, 2]. Este trabalho realizou as primeiras simulagdes de casos uni e bidimensionais.
Embora ja estivesse bastante adiantado, o citado trabalho ainda ndo estava concluido. A

finalizagdo das simulagdes estaticas, que definiriam a consisténcia da formulagdo, acabou

Programa de Pos Graduagdo da Engenharia Mecanica -UFES



Capitulo I - Introdugao 19

também por fazer parte do contetido preliminar desta dissertacdo, ja que, o prosseguimento

para simulacdo de casos dindmicos dependeria deste.

O segundo trabalho consistiu de dissertagdo de mestrado feito por Castillo [3], com o titulo de
“Analise Comparativa do Desempenho dos Esquemas Incrementais de Avango no Tempo
com o MEC”. Nesta pesquisa o autor expde os resultados de sua analise do comportamento
de alguns esquemas incrementais de avango no tempo, requeridos na formulacdo com Dupla
Reciprocidade. Destaques especiais sao dados a questdo do amortecimento ficticio, presente
em muitos dos esquemas, ¢ aos limites da faixa de valor do incremento de tempo, impostos

pela formulagao.

De certa maneira, a presente dissertacdo mescla os esfor¢os desses dois citados trabalhos
anteriores, mas apresenta ainda uma originalidade, que ¢ o emprego simultdneo da formulagao
com Dupla Reciprocidade e da formulagdo com Quase-Dupla Reciprocidade. Isto significa a
aplicacdo duplicada de procedimentos de interpolagdo decorrentes do uso de fungdes
auxiliares, que demandam cuidado extremo na simulagdo numérica por for¢a da perda de
precisdo, especialmente diante das peculiaridades e sensibilidade dos processos de

modelagem dindmica.

Inegavelmente esta pesquisa tem relacdo com os diversos trabalhos ja desenvolvidos
empregando a formulacdo com Dupla Reciprocidade, devida a Nardini e Brebbia [4], e a
recente formulagdo com Quase-Dupla Reciprocidade, originada da pesquisa de Loeffler e
Mansur [5]. Esta tltima formulagao, aplicada primordialmente em casos difusivos-advectivos,
pode ser adaptada ao exame da mecanica dos meios continuos heterogéneos com relativa
facilidade. Boa parte da bibliografia associada a este trabalho, bem como os aspectos
historicos que compdem as formulagdes do MEC aqui empregadas, podem ser colhidas na
referéncia [5] e também em Loeffler et al [6] ¢ Massaro e Loeffler [7], e ndo serdo aqui

repetidas neste texto.

Ha de se destacar, também, a complexidade do fenomeno da propagacao de ondas, que no

\

caso em questdo, trds consigo uma série de particularidades inerentes a mudanga de
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propriedades do meio fisico, discutidas oportunamente, junto da qual se alojam problemas
relacionados a modelagem numérica, ou seja, efeitos ndo fisicos ligados a discretizagdo

espacial e temporal.

Assim como nos trabalhos precedentes, os problemas aqui examinados pertencem a uma
classe na qual o campo fisico € escalar, ou seja, aqueles nos quais a varidvel basica ou primal
¢ um tensor de ordem zero, podendo ser representado exclusivamente por um numero
indicativo de sua intensidade, como a temperatura, por exemplo. Na realidade, existem varias
classes de problemas de campo escalar, governados por equagdes matematicas bem
conhecidas como: Equagdo de Laplace, Poisson, Helmholtz etc. Loeffler e Pereira, em outros
trabalhos [8,9,10], estudaram e simularam problemas fisicamente associados a torcao

uniforme em barras prismaticas, conducao e convecgao forcada de calor em dutos, tragao

uniforme em barras axialmente solicitadas e ainda a deflexdo em membranas elésticas planas.

1.2 - OBJETIVO DO TRABALHO

O objetivo deste trabalho consiste na utilizagao da formulagdao da Quase-Dupla Reciprocidade
do Método dos Elementos de Contorno na modelagem de problemas escalares bidimensionais
no qual o meio fisico continuo ndo ¢ homogéneo, considerando ainda o comportamento

dinamico do sistema.

O fendmeno da propagagdo de ondas foi modelado naturalmente pelo equilibrio instantdneo
entre as forcas de inércia, as forcas eldsticas e a solicitacdo externa. A formulagdo com Dupla
Reciprocidade foi empregada para tratar matematicamente os termos de inércia, enquanto a
derivada segunda com relagdo ao tempo foi discretizada e resolvida através de um esquema

incremental de integragdo direta.

Aproveitando-se da experiéncia colhida em trabalhos anteriores, esta dissertacdo também

Programa de Pos Graduagdo da Engenharia Mecanica -UFES



Capitulo I - Introdugao 21

objetivou explorar caminhos para aplicagdes importantes do MEC envolvendo meios nao
homogéneos. Neste contexto destaca-se a engenharia de Petréleo, pois o problema geotécnico
de identificacdo de hidrocarbonetos inclui atualmente a avaliagdo do comportamento das
camadas geologicas diante de solicitagdes dinamicas, caso tipico de problema de propagacgao

de ondas em meios continuos ndo-homogéneos.

1.3 - METODOLOGIA DE PESQUISA

Como a modelagem dinamica ¢ bastante complexa e, de acordo com a abordagem escolhida,
que se desenvolve a partir de um modelo estatico preliminar, foi feita uma revisdo detalhada
de todo o material relacionado a esta parte. A partir dos trabalhos citados, renovadas
simulagdes foram implementadas computacionalmente, intentando construir uma so6lida base
sobre a capacidade da formulacao para, somente entdo, partir para investigagdes e aplicagdes
no dominio da dinamica. Desta forma, obedeceu-se aos canones da metodologia cientifica,
investigando o tema por partes e examinando-se criteriosamente as questdes que ainda nao

eram bem conhecidas.

A precisdo dos resultados obtidos pela formulagdo proposta, que nos casos dinamicos inclui o
acoplamento da formulagdo Quase-Dupla Reciprocidade com a Dupla Reciprocidade
tradicional, foi aferida através da solugdo de exemplos-teste nos quais solugdes analiticas

disponiveis sao consideradas como referéncia.

No caso estatico, verificou-se o desempenho do método comparando os resultados numéricos
obtidos na simulacdo de problemas de referéncia, os quais possuem solugdo analitica
disponivel, usando como critério o erro médio percentual dos valores nodais envolvidos na
discretizagdo. Foram feitos testes apurando os efeitos do refinamento da malha na
convergéncia dos resultados numéricos para as solucdes analiticas. Também foram efetuadas

experiéncias numéricas alterando-se o gradiente de rigidez do meio heterogéneo e verificando
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a capacidade da formulagdo em representar com precisdo a variagao das propriedades em todo

o dominio.

No caso dinamico, diante da auséncia de solucdes analiticas na literatura especializada, foi
gerada especialmente para esta dissertacdo, a solugdo de um problema dinamico no qual uma
barra de rigidez varidvel ¢ sujeita a uma solicitagdo externa subita. Nesse caso, escolhe-se um
elemento no contorno, colocado de forma estratégica, para comparar sua resposta dinamica

com a solugdo analitica ao longo do tempo.

No presente trabalho, embora o modelo numérico e o cddigo computacional gerados também
sejam validos para os casos dindmicos bidimensionais, foi feita exclusivamente a simulagao
dinamica de um problema fisicamente unidimensional. Normalmente, os casos bidimensionais
requerem maior esfor¢go numérico, demandam mais tempo de processamento computacional e
apresentam uma precisao inferior. Assim, a solucdo satisfatdria desses problemas avaliaria de
modo mais efetivo as potencialidades da formulacdo proposta. No entanto, requereriam
também a obtencdo de uma outra solugdo analitica de referéncia, comumente mais elaborada,

para validag@o de resultados o que inviabilizou a utilizacdo de tais problemas.

Por falta de tempo habil, ndo foi possivel utilizar um outro método numérico eficaz para
validagdo de resultados, como o Método dos Elementos Finitos ou Método dos Volumes
Finitos, por exemplo. O uso destes métodos permitiria inclusive avaliar o desempenho da
formulagdo na solucdo de um caso bidimensional dindmico. Reconhece-se, entretanto, o
grande interesse desse tipo de comparagdo, que serve também como alternativa de validagao

dentro do contexto da metodologia cientifica.

Um atenuante para a simulacdo exclusiva de um problema dindmico unidimensional provém
das aplicagdes objetivadas com essa pesquisa. Os problemas fisicos que envolvem a dindmica
de meios ndo-homogéneos sdo, em sua grande maioria, problemas vetoriais € nao
simplesmente escalares. Considerando a equacdo escalar da onda, apenas o problema da
propagacao unidimensional tem valor pratico, porque os problemas referentes a identificacao

de hidrocarbonetos através de andlise sismica usam a modelagem escalar apenas como uma
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pré-andlise, ja que, a hipotese de que as ondas tém uma frente plana e trafegam quase que
longitudinalmente, rigorosamente, ndo verdadeira. Assim, apenas o modelo de ondas
unidimensionais efetivamente ¢ empregado em termos praticos, com carater preliminar. A
modelagem vetorial, a partir das equagdes da Elastodinamica, que caracterizaria de modo
mais preciso o processo de propagacdo de ondas, foge ao escopo desta dissertacdo, ficando

como sugestao para futuros trabalhos.

Por sua vez, os transientes térmicos em meios heterogéneos, que poderiam ser aqui tratados
por serem problemas escalares, sdo governados por uma equagdo temporalmente mais
simples, envolvendo a derivada primeira da variavel primal, no caso a temperatura, com
relacdo ao tempo, tais problemas, ndo foram examinados devido a prioridade em examinar a
dinamica dos meios nao-homogéneos com suas implica¢des dentro dos interesses da industria

de petrdleo.

1.4 - MEIOS E RECURSOS

Os programas computacionais utilizados para simula¢ao foram adaptados de codigos
académicos anteriormente empregados em outros trabalhos, ou entdo foram gerados
especificamente para a realizagdo do presente trabalho. Nao foram empregados programas
comerciais, a ndo ser na realizacdo de pequenas tarefas auxiliares, como a realizagdo de

graficos.

Mais detalhadamente, o trabalho foi desenvolvido computacionalmente empregando um
codigo computacional gerado em linguagem FORTRAN, concebido inicialmente para
modelagem de problemas difusivos-advectivos, através de uma formulagdo denominada de
Quase-Dupla Reciprocidade do Método dos Elementos de Contorno. Este programa, no
trabalho de iniciacdo cientifica ja citada, foi adaptado para poder representar e processar

problemas de campo escalar nao-homogéneos e nesta dissertacdo a parcela dinamica foi
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introduzida de acordo com a formulagao da Dupla Reciprocidade.

Os problemas difusivos-advectivos sao similares aos problemas de meios nao homogéneos, de
modo que se requereu apenas a adaptagao de uma sub-rotina e a criagdo de outra para a
inclusdo das caracteristicas de heterogeneidade do meio, a qual foi imposta elemento a
elemento de contorno discretizado. Ainda foi necessaria a inser¢ao de uma sub-rotina com o
intuito de gerar a matriz responsavel pela parcela transiente e uma sub-rotina para fazer o
avango no tempo. O ambiente computacional empregado foi um microcomputador de
processador ATHLON 1.7GHz com 356 MB de memoéria RAM, rodando o sistema

operacional Windows XP com o compilador Fortran do PowerStation 4.0.
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CAPITULO II

MODELAGEM MATEMATICA

I1.1 - O PROBLEMA FiSICO

A engenharia usa hipdteses simplificadoras em seus modelos fisicos € matematicos para poder
viabilizéd-los em seus propdsitos praticos. Com o organograma mostrado na Figura II.1,

visualiza-se o caminho a ser percorrido neste trabalho, conforme os canones da ciéncia.

A tarefa inicial consiste em idealizar o objeto real em estudo, de acordo com preceitos ja
fundamentados ou que se pretende fundamentar para a area do conhecimento em questdo. Ao
definir o tipo de fenomeno e as hipoteses acerca do seu comportamento, se engloba o campo
de atividade sensivel a ser desenvolvido. Nesta primeira fase, o objeto de analise enquadra-se
de acordo com a area de conhecimento cientifico que se deseja investigar, chamando-se sua

representacao intelectual por modelos fisico, quimico, econdmico etc.

Ha duas vertentes principais na analise do modelo fisico: a experimental e a matematica. Em

algumas disciplinas, a metodologia observacional ¢ aplicada, como na Astronomia.

O modelo matematico se apresenta em termos de equacdes diferenciais integrais ou
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inequacdes, acompanhadas dos respectivos valores iniciais e de contorno que particularizam o

problema.

Qbjeto Real

l\/bdeloE!meimalJ {l\/bdeloAthuitet&ﬁooJ { Modelo Fisico ] {I\/bdeloElcufnioo] { Q:ms

| |
Formulagio Observagdes in loco Protétipos ou Modelos ‘
Matenética Experimentais

|

Solucio Analitica Solugio Aproxinada

Figura II.1 — Etapas da modelagem cientifica, na busca de solu¢des para problemas fisicos

através da matematica

Quando ¢ realizada a andlise experimental, deve ser detalhada toda a técnica utilizada para
medir o fendmeno, usando artificios que possibilitem obter valores de medidas usuais capazes

de traduzir a situacao real do objeto estudado.

Na linha da matematica, dependendo da complexidade das equagdes, a solugdo analitica pode
ndo existir no estagio atual do desenvolvimento cientifico, tornando-se necessaria a utilizagao
de técnicas aproximadas para tratar o problema. A maior parte destas técnicas fundamenta-se
no conceito de discretizacao e caracterizam uma nova fase do modelo, usualmente chamado
de modelo numérico. Esta ultima abordagem serd tratada com maiores detalhes para o caso

especifico estudado neste trabalho.
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I1.1.1 - GRUPOS DE MATERIAIS

J& no que se refere ao comportamento mecanico dos materiais constitutivos, ¢ bastante
comum encontrar consideracdes simplificadoras que admitem as propriedades
termomecanicas da maior parte dos materiais como sendo homogéneas ao longo de toda a
extensdo de um corpo. Essa consideracdo ¢ adequada e aproximadamente verdadeira para
muitos materiais, onde a ndo-homogeneidade se situa num nivel microscépico. E o caso dos
acos e outros materiais metalicos: numa escala mais ampla ¢ perfeitamente plausivel
considerar sua constitui¢do e suas propriedades fisicas como homogéneas. Naturalmente,

existem excegdes nesse elenco de materiais com ampla aplicacdo na engenharia.

O primeiro grupo consiste daqueles nos quais a interferéncia por processo de soldagem se faz
presente. Sao casos muito comuns e que precisam ser adequadamente examinados. O
processo de soldagem altera significativamente a microestrutura do material fazendo com que
a hipotese de homogeneidade seja imprecisa. E muito comum se examinar componentes de
maquinas, estruturas € equipamentos nos quais existem pecas com partes soldadas de modo
que o dominio seja setorialmente nao-homogéneo. Neste caso, os métodos mais modernos de
analise termomecanica em engenharia — os métodos numéricos que serdo apresentados a
seguir — tratam facilmente estes casos através da inser¢@o das diferentes propriedades em cada

setor.

Um segundo grupo consiste dos materiais compdsitos. Atualmente uma boa parte dos
materiais de engenharia modernos, de arrojada aplicagdo industrial, sdo materiais compositos,
isto ¢, materiais constituidos de um conjunto de fases diferenciaveis numa qualquer escala
dimensional. Estes, sdo constituidos por materiais compostos que possuem diferentes
propriedades térmicas, mecanicas e orientacdes geométricas, levando a existéncia de
heterogeneidade material numa escala dimensional qualquer. A possibilidade de mesclar
materiais ndo metalicos de propriedades térmicas mais adequadas, fazem com que o numero
de exemplos praticos tenha crescido e se tornado bastante comum, como na industria
aeronautica onde a leveza destes materiais sdo importantes. Naturalmente, ¢ preciso ter um

bom controle do projeto, de modo a associar adequadamente a orientacdo das dire¢des

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo II - Modelagem Matematica 28

principais de resisténcia mecanica com as dire¢des de solicitacdo. No entanto, a classe dos
materiais compositos, em funcdo das dimensdes reduzidas das faixas de cada diferente

material, se enquadra como materiais homogéneos nao isotropicos.

Outros materiais representativos desta classe sdo, por exemplo, ossos, madeira, € 0s materiais
com gradagdo de propriedades funcionais (FGM's). Esta tltima categoria tem sido objeto de
grandes incentivos e investimento em pesquisa, particularmente da NASA e de outras grandes
empresas que lidam com empreendimentos arrojados. Os materiais funcionais podem
combinar adequadamente as propriedades térmicas e mecanicas ao longo de sua extensdo,
permitindo ainda a obtencao de uma melhor ponderagdo entre peso e outras propriedades. Os
onibus espaciais, que trafegam a grandes velocidades, particularmente no seu reingresso na
atmosfera terrestre, estdo sendo projetados usando materiais funcionais. O préoximo grande
desafio consiste em fabrica-lo de modo comercialmente viavel, embora existam outros
problemas a serem compreendidos mais adequadamente, como o seu comportamento nao-
linear. A metodologia apresentada neste trabalho também se ajusta adequadamente ao modelo

requerido pelos materiais funcionais.

Um terceiro grupo compde-se de materiais tipicamente nao homogéneos, seja em nivel
microestrutural, seja no plano da analise macroscopica. E o caso dos solos. O estudo das
fundacdes de edificios e estruturas em geral ndo dispensa o emprego de modelos que
considerem a ndo-homogeneidade do meio continuo. Critérios especiais para avaliar a
resisténcia do solo sob os diferentes tipos de solicitagdo mecanica sdo utilizados ha muitas
décadas, compondo uma disciplina especifica obrigatéria nos cursos de engenharia civil, que
¢ a Mecanica dos Solos. Nao ¢ demais ressaltar a importancia dos problemas de fundagdes em
edificagdes, pois estas podem englobar a analise de uma simples habita¢do popular até uma

usina termonuclear.
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II.1.2 - INFLUENCIA DINAMICA

O problema dinamico diferencia-se do estatico fundamentalmente em dois aspectos. A
primeira diferenga ¢ a alteragdo no tempo de alguma variavel do problema, o que torna a
descricdo do problema bem mais complexa em relacdo ao problema estatico. A segunda
diferenca consiste que, no problema dindmico, os esforg¢os internos da estrutura terdo que
equilibrar ndo apenas as forgas externas aplicadas, mas também a for¢a de inércia resultante

da aceleragao da propria estrutura [11].

Em geral, se a for¢a de inércia representa uma parcela significativa da carga equilibrada pela
forca elastica interna da estrutura, a caracteristica dindmica do problema deve ser considerada
na solucdo. Por outro lado, se 0 movimento ¢ suficientemente lento e a for¢a inércia ¢ muito
pequena, a analise para qualquer instante pode ser feita através dos procedimentos
caracteristicos da estética, apesar do carregamento e da resposta variarem rigorosamente no
tempo [12]. Isto pode ser feito, na pratica, no projeto de estruturas de muitas edificagdes e
maquinas nas quais o carregamento possua as caracteristicas quase-estaticas mencionadas e os
materiais empregados garantam suficiente rigidez e amortecimento intrinseco. A maior parte
dos projetos de engenharia civil e mesmo da engenharia mecanica, sao baseados em premissas
de quase-estaticidade. Todavia, muitos casos importantes, que tem ganhado destaque por
conta das necessidades arrojadas da engenharia atual, ndo podem prescindir de um tratamento

rigorosamente dindmico.

A area de Mecanica dos Solos possui uma importante vertente, de maior complexidade, que
diz respeito a analise sismica. Muitas regides sofrem constantemente a acao de terremotos. As
analises dos sismos ¢ dos seus efeitos sobre as estruturas, solos ou vias de comunicagao,
representam grandes desafios devido a complexidade dos fendmenos associados aos
mecanismos de geracdo sismica e de propagacdo de ondas em meios heterogéneos. No
entanto, os avangos de conhecimento na ultima década, bem como a experiéncia recolhida
junto dos grandes sismos que ocorreram recentemente, permitiram reduzir a vulnerabilidade

sismica e, simultaneamente, definir solugdes técnicas mais arrojadas e mais econdmicas.
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Sabe-se, desde a muito tempo, que a resposta sismica de determinado local é condicionada
pelas condigdes geologicas e geotécnicas das formagdes superficiais existentes no local.
Apesar das cidades estarem praticamente toda sobre uma mesma formagao geologica, as
diferencas de espessura, assim como o nivel freatico e outros parametros fisicos, podem
modificar a sua resposta sismica. Por outro lado, ¢ possivel prever, do ponto de vista tedrico, a
resposta sismica da cidade utilizando uma modelagem matematica adequada. Para tal, torna-
se necessario conhecer os varios parametros fisicos associados as camadas geologicas e, em
particular, a velocidade de propagacdo das ondas S e P, tanto no interior das camadas mais
profundas, como nas camadas superficiais. Em muitos casos, as formagdes geologicas
superficiais encontram-se cobertas por depdsitos superficiais espessos (aterros e depositos de
vertente), pelo que também ¢ muito importante determinar as caracteristicas geotécnicas

destes depositos [13].

A caracterizacdo sismica do meio fisico pode fazer-se através da propagacdo das ondas
sismicas. Essa propaga¢do traduz-se na solicitacdo dos materiais a tensdes dinamicas que
resultam em deformacdo dos mesmos. Nesse sentido as constantes elasticas dos materiais
estdo ligadas as velocidades de propagagdo das ondas compressionais (P) e de corte (S).
Costuma-se admitir a razdo das velocidades das ondas S e P depender exclusivamente do
coeficiente de Poisson e que a velocidade das ondas S ¢ uma fun¢ao do mddulo dindmico de

corte ¢ da densidade [14].

Aproveitando o conhecimento técnico e cientifico nesta area, uma outra aplicacao similar tem
ganhado enorme importancia dentro da engenharia moderna: a modelagem geotécnica com
vistas a prospeccdo de petroleo. Os principios mecanicos empregados na analise sismica
podem ser completamente aproveitados na identificagdo de lengois de petrdleo, usando
métodos matematicos que oferegam uma expectativa de resposta dinamica sensivel a sua
presenca. Em linhas gerais, sdo feitas experiéncias de campo nas quais se colhem respostas as
excitagdes provenientes de explosdes controladas. Fazendo simula¢des numéricas correlatas,
pode-se inferir a existéncia de lengdis petroliferos pela diferenca de resultados entre as
experiéncias numéricas e de campo. Esta ¢ uma das mais modernas 4reas na engenharia atual.
Naturalmente que em se tratando do emprego de métodos numéricos, € preciso haver uma boa

representacao matematica tanto da dindmica do problema quanto da parte de discretizagao da
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heterogeneidade do meio fisico, no que se ocupa o presente trabalho.

I1.2 - O PROBLEMA MATEMATICO

No contexto atual da engenharia moderna, cujos problemas sdao cada vez mais complexos, se
faz necessario empregar técnicas de solu¢do mais adequadas ao ritmo acelerado de trabalho
das empresas que disputam competitivamente o mercado, sem dispensar os requisitos de
qualidade e seguranca necessarios a todos os projetos. Assim, € preciso dispor de técnicas e
recursos cada vez mais eficientes e sofisticados. A modelagem matematica ¢ hoje a mais
importante op¢do da engenharia para dar celeridade aos projetos e evitar testes e experiéncias

de campo ou de laboratdrio que seriam extremamente custosas e lentas.

Os problemas nos quais o meio constitutivo ¢ heterogéneo sdo destes casos nos quais €
preciso dispor de ferramentas computacionais que viabilizem a sua solu¢do nas condi¢cdes em
que o carregamento e a geometria envolvida ndo sejam simples. Nesta condi¢ao, usualmente o
modelo matemadtico resultaria em equagdes diferenciais parciais extremamente complexas,

sem solucao disponivel por qualquer método analitico.

Assim, nos casos dinamicos das investigacdes na area de prospecgdo de petroleo e sismologia,
a obtencao da solucdo do problema seria impraticavel sem os recursos de métodos

matematicos aproximados que empregam o computador para processamento de dados.

O Meétodo dos Elementos de Contorno ¢ uma dessas técnicas modernas de solu¢do de
problemas fisicos que podem ser representados por modelos matematicos. A escolha do
M¢étodo dos Elementos de Contorno, conforme ja foi exposto, se prende ao fato deste trabalho
estar vinculado a uma linha de pesquisa ja estruturada no programa de Pés Graduacdo do
Departamento de Engenharia Mecanica da UFES. Algumas justificativas sobre a escolha
deste método e maiores comentarios sobre as caracteristicas das demais técnicas numéricas

em geral sdo feitos posteriormente.
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I1.3 - EQUACAO DE CAMPO ESCALAR GENERALIZADA

Em termos matematicos, o0 modelo abordado envolve uma grandeza escalar como variavel
basica do problema e pode ser considerado como um caso particular de um equacionamento

mais geral, pertinente a chamada Teoria de Campo Escalar [15].

E interessante apresentar o contexto desta teoria, no qual se inserem alguns problemas
interessantes para a Engenharia. Assim sendo, dentro deste enfoque, a Equacdo de Campo

Escalar Generalizada se expressa em termos diferenciais através da forma:
V- (KVu)=A"D"(u)+p (IL.1)

Onde V ¢ o operador nabla, K ¢ um diadico, u ¢ a variavel bésica ou primal, também chamada
comumente de potencial, A" sdo escalares e D é o operador das derivadas com relagdo ao
tempo de ordem n. No lado direito da equagao anterior, p ¢ uma fun¢do conhecida, enquanto o
operador D soma-se em n com A, definindo o tipo de problema dependente do tempo que se

deseja considerar, ou seja:
A"D" (u)=/1°u+/118(u)/8t+/12 o’ (u)/az‘2 (11.2)

Assim, as derivadas temporais do potencial para os casos dados pela Equagdo de Difusdo,
Equacdo da Onda e Equacdo de Klein-Gordon, entre outras, podem ser facilmente

contabilizadas no modelo.

Quanto as derivadas espaciais, o caso bidimensional mais completo consiste da dependéncia
do diadico K com o potencial. Nesse caso, chega-se a estrutura diferencial tipica do problema

difusivo ndo-linear.

Para o caso de materiais ndo homogéneos, as propriedades constitutivas dependem das

variaveis espaciais, e neste caso pode-se escrever que:
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V-(KVu)=0[ K, (u)/dx, ]/dx, +0[ K,,0 (u)/0x, | /ox, +0] K,,0(u)/x, | /ox, +

I1.3
+0] K,,0(u)/ox, | /8x2 (1)

I1.4 - ALGUNS CASOS PARTICULARES IMPORTANTES

Particularizando-se a equacao (II.3), considere-se que K, e Kj; sejam nulos, ou seja, o

material ndo ¢ homogéneo, mas ¢ ortotropico. Assim:
V-(KVu)=0[ K, (u)/dx, |/ox, +0[ K,,0(u)/dx, | /ox, (IL4)
No caso de isotropia local, tem-se K;;=K»,=K(x}, X;). Nesta situagdo pode-se definir:
Ll(u) =9 [K (x.x,)0 (u)/axl J/axl +0 [K (x.x,)0 (u)/ax2 J/axz (IL.5)

Um outro operador que pode ser obtido a partir da expressao geral que retrata fisicamente,
com boa precisdo, um problema de transmissdo de calor por condugdo e conveccdo em meio

isotropico. Neste caso, consideram-se as seguintes hipdteses junto a equacao (I1.3):

K,=-K,, (I1.6)
K, =K, =K (I1.7)
K = cons tan te (meio homogéneo) (IL.8)

Desse modo, tem-se:
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2 az
V- (KVu)=K J (LZ‘) (LZ‘) +8K12 a(u)+aK21 a(u):
ox, ox, dx, ox, Ox, ox )
o (th) Mk (L;) L 9Ky, ) 3K, A(w)
axl axz axl ax2 ax2 Bxl
Admitindo-se que:
OK,, /0%, = +Vy =—9K, /o, (IL.10)
K, oK
= IL11
axl - 8x2 ( )

onde Vx; e Vx; sdo componentes do vetor velocidade v de escoamento nas diregdes X; € Xa,

respectivamente. Assim, chega-se ao operador desejado:
L2(u) = K[ 9 (u)/ox] +9” (u)/ox,” |-V, [0(u)/ox, |-V, [d(u)/ox,] ~ (IL12)
Constata-se que o modelo proposto guarda obediéncia a condi¢do de incompressibilidade:

oV, [ox =-dV, [ox, =V -v=0 (IL.13)

Nao ¢ dificil perceber que existe uma relacdo entre L1(u) e L2(u), desde que se faca uma
associacdo dos coeficientes da equagdo (I.5) com o campo de velocidades dado pelas

equacdes (IL.6) e (I1.7), na seguinte forma:

K [dx, =V, (.14)
K [dx, =V, (IL.15)

A equivaléncia citada mostra a similaridade entre os problemas de difusdo-adveccdao e com

problemas isotrépicos heterogéneos.

Outros modelos interessantes e que fazem parte do objetivo do presente projeto sdo dedutiveis

a partir da equacdo geral, segundo a mesma metodologia, apenas obedecendo a outras
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simplificagdes. Considere o caso em que ocorre difusdo em regime estaciondrio num meio
continuo ortotropico. As propriedades fisicas constitutivas sdo constantes ao longo das

dire¢des coordenadas, mas sdo distintas entre si, ou seja:

K,=K, =0 (IL.16)
K, #K, (I1.17)

Neste caso, o operador diferencial fica:
L3(u)=K,, 9’ (u)/axl2 +K,, 0" (u)/ox,” (IL.18)

Nos casos homogéneos em que ha isotropia, o operador precedente simplifica-se ainda mais,

resultando em:
L4(u) = K[9* (u)/ox] +9” (u) /ox,” | (IL19)

A consideragdo de um termo independente p significa fisicamente a presenca das
denominadas agdes de dominio, tais como fontes, sorvedouros, campos gravitacionais etc.

Considere a equagdo de governo posta na forma:
L4(u)=p (11.20)

Esta ultima expressdo ¢ conhecida como Equacdo de Poisson, de ampla aplicacdo na area de
eletromagnetismo e¢ mecanica em geral. No caso mais simples abordado pela Teoria de

Campo Escalar, conhecido como Equagao de Laplace, a fungao p ¢ nula.
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I1.5 - MODELO ESTATICO PARA MEIOS CONTINUOS
HETEROGENEOS

IL.5.1 - MODELO GERADO A PARTIR DA EQUACAO DE CAMPO

Neste trabalho interessa o caso exposto anteriormente no qual um meio continuo isotrépico
possui propriedades heterogéneas com relacdo as varidveis espaciais, ou seja, o modelo
matematico ¢ representado pelo operador L1(u)=0. Tal modelo, ¢ repetido aqui por

conveniéncia:
a[K(xl’x2 )a(u)/axl J/axl +8[K(xl’x2 )a(u)/ax2 J/axz =0 (IL21)

Considere Q um dominio espacial bidimensional no qual um ponto X qualquer tem sua
posi¢ao dada por X=X(x1,X2) com relagao a um sistema de coordenadas cartesianas. Adotando

a notacado indicial einsteniana, pode-se escrever a equagao (I1.5) de modo conciso, na forma:
[K(X)u(X),], =0 (1122)

Ressalta-se que a fungao escalar u genericamente pode representar deslocamento, temperatura
ou qualquer propriedade fisica similar. Normalmente, principios de equilibrio, balanco de
energia ou compatibilidade estdo envolvidos na dedugdo da equagdo anterior, mesmo quando

se consideram fendmenos fisicos distintos.

Para que a modelagem matematica seja bem posta, ¢ necessdrio prescrever condicdes de
fronteira compativeis com a ordem da equagdo. Assim, os problemas examinados sdo
constituidos de um dominio Q(X), onde X representa as variaveis espaciais do campo,
delimitado este por um contorno I'(X), sujeito a condigdes especificas para cada problema em

particular.

Para problemas estacionarios, essas condi¢des de contorno sao dadas por:
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u(X)=u para X € T, (condi¢do essencial) (I1.23)

K(X)u(X),n(X), =q para X € L', (condig¢do natural) (I1.24)

Nas equagdes, de modo geral, ['u(X) ¢ a parte do contorno pertencente a I'(X) onde sao
prescritas condi¢des de contorno essenciais (também chamadas de condi¢gdes de Dirichlet ou
do primeiro tipo) que envolvem diretamente o potencial u; de forma complementar, I'q(X)
representa as regides da fronteira onde sdo conhecidas as condigdes de contorno naturais
(também conhecidas como condi¢des de Newman ou do segundo tipo) arrolando derivadas do
potencial com relagdo a normal ao contorno. Nestas equagdes I'y(X) e I'q(X) representam as
fronteiras do meio continuo e n(X); representa o vetor normal unitario em um ponto qualquer
destas. Nos problemas de Mecanica dos Solidos, q adquire o significado de tensao aplicada no
contorno, enquanto nos casos de transferéncia de calor pode ser interpretado como um fluxo

imposto de energia difusiva.

I1.5.2 - MODELO GERADO A PARTIR DE PRINCIPIOS FISICOS

Neste item ¢ apresentada a deducao da expressao (I.21) a partir de consideragdes fisicas, ou
seja, agora o equacionamento desejado ndo ¢ obtido com base em simplificagdes de um
modelo matematico geral. Agora se considera o comportamento de uma grandeza fisica
genérica num meio continuo bidimensional, segundo principios de balanco e conservacao de

massa e energia.
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T q I Xy tdx,

q I X q | x+dx;

XZL’ quxz

Xi

Figura IL.2 - Representag@o dos fluxos num dominio ndo homogéneo

De acordo com a Figura I1.2, faz-se o balanco de energia:

q|x dx, + q|x dx, + q|f dxdx,=gq| . dx,+q| . dx (I1.25)
Agrupando melhor a equagdo (I1.25), obtém-se:
[q ey 4l }a’x2 + [q s, "L, }dx1 = q|f dx,dx, (I1.26)

Cabe ressaltar que a grandeza q, presente em todo o equacionamento exposto no item anterior,
representa uma grandeza que pode ser energia térmica, massa, deformacao ou qualquer outra
que obedega a uma lei de formagdo fisicamente conhecida. Por exemplo, no caso de um
problema de conducao de calor, q representaria o fluxo de calor difusivo, dado pela Lei de

Fourier, ou seja:

ou
on

Il
|
t

q, (I1.27)
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q=0
T=t1 K N, T=t2
q=0 L
L "

Figura II.3 — Representacao da Lei de Fourier

Nesta ultima equagdo K representa a condutividade térmica do material, u seria a temperatura
e n a dire¢do na qual se examina o fluxo de calor por unidade de area, que nestes casos se
direciona do valor de maior temperatura para o de menor, justificando o sinal negativo. No
caso da percolagdo ou escoamento em meios porosos, o fluxo ¢ governado pela Lei de Darcy,
que descreve o fluxo em termos de um gradiente do potencial de altura de fluido aplicado a

superficie porosa ¢. Assim, tem-se:

d
q,=-— o¢ (I1.28)
on
A difusdo de uma substancia num meio fluido ¢ dada por uma lei semelhante, denominada Lei
de Fick, onde a concentracdo ¢ do constituinte representa o potencial. O fluxo de massa do
constituinte por unidade de area ¢ proporcional ao gradiente da concentracao:
dc

=-D— 11.29
q, - (IL29)

Onde D ¢ a constante de proporcionalidade.

Também nos problemas de barras axialmente solicitadas existe relacdo similar:

q, = —Eg—“ (11.30)
n
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u=>0 q=0

Figura I1.4 — Parametros em uma barra axialmente solicitada

q=0 q=F/A

.
M
=

Nesta ultima equagdo E ¢ o moddulo de elasticidade longitudinal enquanto u representa o

deslocamento axial. O significado de q ¢ o de tensdo normal associada. Nos problemas de

geotecnia, a maior parte dos modelos de propagacao de onda admite um estado de tensdao

unidimensional, sob a hipotese de que, a uma certa distancia do ponto de excitagdo, as ondas

sdo planas.

Relacdes similares as leis de Fourier, Darcy, Fick etc., também existem nos problemas de

cisalhamento em fluidos e nos problemas de tor¢ao em barras prismaticas de se¢ao qualquer,

submetidas a tor¢ao uniforme [16].

Aplicando série de Taylor linearizada para qualificar os diferenciais dos fluxos que aparecem

na equacao (I1.26) tem-se, na dire¢ao x1, por exemplo:

dq
|:q X +dx, _q X :| = dqxl = a_xldxl
Na dire¢do x2 o mesmo pode ser feito:
dq
- =dq| =—dx
|:q Xy+dx, q Xy :| q X, axz 2

Substituindo as equagdes anteriores na expressao (11.26) tem-se:

d d d d
{B—XI(K a—:j dx, }a’x2 + {E[K ij dx, } dx, = q|f dx,dx,

(IL31)

(IL.32)

(I1.33)
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Cancelando os diferenciais comuns, chega-se finalmente a:
O [ Ou )| 9 [ p0ul|_ d (I1.34)
ox, \  ox ox,| ox, J

I.6 - MODELO DINAMICO PARA OS MEIOS CONTINUOS
HETEROGENEOS

O equacionamento anteriormente feito para os modelos estaciondrios a partir da Equacdo de
Campo Escalar Generalizada ¢ realizado, agora, com parcela dinamica de aceleracdo do lado
direito da equacdo (I.21), considerando A°=A'= 0 e A*= p, onde p ¢ a massa especifica por

unidade de comprimento. Assim sendo, tem-se:

B[K(xl,x2 )a(u)/ax1 J/axl +8[K(xl,x2 )a(u)/ax2 J/axz = %(az%tz) (IL.35)

E, em notacdo indicial a equacao anterior fica:
[KXu(X),, ], = pii (1) (I136)

Esta equacdo ¢ a principal motivagdo desta dissertagdo, envolvendo o estudo do
comportamento espacial de materiais ndo-homogéneos ao longo do tempo. Embora a equagao
de campo seja geral, nesse caso o fendmeno fisico associado ¢ o deslocamento e sua derivada
primeira, relacionada a deformagdo especifica. A equagao serd desenvolvida para um caso
particular unidimensional onde se pretende obter uma solugdo analitica para fins de validacao
dos resultados da solucdo aproximada. Para isto, no Capitulo III tratara exclusivamente da

obtencao da solugao analitica.

Para o melhor entendimento do comportamento dindmico do modelo heterogéneo, ¢ essencial

discutir primeiramente o fendmeno dindmico considerando o meio homogéneo.
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11.6.1 - AVALIACAO DA DINAMICA EM MATERIAIS HOMOGENEOS

A formulacdo ¢ a mesma enunciada na equacgdo (I1.36); todavia, a propriedade do material K
ndo ¢ dependente das variaveis espaciais, degenerando-se em uma constante e simplificando o

problema. Considerando também a isotropia, resulta a conhecida Equacao da Onda [14]:
1 ..
u(X),, =—ii(1) (11.37)
c

Na qual c ¢ a velocidade de propagacdo da onda no meio eléastico. Naturalmente, esta Gltima
propriedade ¢ dependente apenas das propriedades fisicas do material e ¢ dada pela seguinte

expressao:
c= |E (1138)
P

Onde E ¢ modulo de elasticidade longitudinal que equivale a K em equacdes anteriores, € p €

a massa especifica do material, neste caso, constante.

Portanto, para o material homogéneo a velocidade de propagagdo ¢ permanecera constante ao

longo da barra, uma vez que, tanto £ como p, interdependentes, sdo constantes.

Ao analisar o processo dindmico em uma barra unidimensional engastada numa extremidade e
livre na outra, com um subito alongamento prescrito nesta, o entendimento das principais
caracteristicas do problema dinamico fica evidente. Percebe-se que a onda causada pelo
deslocamento prescrito ¢ similar a onda originada pelo pulso produzido por um pacote

discreto de energia, semelhante ao que ocorre em uma corda quando se aplica um tnico pulso.

Fisicamente, um deslocamento aplicado instantaneamente representaria um rompimento da
barra. No entanto, a formulagdo matematica possui coeréncia e representa corretamente o

fendmeno. Portanto, como a finalidade essencial deste trabalho ¢ verificar a precisdo da
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formulagdo e se neste caso particular for obtido uma boa precisdo, provavelmente, para os

casos mais simples, a formulagdo conseguird ser mais precisa ainda.

A Figura IL.5 simula o fenomeno de propagacdo de ondas para este caso, € o grafico de

deslocamento longitudinal para a particula “P” na parte central da barra ¢ mostrado ao lado.

Um correto detalhamento das fases ¢ importante para entender toda seqiiéncia do movimento

no decorrer do tempo [17].

No instante em que o deslocamento ¢ aplicado, Figura I1.5 (b), a se¢do proxima a extremidade
livre absorve sozinha e bruscamente todo deslocamento imposto através de uma deformagao
(¢ = Uy, / L). A dinamica do problema cria uma onda, que tem a func¢do de transportar a
energia necessaria a movimentagdo das particulas. Esta onda se propagara ao longo da barra
com velocidade finita ¢ em direcdo a extremidade engastada. A onda transporta
conjuntamente a tensao, deformagdo e deslocamento. As duas primeiras sdo relacionadas
através da conhecida equagdo estudada na disciplina de Resisténcia dos Materiais de alguns

cursos de engenharia:

o=E-¢ (11.39)

Onde o¢ a tensao, €a deformagao e E o modulo de elasticidade do material.

Como ja foi dito, essas grandezas ndo sdo transmitidas instantaneamente ao outro lado da
barra, devido a inércia das particulas de massa. O deslocamento U, imposto a extremidade
livre da barra no instante t = 0 altera o comprimento da barra para L+U,, que assim

permanecerd imutavel durante todo o processo.

No estagio (c), observa-se o deslocamento sendo transmitido para as segdes adjacentes
integralmente, ndo havendo, portanto, qualquer tipo de perda de energia, uma vez que a
E.D.P. utilizada ndo contém nenhum termo referente a dissipacdo de energia. A onda neste
caso, representa saltos das particulas de um ponto a outro em funcdo de uma quantidade de
energia aplicada. Nota-se que apds a passagem da onda, mesmo deslocadas, as particulas

permanecem estaticas.
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Figura I.5 — Dinamica dos deslocamentos em uma barra homogénea alongada de U,
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Em (d), a onda atinge o ponto “P” situado em L/2, que se desloca para a direita de U,. Com o
avanco da frente de onda todas as secdes onde a onda ja passou ficam deslocadas de U, na
direcao do extremo livre, sem qualquer movimento em seu maci¢o. O material posterior a
frente de onda também permanece completamente imovel ou sem carregamento nem

deslocamento.

No estagio (e), a onda chega a extremidade fixa e sera refletida como outra onda trativa que
agora deslocara do ponto “P” para a esquerda Figura IL.5 (f), fazendo-o voltar a sua posi¢ao
original. Visualizando o gréafico de deslocamento em fun¢@o do tempo conjuntamente com a

viagem da onda na barra o fendmeno pode ser bem entendido.

O periodo completo termina quando a onda retorna a extremidade livre, estagio (h), tomando

a barra a mesma configuracdo inicial, quando o ciclo comecou no estagio (b).

O problema da aplica¢dao de deslocamento na extremidade livre ¢ semelhante ao caso em que
um pulso ou pacote de energia ¢ aplicado subitamente. Este, difere substancialmente do
problema onde a condicdo de contorno na extremidade livre ¢ uma tensdo aplicada
constantemente, pois neste ultimo caso, admite-se um modelo onde energia ¢ transmitida
continuamente, isto ¢, a extremidade livre onde atua a tensdo emite ininterruptamente pacotes

de energia que irdo se sobrepor com pacotes ja em transito.

11.6.2 - AVALIACAO DA DINAMICA EM MATERIAIS HETEROGENEOS

A equacdo a ser usada ¢ a mesma do item anterior, contudo, a propriedade do material K nao
¢ independente das varidveis espaciais, como na situacdo homogénea, sendo a equagdo

idéntica a equacao (I1.36) e, esta, ¢ repetida aqui por conveniéncia:

[KXu(X),, ].,,= pii (1) (IL40)
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A dinadmica deste problema, se torna mais complexa e dificil de se entender em relagdo aos
problemas anteriores, aqui sdo encontradas algumas dificuldades de interpretacao, peculiares

a dinamica em materiais nao homogéneos.

Ao trabalhar com materiais ndo homogéneos e tentar retratar o fenomeno de propagagdo de
ondas, ¢ preciso considerar que a onda sofre continua reflexdo, que pode ser fisicamente
creditada a variacdo de propriedades do corpo. Sabe-se que a variagdo do modulo de
elasticidade, da massa especifica ou da area da secdo transversal da barra pode interferir
substancialmente no processo de propagacdo de ondas. No entanto, a velocidade de

propagacdo da onda, varia apenas nos casos em que as propriedades do material se

modificam.

Os detalhes referentes a este assunto merecem um capitulo especial onde sera obtida a solugao
analitica de um determinado problema partindo da equagdo diferencial. Uma analise dos
resultados sera realizada através dos graficos encontrados, podendo, desta maneira, propor

uma analogia similar a realizada na Figura I1.5.
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CAPITULO III

SOLUCAO ANALITICA DE UM PROBLEMA HETEROGENEO

I11.1 - DEFINICAO DO PROBLEMA

Este capitulo mostra a resolucdo da equacdo analitica de um problema dindmico
unidimensional isotrépico, no qual o mddulo de elasticidade varia ao longo do dominio. Este
problema, fisicamente correspondente a uma barra de mddulo de elasticidade variavel, ¢
representado matematicamente por uma equagao diferencial parcial com coeficiente varidveis,
cuja varidvel basica representa o deslocamento [18]. As varidveis independentes sdo a
coordenada espacial e tempo. A auséncia de equagdes dessa natureza na bibliografia
procurada requereu o desenvolvimento especifico desta solu¢do nesta dissertacdo de
mestrado. A solucdo ¢ relativamente complexa e despendeu um tempo apreciavel de trabalho.
No entanto, as informagdes tedricas obtidas durante a simulagdo computacional foram
recompensadoras. O trabalho matematico igualmente foi elucidativo, exigindo conhecimentos
de varios topicos da matematica avangada. Sua obten¢do podera facilitar outros pesquisadores

na busca de solugdes analiticas de referéncia.

Neste problema a varidvel u representa o deslocamento e a variavel q a tensdo atuante na

direcao normal ao contorno, esta ultima, nada mais ¢ do que a derivada de u em relagdo a
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variavel espacial.

Neste ponto, sdo cabiveis alguns comentarios sobre o modelo matematico considerado e os
problemas fisicos de barras. O modelo examinado considera somente a propagagao de ondas
longitudinais. Isto implica na admissdo de um estado uniaxial de tensdes, que se afasta
significativamente do que ocorre nos problemas reais quando a diferenca entre o comprimento
e a largura ndo ¢ tdo expressiva. Esta discrepancia entre a realidade e o modelo
unidimensional pode também ser agravada em situagdes onde as variagdes da rigidez sao

bruscas. Todavia, havendo variagdes suaves das propriedades fisicas, em termos praticos ¢

usual desprezar os efeitos bidimensionais existentes.

Conforme mencionado, o problema em questdo ¢ espacialmente unidimensional. Visando
particulariza-lo para obten¢do de uma solucdo especifica, as condigdes de contorno sdo tais
que a barra estd engastada em uma extremidade e submetida a acdo de um deslocamento
prescrito u,, aplicado subitamente € que ndo muda com o tempo, conforme pode ser

visualizado na Figura I11.1.

.
* Uan=0

L=0-w) | |

Figura III.1 — Caracteristicas geométricas e condi¢des de contorno em uma barra engastada

numa extremidade e deslocada ,repentinamente, na outra

As condig¢des de contorno ja comentadas e mostradas na figura acima, sdo aqui repetidas para

simplificar o seu uso mais adiante:
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U(a,t)=0 (I11.1)
U(b,t)=u, (I11.2)

Sabe-se que num problema dependente do tempo, € necessario estabelecer as condig¢des
iniciais do problema. Devido ao seu carater dinamico, a prescricdo de deslocamentos e

velocidades no instante inicial em todo o dominio X ¢ exigida, conforme mostrado a seguir:

U(X,0)

0 (1IL.3)

U(X,0)

0 (11L4)

A equagao diferencial parcial (I1.40) ¢ agora simplificada, de forma tal que o modulo de
elasticidade E correspondente a propriedade K do material mencionada anteriormente no

capitulo 11, seja igual a:
E(x)u”+E'(x)u’ = pii (111.5)
Onde p ¢ a densidade volumétrica do material.

Como o caso tratado ¢ heterogéneo, o modulo de elasticidade deve depender das variaveis
espaciais. Portanto, a dependéncia assumida aqui, para a obten¢do da solucdo analitica, serd

quadrética, na forma:

E(x)==2 (I1L.6)

Agora, com a substitui¢ao de (II1.6) em (IIL.5) tem-se:

2 ..
x'u”+2xu’ = aEpu (111.7)

o

Para se obter a fun¢do u da equagdo acima ndo existe muitas técnicas possiveis de serem

empregadas, aqui, serd usada a técnica de separagdo de variaveis.
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I11.2 - USO DA TECNICA DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

O artificio usado na resolucao consiste em supor a possibilidade de separagdo das variaveis
espaciais e temporais em fungdes distintas e independentes, de modo que possam ser

trabalhadas através da série de Fourier. Entdo:
u(xt)=u(x)+ X, (x)T,(¢) (I11.8)

O indice n deve ser entendido apenas como um indice de controle do somatorio e ndo deve ser

confundido com a notag¢ao indicial Einsteniana.

Considerando que 1(x) deve atender sozinho a condi¢do de contorno ndo homogénea, visto
que, a outra parcela da equacao (II1.8) deverd ter condigdes apenas homogéneas, assim,

calcula-se U(x) substituindo-o na equagdo diferencial (I11.7):
X u'"+2xu'=0 (I11.9)

E importante notar que o lado direito da equagio é nulo porque @i(x) é independente do tempo

e por isso nao possui derivadas temporais.

Fazendo, entdo, a substitui¢ao de variaveis como se mostra:
L_t'(x)zw(x) (IT1.10)

Pode-se calcular w, substituindo (I11.10) em (II1.9) :

, , 2
XwW4+2xw=0->w+=Zw=0
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—=—2I—ﬁln :—21n(x)+c:—2ln(x)+ln(D):1n(£2j
X
w=2 (IL11)
X

Com a igualdade existente entre a equacgdo (IIL.11) e (IIL.10), ndo ¢ dificil perceber o

procedimento a ser realizado:
J-du =D .[ u=—— + F
Obtém-se desta maneira a fun¢ao procurada:
u(x)=F-— (I11.12)

Resta, no entanto, encontrar as constantes F e D. Assim, a primeira condi¢ao de contorno dada

pela equacao (I11.1) gera uma relacdo entre as constantes exposta abaixo:

ﬁ(xza)zF—BZO
a
F = b (1I1.13)
a
De posse desta tltima relacdo e com a segunda condi¢do de contorno (IIL.2), tem-se
(x=b)=u, >u ——BzD(b_aj
a b ab
p = tab (1IL14)
b—a

Definidas as constantes, volta-se a equacao (III.12) para encontrar a fungao G(x):
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N u,ab u,ab
() a(b—a) x(b-a)

De forma compacta:

oy wab |1 1
u(x)_(b—a){a x} (111.15)

Agora ¢ preciso encontrar X, (x) Ty (t) a partir da forma proposta na expressao (I11.8), através

da substituicdo desta na equacao (I11.7), tem-se:

n n EU
X’ ’ T (¢

e Xl o Klw) L )=—aj (I1L.16)
X, (x ,(x) T T(2)

. - .. 2 . . . 2 ..
Para evitar a solugdo trivial a” deve ser precedido do sinal negativo. Quando o~ for positivo

ou nulo constata-se a solucao trivial.

A equagdo diferencial parcial devera ser separada em uma equagdo diferencial ordinaria

espacial e outra temporal, tal como ¢ mostrado abaixo:
X (x)+2x X, (x)+a’ X, (x)=0 (111.17)

KT, +a’T,(t)=0 (111.18)

I11.3 - RESOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL ESPACIAL

Trabalhando primeiramente a equacgdo espacial fazendo a substituicao da variavel x por:
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x=e"—>w=Inx

dX, dX,dw dX,6 1
dx  dw dx  dw x
X,,:dX,::dX,:d_w:dX;l
" dx  dw dx dw x

X =

dx, _d (dX"j d (%lj_dzxnhdxni(lj

dw_EE:% ot x dwdw_

dw x X
)45
dw\x) dw\e" X
X’ = ax, 1
dw x (I11.19)
| EX 1 ax, 1|1 (X, dX, |1 '
"l awt x dwx|x | dv  dw |X
Considerando (I11.19) em (II1.17) pode-se ver que:
2
2| 4 X; _4x, Lz+2xldX” +a’X,=0
dw dw | x x dw
2
d )i +%+a,an =0 (I11.20)
dw dw

Sendo a equacao caracteristica correspondente:
2 2 _
A +A +a =0

Cujo resultado, matematicamente associado aos autovalores do problema, é:

1+ . 1=4,72 A2
P 1+1-4a __l+ 1-4a,

"2 2 2 4

Da equagao caracteristica conclui-se que a parte real ¢:
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pl=—= (II1.21)

E, a virtual é:

,/ \/ a —1/4) =N-1\Ja,} —1/4
qi=Aa’ —1/4-i (I11.22)

Mais uma vez, a necessidade de solugdes ndo triviais requer que esses autovalores sejam

complexos. Nesse caso, a solu¢do geral para X, (w) ¢ apontada abaixo:
X, (w)=e" [Cln sen(q,w)+C2, cos(qnw):I
Retornando a variavel x, os autovetores ficam:
X, (x)=x"[Cl,sen(q,Inx)+C2, cos(q,Inx)] (I11.23)

Em poder da expressdo (III.8) e das condigdes de contorno homogéneas, tem-se na

extremidade engastada a seguinte igualdade:

Portanto:

X, (a)=a"*[Cl,sen(g,Ina)+C2,cos(q,Ina)|=0
C2,cos(g,Ina)=—-Cl, sen(q,na)
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logo:
C2,=-Cl, tan(q, Ina) (I11.24)

n

Deve-se observar que quando x = b a condi¢do ¢ heterogénea, mas, como 1(x) atende a esta
condi¢do sozinho ndo serd necessario acata-la aqui. Considerando, entdo, a condi¢do de

contorno homogénea , tem-se:

X, (b)=b""[Cl1,sen(q,Inb)—Cl, tan(q, Ina)cos(q, nb)]=0
C1,[sen(g, Inb)—tan(gIna)cos(g, Inb) | =0 — sen(q, Inb)—tan (g, Ina)cos(q, Inb) =0
tan(g, Inb)—tan(g, Ina) =0 — sen(g, Inb—gq,Ina)=0

A igualdade so6 ¢ verdadeira quando:

q,Inb—¢q, Ina=nx

= II1.25
@ In(b/a) ( )
Ao comparar (I11.25) com (II1.23), se observa a relagdo exposta a seguir:
2,2
niw > nr
q, = =Ja. -1/4 - =a, —1/4
In(b/a) [In(b/a)]
2.2
L 1 (I11.26)
[In(b/a)] 4

A equagdo (II.23) fica determinada ao nela se substituir as equacdes (II1.25), (I11.24) e

(II1.22), como se pode constatar:

i nrw nrw nrx
X, (x)=C1,x™" {Sen{ln(b/a) lnx} _Co{ln(b/a) lnx}tan{ln(b/a) lna}} (I11.27)
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I11.4 - RESOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL TEMPORAL

Ja que toda a parte espacial da solucdo proposta fica determinada, resta somente encontrar a

solugdo da parcela temporal referente a Ty(t) na equacdo (II1.18) mostrada abaixo:

KT, (t)+a’T, =0

A equacdo caracteristica desta equagdo deve ser solucionada:

2
(/lnz +6;<"]eh =0

a
/15+K"_0
2{2__0'/:

" K

Logo, a parte real ¢ nula sendo identificada por:
p2=0 (I11.28)

E, a parte imaginaria sdo determinadas:

2 2
A :i,/—ol’{" =, /%'i:gni (I11.29)

Com a substitui¢ao de (I11.26) em (II1.29), g, € estabelecido:

2
((m&%) +0,25on
g = . (I11.30)
pa

E a solucdo geral para a equagdo caracteristica (I11.29) fica:
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T,(t)=1"*[ D1, cos(g,t)+ D2, sen(g,1) |
Mas, de acordo com a expressao (I11.28), tem-se:
T (¢t)=D1,cos(g,t)+ D2, sen(g,t) (I11.31)

Para se aceitar a equagdo anterior, esta terd de atender as condigdes iniciais no contexto da
solugdo proposta por (II1.8), seguindo a mesma técnica anteriormente usada para tratar a

parcela espacial. Assim sendo:
i(x,0)=0—-7,(0)=-DI1, g,sen(g,0)+ D2, g, cos(g,0)=0
0+D2, g, —>D2 =0
T, (t)=DIl, cosg,t (111.32)

Com a segunda condicao inicial (I11.4), tem-se:

=)

u(x,0)=1(x)+ 2, X, (x)-T,(0)=0

n

- (x)=>_X,(x)-T,(0) (111.33)
Ao substituir (I11.15), (I11.27) e (I11.32) em (II1.33), e ainda convencionando que:
F =Cl -D1l

Chega-se a:

u,ab [l_l} =Y Fx" [sen(qn Inx)—cos(g, Inx)tan(q, lna)] cos(g,0) (1I1.34)
b—alx a] 5

Para melhor visualizagdo, a solugdo geral neste ponto esta na forma:
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u(x,t)= Z"_az [l—l} + x_l/ziFn [ sen(q, Inx)—cos(g, Inx)tan(qg, Ina)]cos(g,t) (IL35)
n=1

a Xx

II1.4.1 - DETERMINACAO DO COEFICIENTE TEMPORAL (Fy) ATRAVES
DAS  PROPRIEDADES DE ORTOGONALIDADE DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

A determinacdo de F, ¢ fundamental, e sé sera possivel gracas as propriedades de

ortogonalidade das fungdes trigonométricas expostas na tabela II1.1 a seguir [15]:

Tabela III.1 — Propriedades de Ortogonalidade das Fung¢des Trigonométricas

Para m # n, num intervalo de '2(meio) periodo

y+h r+h
.[ Sen(n—m)sen(mﬁxjdxzo .[ cos(n—mj'sen(mzxjdxzo
g h h g h h

Para m = n, num intervalo de '2(meio) periodo

7 2(n7z'xjd h re z(nﬂxjd h
Isen — ldx=— jcos — ldx=—
g h 2 2 h 2

reh niIx nix

j sen (—j cos (—j dx=0

g h h

No entanto, o lado direito da equagao (II1.34) consiste de um somatorio de fungdes em senos e

co-senos. Entdo, tal equacao sera resolvida multiplicando os dois lados da mesma por:

[sen (qm In (x))/(x_% : x”

E integrando em ambos os lados, conforme ¢ mostrado a seguir:
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jiuoab {1 1 }Sen(qm In x) i

b—alx a x 7 x
| (I11.36)
sen nx)
= J'{ )ﬁ; ZF | sen(q, Inx)—cos(g, Inx)tan(q, lna)]}dx
a X n=l1
Agora, fazendo uma substitui¢ao de varidveis como se segue:
u=In(x) - x=é", - dx=e"du (111.37)
Tem-se:
b Inb
b [ 1_1ertaut) (9:) g -
b—a/le" a]eg"? /
(I11.38)

Inb

= J‘{% ZF [ sen(g,u)—cos(g,u)tan (g, Ina) ]}/du

Ina

Para que se possa usar as propriedades de ortogonalidade das fungdes trigonométricas deve-
se, primeiro, identificar se os limite de integragdo acima sao coerentes com os da Tabela III.1.

Esta coeréncia ¢ visualizada abaixo:

hzln(éj e y=Ina
a

Resolvendo o lado direito da equacdo (II1.38) e sabendo que se calcula uma resposta para

meio periodo, tem-se:

Para um periodo completo, simplesmente multiplica-se o resultado por dois. Assim, o lado

direito da equagao (II1.38) fica sendo igual a:
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F, -In(b/a) (I11.39)

Ao se resolver o lado esquerdo da equacao (II1.38), percebe-se que as fungdes trigonométricas
ndo estdo isoladas neste lado da igualdade, como no caso precedente. Portanto, serd
impossivel a simples duplicagdo do resultado conseguido em meio periodo. Para se obter um

periodo completo, pode-se modificar o limite inferior de integracdo, da seguinte forma:

ot

Com esta conveniente modificagcdo, consegue-se a solu¢ao para um periodo completo como se

segue:

uab " | 1 € wab| " gt/
bo_a J' L”/z - }en(q u)du = o I e sen(q,u)du— I TSen(qn“)d” =
n(a?/3) in(a/5) (o)

u ab 1 sen(q,u) e ( sen(q,u) "
= o7, —e™? [—”+qn cos(qnu)j— [—n—qn COS(%“)} -

2
b—a 0,25+gq, 2 a 2 (e

Inb /2 Inb

Zaz 025+q {{ sen q n )+qncos(qn1nb)J_ba (sen(qzn n )—anOS(qn lnb)ﬂ+
112 | sen(q, In

_ _b ( ( /)) COS( ln( z/b)) 1/2

a

sen(qn ln(az/b))
2

-q, cos(qn ln(az/b))

Tendo para a equacao (III.38) tanto o lado direito como o esquerdo, divide-se estes por

In(b/a), e chega-se a constante F:
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u,ab 1 1
F,=
b-a ln(b/a) 025+q

{ 1/2 sen q lnb)

a 2

v2 [ sen(q, In? 2 sen(q, In<- 2
+b ( b)+qn cos| g, | |+ —( b)—qn cos| g, I
a 2 b 2 b

1/2 Ind
+qncos(qnlnb)j—b (sen(qn nb)

—q, cos(q, lnb)] + (I11.40)

I1L5 - SOLUCAO FINAL DA EQUACAO DIFERENCIAL PARCIAL

Finalmente, substituindo (I11.40) em (II1.35), obtém-se a solu¢cdo completa:

u(x’t):uoab[l_l}_i_uab x? i [ B
b-ala x| b-a In(bla) 25+q

1 b 1/2
(%4‘% cos(q, lnb)J—b (sen(qzn 1 )—qn cos(q, lnb)]+
a

v2 [ sen(q, In 2 sen(q, In<- 2
cb ( b)+qn cos| ¢ In | [+57 M—qn cos| ¢ In -
a 2 b 2 b

[ sen(q, Inx)—cos(g, Inx)tan(q, Ina) |- cos(g,)

(IIL.41)

Onde q, e g, sao dados respectivamente pela equagao (II1.25) e (I11.30), repetidos aqui por

conveniéncia.

nw
In(b/a)

qn =

(( e )2 +0, 25JE0

gn - paz

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo IIT - Solugao Analitica de um Problema Heterogéneo 62

E importante determinar a derivada do deslocamento u(x,t) em relagdo a variavel espacial.
Esta importancia estd na possibilidade de poder entender com maior facilidade o
comportamento da deformagdo e conseqiientemente da tensao através da relagdo entre estas

dada por (I1.39), visualizada abaixo:
o(x,t)=E-— (111.42)

Onde a deformacgao ¢ dada por:

du(x,t)  uab uab X7 i B2 Se”(‘]nlnb)+
dx xz(b—a) b—a In (b/a) :1025"'% 2

b2 [sen(qn Inb)
2

+q, cos(q, lnb))—

—g,cos(q, lnb)j +
a

(111.43)

b2 sen(qn In “Tf) a> sen(qn In “Tf) a2
+ +q,cos| g In— | |[+b™?| ———"L—¢ cos| g, In—
a 2 b 2 b

cos(q

%X)j tan(g, In a):lcos(gnt)

sen(g, Inx)

-{qn cos(g, Inx)— +(qn sen(q,Inx)+

I11.6 - SIMULACAO E ANALISE FiSICA DA SOLUCAO OBTIDA

Neste item busca-se compreender o comportamento da resposta dinamica nas condigdes de
heterogeneidade material. Para simplificar, o coeficiente E, do modulo de elasticidade

longitudinal e a massa especifica serdo adotados como a unidade, fisicamente, ficticios:

E, =1,0Pa

111.44
p=10Kg/m’ ( )

Conforme equacionado, as coordenadas inicial e final sdo necessariamente diferentes de zero,

porque isso indeterminaria a solugdo. Logo, faz-se:
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a=2,0m
(I11.45)
b=3,0m
O deslocamento imposto na extremidade livre sera:
u, =1,0m (I11.46)
A sec¢do onde sera analisado o deslocamento, por conveniéncia é:
x=2,5m (111.47)

A convengdo de sinais para o deslocamento ¢ mostrado na Figura II1.2:

ol -
- Lai

- +

Figura II1.2 — Convencao de sinais para o deslocamento

Como a solu¢do da E.D.P. estd exposta na forma aberta, isto &, expressa em termos de
somatorio, a solugdo final serd processada e plotada com a ajuda de dois softwares comerciais
o Microsoft Excel 2002 e o MathCAD 11 Enterprise Edition. Cabe ressaltar que para que a
visualizacao dos graficos fosse a mais realista possivel, foi necessario plotar pontos muito
proximos uns dos outros, permitindo esse procedimento captar pequenas oscilacdes das

funcdes senos e co-senos.

Antes de prosseguir ¢ imprescindivel fazer um teste de convergéncia da série usada para se ter
o grau de erro decorrente da quantidade de termos empregados. De acordo com a equagdo
(IIL.33) o resultado da série deve ser igual a -ii, equagdo (IIL.15). Tendo isto em mente, plota-

se o grafico de comparagao.

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo IIT - Solugao Analitica de um Problema Heterogéneo 64

Série & u(x)
1.3
1.0 A
0.8 -
0.5 ag<)
0.3 ~ [ Série
0.0 ) ‘ ‘ T J‘YA"AW‘. — — erro
-0.32-P0 2.20 2.40 2.60 2.80 3.00
-0.5
-0.8 A
-1.0
-1.3

Adimensional

Figura II1.3 — Comparagao entre a série e il com a estimativa de erro

I11.6.1 - ESTUDO DOS DESLOCAMENTOS DA SECAO MEDIANA

Com os valores acima definidos, o somatorio variando de n = 1 até 1.000 e com um intervalo
de tempo de 0,01s tem-se o grafico de deslocamentos em fungdo do tempo da particula

situada na se¢ao mediana da barra heterogénea:

DESLOCAMENTO & TEMPO (x=2.5)
1.50

1.25

MMM

1.00

0.75

0.50

DESLOCANENTOS

0.25

0.00 %

-0.25

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
TEMPO

Figura II1.4 — Solugdo analitica do deslocamento da particula da se¢do mediana da barra
heterogénea
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Estendendo o intervalo do tempo de Os a 200s e posteriormente de 200s a 400s observa-se,

consecutivamente, na Figura IIL.5 e Figura I11.6 a evolu¢do do deslocamento da particula .

DESLOCAMENTO & TEMPO
I I

iy

(]

> w(2.5,1)

DESLOCAMENTO
= —

0 ,,.u||”,”u|||””||||||””|||||”H|||||””I||||”H ””l”I'”H I|‘ -.t|”” ‘Ilu ll

1 | 1
0 50 100 150 200

t
TEMPO(s)

Figura III.5 — Deslocamento da particula da secao mediana da com t variando de 1 a 200 s.

No grafico da Figura IIL.5 percebe-se que de 09 em 09 periodos hd uma queda brusca da

amplitude, demonstrando uma periodicidade do fendmeno.
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Figura II1.6 - Deslocamento da particula da se¢do mediana da com t variando de 200 a 400 s.
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J& com o grafico da Figura II1.6 pode-se notar que a amplitude do deslocamento ndo cresce
indefinidamente, mas, aumentard sua curvatura a cada 09 periodos, conseqiientemente sua

amplitude diminuird devido a maior quantidade de energia dispersada.
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Figura II1.7 — Detalhe do gréafico de deslocamento em x = 2.5 depois de decorrido 150 s.

O patamar, antes “linear”, apresenta-se agora em uma ‘“forma parabodlica”, isto pode ser
devido aos mais altos modulos de vibragao que estdo atuando com maior intensidade e devido

a maior dispersdo da energia.
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Figura I11.8 - Detalhe do grafico de deslocamento em x = 2.5 depois de decorrido 1.000 s.
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Depois de decorrido 1000 s, a maior dispersdo da energia pode ser identificada nas curvas
anteriormente “parabolicas (2° grau)”, e que agora, assumem uma “forma polinomial de maior
grau”. Deve-se lembrar, que as referidas curvas sdo geradas por fungdes em senos € co-senos

nao tendo relagdo com polindmios, palavra usada acima no sentido pejorativo.
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Figura II1.9 - Detalhe do gréafico de deslocamento em x = 2.5 depois de decorrido 15.000 s.

Neste ultimo a perturbacdo se tornou mais complexa ainda, no entanto, a periodicidade do

fendmeno se mantém.

111.6.2 - ESTUDO DO DESLOCAMENTO DE TODOS OS PONTOS DO
DOMINIO NUM DETERMINADO INSTANTE DO TEMPO

Ha um outro gréafico que foi julgado interessante para se entender melhor o movimento das
particulas durante o processo oscilatério. Baseou-se em fixar a variavel tempo e fazer variar a
coordenada espacial. Entdo, nos instantes iniciais, a propagacao da onda pode ser percebida

desde seu ponto de partida até a extremidade engastada:

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo IIT - Solugao Analitica de um Problema Heterogéneo 68
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Figura II1.10 — Deslocamento das particulas em todo dominio na ida da onda no primeiro

periodo

Ao se verificar a posi¢do da onda a 0,25s e a 0,5s € percebido que o espago percorrido nos
primeiros 0,25s foi maior, significando uma maior velocidade da onda durante este primeiro

percurso devido a maior rigidez existente neste trecho, como era de se esperar.

Vé-se claramente que a jusante da onda ndo houve qualquer perturbagdo, permanecendo todas
as particulas estaticas, exceto por uma pequena regido onde se percebe uma oscilacio
decorrente do uso de poucos termos na série numérica. A frente de onda também deveria estar
verticalizada, o que ndo ocorre igualmente por conta do truncamento . Nota-se que embora o
deslocamento imposto na extremidade tenha sido igual a u,, os deslocamentos dos pontos
mais proximos da extremidade engastada crescem em amplitude, por efeito da reducdo de

rigidez da barra.

Depois de refletida no engaste, a onda comeca sua viagem de volta produzindo retornos das
particulas além da sua posi¢ao inicial (t = 0). Isto, pode ser notado no grafico da Figura I11.4,
onde a particula em estudo apresenta um deslocamento negativo. O processo, entretanto,

envolve diversos fendmenos interessantes, que serao discutidos a seguir no item II1.7.
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Figura III.11- Deslocamento das particulas em todo dominio durante o retorno da onda no

primeiro periodo apos refletida na extremidade engastada
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Figura I11.12 — No retorno da onda refletida no engaste, as particula por onde ja passou possui

um deslocamento negativo

Nos graficos do primeiro periodo o deslocamento negativo das particulas estava confundido
com erro numérico, mas, nos ciclos seguintes, estes deslocamentos foram ampliados sendo
mais perceptiveis. Como elas ndo estdo imoveis os deslocamentos destas particulas vao para

zero no final do ciclo.
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111.6.3 - ESTUDO DA DEFORMACAO OCORRIDA NA SECAO MEDIANA DA
BARRA

Da mesma maneira como foi feito com o problema da barra homogénea alongada
subitamente, ¢ oportuno examinar o comportamento do caso heterogéneo analisando a

deformagao sofrida pela secdo central e reta da barra com o transito da onda.

Para o gréafico de deformacao ser concebido 100 termos da série numérica foram utilizados.
Muitos termos da série apenas preenchem o grafico, ndo alterando sua forma caracteristica,

devido a isto, ndo foi necessario mais termos que implicaria em tempo computacional.

O grande salto para o correto entendimento do fenomeno se da quando ¢ realizada uma
analise conjunta do grafico de deslocamento com o grafico de deformacgdo ao longo do tempo

que pode ser observado na Figura II1.13:

DEFORMACAO & TEMPO (x=2.5)

(3]

DEFORMACAO
&

=4

TEMPO(s)

Figura I11.13 — Variacdo da deformagdo da secdo mediana da barra no tempo

Deve se ter em mente quando se analisa o grafico de deformacdes que onde ha deformagao

positiva a se¢do ¢ alongada, e, na ocorréncia de deformagao negativa, a se¢ao encurta.
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O grafico de deformacdo ¢ muito sensivel com maiores oscilacdes que o grafico de
deslocamento. O seu resultado deve ser interpretando sobre uma 6tica de envoltéria. Portanto,
observando o grafico da Figura II1.13, apds a onda passar pela particula central, observa-se
que a envoltéria inferior em destaque entre t = 0.5 até 1.0 s estd mais negativa que a do

periodo entre t = 0 até t = 0.25 s. Nas figuras abaixo, isto pode ser visto em detalhe.
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Figura I11.14 — Diferenca da envoltéria antes e depois da onda passar pela secdo mediana
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Figura III.15 — Distor¢ao do grafico de deformagao ao passar do tempo.
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Na figura acima a escala vertical foi diminuida para se observar com menos detalhes o
grafico. O comportamento da deformacdo da se¢do mediana apds 2000 s ndo se manteve com

as mesmas caracteristicas iniciais.

I11.6.4 - ESTUDO DA DEFORMACAO OCORRIDA EM TODO O DOMINIO DA
BARRA

No estudo do deslocamento foi realizada uma analise simultdnea em todo o dominio da barra,
entdo, através da série, serd montado um grafico para a deformagdo. Assim, a envoltéria de

deformacdo ao longo de toda a barra nos instantes fixos do tempo ¢ visualizada abaixo:
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I | I |

Su029) MMMMMM\MI\MMW\MMMM ﬂmﬂ“m»\
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h

DEFORMACAO

=10
2

X
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Figura I11.16 — Envoltéria de deformagao no dominio quando t =0.25 s.

Na Figura II1.16, ndo ha deformagdo nas secdes onde a onda ainda ndo passou, pois a
envoltoria esta eqiiidistante do eixo de deformacdo nula, indicando erros provenientes do
truncamento da série. J& nas secdes a montante a envoltéria estd mais para a parte negativa. O

mesmo ocorre na figura abaixo que representa o instante em que a onda atinge o engaste.
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Figura III.17 - Envoltéria de deformacao no dominio quando t = 0.75 s.
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Figura III.18 - Envoltéria de deformagdo no dominio quando t =1.25 s.

Comparando o grafico anterior com o da Figura III.17, nota-se que a envoltdria existente entre
x = 2.8 e x = 3.0 teve uma pequena variacdo para acima da linha de deformagdao nula

ocasionado por um alivio de tensao na regiao.
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Figura III.19 - Envoltéria de deformacdo no dominio quando t = 100 s.

Ja com o tempo em torno de 100 s, as principais caracteristicas do grafico ficam mais
perceptiveis. Neste instante, em que a onda foi refletida no engaste e se propaga na dire¢do da
extremidade livre, as deformagdes demonstradas pela envoltoria sdo negativas a montante e

positivas a jusante da frente de onda.

III.7- ANALOGIA DA ONDA NA BARRA HETEROGENEA
ALONGADA

O ciclo comega quando, repentinamente, a extremidade livre da barra ¢ alongada de u,. Uma
onda, carregando uma determinada quantidade de energia associada ao deslocamento inicial

imposto, inicia sua propagacdo conforme ilustra a Figura I11.20 (a) e (b).

A mesma energia aplicada vai deformar mais as se¢des intermedidrias da barra, pois a rigidez
¢ menor. A onda também se propaga mais devagar, a medida que avanga em dire¢do a

extremidade engastada.
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Figura II1.20 - Onda de deslocamentos em uma barra heterogénea alongada de U,
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Como o valor do deslocamento total da barra é restrito, os espagamentos cada vez maiores
deverdo ser compensados por uma redugdo ou contragdo do espacamento das segdes
anteriores, Figura II1.20 (c¢). Em outras palavras, a maior expansao vai gerar ondas de retorno,
produto da reflexdo pelo meio ser diferente. As ondas de retorno vao pressionar o espago

entre as se¢des anteriores a sua passagem, reduzindo os deslocamentos com o tempo.

Devido a menor rigidez, a onda ao atingir o ponto P, Figura II.20 (d), provoca um
deslocamento maior que o inicialmente aplicado na extremidade livre, ao custo do
encurtamento das se¢des anteriores, como ja exposto acima. Entretanto, devido a reflexdo, as
secdes mais proximas da frente de onda contraem-se com mais intensidade do que as sec¢oes
mais distantes, também por conta da sua maior flexibilidade. Isso explica porque o
deslocamento do ponto central da barra ndo apresenta patamares horizontais (vide Figura
II1.4) e sim uma suave inclinagdo com o tempo. Em cada ciclo, por causa da alteracdo da
impedancia do meio, discutida a seguir, a continua reflexdo das ondas vai agravar ainda mais

esse fenoOmeno.

A impedancia ¢ definida nos estudos da fisica ondulatéria como o produto da massa
especifica pela velocidade de propagacao da onda. Esta associada a resisténcia ou dificuldade
do meio a passagem da onda, de modo que no caso da barra examinada, a onda primaria
trafega em um meio de impedancia decrescente. O meio menos rigido gera ondas de retorno
de carater compressivo, mas de menor energia, causando os efeitos de encurtamento citados

[19].

Os maiores deslocamentos experimentadas pelas secdes menos rigidas pode ser vista como
um acumulo, durante um intervalo maior de tempo, dos pacotes de energia que a frente de
onda e suas continuas reflexdes carregam. Este raciocinio pode ser respaldado pelo fato de
que tanto a onda de ida como a refletida, propagam-se mais lentamente em regides onde a
rigidez ¢ menor, ficando, portanto, mais tempo nesta regido. Apos a passagem da onda
principal, os deslocamentos de maior intensidade experimentados pelas se¢des de menor

rigidez ddo lugar aos efeitos de compressdo produzidos pela reflexdo, que reduzem sua

amplitude (vide Figura I11.10 e Figura II1.11):

A onda continua avangando, viajando ainda mais devagar e aumentando mais ainda os
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deslocamentos das se¢des seguintes, ao custo do encurtamento apenas das se¢des onde ja

passou.

Até esta fase do ciclo, a frente de onda gerou reflexdes que produzem encurtamento das
secdes (envoltoria de deformacdo negativa, vide Figura III.16 e a Figura III.17), estas
reflexdes por se propagarem no sentido de impedancia crescente, sio novamente refletidas
dando origem a novos efeitos de encurtamento, mas, de menor intensidade, ja que, cada
reflexdo representa uma diminuigdo da energia presente na onda que a deu origem.
Representado a intensidade da onda através dos vetores de tamanhos diferentes e o sinal

representando o tipo de deformagdo experimentado pela secdo cria-se a Figura I11.21:

Figura I11.21 — Encurtamento das se¢des devido a reflexdes originadas a partir das reflexdes

principais quando a onda principal propaga-se no sentido de impedancia decrescente.

Observe o fendmeno ocorrido na secao que contém o ponto P na passagem do estagio (e) para
o (f) da Figura II1.20. Houve um retorno do ponto e um alargamento da se¢do na qual se
encontra. Explica-se este através da considera¢do que a deformacdo da secdo sé se mantém
enquanto ha tensao nao nula sobre esta, em outras palavras, deve haver ondas transitando na
secdo e que nado se anulem pelo principio da superposi¢do, para assegurar a existéncia de
deformacdo a mesma. Portanto, os pacotes de energia, vindos da frente de onda, vao perdendo
parte de sua energia devido a emissdo de pequenos outros pacotes de energia, entdo, ao atingir
as secoes mais distantes, deformardo menos estas segdes, mas, ndo apenas por sua menor

quantidade de energia, como também, pela maior rigidez existente nestas segoes.

No estagio (g), a onda inicia o seu retorno depois de refletida na extremidade engastada. Neste
ponto ela ja esta mais curta que no estagio (f). A onda agora se propaga no sentido da rigidez

crescente; conseqiientemente, sua velocidade também se amplia. Lembrando-se que as
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mesmas consideragdes feitas acima para as reflexdes sao validas aqui, s6 que agora, atuam no
sentido contrario. H4 um outro comentario interessante a fazer. O ponto P (deslocado)
continua a se deslocar em dire¢dao ao ponto P’(inicial), contribui¢ao decorrente nao apenas das
reflexdes visualizadas na Figura II1.22, mas da menor deformagao causada pela frente de onda

nas secoes.

Figura II1.22 - Alongamento das se¢des devido a reflexdes originadas a partir das reflexdes

principais quando a onda principal propaga-se no sentido de impedancia decrescente.

Na Figura II1.20 (h), quando a onda passar pela secdo que contém o ponto P terd feito com
que ele se aproxime mais da posicao original P’. Em (i), P estd vizinho a P’ (inicial) e,
finalmente, os dois pontos estdo coincidentes no final do ciclo ilustrado pela Figura I11.20 (j).

O processo se repetira, pois a onda serd novamente refletida e daré inicio a um novo ciclo.

Para que o fendmeno seja entendido por completo, uma ilustragdo do grafico mostrado na

Figura II1.4, com um certo exagero, se faz necessaria:
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T

Figura I11.23 — Gréfico dos deslocamentos do ponto P

Cabe destacar que o comportamento apresentado foi ratificado por simulagdes realizadas pelo
professor Markcilei Lima Dan, usando 10.000 termos na série expressa pela equagao (I11.41)
usando o processador MATLAB. Na Figura I11.23 se v€ os dois primeiros ciclos determinados
pelas linhas verticais pontilhadas, cujas formas sao diferentes devido as diferentes inclinagdes
dos patamares das curvas, menor no ciclo inicial ¢ maior no segundo. Constata-se que os
efeitos da reflexdao devem se acumular de ciclo para ciclo no processo de propagacao da onda,

distorcendo o perfil de deslocamento do ponto central.

Apreciando o grafico destaca-se que o intervalo de tempo dado por y € menor do que o dobro
do intervalo de tempo representado por x, uma vez que a onda percorre sempre mais

lentamente a primeira metade da barra do que a segunda.
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CAPITULO IV

METODOS NUMERICOS

IV.1 - APLICACAO DE METODOS NUMERICOS

Mesmo nos seus periodos mais remotos, a engenharia nunca dispensou o auxilio da
matematica, principalmente da sua primeira disciplina, a Geometria, seja no detalhamento de
esbocos e desenhos das construgdes como também no sentido de se efetuar pequenos calculos
para detalhamento. No entanto, a grande ferramenta do engenheiro era a experiéncia obtida
com a realizagdo de testes com prototipos ou a realizagcdo anterior de empreendimentos
similares. No entanto, em funcdo do alto custo de confec¢do de alguns protdtipos e do
desenvolvimento de outros ramos da matemadtica, esse panorama mudou radicalmente nas
ultimas décadas. Cada vez mais se procura projetar equipamentos, edificagdes e maquinas a

partir de modelos analiticos construidos com rigor matematico.

Em funcdo da sofisticacdo das demandas da sociedade moderna, as formulas e equagdes
simples que representavam os problemas do passado e serviam de apoio aos projetos de
engenharia, cederam lugar as equagdes diferenciais parciais, algumas mesmo ndo lineares, ou
entdo, a sistemas de equagdes diferenciais ordinarias de grande complexidade. O tratamento

matematico que se empregava com vistas a resolver estas equagdes para obtengdo de uma
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solugdo analitica ou fechada, teve que ser revisto, porque poucas eram aquelas que

conseguiam ser devidamente solucionadas.

Por volta de 1940 surgiu uma ferramenta que revolucionou todos os segmentos da engenharia,
assim como também muitas disciplinas cientificas: o computador. Através desta sofisticada
maquina de processamento de operagdes, algumas técnicas matematicas que estavam
estagnadas por auséncia de recursos que as viabilizassem puderam ser implementadas. Uma
destas técnicas ¢ a discretizacdo, talvez, a mais importante delas. Muitos métodos numéricos
modernos sdo fundamentados nesta idéia. Consiste basicamente de uma aproximagdo do
dominio continuo por um conjunto discreto ou finito de pontos que o representem
consistentemente. Em termos matematicos, a discretizacdo acarreta a substituicdo de uma
equagao diferencial por um conjunto de equagdes algébricas, de facil implementacdo e
resolugdo pelos computadores modernos. Ou seja, gragas aos modernos computadores, 0s
métodos numéricos ou computacionais, como passaram a ser conhecidos, atualmente

tornaram-se viaveis, confiaveis e amplamente difundidos.

IV.2 - PRINCIPAIS METODOS NUMERICOS

Os principais métodos numéricos disponiveis atualmente sdo baseados na discretizacao, isto €,
na substituicido de um dominio continuo das varidveis por um conjunto finito de pontos
representativos do mesmo. Esta representatividade ¢ fundamentada em conceitos matematicos
e sua consisténcia pode ser constatada pela concordancia entre os resultados numéricos e os
resultados analiticos (em problemas nos quais esta Ultima solug¢do ¢ disponivel) ou, entdo,
para certos métodos, por uma formal demonstragdo matematica envolvendo a idéia de
convergéncia. Conforme foi mencionado, pode-se constatar que o resultado da aplicagao das
técnicas de discretizacdo consiste na transformagdo dos operadores diferenciais por

operadores algébricos, faceis de se resolver computacionalmente.

Dentre as técnicas mais importantes na atualidade pode-se citar o Método das Diferengas

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo IV - Métodos Numéricos 82

Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Volumes Finitos
(MVF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Os trés primeiros sdo conhecidos
como técnicas de dominio, pois a discretizagao se processa em todo o dominio; mas a tltima ¢

uma técnica de contorno, pois somente a discretizagdo das fronteiras € necessaria.

O MDF ¢ o pioneiro dessas técnicas discretas e cuja idéia ¢ a mais simples, constituindo-se de

uma substituicado direta dos operadores diferenciais por aproximagdes em série de Taylor.

O MEF ¢ fundamentado em principios variacionais e tém atualmente especial importancia,
devido a sua enorme difusdo e receptividade no meio académico e industrial [20]. E, sem

davida, a ferramenta numérica mais empregada e desenvolvida que se dispde atualmente.

O MVF ¢ um método relativamente recente, que aproveita e aprimora a idéia original das
diferencas finitas, e introduz uma compatibilidade que fisicamente corresponde a um balango
de fluxo ou equilibrio de forgas, tornando-o mais preciso que seu antecessor. Por isso ganha

espaco gradativamente, em particular na area de termociéncias.

Ja o MEC destaca-se gracas a uma série de caracteristicas vantajosas, como a redu¢do de uma
dimensao na representacdo do problema, simplificacdo na entrada de dados, adequacao de

regides infinitas, melhor captacdo de concentragdo de esforgos, etc.

A escolha de um método numérico ¢ sempre um ponto discutivel, pois sao muitas as questoes
ai envolvidas e a pesquisa em torno deles esta longe de cessar. Embora ndo seja o mais
popular, o MEC vem se firmando como uma técnica vantajosa e de consideravel precisdo.
Baseando-se em diferentes principios matematicos, seja pela teoria das equagdes integrais ou
por formulagdo de residuos ponderados, numerosas simulagdes ja ratificaram o alcance do

método e sua supremacia em importantes classes de problemas.

O fato ¢ que gracas a esses métodos, atualmente ¢ comum a simulagdo computacional de
problemas dinamicos, tridimensionais, nao-lineares, envolvendo condi¢cdes de contorno

gerais. Algo completamente inacessivel a engenharia de cinqiienta anos atras.

Neste trabalho sera empregado o MEC para simulacdo computacional dos problemas, mas

qualquer outra das técnicas citadas poderia ser utilizada com o mesmo proposito.
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IV.3 - O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Os fundamentos do Método dos Elementos de Contorno encontram-se na Teoria das
Equagdes Integrais [21], topico este pertinente as disciplinas de Fisica, Matematica e Calculo
Avancado. Neste contexto, além de temas mais comuns como os Teoremas de Divergéncia e
de Stokes, também sdo estudadas as identidades de Green e as funcdes de Green, que
inspiraram técnicas bastante comuns na Mecanica dos Solidos, como o método dos

coeficientes de influéncia no calculo de estruturas reticuladas.

A dedugdo da formulagdo integral do MEC pode ser feita naturalmente empregando-se os
principios da teoria citada, que operacionalmente resulta no emprego da técnica de integracdo
por partes juntamente com a aplicacdo do Teorema da Divergéncia. Existe uma segunda
maneira de deduzir o método: utilizando-se uma sentenca de residuos ponderados. Esta ultima
forma ¢ também metodologicamente poderosa e esta ligada ao emprego de técnicas numéricas
de solug¢do. Conceitualmente se fundamenta na idéia de ortogonalizacdo entre a solucdo

aproximada e seus residuos [22].

A primeira abordagem emprega recursos operacionais que facilitam a aplicagdo das
formulagdes com reciprocidade e, por isso, foi aqui escolhida. Dai também resultam as

Identidades de Green, anteriormente mencionadas.

A equacgao integral final, usualmente denominada de forma inversa, ¢ escrita exclusivamente
em termos de valores de contorno, conforme se objetiva em qualquer aplicagdo com o MEC.
Doravante sera exposto de modo bem geral este procedimento. Maiores detalhes podem ser

colhidos na dissertacao de mestrado de Dan [23].
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1V.3.1 - FORMULACAO INTEGRAL

Considere um operador similar aos apresentados no item I1.4, homogéneo, de segunda ordem,
linear e adjunto, expresso por L5(u). Multiplicando-se este operador por uma fungao auxiliar

u*(£X) e integrando-os todos no dominio, tem-se:

j L5w) u'dQ =0 IV.1)

A fungdo auxiliar u*(&X), cuja expressdo matematica serd detalhadamente apresentada mais a
frente, forma um conjunto de fungdes linearmente independente para diferentes valores de &
tomados no espago bidimensional X. Possui também propriedades de continuidade que
garantem a integrabilidade da equacdo (IV.1), ou seja, a integral em apreco ¢ definida e ndo

divergente.

Aplicando-se duas vezes o procedimento da integracao por partes, tem-se:

j L5(u) u'dQ = j LAS@w*) u dQ + j [Gw)Sw')—Gw*)S(u)] dT (IV.2)

Na equacdo anterior LAS ¢ o operador adjunto associado a L5, enquanto G e S sdo formas
genéricas dos operadores diferenciais, devido a aplicacdo das integragdes por partes. As
integragdes na fronteira surgem naturalmente da aplicagdo do Teorema de Divergéncia. Para
se eliminar a integral de dominio que resta na equagdo anterior, consideram-se as
peculiaridades do problema fundamental, que serve de base para a geragdo do MEC. Este

problema ¢ discutido detalhadamente a seguir.

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecéanica - UFES



Capitulo IV - Métodos Numéricos 85

1V.3.2- ASOLUCAO FUNDAMENTAL

O bom desempenho numérico do Método dos Elementos de Contorno pode ser devidamente
creditado as propriedades da fungdo u*(&X), empregada anteriormente como fungdo auxiliar
no nucleo da equacao (IV.2) [24,25]. Ao contrario de outros métodos, que empregam
polindmios e outras fun¢des nao estreitamente vinculadas com a solugdo do problema que se
quer resolver, o MEC emprega uma fung¢do relacionada ao problema em questdo. Assim, a
fungdo u*(&X) € a solugdo de um problema escalar correlato, cujo dominio € infinito e no
qual existe uma fonte ou agdo externa unitaria singular, aplicada num ponto £ do dominio X.
Naturalmente, este problema correlato vai depender do tipo de problema que se deseja
resolver, e sua solu¢do pode ser relativamente simples, como no caso da difusdo estacionaria,
ou pode ser bastante complicada, como nas situagdes dependentes do tempo. Brebbia e
Walker [21] apresentam algumas solucdes fundamentais para problemas escalares. Neste
trabalho, que aborda o problema dindmico em materiais ndo homogéneos pela formulagao
com Quase-Dupla Reciprocidade [26], a solugdo fundamental se expressa através de uma
Equagao de Poisson, no qual o termo independente ¢ representado por uma fungdo Delta de

Dirac, conforme apresentado a seguir:
LAS5(u*)=u*, =-A(E,X) (IV.3)

Conforme ilustrado na Figura IV.1, a agdo externa se constitui de uma carga ou fonte

concentrada, de valor unitario, aplicada em um ponto & situado em um meio infinito.

Sabe-se que a Distribui¢do Delta de Dirac apresenta a seguinte propriedade, caso o ponto &

pertenca ao dominio £2.:
[f ) AEX) dQ = () (IV.4)

Deste modo, o posicionamento de ¢ ¢ importante para se determinar precisamente a sentenca

integral final do método, que genericamente pode ser escrita como:
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j L5u)u*dQ =—c(Eu(&; X)+ j [Gw)Sw*)— Gu*)S(u)ldT (IV.5)

Figura IV.1 - Caracterizagdo geométrica do problema fundamental correlato

Na equagdo (IV.5), ¢(&) é um fator que aparece para destacar que o valor da sentenga integral
depende da localizagdo do ponto &com relagdo a X. E muito comum com o MEC considerar-
se o ponto & usualmente denominado de ponto fonte, situar-se sobre o contorno ou mesmo
fora dele. Pode ser demonstrado que ¢(&) pode assumir os valores 1, 0.5 e zero, conforme o
ponto & esteja localizado no interior do dominio, sobre um contorno suave ou fora do
dominio £2 respectivamente. Para maiores esclarecimentos, vide as referéncias ja citadas,
como Brebbia [22], Brebbia e Walker [21], que tratam esta questdo com o devido formalismo

matematico.

Casos em que o contorno ¢ anguloso ndo sao aqui considerados, mas para problemas

bidimensionais tem-se [24]:

c«(&)=-- (IV.6)

o
27

O coeficiente o corresponde ao angulo entre duas normais adjacentes ao ponto anguloso,
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conforme mostra a Figura IV.2 a seguir.

Figura IV.2 - Caracterizagdo geométrica de um contorno anguloso

A equagdo integral inversa arrola valores genericamente apresentados como S(u) e G(u), que
envolvem a derivada com relagdo a dire¢do normal da solugdo fundamental u*(£X) e do

potencial u(X). Os valores explicitos de u*(£X) e sua derivada normal, para os problemas

aqui tratados, sdo apresentados a seguir:

u*(g,X) = (;—i)ln [r(€,X)] )
ous ==(1/27)(1/r(&; X)(@r/ n) s

1V.3.3 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO E FORMULACAO NUMERICA

Para as simulacdes realizadas neste trabalho, foram utilizados elementos de contorno
constantes no processo de discretizagdo. Serd apresentado agora, de maneira bastante sucinta,

o procedimento geral de discretizacdo do contorno considerando tal tipo de elemento.
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O elemento de contorno constante apresenta-se como o mais facil de implementar, mas nem
por isso inadequado nas andlises realizadas junto aos problemas de campo escalar. Diversos
trabalhos tém mostrado a eficiéncia satisfatoria deste tipo de elemento, ndo obstante a sua
simplicidade [27]. Tendo em vista principalmente o desenvolvimento qualitativo de novas
formulagdes, os elementos constantes facilitam a implementagdo computacional sem alterar a

consisténcia da metodologia testada.

No MEC, depois de obtida a formulagdo integral equacdo (IV.5), o proximo passo para a
resolugdo de um problema ¢ a discretizacdo do contorno. Devido ao fato de o MEC trabalhar
com uma equagdo integral na forma inversa, que ¢ equivalente a uma sentenca de residuos
ponderados onde se minimizam os erros cometidos na possivel desobediéncia das condigdes
de contorno essenciais e naturais, pode-se utilizar uma fun¢do constante para a aproximagao
da fungdo potencial [22]. Isto permite que se possam utilizar elementos constantes para a
discretizacdo do contorno, sem necessidade de satisfazer a continuidade da func¢ao potencial e
de sua derivada entre os elementos de contorno. A Figura IV.3 apresenta o esquema de um

elemento de contorno com interpolacao constante e geometria linear.

N6 Geométrico

N6 Geométrico

Figura IV.3 - Elemento de contorno constante

Denominam-se de ndés geométricos aqueles que s3o responsaveis pela conectividade
geométrica dos mesmos, enquanto sao chamados de nods funcionais os que representam o

valor da propriedade, funcao potencial ou sua derivada, no ponto.

A Figura IV .4 representa uma fronteira tipica de um dominio bidimensional, discretizado em

elementos de contorno constantes:
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Figura IV.4 - Contorno discretizado em elementos de contorno constante

Percebe-se que o uso de elementos retilineos promove um erro imediato na representacdo da
fronteira, que deve ser minimizado com o refinamento da malha. Um outro tipo de erro
envolve a representacdo das variaveis do problema, que sd3o tomadas constantes ao longo do
elemento. O refinamento também reduz a imprecisdo cometida pelo uso desta interpolagdo
constante, mas o emprego de elementos de ordem superior € o procedimento mais efetivo em

casos dindmicos onde o material ¢ heterogéneo.

Considerando que I” k representa o elemento de contorno de nimero k, e n o nimero total de
elementos de contorno da malha em questdo, o processo de discretizagdo do contorno resulta

€m:

r(x)=y r (IV.9)

k=1

As fungdes que aparecem nos integrandos podem ser realizadas, especialmente através de
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técnicas numéricas como a quadratura de Gauss, a mais usada com o Método dos Elementos

de Contorno.

Fazendo coincidir a quantidade e a localizagdo dos pontos fonte £ com os nos funcionais,
pode-se gerar um sistema de equagdes algébricas de n equagdes e n incognitas. Com a
aplicagdo das respectivas condi¢des de contorno, faz-se uma transposi¢do dos valores
incognitos junto a uma matriz de coeficientes, enquanto os valores prescritos formam um
vetor de termos independentes, que pode ser implementado e resolvido computacionalmente.

Nos casos estacionarios, esse sistema, usualmente expresso em termos matriciais fica:
A-x=f (Iv.10)

Nos casos dependentes do tempo, empregando-se a formulagdo com Dupla Reciprocidade, um
sistema similar ao mostrado na equacdo anterior ¢ resolvido incrementalmente, por um

esquema de integracdo direta.

IV.4 - TRATAMENTO TRADICIONAL DOS DOMINIOS
HETEROGENEOS

Uma das maiores limitagdes do Método dos Elementos de Contorno (MEC) encontra-se na
modelagem de problemas cujo meio continuo € nado-homogéneo, casos estes muito comuns
nas areas de Geotecnia e Mecanica dos Solos. Nas situacdes em que a heterogeneidade ¢

setorialmente localizada, o uso de sub-regides consiste no recurso mais eficiente e utilizado.
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e

Ml
M

Figura IV.5 - Dominio ndo-homogéneo

Em certas situagdes, entretanto, esta estratégia ¢ insatisfatoria, podendo tornar-se onerosa e
inadequada. Infelizmente, ndo hé4 outras abordagens diferentes desta no acervo de recursos
com Elementos de Contorno, o que resulta quase sempre na escolha de métodos de dominio,
como o Método dos Elementos Finitos ou o Método das Diferencas Finitas para tratar esta
categoria de problemas. Como sera visto a seguir, utilizando-se a formulagdo com Quase-
Dupla Reciprocidade as caracteristicas basicas da abordagem via MEC sdo mantidas. A
variagdo das propriedades ao longo das dire¢des coordenadas, descritas por fungdes
conhecidas, ¢ introduzida junto a cada elemento de contorno. Nenhuma restricdo ¢ imposta

pela formulagdo quanto ao seu tipo ou ordem, garantindo assim a generalidade do processo.
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CAPITULOV

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
AOS PROBLEMAS NAO-HOMOGENEOS

V.1 - FORMULACAO INTEGRAL GERAL

Neste capitulo ¢ apresentada a formulagdo integral do Método dos Elementos de Contorno
para o caso bidimensional dindmico considerando meios ndo homogéneos. Como sdo
empregadas de modo independente duas formulagdes diferentes para simular o
comportamento dinamico ¢ a nao homogeneidade do meio, a deducdo do caso estatico ¢

apresentada durante o decorrer da deducao do problema geral.

E vialido repetir que vigora a consideragio de um meio continuo nio-homogéneo e
estacionario, no qual dQ representa uma superficie infinitesimal em que as varidveis
bidimensionais sdao expressas por X = X(x1,Xz), descrevendo sua posi¢ao com relacdo a um
sistema de coordenadas cartesianas. Neste caso, a equacao de governo (I1.36), repetida aqui,
admite o equilibrio e a compatibilidade de uma fun¢do escalar u, que genericamente pode

representar deslocamento, temperatura ou qualquer propriedade fisica similar:
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[KXu(X), ].,= pii 1) (V.1)

Na equacgao acima, K(X) ¢ uma funcdo que representa a propriedade constitutiva do meio
continuo, dependente da posi¢ao ao longo do dominio bidimensional. As condi¢des de

contorno essenciais e naturais sao definidas a seguir.
Para X € I'u (condigao essencial):
ulX)=u (V.2)

Para X € aI'q (condi¢do natural):

u(X), n(X), = q (V.3)

Nas equagdes (V.2) e (V.3), ['u(X) e I'q(X) representam as fronteiras do meio continuo e
n;j(X) expressa o vetor normal unitdrio em um ponto qualquer destas. Nos problemas de
Mecanica dos Soélidos, q adquire o significado de deformagdo normal aplicada no contorno,
enquanto nos casos de transferéncia de calor pode ser interpretado como uma taxa conhecida

de energia difusiva.

O ponto de partida para a abordagem pelo MEC [21,22] consiste do estabelecimento da
equagdo de governo (V.1) numa forma integral, usando a solugdo fundamental u*(&X) como
fun¢do auxiliar, resultando na seguinte expressao, onde foram omitidos os argumentos por

simplicidade:

[(Ku,, ), u*dQ=plii u*dQ (V.4)
Q

Q
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V.2 - TRATAMENTO DO PROBLEMA ESTACIONARIO

Trabalhando apenas o lado esquerdo da equagao, aplica-se o esquema de integragdo por partes

podendo reescrevé-la da seguinte forma:

[(Ku, ), u*dQ = [ (Ku, u*), dQ~ [ Ku, u*, dQ (V.5)
Q Q Q

O Teorema da Divergéncia transforma a primeira integral de dominio numa integral de

contorno:

[(Ku, ), u*dQ = [ Ku,nu*dl - [ Ku,u*, 2 (V.6)
Q r Q

Usando a defini¢do expressa na equagdo (V.3), pode-se escrever:

[(Ku,, ), u*d@ = [ Kqu*dr - [ Ku,u*, dQ (V.7)
r Q

Q

Aplicando mais uma vez a integracao por partes junto a integral de dominio que restou, tem-

S¢:

j (Ku,, ), u*dQ = j Kqu*dl— j (Kuu*, ), dQ + j u(Ku*, ), dQ (V.8)
Q r Q Q

Com o Teorema da Divergéncia aplicado na primeira integral de dominio, fica:

J.(Ku,l. ),iu*szquu*dF—'[Kuu*,l. nl.dF+J-u(Ku*,l.),l. dQ (V.9)
Q r r Q

Desenvolvendo a derivada do nucleo da ultima integral de dominio, a equagao (V.9) obtém-

S¢:

I(Ku,l. ),l.u*szj-Kqu*dF—J.Kuu*,i nidf+juK[u*,[ dQ+J-uKu*,”.dQ (V.10)
Q r r Q Q
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Considera-se uma solu¢do fundamental tradicional associada a um problema governado pela
Equagéo de Poisson, onde uma carga concentrada unitaria é aplicada em um ponto fonte &de

um dominio espacial infinito, ou seja:
u*, (65X =-4(&X) (V.11)

Cuja solugdo ¢ dada por:
1
u*(&)=—Infr(&X)] (V.12)
2
E, que por conveniéncia ¢ estratégico se definir:
g*(&)=u*, (& X)n, (V.13)

Nas equagdes precedentes, r é a distancia entre o ponto fonte & e um ponto genérico X do

dominio, chamado ponto campo.

Substituindo a equacdo (V.11) na ultima parcela do lado direito da equacdo (V.10), e

utilizando a defini¢do (V.13), tem-se:

j (Ku,,),,u*dQ = j Kqu*dT - j Kug*dT + j uk,, u*, dQ—c(EuE)K(E)  (V.14)

A constante ¢(¢) refere-se as possibilidades do ponto fonte situar-se no interior ou fora do
dominio €, assim como no proprio contorno /; o que resulta em valores distintos, conforme

pode ser obtido na literatura especializada [24].

A unica integral de dominio restante serd transformada numa integral de contorno através do

procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade.
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V.3 - APLICACAO DA QUASE-DUPLA RECIPROCIDADE

O procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade ¢ uma estratégia similar aquela criada por
Nardini e Brebbia [4], mas direciona-se ao tratamento de termos integrais que possuam uma
derivada espacial de primeira ordem. A Quase-Dupla Reciprocidade aproxima o niicleo da

integral de dominio da equacdo (V.14) através da seguinte sentenca:
b =uk, =a)y, =, (V.15)

A forma diadica das fungdes auxiliares ¥ e 7 utilizadas, deve-se a aspectos operacionais,
cujos detalhes podem ser colhidos na referéncia [5]. Substituindo-se a equagdo (V.15) na

integral de dominio da equagdo (V.14), tem-se:

j uk , u, *dQ = o’ j v, u*,dQ (V.16)

Q Q
Uma vez mais, usando integracao por partes:

il

agj'w!{,l.u*,[dﬂ = a!{.[(w;{u*,[ ), dQ— OK;ZJ.MM* dQ (V.17)
Q Q Q

Aplicando o Teorema da Divergéncia e usando a mesma solu¢do fundamental ¢ possivel

reescrever a equacao anterior na forma:

) [y w*,dQ = o [y, ndT+ &l &) () (V.18)
Q I

A expressdao completa referente ao lado esquerdo da equacao (V.4) fica:

I(Ku,i),iu*dQ = quu *dl' — jKuq *dl' +
Q r r

o , , (V.19)
—c(E WK (&) +a) [y g*dT+ )] ()
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V.4 - OBTENCAO DAS FUNCOES AUXILIARES NA QUASE-DUPLA
RECIPROCIDADE

A técnica da Quase Dupla Reciprocidade requer a interpolagdo das componentes do campo
vetorial dado pela fungao uK,; conforme a equacao abaixo:

vozan =o'\, (V.20)
O conjunto de fungdes utilizado para interpolar o campo vetorial se mostra mais restrito do
que na técnica da Dupla Reciprocidade tradicional (que sera discutida mais a frente), pois esta
interpola uma grandeza escalar. O fato de se interpolar um vetor exige um numero igual a 2n
de fung¢des interpolantes, sendo n o numero de elementos de contorno utilizados na malha.
Gera-se, entdo, como sera visto mais a frente, uma matriz de ordem 2nx2n, fato que restringe
o uso de algumas fungdes que podem provocar singularidade da matriz, pois que esta
necessita ser invertida. Os indices p que aparecem subscritos na equagao (V.21) sdo para
designar a necessidade de um numero dobrado de fungdes interpolantes. Um conjunto de

funcdes proposto por Loeffler e Mansur [5] ¢ dado por:

N, =3rrr + 18 (V.21)
Onde:
= (X- X)) (V.22)
e
r=(X,-X) (V.23)

Nas equagdes anteriores, r(X’,X) caracteriza a distdncia euclidiana entre os pontos de
interpolagéo X’ e os pontos X. Deduz-se que r; e r, s30 as componentes de r nas diregdes i e p,

respectivamente.
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De acordo com a equagdo (V.21), pode ser demonstrado que:

¥ =rr (V.24)
V.5 - TRATAMENTO DO PROBLEMA DINAMICO

Para operacionalizar o emprego do Método dos Elementos de Contorno na parcela dindmica
existente do lado direito da equagdo (V.4), usa-se a técnica da Dupla Reciprocidade

tradicional. Aproxima-se, entdo, o nucleo da integral de dominio através da seguinte sentenca:
i=pF=p¢,, (V.25)

Na equagdo anterior, F ¢ um conjunto de fungdes auxiliares e ¢ representa as primitivas de F.

Assim sendo, pode-se escrever:

j iiu*dQ=p j ¢, u*dQ (V.26)
Q

Q

A aplicacdo, também, do esquema de integracdo por partes no lado direito da equagdo (V.26)

permite reescrevé-la como:

j iiu*tdQ=p { j (@, u®), dQ— j o, u*,, dQ} (V.27)

Q

A aplicacdo do Teorema da Divergéncia transforma a primeira integral de dominio numa

integral de contorno, na forma:

J-iiu*dgzﬁj[jgbj,i nl.u*dr—jq)f,iu*,idg} (V.28)

Q

Aplicando, novamente, a integracao por partes na equacao (V.28) e fazendo:
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2 =¢' (V.29)

%

tem-se:
jii u*dQ=p' sz u*dr—j(gpf ux, ), dg+j¢f ux, dQ} (V.30)
Q T Q Q

Empregando o Teorema da Divergéncia uma vez mais, na primeira integral de dominio da

equagao anterior, chega-se a:

[iiurda=p szu*dr—jgpf w*, n,, dU+ [ ¢ u*,, dg} (V.31)
r T Q

Q

Substituindo a equagdo (V.11) na ultima parcela do lado direito da equagdo (V.31) e

utilizando a defini¢ao (V.13), tem-se:

pliiu*dQ = pp’ D(z’ u*—¢' g*dr) —c(&)¢’ (5)} (V.32)

V.6- OBTENCAO DAS FUNCOES AUXILIARES NA DUPLA
RECIPROCIDADE

Antes de avangar com o tratamento matematico da equacdo de governo, ¢ imprescindivel
analisar as novas fungdes ¢ e z introduzidas para possibilitar a formulagdo matematica
apresentada anteriormente. Entende-se a inclusao destas novas fungdes como uma estratégia
matematica utilizada para eliminar a integracdo de dominio, pois logo apds a discretizacao
espacial, a equacdao de governo serd expressa, outra vez, em termos das variaveis originais,
porém envolvendo somente integrais de contorno. Nao se opondo a essa utilizagdo
momentanea, uma etapa importante reside na escolha das fungdes FJ e o calculo das suas

primitivas ¢’ e z/. Em principio, o emprego destas fung¢des ndo sofre nenhuma restrigdo para
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os problemas com dominios finitos. Todavia, ¢ sabido que as fungdes F ' servem para
interpolar os valores do potencial ou das a¢des de dominio em todo o sistema, com base nos

pontos onde estas grandezas sao conhecidas.

Assim, um aspecto importante surge com referéncia a representatividade das fungdes
escolhidas. Fungdes bem simples e flexiveis devem ser preferidas, pois aquelas com elevado
decaimento ou crescimento, singularidades ou complexidade ndo serdo adequadas. Todo um
estudo sobre o significado analitico e geométrico destas fungdes, bem como os testes
baseados na experiéncia para avaliacdo da precisdo de varias delas, podem ser encontrados na

literatura [27,28].

Uma interessante opcao para estas fungdes € aquela que determina a distancia euclidiana entre

dois pontos. Assim sendo:
F/(X)=r(4’,X) (V.33)

Onde X representa pontos do dominio e Al pontos arbitrarios em relacao aos quais as fungoes
FJ sdo referenciadas. Com o estabelecimento da equagio (V.33) , as primitivas de ¢! podem

ser calculadas:
¢l=r(4',X) (V.34)

Referenciando-a em coordenadas polares, com a origem em A’, esta equagdo passa a ser

escrita como:

29 (X) 139(X) 1 29’ (¥)

or’ ro or ERFY g (V-35)
Como ¢’ é independente de 6, a expressio fica:
9’9/ (X) 10¢/(X
i )+l ¢ )zr (V.36)

or’ r or

Trabalhando a equagdo diferencial anterior, pode-se obter uma solucao particular conforme
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mostrada:

¢ =2 (V.37)
9
Desta maneira as fungdes z” seré:
2
j_ror (V.38)
3 on

V.7 - PONTOS INTERNOS DE INTERPOLACAO OU POLOS

No método dos elementos de Contorno o calculo das variaveis em pontos internos ao dominio
¢ feito apods a resolucdo da equagao matricial do problema, empregando-se os valores nodais
j& encontrados. Entretanto, na formulacdo com Dupla reciprocidade obtém-se uma melhor
precisdo na interpolagdo dada pela equagdo (V.25) se forem incluidas parcelas adicionais em
seu somatorio, nas quais as fungdes auxiliares sejam determinadas também em pontos
internos. A necessidade destes pontos pode ser compreendida tendo em vista que o emprego
do Teorema da Divergéncia em nucleos de integrais que contém fungdes auxiliares nao
garante boa precisdo. Em outras palavras: sem os polos, representa-se o comportamento no

interior do dominio apenas com base em valores de contorno obtidos por interpolacao.

Em problemas com ac¢des de dominio, os polos podem ser adicionados sem introduzir
incognitas no sistema; ja nos casos dindmicos, precisam ser incluidos no sistema matricial

como incognitas e serem resolvidos simultaneamente com os pontos nodais do contorno [29].

Ja a formulagcdo com Quase-Dupla Reciprocidade ndo requer o emprego de pdlos, porque o
conjunto de parcelas das fungdes de interpolacdo € expressa em termos de derivadas espaciais

(vide equagdo (V.15)).
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V.8 - FORMULACAO NUMERICA

Nesse passo efetua-se a divisdo do contorno I'(x) em elementos discretos, em cada um dos
quais as variaveis do problema sdo aproximadas, ou seja, sdo consideradas constantes,
lineares ou quadraticas. Neste trabalho, considera-se apenas a formulagdo para elementos
constantes. Assim, a etapa de discretizacdo espacial e temporal com a aproximagdo das
variaveis fisicas serdo realizadas através dos procedimentos tipicos € bem conhecidos do

MEC, que resultam no seguinte sistema matricial:
GKq— HKu+[HY¥]a =[Gz - Ho| B (V.39)

Descondensando o sistema matricial acima em matrizes e vetores de forma aberta para melhor

visualizacdo, segue-se:

G o GTR - K& [ AT - K4 [H o AT R

G Gk k) o K ki) 5 e g

G QYA [Hh o |4 A

G, G - )e)ls 8

E possivel eliminar os vetores ,B € na equacao anterior através das seguintes substitui¢des:
a=[n]" K,u (V.40)

B=F"ii (V.41)

Sendo K4 uma matriz composta pelos valores das derivadas da rigidez da matriz K. Desta

forma, pode-se escrever:
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[Gq— Hu|K + HY "' K u=[Gz— HP| F"ii (V.42)
E, ainda, pode-se fazer:
B=Hyn 'K, (V.43)
M =[Gz - Hg|F™ (V.44)
G =GK e H,=HK (V.45)

Obtendo, desta forma, com a substitui¢do de (V.43), (V.44) e (V.45) em (V.42) um sistema
matricial de equacdes diferenciais ordinérias de segunda ordem no tempo que pode ser escrita,

utilizando a nota¢do matricial, da seguinte maneira:
[H, - Blu—G.q=-Mii (V.46)

A equacdo (V.46) ¢ uma equacdo matricial algébrica apenas no que se refere as variaveis
espaciais. E necessario realizar um procedimento de discretizagdo também com relagdo a
variavel tempo. Neste caso, existem vdarios procedimentos que possuem diversas
particularidades. No presente trabalho, o tratamento da derivada temporal serd feito por

processos de incrementos de integracdo direta ou métodos de integragao passo a passo.

V.9 - AVANCO NO TEMPO

Na andlise transiente de sistemas dinamicos, no dominio do tempo, basicamente duas
metodologias podem ser adotadas para a solucdo numérica do sistema de equacdes de

equilibrio resultante da discretizagao.

No caso de sistemas dindmicos com um numero reduzido de graus de liberdade, uma

estratégia apropriada de solugdo seria, por exemplo, avaliar as freqiiéncias e os modos
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naturais de vibra¢do do sistema ndo amortecido associado. Calcular-se-ia entdo a resposta de
cada modo natural ao forcamento utilizando, por exemplo, a integral de Duhamel [30] e,
finalmente, obtém-se a solucdo do sistema através da superposicdo modal. Esta estratégia,
conhecida como analise modal ou método da superposigdo, ¢ especialmente atrativa quando
as solugdes podem ser representadas por um numero reduzido de modos naturais, como

aquelas resultantes de carregamentos externos periddicos em baixas freqiiéncias.

No entanto, para os casos de carregamentos a altas freqiiéncias ou problemas onde o
desacoplamento ¢ impossivel ou muito dificil, como em muitos problemas ndo-lineares, a
analise deve ser desenvolvida através da solu¢do do movimento acoplado por meio de

técnicas de integragao direta, qualquer que seja o nimero de graus de liberdade do sistema.

No caso onde ¢ possivel utilizar as duas técnicas, a decisdo para uso de uma ou outra técnica
de solugdo depende essencialmente de dois fatores: o custo relativo entre o uso de integragao
temporal direta e o da superposicdo modal, e as caracteristicas de eficiéncia numérica dos

operadores de integragdo a serem implementados em cada procedimento.

E importante notar que enquanto na analise modal busca-se uma transformacao de
coordenadas nas quais as equagdes do movimento sejam mais facilmente integraveis, nos
métodos diretos trabalha-se com as equagdes originais do problema, que sdo integradas via

algoritmos numéricos de avango passo a passo.

A concepgdo dos algoritmos incrementais baseia-se no proprio carater de uma equagao de
evolucdo, para a qual, garantidas as condi¢des de existéncia e unicidade da solucdo, esta ¢
obtida pelo conhecimento das condigdes iniciais. Em outros termos, o que se busca na
construgdo de algoritmos de integracdo passo a passo ¢ definir uma relacdo de recorréncia
adequada, que permita, a partir dos valores conhecidos num instante (t = t,), determinar os

valores das varidveis dependentes no instante seguinte (t = t,;).

Na utilizacdo destes esquemas de integracdo direta junto a uma formulagdo do MEC com
Dupla Reciprocidade, apresentada anteriormente, os resultados relatados na literatura [31,32]

mostram que aqueles esquemas que possuem amortecimento ficticio sdo os mais apropriados.
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Neste trabalho, para realizar o avango no tempo langa-se mao do Esquema Houbolt [30],
sendo este um algoritmo implicito e incondicionalmente estavel, tanto para o Método de
Elementos Finitos como para o Método de Elementos de Contorno. As aproximagdes das
aceleracgoes, obtida através de uma interpolagdo cubica de Lagrange no instante (n-2) At até
(n+1) At ¢ dada por:

1

i, = F[M”+1 —5u, +4u, , — un_z] (V.47)

Substituindo a equacao (V.47) na equagdo (V.46) e fazendo:
MA=[H, - B] (V.48)
Pode-se, entdo, realizando algumas manipulagdes algébricas, chegar finalmente a:

[2M + AtZMA]unH - A G g, =
=5Mu,—4Mu,, +Mu,_,

(V.49)

A equacdo anterior ¢ resolvida passo a passo, de acordo com procedimento incremental

usualmente utilizado nos problemas de dinamica estrutural.

V.10 - ESTRUTURA DO MODELO COMPUTACIONAL EM CODIGO
FORTRAN

O programa foi desenvolvido basicamente para a realizacdo de testes. Sua estrutura de
matrizes e vetores utiliza a dupla precisdo, isto ¢, o uso de dezesseis bytes no armazenamento
dos numeros. Também, com armazenamento em matrizes, a ocupagdo da memoria livre
disponivel cresce quadraticamente com o aumento do nimero de elementos. No entanto, isto
tende a facilitar o procedimento de implementagdes futuras, pois, desta forma, cria-se uma

estrutura mais simplificada que as estruturas de outros métodos de armazenamento. Porém,
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esta facilidade ocasiona o uso dispendioso de memoria quando se tenta resolver problemas
com um grande nimero de elementos de contorno. Tal inconveniente pode ser sanado em
trabalhos futuros envolvendo este codigo, uma vez que o modelo numérico apresente a

consisténcia esperada.

O codigo Fortran esta subdividido em sub-rotinas cada qual desempenhando um papel
fundamental no programa desenvolvido. A Figura V.1 refere-se ao fluxograma existente na
chamada sub-rotinas. Neste trabalho houve alteragdo das sub-rotinas INPUT, FMAT e
NARD. As rotinas incluidas foram NARD 2 e AVANCO.

Descrevem-se abaixo, sucintamente, as principais caracteristicas e tarefas realizadas por cada

sub-rotina:

PRINCIPAL: Define os pontos e pesos de Guass e chama outras rotinas.

INPUT: Faz a leitura de dados no arquivo de entrada.

FMAT: Forma o sistema de equacdes.

INTE: Obtém os elementos fora da diagonal.

PREP: Prepara e calcula os coeficientes da quadratura e faz a transformada de Telles.
Minimo: Calcula a distancia minima e define o ponto de singularidade.

GOLDEN: Golden section search in one dimension (Numerical Recipes - P. 393").

R _LINHA: Calculo de R_ LINHA (TELLES 1987).

CALC_COEF: Calculo dos coeficientes A,B,C,D.

INLO: Obtém os elementos da diagonal.

NARD: Procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade, esta monta as matrizes convectivas.
NARD 2: Procedimento da Dupla Reciprocidade, esta monta as matrizes dindmicas.
MINYV: Inverte a matriz através do procedimento padrao de Gauss-Jordan.

SLNPD: Resolve o sistema de equagdes lineares pelo método da eliminagao de Gauss.
INTER: Calcula os valores de U nos pontos internos e reordena o resultado.

AVANCO: Faz o avango no tempo segundo o esquema Houbolt.

A indicag@o numérica na figura abaixo representa a ordem de chamada das sub-rotinas.
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NIVEL 1 NiVEL 2 NiVEL 3 NiVEL 4 NiVEL S

— B 57

w5555, st

Figura V.1 — Fluxograma das sub-rotinas dentro do codigo Fortran

As particularidades do coédigo sdo demasiadamente extensas e complexas, resultados de
inimeros trabalhos publicados e de c6digos que geraram sub-rotinas ja consagradas em outros
projetos. Portanto, os detalhes referentes ao programa, nao serdo comentados neste trabalho,
que pretende apenas tratar o quao proximo da solugdo analitica o0 método empregado pode

chegar em problemas de natureza heterogénea envolvendo procedimentos dinamicos.
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CAPITULO VI

EXEMPLOS NUMERICOS

VI.1 - RESULTADOS DE PROBLEMAS ESTACIONARIOS

E importante salientar que os resultados a serem observados abaixo, neste subtitulo, foram
publicados anteriormente em trabalhos, de outros autores, citados nas referéncias. Estes testes
foram de grande valia para calibrar o programa desenvolvido, pois a analise dindmica
somente poderia ser implantada a partir de um modelo estatico consistente. Todavia, vale
ressaltar, que os exemplos resolvidos anteriormente foram refeitos e os resultados aqui
alcangados tiveram melhor éxito que os estudados em publicagdes anteriores, por conta de

maior precisdo computacional.

VI.1.1 -BARRA CARREGADA UNIAXIALMENTE

Considere uma barra de segdo constante fixa numa extremidade ¢ tracionada na outra,
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constituida de um material cujo méddulo de elasticidade longitudinal varia ao longo do

comprimento da mesma, de acordo com a seguinte fungao:

(VL1)

E(x)=E0+EO%=EO(L+mxj

L

Na equac¢do (VI.1) m é um parametro de controle de rigidez. As demais grandezas podem ser
compreendidas com base na Figura VI.1, mostrada a seguir, que ilustra as caracteristicas

fisicas e geométricas do problema em questao.

Y
e q=0 dwdx =1
/ 1
/ _
u=0 2> Fol L=1
q=0 v
- L=1 |

\4

Figura VI.1 - Caracteristicas Fisicas e Geométricas da barra ndo-homogénea

A fungdo que descreve os deslocamentos da barra ao longo do seu comprimento ¢ expressa

por [9]:

u(x)= SOL(Hm){ln(“mxﬂ (V1.2)

A simulacdo numérica do problema ¢ feita através de modelos discretos, nos quais o contorno
da barra ¢ substituido por elementos de contorno retilineos constantes. Inicialmente foi
escolhido o valor da constante m igual a unidade e dai entdo realizada uma bateria de testes
usando malhas com diversas quantidades de elementos de contorno (e.c.). Para o contorno
foram utilizadas malhas com 08, 16, 32, 64 e 128 e.c., de forma que se possa verificar a

convergéncia do método com o refinamento. A Figura V1.2 representa as malhas utilizadas.
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Figura V1.2 — Malha com 8, 16, 32, 64 ¢ 128 elementos

Para as malhas em questdo resolve-se o problema utilizando 0, 01 e 03 pontos internos

interpolantes (p.i.). A Figura V1.3 a seguir, exemplifica as malhas com 128 e.c. com 01 e 03

p.i.

Figura VI.3 — Malhas de 128 e.c., com 01 ¢ 03 p.i.

O grafico da Figura V1.4 mostra a curva de erro médio percentual para o calculo do
deslocamento nos pontos nodais situados ao longo da coordenada x em fun¢do da quantidade

de pontos nodais ou elementos de contorno empregados.
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Lembrando que a curvatura visualizada no grafico depende das escalas verticais e horizontais

juntamente com o tipo de linha que interliga os pontos, neste caso uma linha suavizada.

6.000

5.000

4.000 -

2

ERRO MEDIOY

3.000 -

2.000 -

1.000 -

0.107
0.000 —<

0 16 32 48 64 80 96 112 128 144
N° DE E.C.

Figura V1.4 - Erro médio percentual dos valores de deslocamento ao longo do comprimento

Com a apresentacao da figura acima, ¢ possivel identificar os bons resultados alcancados com

o refinamento da malha. O erro médio obtido a partir da malha de 32 e.c. ¢ de menos de 1%.

Na formulacdo da Dupla Reciprocidade tradicional ¢ muito comum introduzir-se os pontos
internos interpolantes (po6los) para melhorar a representacdo das propriedades fisicas no
interior do dominio e conseqiientemente melhorar a precisdo das simulagdes. No caso da
Quase-Dupla Reciprocidade, este recurso nao € necessario, como se pode observar pela
precisdo obtida, nem mesmo ¢ eficaz para aprimora-la. Na Figura VL5 apresentam-se os
resultados do erro médio percentual no caso da introdugdo de diferentes quantidades de

pontos interpolantes nas diversas malhas utilizadas para as simulagdes computacionais.
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Tabela VI.1 - Influéncia dos Pontos Internos no erro médio das diversas malhas.

N° | ERRO MEDIO COM 00 ERRO MEDIO ERRO MEDIO
E.C. | PONTOS INTERNOS(%) | COM 01 PI (%) | COM 03 PI (%)
8 4.619 4.380 4.437
16 2.153 2.154 2.097
32 0.966 0.966 0.945
64 0.342 0.342 0.339
128 0.107 0.108 0.107

Com os dados da tabela acima se pode visualizar um grafico na forma de barras:

o g
o o
\

ERRO MEDIO%

1.0

0.0 4

4619 4380 4437

2153 2194 2.097

0.966 0-966 § g4z

0.342
0.342 70339 4020108

8 1

Al

N°DE E.C.

II[—]FW 0.107
e T
64 128

@ ERRO MEDIO COM 0
PONTOS INTERNOS(%)

0 ERRO MEDIO COM 1
PONTO INTERNO(%)

o ERRO MEDIO COM 3
PONTOS INTERNOS(%)

Figura VL5 - Gréfico da Influéncia dos Pontos Internos no erro médio
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Sendo assim, realizado os testes com relagdo ao refinamento das malhas e com a inclusao de
pontos internos interpolantes, ainda se fez necessario mais uma simulac@o, desta vez torna-se
importante conhecer a precisdo do método com a variagdo da constante m. Neste teste
seguinte, toma-se a malha mais refinada, com 128 pontos nodais, e varia-se o valor de m,
tornando mais acentuada a variagao do modulo de rigidez. O erro médio percentual no célculo

dos deslocamentos ao longo da barra pode ser observado a seguir através da Figura IIL.6.

<0.300 - 0278
o
(o
ST
=
o
(o'
(o'
1
0.000 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25
VALORES DE M

Figura V1.6 - Comportamento do erro com a varia¢do da constante m.

Conforme grafico mostrado anteriormente, houve um certo aumento do erro médio
percentual, de acordo com a variagdo da constante m, conforme esperado. Este erro, porém,
mesmo com um valor de 10 para a constante m ainda ¢ muito baixo, mostrando assim uma
boa eficacia do método para variagdes mais criticas da elasticidade da barra, podendo ainda

ser diminuido com o refinamento da malha.
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VI.1.2 - DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-1

Considere um problema de difusdao bidimensional no qual a condutividade térmica ¢ variavel.
As condicoes de contorno deste problema sdo unicamente do tipo Dirichlet, ou seja, apenas
temperaturas sdo prescritas na fronteira. A configuracdo geométrica apresentada ¢ a mesma
utilizada anteriormente, ou seja, dominio de dimensodes 1,0 x 1,0 unidades de comprimento

(u.c.) conforme mostra a Figura VI.7:

X2 A

X1

---->
Figura VI.7 — Representagao geométrica

A equacado de governo deste problema ¢:

90 00 0KIE K 96 _

K——+K—+——+———=
ox, ox,” dx, dx; Ox, ox,

0 (V13)

As temperaturas sao prescritas em todo o contorno, e dadas pela seguinte expressao:
0 ="t (VL4)
Por sua vez, a condutividade térmica ¢:

K=e ™" (VL5)
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Pode-se constatar que os valores de K e 0 sdo tais que obedecem a equacao diferencial parcial
dada por (VL.3). Da solugdo analitica deste problema resultam valores de fluxo de calor

variando da seguinte maneira:

a—e = AeAx1+Bx2 (VI6)
ox,
90 _ Be™te (VL7)
ox,

A simulacdo numérica feita utilizando-se malha de 8, 16, 32, 64 e 128 e.c. seguindo 0 mesmo
padrao para o problema de barras pode-se, dessa maneira, avaliar o comportamento do
método com refinamento do contorno. Para esses testes iniciais admitiu-se os valores de A e
B iguais a unidade e assim foram realizados os testes com as diversas malhas idénticas as da

Figura V1.2

Para avaliar a eficacia do método de acordo com o refinamento da malha, plota-se o grafico
da Figura V1.8, que mostra o erro percentual médio de cada malha para o célculo dos fluxos

de calor nos pontos nodais em funcdo da quantidade de elementos de contorno empregados.

10.000

S 8.000 -

8 6.000 |

=

o 4.000 |

14

Z 2000 | 0.698
0.000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — ‘

0 16 32 48 64 8 9 112 128 144
N° E.C.

Figura V1.8 - Erro percentual nos valores de fluxo de calor bidimensional

Diante desses resultados, observa-se um bom desempenho do método a partir da malha de 64

e.c. ¢, obtendo-se um erro médio de menos de 1% com malha de 128 e.c.
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No proximo teste tomou-se a malha com 128 elementos e variaram-se os valores das
constantes A e B, de forma que estas tenham o mesmo valor, fazendo com que o gradiente de
temperatura fosse mais acentuado. A Figura VI.9 apresenta o erro percentual médio para o
calculo dos fluxos, onde se pode notar um erro menor que 1 % para a malha de 128 e.c.

indicando um 6timo desempenho da formulacao para A e B até 10.

1.000
52
Q 0.900 |
a
= 0.800 -
2
o 0.700 A 0.698 0.724
11}
0.600 ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
VALORES DE Ae B (A=B)

Figura V1.9 - Erro médio percentual com a variagdo das constantes A e B

Para valores de A e B maiores que dez, houve problemas de convergéncia, exigindo entdo,
uma malha ainda mais refinada. Estes problemas sdao devidos as interpolacdes intrinsecas das
funcdes existentes na formulacdo com a Quase-Dupla Reciprocidade e dos erros de

arredondamento que vao se acumulando no decorrer dos célculos.

VI.1.3 - DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-2

Considere um problema de difusdo bidimensional com um campo de temperaturas varaveis e
com a mesma configuracdo geométrica apresentada no exemplo resolvido anteriormente,

porém, agora o campo de temperatura varia de forma diferente, de acordo com a equagao:

0 = e (VL)
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Os fluxos de calor variam da seguinte forma:
8_0 = —Ax,e” " (VL9)
ox,
8—0 = —Ax,e” " (VL.10)
X

A simulacdo realizada para este exemplo segue os mesmos moldes do exemplo anterior,

sendo este iniciado escolhendo-se o valor da constante A igual a um e realizando as

simulagdes para verificar a convergéncia do método de elementos de contorno com o

refinamento. O grafico da apresenta o erro médio percentual para o fluxo de calor nos nos

em funcao da quantidade de elementos de contorno.
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| 11.34
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0 16 32 48 64 80 96 112 128 144
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Figura VI.10 - Erro médio percentual com o refinamento da malha

Neste exemplo, devido ao maior rigor dos gradientes de varia¢ao da condutividade térmica, os

erros provenientes dos cantos foram amplificados consideravelmente. Os testes seguintes

foram realizados para desvendar a precisdo do método com a variagdo da constante A. Para
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mostrar isto, foi utilizada a malha com 128 e.c. de refinamento. A Figura VI.11 mostra estes

resultados.

(@)
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Figura VI.11 — Erro médio percentual com variacdo da constante A

Novamente, como ja era de se esperar, o erro aumenta quando a variacdo da condutividade
térmica aumenta. Mas, a precisdo dos resultados nao foi tdo boa quanto do exemplo anterior,

ainda sim, devido a exigéncia do gradiente, os resultados foram bastante plausiveis.

VI.1.4 - DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-3

O terceiro problema também ¢ sobre difusdo bidimensional com um campo de temperaturas
varaveis. Apresenta a mesma configuragdo geométrica mostrada nos exemplos resolvidos
anteriormente. Porém, este problema ¢ governado por um campo de temperatura especifico

que varia de acordo com a equagao:
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f=c" +e” (VL11)

Sendo os fluxos de calor variaveis da seguinte maneira:

90 _ (VL12)
ox,
L (VL13)
ox,

Dai entdo, foi realizada uma bateria de testes para verificar a convergéncia dos valores

numéricos com o refinamento da malha. Os resultados sdo apresentados na Figura VI.12.

18
S | 1536
2y 13.86
=
o2 10.39 057
(0 | 957 12
Ll
8 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140
N° DE E.C.

Figura VI.12 - Erro médio percentual com o refinamento da malha

Este problema apresentou maiores dificuldades numéricas do que os casos precedentes, pois o

erro percentual ainda foi maior do que naqueles exemplos.
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VI.2 - RESULTADOS DO PROBLEMA DINAMICO

A andlise dinamica exige mais duas condi¢des adicionais as condi¢des de contorno, chamadas
de condigdes iniciais, provenientes das duas integragoes realizadas para a resolucdo da parcela

dependente do tempo da E.D.P.
Também sdo variaveis importantes dois outros parametros de anélise:

O primeiro deles ¢ o intervalo de variagdo do tempo (At) que se introduz. Este ¢ de
imprescindivel importancia, pois determina a precisdo das respostas dindmicas do problema
estudado. Caso At fique pequeno além do necessario, provocarad um erro tipico da formulagao
com Dupla Reciprocidade, ligado ao acimulo de erros durante o processo. Tal fenomeno, de
carater ainda nao bem definido, parece estar ligado ao fato de que a aproximagao produzida
pela interpolacdo inerente a formulagdo cria ondas esptrias, que deixam de ser filtradas pelos
valores de incremento de tempo muito pequenos. Sabe-se da literatura especializada que a
redugdo do passo de integragdo reduz o amortecimento ficticio do algoritmo de avanco no
tempo [12]. J4& com o emprego de um At muito grande, a solu¢do do problema perderad
precisdo. Portanto, um estudo do At ideal é necessario. Pode se extrair da bibliografia uma
formula para o At mais adequado de acordo com o algoritmo de avango no tempo a ser
utilizado, em nosso caso, o algoritmo de Houbolt. O At mais adequado pode ser calculado
pela seguinte expressao [30]:

At < Al (VL14)

c

Onde Alni, € o elemento de contorno com o menor comprimento € ¢ ¢ a velocidade de

propagacdo da onda no material.

O segundo parametro ¢ o tempo total de andlise T. Ele, ao ser dividido por At, fornece a
quantidade de incrementos no tempo. Portanto, depois de definido o At, o T determina apenas

o tempo total de estudo a ser realizado.
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VI.2.1 - ANALISE DE PROBLEMAS HOMOGENEOS

Quando se trata de casos estacionarios em meios nao homogéneos, o codigo Fortran alcangou
uma boa convergéncia para a solugdo analitica com poucos elementos de contorno. A mesma
verificagdo deve ser feita para os problemas homogéneos que envolvem processos dinamicos

e cujas respostas exatas também sdo conhecidas.

A barra usada no exemplo do item VI.1.1 - é reimpressa na Figura VI.13 e sera trabalhada

com as condi¢des de contorno ilustradas e as condi¢des inicias abaixo:

u(x,0)=0
uEx 0;:0 (VL15)
Y
e q=0 du/dx =1
/ N
/ _
u=0 2> Eo-l L=1
q=0 v

Figura VI.13 - Caracteristicas Fisicas e Geométricas da barra homogénea
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Quando a rigidez ¢ igual a unidade, o problema caracterizado na figura acima possui as
seguintes solugdes analiticas para deslocamentos e deformagdes:
= 8l . (2k-)7x . (2k-)7z (2k-1)7

u(x,t)=x- -sin -sin -x-cos———¢t (VIL.16
o) Z_:‘(zk—l)zn'z 2 21 20 (V110

o 2k -1 2k -1 2k—1
au(xt) 1 z . ( )”.COS( )”x,cosgt (VL.17)
=~ 2k Y; 2 21 2l

Estas equacdes serdo usadas para plotar graficos que ficaram sobrepostos com as solucdes
aproximadas obtidas através das malhas contendo 4, 8, 16 e 64 elementos de contorno, sendo

distribuidos conforme ilustra a Figura VI.14.

Sabe-se, a priori, que quanto mais refinada for a malha de elementos de contorno mais
reduzido pode ser tornar At, conseqlientemente, mais proxima da solucdo analitica a solucao

aproximada se tornara.

Figura VI.14 —Malhas de 4, 8, 16 ¢ 64 e.c., representando com retangulos vazios os pontos
geométricos e com os circulos cheios os pontos funcionais.
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ANALITICA 4E.L
—..—-8E.L. —-s—-8E.L.(1PI)

U(L/2;t)

1.2

Deslocamentos

t(s)

Figura VI.15 — Convergéncia do Método com o refinamento da Malha de 04 para 08 e.c., e

melhor aproximacao devido a introdu¢dao de um ponto interno no centro geométrico da barra.

Pode se observar que na malha com apenas quatro elementos houve uma grande defasagem
do periodo, especialmente por conta do pobre refinamento da malha, que ndo fornece
mobilidade a estrutura. Sem os graus de liberdade necessarios, conseqiientemente, os modos

de vibracao e demais grandezas decorrentes do movimento estarao mal representados.

A introdugdo de um ponto interno para este caso trouxe melhorias consideraveis; todavia, uma
maior quantidade deles deterioraria a resposta, porque para a Quase-Dupla Reciprocidade a
introducdo de numerosos polos resulta numa diminuicao sensivel de precisdo. No caso da
Dupla Reciprocidade, a propor¢do de pdlos deve estar relacionada a quantidade de pontos
nodais empregados na elaboracdo da malha. Elevado numero de polos na presenca de malhas
pobres resultam também em deterioracao da resposta. O incremento de tempo At variou de

0.5,0.2,0.2 ¢ 0.1, conforme o refinamento da malha.
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U(L/2;T)

64 E.L.

ANALITICA-----+" 16 E.L.

1.2

0.8 /
0.6 /
0.4 / \

Deslocamentos

t(s)

0.2 , N\ o
0 —s/ ‘ ‘ N #
0 0 1 2 3 4 5

Figura VI.16 — Com um melhor refinamento da malha a quase superposi¢ao das curvas € o

inicio do achatamento horizontal.

VI.2.2 - ANALISE DE PROBLEMAS NAO-HOMOGENEOS

O mesmo exemplo que deu origem a solugdo analitica no capitulo III sera usada aqui para a

obtencdo da solucdo aproximada, mas neste caso, o problema terd duas dimensdes. A

discretiza¢do espacial em duas dimensdes pouco afetard os resultados, pois as condi¢des de

contorno impostas tentardo garantir a formagao exclusiva de ondas longitudinais.

As malhas utilizadas foram com 04 e 08 elementos de contorno. Ja os intervalos de tempo,

solicitado pelo algoritmo de Houbolt que faz o avanco no tempo, foram respectivamente de

0,05s ¢ 0,2s.
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— ANALITICA
——4 E.L.(At=0.05s)

U(L/2;t) —=— 8 E.L.(At=0.2s)
x— 8 E.L.(1Ple At=0.20s)
1.4
1.2
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// “\ / R //\\
c "
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-0.4
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Figura VI.17 — Comparagdo da solugdo aproximada com a solugdo analitica ao refinar a malha

e diminuir o intervalo de tempo para analise

Conforme exposto, a formulacao com Quase-Dupla Reciprocidade modelou a parcela espacial

e a Dupla Reciprocidade representou a parcela dinamica.

Na Dupla Reciprocidade os pontos internos sdo cruciais para aprimorar a precisdao dos

resultados, porque os mesmos melhoram a representagao

da inércia do sistema no dominio.

Mas, na Quase-Dupla Reciprocidade estes pontos nao sao necessarios [33], e experiéncias

mostraram piora dos seus resultados mesmo para quantidades reduzidas. Entdo, apenas um

ponto interno constitutivo do sistema foi colocado no centro geométrico da barra com a

finalidade de verificar se havera alguma melhora nos resultados nesse exemplo em que ambas

as formulagdes foram empregadas.
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ANALITICA »— 16 E.L.(At=0.2s)
U(L/2;t) — = B4E.L(At=0.1s) - 128 E.L.(At=0.1s)
250 E.L.(At=0.05s)

A A
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Figura VI.18 — Comparagdo da solugdo da analitica com a aproximada ao incluir um ponto

interno no centro geométrico da barra.

Malhas mais refinadas foram também testadas. Constatou-se que o refinamento da malha com
64 e.c.(At = 0.1s) para a malha 128 e.c.(At = 0.1s) ndo trouxe uma melhor precisdo aos
resultados. Como o intervalo de integragdo foi o mesmo, conclui-se que uma melhor precisao
somente seria alcangada pela malha mais refinada com passo menor. A discrepancia entre a
solucdo numérica e a analitica, com esses niveis de discretizagdo, estd dependendo
fundamentalmente do efeito do amortecimento ficticio presente, que estd filtrando modos

relativamente importantes para uma melhor representagao da resposta.

E importante ressaltar que as respostas encontradas tém um alto amortecimento ficticio
proveniente do esquema de integracdo. A equacdo diferencial ndo ¢ possuidora de nenhum
termo referente ao amortecimento. Sabe-se que o esquema Houbolt ¢ dos esquemas de
integragdo direta que maior intensidade de amortecimento ficticio impde a resposta. E
normalmente escolhido junto a formulagdo com Dupla Reciprocidade por essa peculiaridade.

No entanto, neste exemplo dinamico ndo homogéneo, o esquema parece atuar de modo mais
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efetivo, reduzindo intensamente a amplitude da resposta, além do desejado. Apesar do
problema dindmico da barra heterogénea nao ser dispersivo, diferentemente do problema no
qual ha variac¢do da area de se¢do reta em uma barra, € possivel que a estrutura discretizada da
equagao de governo referente a um problema nao-homogéneo esteja agravando as

caracteristicas de amortecimento do esquema Houbolt.

Nota-se que a resposta numérica apresenta algumas similaridades com a resposta analitica,
mas a rapida degradagdo da curva sugere a necessidade de se testarem outros esquemas de
avango no tempo ou, entdo, conforme ja exposto, reduzir ainda mais o intervalo de integragao
usando necessariamente malhas ainda mais refinadas, pois o amortecimento ficticio reduz-se
conquanto se empregue um incremento de tempo menor. A adogdo de elementos de ordem
superior, com a melhor representacdo dos modos de vibragdo mais elevados, também poderia

melhorar o perfil da resposta numérica.
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CAPITULO VII

CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

A formulagdo com Quase-Dupla Reciprocidade trata a ndo-homogeneidade fisica do meio
continuo de modo bastante simples. Dentro da expressao integral tipica do Método dos
Elementos de Contorno, expressa aproximadamente o nucleo de uma integral de dominio
através de uma combinagdo linear de fungdes, fazendo nela aplicdvel o Teorema da
Divergéncia e transformando-a numa integral de contorno. O procedimento ¢ similar ao feito
pela formulagdo com Dupla Reciprocidade no caso de agdes de corpo ou de dominio. A
influéncia da variacao de propriedades ¢ computada em nivel de cada elemento de contorno.
Tal procedimento contrasta com a tradicional técnica de sub-regides, cuja redefinicdo de
novas propriedades ¢ feita em setores do dominio. Isto, de certa forma, caracteriza campos
distintos de aplicagdo das duas técnicas, que ndo sdo mutuamente excludentes. As sub-regides
sao mais efetivas para casos em que a nao-homogeneidade seja setorizada, enquanto a Quase-
Dupla Reciprocidade deve ser aplicada para meios nos quais a heterogeneidade seja gradativa.
Diante de muitos problemas de mecanica dos solos e geotecnia, que possuem ambas as
caracteristicas, na formulacao mostrada nesta dissertacdo, encontra-se um grande potencial de
aplicacdo, voltada para resolver problemas dinamicos em meios ndao-homogéneos, ou seja,

nos quais hé propagacdo de ondas sismicas em meios estratificados.
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Trabalhos anteriores, considerando casos homogéneos dindmicos e casos ndo-homogéneos
estaticos, mostraram bons resultados, o que sugeriu o acoplamento imediato das duas técnicas
do M¢étodo dos Elementos de Contorno para a resolucdo de um problema de indiscutivel

importancia pratica.

O presente trabalho, portanto, consiste de uma iniciativa pioneira e preliminar. Original no
sentido de englobar, numa mesma andlise, duas formula¢des distintas. Preliminar porque
necessita de continuidade de testes, melhorias diversas e implantagdo de algumas estratégias,

que podem tornar a modelagem mais precisa.

A precisdo das respostas obtidas pode ser melhorada através de elementos mais sofisticados
do que o elemento constante. Elementos lineares, quadraticos e cubicos sem duvida

melhorariam a resposta, especialmente se tratando de uma analise dindmica.

Avaliando-se as taxas de amortecimento ficticio apresentadas pelo esquema Houbolt, nota-se
que seria desejavel uma atuagdo menos intensa desse fator na resposta. Isto faria com que as
amplitudes da solucdo numérica ndo fossem tdo drasticamente reduzidas, como se observa ja
no primeiro ciclo de resposta, e seu comportamento ao longo do tempo nio se degenerasse
com tamanha rapidez. Com os recursos disponiveis, um aprimoramento da precisao da
resposta requer um incremento de tempo bastante reduzido, que por sua vez exige um
refinamento maior da malha, significando alto custo computacional. A realizacao de testes
empregando outros esquemas de integracdo direta possuidores de menor taxa de
amortecimento numérico, atualmente bem conhecidos na literatura, poderia ser bem sucedida.
Acredita-se que a equagao de governo, apos a discretizacao, na sua forma matricial, por conta
de sua maior complexidade, induza um teor de amortecimento ficticio superior aqueles
avaliados na modelagem numérica de problemas estruturais lineares, nos quais a rigidez

constante se opdem a forgas de inércia e de a¢do externa.

A introdugdo de polos também ¢ problematica. Sabe-se de trabalhos anteriores, especialmente
os de Loeftler e Mansur, que os pdlos melhoram a representagao das propriedades de inércia,
e sua inclusao no modelo discreto aprimora sensivelmente a resposta numérica. Todavia, ndo

foi possivel introduzi-los em quantidade suficiente, devido a instabilidade que tal quantidade
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maior de polos acarreta na modelagem das propriedades de rigidez variavel através da
formulagdo com Quase-Dupla Reciprocidade. E preciso compor uma estrutura numérica que
permita atender as duas formulagdes em conjunto: um reduzido nimero ou nenhum pdélo na
modelagem da Quase-Dupla Reciprocidade, e uma quantidade significativa ou suficiente para
uma satisfatoria representacdo da inércia na modelagem efetivada pela Dupla Reciprocidade.
No modelo numérico construido nesse trabalho ndo foi possivel compatibilizar tais
necessidades. Nao se implantou um modelo em que a matriz de inércia pudesse ser construida
com polos (conseqiientemente com maior numero de graus de liberdade) e as demais matrizes
de rigidez nao os contabilizassem. Com certeza, diante das experiéncias pregressas dos
autores citados, o uso de um nimero de po6los maior haveria de fazer com que a precisdo da

resposta numérica do exemplo dindmico aqui simulado fosse bem superior a apresentada.

A questao do custo computacional ndo foi considerada prioritaria. Sabe-se que as formulagdes
que usam a Dupla-Reciprocidade sdo computacionalmente custosas, especialmente por conta
das inversdes de matrizes. No caso dindmico, o custo € acrescido devido a natureza do
processo incremental. Em se tratando de problemas de dimensao reduzida, como os que aqui
foram simulados, o tempo de processamento foi aceitavel e nao houve problemas de
armazenamento de dados, considerando o uso de microcomputadores ATHLON 1.7GHz com
356 MB de memodria RAM. A malha mais refinada, com incremento de tempo mais reduzido,
no valor de 0.05 segundos demorou cerca de 180 segundos para ser completamente

processado.

Atualmente as simulacdes em nivel industrial, realizadas na parte de prospec¢do sismica,
requerem um numero muito grande de graus de liberdade. O estagio atual da presente
formulacao estd muito longe de ser competitivo, mas nem por isso ¢ injustificavel o seu
esforco de pesquisa. Muitas formulagdes sdo geradas a partir de modelos embrionarios, e
conseguem suplantar dificuldades dos modelos anteriores que pareciam intransponiveis. A
capacidade de processamento dos computadores também nao para de crescer. Ha vinte anos
atras, grandes computadores ndo conseguiam realizar tarefas que os microcomputadores hoje

realizam, no mesmo intervalo de tempo.

Por outro lado, o processo de desenvolvimento cientifico requer o aperfeicoamento gradativo
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das metodologias, através de melhorias consistentes feitas por partes. Necessario se fazia
testar a formulag@o conjunta na dindmica usando elementos simples e esquemas de integracao
conhecidos que garantissem a estabilidade da resposta. Também foi necessario desenvolver o
modelo dinamico a partir de um modelo estacionario razoavelmente bem constituido. Seria
irracional tentar processar uma resposta dinamica a partir de um modelo de rigidez variavel de
discutivel consisténcia. Por essas razdes, muitas das sugestdes para continuidade dessa
pesquisa ja haviam sido cogitadas anteriormente, mas foram postergadas para que a cadéncia

lenta, mas segura do método cientifico fosse obedecida.

A histdria conta que as novas idéias e tecnologias, em seu comego apresentam problemas tais,
que quase sempre sdo julgadas invidveis e inseguras. Mas, depois de vencidos os desafios
preliminares, muitas sdo vistas como uma grande possibilidade de mudang¢a do estado
presente da arte, da técnica e da ciéncia. Isto aconteceu por exemplo com a exploracao de
petréleo que chegou a ser considerada inviavel devido ao custo de exploracdo e a pouca
tecnologia existente na época, e, em outras tantas pesquisas de diferentes areas disciplinares

em todo o mundo.
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