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RESUMO

Este trabalho apresenta a modelagem matematica de um
sistema com vibro-impacto e excitacdo harmbnica de base. O
sistema tem sido estudado por varios pesquisadores que
exploraram muitos aspectos da dinamica global. No entanto,
eles supuseram um unico padrao de movimentos periodicos,
isto €, um movimento com o mesmo periodo que a forca de
excitacdo. Este trabalho mostra que varios padrbes de
movimentos peridodicos podem ocorrer e as condi¢gbes de
existéncia e estabilidade destes deve ser estudada
cuidadosamente. As condicbes de periodicidade sao
aplicadas sobre o estado nos instantes de impactos a fim de
obter um mapa do préximo impacto baseado no estado da
anterior. Este mapa nao-linear é aplicado para obter as
condicbes de existéncia dos movimentos peridédicos com
padrées especificos. Aplicando as condicdes de existéncia, a
estabilidade do movimento pode ser realizada por meio da
andlise dos autovalores do mapa, tendo em conta estas

restricoes.

Palavras-chave: oscilagdes nao-lineares, sistema mecanico
nao-suave, vibro-impacto, movimentos periodicos,

estabilidade.



ABSTRACT

In this work the mathematical modeling of a base harmonically
excited vibro-impact system is presented. The system has
been investigated by several researchers who have many
aspects of the global dynamics. However, they have only
admitted one pattern of periodic motions, that is, a motion with
the same period as the excitation force. Hereby, it is shown
that several patterns of periodic motions can occur and their
existence and stability conditions must be accurately
investigated. Periodicity conditions are applied on the state at
the instants of impacts in order to obtain a map of the next
impact based on the state of the previous one. This nonlinear
map is used to obtain the conditions of existence of periodic
motions with specific patterns. Applying the existence
conditions, the stability of the motion can be carried out by
analyzing the eigenvalues of the map while taking these

conditions into account.

Keywords: nonlinear oscillations, non-smooth mechanical

system, vibro-impact, periodic motions, stability.
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1 Introducao

Este capitulo delimita e contextualiza o
problema do sistema em estudo nesta
dissertagdo. Segue, também, uma revisao
bibliografica para situar o estado da arte
sobre o tema, os objetivos do trabalho e

sua organizagao.

1.1 Descri¢éo do Sistema em Estudo

O modelo do sistema investigado consiste de um bloco que se movimenta entre
batentes rigidos e esta conectado a uma base oscilante por meio de um suporte
visco-elastico. O modelo fisico representativo do sistema de interesse se encontra

na Figura 1.1.

A A

] >z ]
AN m -
C

—>5 =5, C0S pi

Figura 1.1: Modelo fisico investigado.

Existem varios enfoques possiveis para o estudo do sistema. Dentre eles:

— a dindmica global, com comportamento oscilatorio condicionado a variagéo de

parametros, que € a diregao a ser seguida neste trabalho;
— 0 desgaste devido aos impactos; e

— as caracteristicas das ondas sonoras provocadas pelos impactos.
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No que relaciona aos aspectos da dindmica global, pode-se enfatizar as condi¢des
de existéncia e estabilidade de movimentos periddicos, as condi¢des de transigao
para o caos, o controle de sistemas cadticos, as considerag¢des de diversos modelos

para o impacto e a dissipagéo de energia no impacto.

Limitado ao estudo da dindmica global do sistema, o presente trabalho procura
explorar caracteristicas que facilitem a sua compreensao a partir do mapeamento do
estado nos instantes de colisdo, levando-se em conta as colisdes anteriores e
abordando aspectos da existéncia e da estabilidade de movimentos de certas
topologias. Nao se fardo andlises detalhadas com mapas de Poincaré, nem
tampouco com diagramas de bifurcagdo. O objetivo maior € apresentar uma

estratégia de mapeamento que:

— auxilie na definicdo das condicdes iniciais da simulagdo numérica do sistema
a fim de poupar esfor¢go computacional até atingir o estado estacionario, se ele

existir; e

— contenha certa sistematizagao, a qual facilite a geragado de procedimentos de

analise das diversas topologias de movimento possiveis.

Barbosa [Barbosa-2009] estudou este mesmo sistema, mas n&o analisou os dois
aspectos acima mencionados, tendo dado maior enfoque a observacdes sobre os

movimentos do sistema a partir, principalmente, das simulagbes numéricas.

z

E preciso descrever algumas caracteristicas do modelo. De forma geral:
i) despreza-se o atrito seco na superficie do movimento;
i) considera-se que a mola e o0 amortecedor possuem comportamento linear;

iii) o sistema realiza impacto unidirecional, ou seja, o sistema move-se somente na
diregao horizontal e o impacto entre o corpo e o batente rigido acoplado a base

sera sempre frontal; e

iv) impde-se o movimento oscilatério na base, de forma que as colisbes e o proprio
movimento do bloco ndo induzem qualquer perturbacdo. Em outras palavras,

considera-se que a energia mecanica é suficientemente robusta, compensando
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todas as perturbagdes externas e a do movimento do proprio bloco, para garantir

a oscilagao prescrita da base.

1.2 Comentéarios sobre Sistemas com Vibro-Impacto

Sistemas em que impactos ocorrem repetidamente devido a vibragbes sao

costumeiramente denominados sistemas com vibro-impacto.

Ndo é dificil perceber a ampla variedade de aplicagbes na Engenharia,
especialmente em mecanismos e maquinas com folgas ou espagamentos, nos quais
componentes de um sistema em vibracdo colidem com obstaculos, rigidos ou ndo. E
0 caso, por exemplo, de martelos vibratérios, amortecedores de impacto e
amortecedores por impacto, excitadores eletromecéanicos (inertial shakers), bate-

estacas, moinhos e maquinas conformadoras [Luo-2008].

Os impactos vibratérios podem ser indesejaveis, como, por exemplo, em maquinas
com folgas, em engrenagens, em rodeiros de transporte ferroviario, em trocadores
de calor, nos quais a vibragao € induzida pelo fluxo nos tubos. Citam-se, também,
sistemas de tubulagdes e assim por diante, pois provocam falhas, desgaste, pitting,

scoring, fadiga superficial, aumento dos niveis de ruido e diminuicdo da vida util.

Nesses casos, a investigagédo sobre a dindmica do vibro-impacto tem um significado
importante na supressao de ruido, na analise da confiabilidade e na otimizagdo do
projeto de maquinas com folgas ou obstaculos rigidos. Por isso é necessario
conhecer a dindmica do sistema em cada caso para que se possa tentar atenuar os
efeitos do impacto [Kovaleva-2004][Mattos-1998][Luo-2008].

Vale indicar que as fontes de vibro-impacto podem ser as forgas provenientes de
desbalanceamento em eixos, de interagdo entre engrenagens, de explosdes em
motores de combustdo interna, ou ainda, pelo fluxo induzido em tubos, como ja
mencionado [Mattos-1998][Luo-2008].

Com relagao a excitagao de sistemas vibratorios, ha as duas classificagdes:
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— fonte ideal de energia, ou uma excitagao ideal: quando esta nido ¢é influenciada

pela resposta do sistema; e

— fonte n&o-ideal de energia, ou excitagdo nao-ideal: quando a excitacéo é

influenciada pela resposta do sistema.

Entao, analogamente, dependendo da excitagao refere-se a um sistema vibratério

como:

— sistema ideal: a consideracdo da aplicagdo de uma forca harmdnica de
amplitude predeterminada também & um sistema ideal, pois supde que a forca

é produzida por uma fonte de energia robusta o suficiente para manté-la; e

— sistema n&o-ideal: geralmente, sdo aqueles em que a alimentagao é limitada.
Sera necessaria a consideracdo, no equacionamento do problema, da
dindmica nao ideal da fonte. Assim, o sistema ndo-ideal tem um grau de
liberdade a mais em relagdo ao mesmo sistema considerado ideal [Balthazar-
2003] [Mook-1976].

Acerca de sistemas nao-ideais, Balthazar et al. [Balthazar-2003] fornecem uma visao
geral sobre o assunto, reunindo além de conceitos, uma revisdo de varios resultados

publicados.

Para que se permita o uso continuo do componente apds o impacto, € necessario
que o impacto ndo cause deformagao permanente, ou seja, a tensdo deve
permanecer na regido elastica [Norton-2007]. Uma forte suposigdo no estudo de
sistema com impacto € a de que os corpos sao rigidos e que, portanto, ndo existem
deformacdes destes corpos durante a colisdo, ou estas podem ser desprezadas sem
problemas para a resposta que se vai obter. No entanto, a ocorréncia de
deformagdes nos corpos sob impacto ndo viola a idéia de corpos rigidos. Os corpos
sdo rigidos quando o unico movimento importante antes e depois da colisédo é o

movimento de corpo rigido [Chatterjee-1997].

O impacto é um fendbmeno complexo que ocorre quando dois ou mais corpos sao
submetidos a colisdo e sao dificeis de entender e modelar devido as néao

linearidades envolvidas.
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A utilizagdo de um modelo depende do contexto de cada problema e, ainda, o
objetivo de se desenvolvé-lo determina quais caracteristicas do sistema devem ser
reproduzidas de forma aproximada, pois modelos com propriedades bastante
diferentes podem ser desenvolvidos [Aguirre-2000]. Assim, muitas vezes modelos
simples para a colisdo sao aplicados na analise de sistemas e resultados aceitaveis

sdo obtidos.

Assim, os elementos que se quiser utilizar na analise do sistema de vibro-impacto
deverdo ser levados em conta na modelagem. Varios exemplos podem ser

aplicados, como:

— se as forgas de atrito na superficie de contato sdo consideradas, € necessario
que o modelo as leve em conta. E este modelo pode ndo depender apenas
das propriedades dos materiais dos corpos, mas também do estado de
movimento. Para muitos impactos bi ou tridimensionais, a for¢a de atrito ndo
podera ser desconsiderada, pois nesses tipos de impacto raramente as
componentes de forcas paralelas a superficie de contato serao nulas porque
raramente a normal aquela superficie passara pelo centro de massa dos

corpos em colisao.

— se as deformagbes sao levadas em conta, podem ser consideradas numa
relacéo linear ou nao linear, com as forgas que atuam na regido de contato.
Essa consideracao depende, ndo apenas das propriedades dos materiais dos

corpos em colisdo, como, também, da sua geometria.

— quando a preocupacgao do estudo recai sobre as tensdes que se desenvolvem
na regido de contato durante o impacto, a modelagem dessas forgcas e a
definicdo do que seja a regido de contato (este depende de varios fatores, tais
como a rigidez dos corpos em colisdo e geometria destes corpos, além da
propria intensidade das forgas envolvidas no impacto) crescem de importancia
[Mattos-1998].

Quando o corpo atinge um dos batentes, inicia-se um processo de colisdo que deve
ser adequadamente modelado. E considerado aqui o modelo de colisdo

convencional, a saber:
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— 0 lapso da colisdo sera considerado nulo. Isto € uma idealizacdo do ponto de
vista de que havera conversdo de energia, entre cinética e potencial, bem

como dissipagao num intervalo de tempo zero.

— a forga do impacto entre o corpo e a base tem magnitude muito maior do que
todas as demais forgas atuantes sobre o sistema. Como a forga de contato

tende para o infinito, a duragédo do impacto tende para zero.

— rapida dissipagdo de energia. Da equacédo da variagdo de quantidade de
movimento linear, pode-se obter a velocidade apds o impacto. Entao, se utiliza
um coeficiente de restituicdo para representar a perda de energia durante a

colisao.

Gilardi e Sharf [Gilardi-2002] proveram uma visdo geral sobre impacto e
metodologias de modelagem do contato, tendo em conta diferentes aspectos, entre
0s quais, a perda de energia, a influéncia do modelo de atrito, as abordagens de
solugdes, o problema do multi-contato e a verificagdo experimental. Os autores

dividiram a analise do impacto em duas categorias:

— discreto: no qual a dissipagado de energia € considerada pelo coeficiente de
restituicio e pela razdo de impulso. Essa formulagdo ¢é aplicada
principalmente para colisbes de corpos rigidos. Afirmam que o uso do
coeficiente de restituicdo por impactos envolvendo corpos flexiveis & precario
e, ainda, que o uso da lei de Coulomb com este tipo de abordagem pode

conduzir a solucdes inconsistentes; e

— continuo: a analise dinamica é transmitida continuamente pela suposicéo da
relacdo entre a forca de contato e a deformagdo. Essa abordagem apresenta
uma melhor andlise para sistemas flexiveis com multi-corpos sujeitos a

multiplos impactos e contatos.

O modelo analisado na dissertagao € linear por intervalos. O movimento entre os
batentes e antes que o processo de colisdo ocorra € analisado como um sistema
linear (lembre-se que o acoplamento visco-elastico também é linear). No entanto, o
impacto entre o corpo e a base vincula ao modelo matematico uma descontinuidade

no movimento, tornando o sistema nao-suave. Com isso, embora o sistema seja
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linear em intervalos de sua resposta, ele é néo linear em sua dinamica global. E bom
lembrar que sistemas nao-lineares nao satisfazem ao principio da superposi¢ao e da

proporcionalidade.

Popp [Popp-1998] apresenta uma visdo geral, do ponto de vista da aplicagao, dos
sistemas dindmicos ndo-suaves e ressalta os desafios que estes tipos de sistemas
sdo para engenheiros e matematicos. Um sistema nao suave é identificado pelas
caracteristicas da forca e/ou do movimento, as quais ndo sao continuas, ou

diferenciaveis. Seguem exemplos:

i) tratando-se as caracteristicas de forgas ndo suaves, tem-se os elementos que
normalmente se acoplam a massas ou outros elementos para formar um sistema

dinamico, como:
— duas molas lineares com reagao, também chamada de rigidez antisimétrica;
— molas lineares com pré-carga; e

— elementos deslizantes com atrito seco, ou atrito Coulomb;

ii) tratando-se as caracteristicas de movimentos, exemplifica-se:
— o impacto de duas massas; e

— 0 impacto de uma massa contra uma parede rigida.

Popp [Popp-1998] mostra alguns problemas de impacto e de atrito seco, juntamente
com os correspondentes modelos mecanicos. Traz, ainda, uma revisdo de trabalhos
com problemas envolvendo sistemas ndo-suaves anteriores aquela época. Entre os

problemas relacionados ao impacto citam-se:

— 0 do bloco em balango (rocking block) com ou sem excitagéo de base, a datar
de 1956, com Housner [Housner-1956], no qual o projeto de fundagbes para

edificios sob excitacdo devido a terremoto tenha sido discutido;

— 0 da bola oscilante (bouncing ball), no qual se diz que o comportamento do
movimento regular € regido pelo numero de periodos de excitagdo entre os

impactos subsequentes e a periodicidade do movimento em si. Esse modelo &
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semelhante em uma maquina de perfuragao de percussao € no livro de Moon
[Moon-2004] diz-se que este modelo também €& aplicavel para a aceleracao dos

elétrons em campos eletromagnéticos;

— a trepidacdo das caixas de engrenagens (rattling gear boxes), onde as rodas

dentadas nao estao carregadas; e

— 0 oscilador de impacto, investigado com o nome de sistema de vibro-impacto
por Babitsky [Babitsky-1976]. Neste, um novo tipo de bifurcacdo tem sido
encontrado, o grazing bifurcation, onde o caso limite de impacto, com
velocidade zero, € dado por Nordmark [Nordmark-1991], Budd e Dux [Budd-
1994].

O equilibrio também é um exemplo do estado estavel a que se pode ter interesse.
No trabalho de Blackburn et al. [Blackburn-1992], a analise numeérica de estabilidade
€ realizada em um péndulo invertido, no qual o equilibrio pode ser obtido por meio
de uma oscilagdo harménica vertical da base, de apropriadas frequéncia e
amplitude. A abordagem tedrica é feita através da aproximacao da equacado de
movimento pela equagdo de Mathieu, que €& adimensionalizada, e através de um
modelo citado pelos autores como fenomenoldgico baseado no potencial efetivo, no
qual se considera o efeito dissipativo. Apds, simulagdes numéricas sdo empregadas
para investigar a maneira na qual a posigado invertida de um péndulo simples se
desestabiliza quando a amplitude da oscilagdo no ponto de suspensdo € aumentada
acima de um valor critico. O livro do Cartmell [Cartmell-1990] trata de uma breve

discussao sobre a estabilidade do péndulo invertido.

Com relagdo a sistemas periddicos no tempo, Sinha [Sinha-2001] comenta que
estes desempenham um papel importante nas ciéncias e na Engenharia, e s&o
objeto de investigagao desde 1868, iniciada por Mathieu, ao analisar as vibragdes de
uma membrana eliptica. Desde aquela época, o estudo das equacdes periddicas no
tempo tem encontrado aplicagdes em muitas areas, tais como a estabilidade
dinamica de estruturas, a teoria de circuitos, os sistemas de controle, a dinamica de
satélites, de eixos rotativos, de hélices de rotor de helicoptero, da mecanica quantica
e da biomecanica (locomog&o humana ou animal, ou modelagem do funcionamento

do coragao).
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Em geral, ndo é possivel obter solugdes exatas de sistemas néo-lineares periddicos
no tempo. Para a resolugdo das equagdes de movimento em vibro-impacto, a
aplicacao dos métodos analiticos € muito complexa e limitada, tendo em conta o fato
de que as solugdes sédo do tipo transcendental, ou seja, eles ndo podem ser
encontrados em uma forma fechada, uma vez que os movimentos oscilatorios sao
interrompidos por impactos. No entanto, as alteragbes que ocorrem na dinamica de
um determinado sistema mecanico nao precisam ser necessariamente

quantificadas, ou seja, na maioria das aplicagdes, pode ser suficiente:

obter solugbes aproximadas;

— saber algo sobre a existéncia, ou ndo, de pontos fixos em determinadas

regides do espacgo onde os parametros podem variar;
— conhecer alguma coisa sobre a estabilidade destes pontos fixos; e

— inferir acerca dos mecanismos de bifurcacao.

Para estes casos em que nado é necessario quantificar a resposta temporal do
sistema, a idéia é, de alguma forma, eliminar a dependéncia temporal explicita e
tornar o sistema autdbnomo e passivel de aplicagbes de um grande numero de
teorias desenvolvidas para sistemas invariantes no tempo. Os métodos para a
resolucdo desses problemas sdo baseados na aplicacdo de métodos numéricos e
graficos com a interpretacdo dos dados geométricos, isto €, métodos pelos quais se
investigam as alteragbes qualitativas da dindmica dos sistemas. O mapa de
Poincaré e os diagramas de bifurcagcao sao ferramentas importantes para a analise
geométrica da dinamica de sistemas [Sinha-2001][Strogatz-1994][Miti¢c-1997]
[Mattos-1998][Hinrichs-1997].

Entre as trés perguntas apresentadas no trabalho do Popp [Popp-1998], serao
transcritas duas que sdo de interesse. A ultima delas, que trata de atratores, n&o

sera relatada, pois nao esta no escopo do trabalho. Sao elas:

i) Como podem os sistemas nao-suaves serem resolvidos eficientemente?
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Métodos de solucdo devem ser avaliados e melhorados, como as solugdes por
intervalos, a abordagem de mapeamento, as técnicas de suavizacdo e as

simulagdes numéricas.

i) Como podem ser analisadas as propriedades da solugdo de sistemas nao-

suaves?

E requerida a utilizagdo de métodos eficientes para a analise de estabilidade e de

bifurcagao.

1.3 Revisao Bibliografica

O interesse pelo estudo de sistemas com vibro-impacto aumentou muito na ultima
década, e atualmente ha um congresso internacional dedicado a este tema, o

International Conference on Vibro-Impact Systems (ICOVIS).

Extensa abordagem matematica para sistemas com vibro-impacto € feita por Paoli
[Paoli-2001], considerando impacto unilateral com numero finito de graus de
liberdade. Em outro trabalho [Paoli-2005], ele diz provar a convergéncia de uma

solucao aproximada proposta.

Tangasawi et al. [Tangasawi-2008] estudaram o ruido causado pela trepidagao de
engrenagens de transmissdo automotiva, de forma especifica, a trepidagdo na
engrenagem intermediaria (idle gear rattle) sujeita a impactos repetitivos entre os
dentes. E considerado, ainda, o efeito do filme lubrificante, com regime de
lubrificagdo hidrodindmico, ja4 que, para eles, as contribuicbes espectrais na
assinatura de vibragao sado afetadas pela reologia do lubrificante, particularmente a
variagdo da viscosidade com a temperatura. E escrito que a influéncia do
comportamento do filme de liquido na trepidagado da engrenagem intermediaria é por

eles determinada, mas até aquela época, nao havia atraido pesquisas suficientes.

Nguyen e Woo [Nguyen-2008] apresentam uma plataforma de testes

eletromagnéticos de vibro-impacto que foi projetada, fabricada e testada em
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laboratdrio, capaz de gerar forcas de grande impacto, e, por conseguinte maior taxa

de penetragao.

Sokolov et al. [Sokolov-2007] utilizaram o conceito de sistemas auto-ressonantes.
Apresentaram o projeto e a plataforma experimental de um shaker que utiliza
atuador eletromagnético. O regime ressonante pode ser obtido com impactos nos
dois lados, de um lado, ou sem impactos. Para isso, atuadores eletromagnéticos
elementares podem ser usados com sucesso em varios sistemas auto-ressonantes,

incluindo maquinas de vibragao de alta poténcia.

Sosnovskiy e Sherbakov [Sosnovskiy-2007] realizaram estudos na area de tribo-
fadiga associado ao vibro-impacto. No artigo, tratam de danos residuais irregulares,
denominados de fendbmeno troppy, que ocorrem na area de contato em atrito de
rolamento em um sistema com vibro-impacto. E feita a modelagem matematica e

simulacao de distribuicdo de tensdes.

Bazhenov et al. [Bazhenov-2009] consideraram diferentes métodos de modelagem
do impacto em sistemas com vibro-impacto, seja pela forga de interagdo do contato
na qual pode ser considerada como for¢ca elastica, bem como a forga
correspondente a lei de Hertz, com a ajuda do método da condigdo de contorno
utilizando o coeficiente de restituicdo. E feita a comparagdo dos resultados da
modelagem por meio desses meétodos e propostas recomendagbes para sua

aplicacao.

Liang et al. [Liang-2008] abordaram o controle em um sistema de vibro-impacto
baseado na lei do controle de amortecimento e, em seguida, investigaram o
comportamento dindmico desse sistema. Eles concluiram, com a simulagéo
numérica, que este esquema de controle ndo apenas suprimiu o caos para a orbita
periddica, mas também gerou o caos no sistema. Em seguida, afirmam confirmar a
viabilidade e a robustez do controlador. O sistema sob analise é de dois graus de
liberdade, amortecido, com forga atuando nas duas massas e barreira rigida em um

lado de uma coordenada.
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Um sistema com vibro-impacto e atrito seco foi analisado por Andreaus e Casini
[Andreaus-2002], os quais discutiram os fenbmenos chamados de stick-slip, stick-
contact e slip-contact. O sistema de um grau de liberdade colide contra um obstaculo

e possui excitagao de base que transfere energia para o sistema por atrito.

Brindeu [Brindeu-2000] tratou de um método direto que é aplicado para sistemas
com um ou varios graus de liberdade, cujo movimento foi analisado por meio das
equacgbes de Lagrange. Como exemplos, foram apresentados um caso particular de
um grau de liberdade, o qual consistiu em um mecanismo biela-manivela, e um
sistema com dois graus de liberdade. O autor afirma que o estudo de movimentos
periddicos em sistemas com vibro-impacto com dois graus de liberdade é bastante
trabalhoso por causa do grande volume de calculo necessario para a determinagao
das condi¢cbdes de estabilidade. Afirma, ainda, que com a ajuda das equacgdes de
Lagrange e do método direto, as condi¢des de estabilidade podem ser determinadas

eficientemente.

Rong et al. [Rong-2009] estudaram os métodos da transformag¢ao de Zhuravlev e da
média estocastica para analisar a resposta do sistema de impacto de um grau de
liberdade, ndo-linear e sob excitagao aleatéria. Comentaram que, para tratar estes
tipos de problemas, métodos aproximados tém sido desenvolvidos e utilizados. Entre
estes, citam-se os métodos de linearizagao equivalente, ou estocastica, os métodos

de perturbacéo, a média estocastica e a expansdo em séries.

Para, ainda, Rong et al. [Rong-2009], assim como em sistemas deterministicos nao
lineares de um grau de liberdade, nos quais, a solugdo exata € dificil, ou até
impossivel, consequentemente, métodos aproximados tém extensa utilizagdo na
analise do sistema, em determinados sistemas, tais métodos aproximados podem
ser estendidos para sistemas aleatérios. Os autores citam como estes métodos
aproximados, o método: dos pequenos parametros, de transformagdo de
coordenadas, das multiplas escalas, de parametro variacional diminuido, KBM, da

linearizagao equivalente, do balango harmdnico, entre outros.

Sistemas com vibro-impacto modelados de forma estocastica também foram

estudados por Wolter et al. [Wolter-2002], por meio de uma viga, a qual é limitada
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lateralmente em ambos os lados por batentes elasticos. Eles obtiveram modos
empiricos que sao usados como fungdes de aproximagdo no método de Galerkin

para se construir um modelo reduzido.

Kovaleva [Kovaleva-2004] apresentou a analise de um sistema dinamico estocastico
com impacto de uma estrutura flexivel, modelada como um sistema de multiplos
graus de liberdade em que uma das massas, a da base, colide com um anteparo
rigido. Para o autor, o exame do modelo reduzido pelo método da média estocastica

permite a estimativa das propriedades estatisticas do movimento de vibro-impacto.

Knudsen e Massih [Knudsen-2003] analisaram uma viga e um sistema de um grau
de liberdade amortecido e forgcado, ambos sujeitos a impactos, nos dois lados,
contra batentes elasticos. Os autores afirmam que no trabalho deles foram

avaliados:
— numericamente a estabilidade de drbitas periddicas e da bifurcagao local; e

— o impact work-rate, que é a taxa de energia dissipada nas superficies de
impacto. Essa propriedade, para eles, é tida como uma medida da energia

disponivel para danificar a superficie.

Além disto, foi dada atengdo para o experimento com uma viga em balango
apresentada por Moon e Shaw, a qual também é mostrada por Moon [Moon-2004].
Eles afirmaram que ha algumas discrepancias nos resultados simulados devida as

consideragdes de aplicacdo da carga e de amortecimento de Rayleigh, ou seja:

— para a carga aplicada, a carga distribuida foi usada na simulagdo, ao invés de

uma carga de deslocamento, como a empregada no experimento.

— em relagdo ao amortecimento, a parte proporcional a rigidez do
amortecimento Rayleigh, para os autores, fornecera maior amortecimento em
altas frequéncias. Essa caracteristica, no entanto, apesar de atraente em

termos numeéricos, nao é necessariamente correta.

Knudsen e Massih [Knudsen-2003] afirmaram ainda que o desgaste € um processo

lento em qualquer sistema de engenharia bem concebido e, além disso, a excitagao
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harménica € uma caracteristica de muitos desses sistemas (por exemplo, turbinas).
Assim, o estudo de o6rbitas peridodicas em um sistema de vibragao harmdénico com
desgaste é relevante e que, para os autores, 0 método descrito no trabalho pode ser
usado para avaliar a suscetibilidade de desgaste em vigas ou estruturas que estao

sujeitas ao vibro-impacto.

Bapat [Bapat-1998] investigou os efeitos em movimentos peridédicos causados pelos
parametros como o coeficiente de amortecimento, o coeficiente de restituigcao
constante e variavel, a amplitude e a frequéncia da forca senoidal e de uma forca
constante chamada de forga de influéncia (bias force), ambos aplicados sobre a
massa. Para o autor, abordagens de simulagdo sdo computacionalmente exaustivas
no estudo de movimentos peridédicos. O sistema analisado € de um grau de

liberdade e os batentes rigidos com folga em ambos os lados.

Em Luo et al. [Luo-2008] é apresentado um mapa tridimensional na analise de um
oscilador de dois graus de liberdade considerando o impacto perfeitamente plastico
ou inelastico. A dindmica nao-linear do sistema de vibro-impacto € analisada usando
o mapa de Poincaré. O foco do estudo € a atengédo para os fenbmenos de rising e
grazing que ocorrem nos problemas de aderéncia (sticking) em um sistema de dois

graus de liberdade com impacto plastico.

Para, ainda, Luo et al. [Luo-2008], a presenca da fase de aderéncia dificulta a
analise dinamica do sistema de vibro-impacto. E necessario esclarecer que esta fase
de aderéncia citada na publicagdo néo se refere a mesma singularidade encontrada
em sistemas com atrito seco e, sim, o movimento combinado das duas massas que
se impactam, pois o sistema analisado por eles é de dois graus de liberdade,
forcado em ambas as massas, as massas se impactam entre si por meio de um
anteparo rigido preso a elas, e estas estdo conectadas entre si e com a base por

meio de molas e amortecedores.

Utilizando a resposta de um sistema com vibro-impacto sujeito a uma excitagao
aleatéria e usando simulagdo numérica, Lin e Bapat [Lin-1993] propuseram um
método para estimar a folga de um sistema com vibro-impacto. Os resultados foram

comparados com folgas reais e, para eles, indicou uma boa concordéancia. O sistema
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do artigo € de um grau de liberdade, amortecido, com barreiras elasticas nos dois

lados e com excitacao aleatoria de base.

Tem-se observado alguns trabalhos que tratam de um método para construir o
chamado modo normal ndo-linear, costumeiramente abreviado por NNMs do inglés
nonlinear normal mode. Os préximos quatro trabalhos que serdo citados tratam

deste método.

Um sistema consistindo de um oscilador linear, com uma massa relativamente
grande, o que € uma aproximagao de muitos sistemas elasticos, e um oscilador de
vibro-impacto com uma massa relativamente pequena que funciona como um
absorvedor, principalmente, de sistemas vibratérios lineares, é analisado usando o
método NNMs por Mikhlin e Reshetnikova [Mikhlin-2006].

Um método numérico para a construcdo dos NNMs para sistemas autbnomos linear
por partes é apresentado por Jiang et al. [Jiang-2004] e por Chen e Shaw [Chen-
1996].

No trabalho de Jiang et al. [Jiang-2004], os NNMs s&o baseados no conceito de
variedades invariantes (invariant manifolds) e sdo obtidos utilizando uma solugéo
baseada em Galerkin. Para ilustrar a técnica foi apresentado um estudo de caso de
um sistema com dois graus de liberdade, ndo forgado, ndo amortecido e com
barreira elastica de um lado. Os autores alegam que, foi investigada a existéncia,
estabilidade e bifurcagdes do NNMs. O multiplicador caracteristico e o mapa de
Poincaré foram empregados para explorar a estabilidade dos NNMs e algumas
caracteristicas da resposta. Chen e Shaw [Chen-1996] também utilizaram os

conceitos de mapas de Poincaré e de variedades invariantes.

Os métodos analiticos utilizados por Mikhlin et al. [Mikhlin-1998] sdo do tipo NNMs
usando uma formulacdo para problemas de valores de contorno o que, para eles,
possibilitou o calculo de varios ramos de solugao de bifurcacdo periddica com
diferentes caracteristicas de impacto. Resultados numéricos foram obtidos pela
integracdo da equacédo de movimento e entdo usados para construir os mapas de

Poincaré. Para os autores, complicadas sequéncias de bifurcacbes dao razao para
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novos tipos de movimentos de impacto em um ou dois lados, instabilidades e
respostas caodticas. A analise apresentada, para eles, pode ser usada para estudar
bifurcagbes associadas ao problema inverso, isto é, para investigar degeneracgdes
na classe de sistemas de vibro-impacto que produzem uma Oorbita especifica no
espaco de configuragdo. O sistema analisado possuia dois graus de liberdade, nédo

amortecido, ndo forcado e com barreira nos dois lados de cada massa.

O estudo do comportamento de um oscilador descrito pela equacao diferencial de

Duffing impactando um batente em um ou em ambos os lados foi mostrado por:

— Bhutani et al. [Bhutani-1998]: obtiveram resultados utilizando um método de

diferenca central com um intervalo de tempo muito pequeno;

— Miti¢ [Mitic-1997]: analisou qualitativamente a estabilidade dindmica global do

sistema com base em retratos de fase e de mapeamento bidimensional; e

— Avramov [Avramov-2008]: utilizou a transformag¢do ndo suave de Zhuravlev e
o método das multiplas escalas. As consideragdes sao feitas no dominio da
ressonancia. A estabilidade e a bifurcagdo para a vibragado periddica foi
analisada. Para o autor, os resultados demonstraram eficiéncia do uso

combinado da transformacao e do método das multiplas escalas.

Xie et al. [Xie-2005] estudaram a bifurcacdo de Hopf-flip para mapas de alta
dimensao por meio da analise tedrica e da simulagdo numérica. Eles exemplificam o
estudo de um sistema de dois graus de liberdade, com forga aplicada em ambas as
massas, amortecido e com anteparo rigido impactando uma massa em um lado. A
estabilidade da solugdo periddica foi estudada pelo mapa linearizado. Para os
autores, movimentos peridodicos podem direcionar diretamente para movimentos de
diferentes tipos, tal como subharménicos, quase-peridédicos e movimentos no toro

dimensional alto (high dimensional tori).

No trabalho de Yuan e Jian-Hua [Yuan-2007] sdo considerados um movimento
simétrico e outro ndo simétrico, com dois impactos em um sistema com um grau de
liberdade que impacta entre dois anteparos rigidos. A teoria das bifurcagdes do

ponto fixo é aplicada a esse modelo e confirmam que o movimento periddico
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simétrico tem somente a bifurcacao de pitchfork pela analise da simetria do mapa de

Poincaré.

Hinrichs et al. [Hinrichs-1997] investigaram numeérica e experimentalmente dois
sistemas dindmicos ndo suaves: um sistema com vibro-impacto e um com atrito
seco. O sistema com vibro-impacto possui um grau de liberdade, amortecimento,
excitacao de base e anteparo rigido em um lado. Os autores afirmaram que houve
uma boa concordancia entre as curvas de fase, diagramas de bifurcacdo e mapas

de Poincaré, com os resultados medidos e simulados.

Janin e Lamarque [Janin-2002] tém como foco as singularidades no mapa de
Poincaré de um sistema de um grau de liberdade, amortecido, forcado e com
impacto. O comportamento do mapa de Poincaré na vizinhanga de um ponto fixo
nao-diferenciavel foi investigado e dizem mostrar, a partir do mapa aproximado, que

a solugao periodica € estavel quando os multiplicadores de Floquet sao reais.

Shaw e Holmes [Shaw-1983] descobriram movimentos harménicos, subharménicos
e caodticos e analisaram as bifurcagdes a que aqueles movimentos conduzem. Foi
analisado um sistema de um grau de liberdade, amortecido, com excitagdo de base

e restricao unilateral elastica.

Luo e Xie [Luo-2004] estudaram um sistema de dois graus de liberdade com
batentes rigidos em ambos os lados de uma massa, amortecidos, e forcados em
ambas as massas. Para eles, uma importante aplicacdo do modelo € na dindmica de
tubos de trocadores de calor de reatores nucleares que sao projetados para
apresentarem folgas nos pontos de suporte e assim permitir a sua expansao
térmica. Afirmaram que a resposta desses sistemas é muito complicada e o
desgaste dos tubos sdo um dos maiores problemas na industria nuclear. A
passagem do fluxo de fluido e a viga podem resultar em movimentos cadticos e,
desse modo, o comportamento de bifurcacdo e os movimentos cadticos podem
prover uma apropriada ferramenta para o estudo de desgaste no tubo. No artigo, sao
analisadas a estabilidade e a bifurcacdo de Hopf e pitchfork para um movimento

simétrico de dois impactos por periodo.
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1.4 Motivacao e Objetivos do Trabalho

Embora diversos autores explorem sistemas com vibro-impacto, via de regra, a
analise de existéncia e de estabilidade conduzida nos artigos pressupde movimentos
de topologia simples. As topologias mais complexas sao analisadas em geral por
meio de mapas de Poincaré, expoentes de Lyapunov, diagramas de bifurcagao e

localizacao de atratores cadticos.

No trabalho de Barbosa [Barbosa-2009], as simulacbées mostraram movimentos
periddicos de padrées incomuns quando comparados com aqueles analisados na
literatura. Chama a atengéao, a existéncia de movimentos com “elevado” numero de
impactos por periodo e a percepcao de que, nas frequéncias das quais a frequéncia
de excitagao é multipla, a ocorréncia destes “movimentos peridédicos estranhos” é

mais provavel.

A anadlise detalhada de topologias de sistemas com vibro-impacto, com a
determinacdo de padrbes e a analise da existéncia ndo sdo metodologicamente
exploradas na literatura consultada. Faz-se necessaria uma minuciosa analise do
sistema com vibro-impacto, que possui linearidades fortes a fim de que se tenha

qualitativamente um estudo do comportamento destes sistemas.

A dissertacado tem por objetivos diretos:

— analisar as condigbes de existéncia e estabilidade de alguns padrbes de

movimentos periddicos, de topologia simples e, também, mais complexa;

— caracterizar um conjunto de movimentos e propor metodologias de analise
guanto a sua condi¢ao de existéncia e estabilidade por meio de um modelo de

estado; e

— analisar caracteristicas de mapas que relacionam estados nos instantes de

colisdo, de ordens e numeros de colisdes por periodo diversos.

Adicionalmente, busca-se:
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— contextualizar o estado da arte no que diz respeito ao estudo do sistema com
vibro-impacto, notadamente sobre a existéncia e a estabilidade de

movimentos;

— descrever a modelagem matematica do sistema selecionado para estudo,

explorando caracteristicas que facilitem sua analise no espago-estado;

— apresentar um conjunto de simulagbes que apontem a existéncia de

movimentos periddicos com diferentes numeros de colisbes por periodo.

1.5 Organizacédo da Dissertacéo

Além do capitulo introdutério, a dissertacdo € composta de mais quatro capitulos,

totalizando, portanto, cinco capitulos.

O Capitulo 1 apresenta o problema de interesse com varias consideragdes
pertinentes. Dispde comentarios acerca da importancia do estudo de sistemas com
vibro-impacto, da analise da estabilidade e de hipéteses comumente realizadas em
sistemas com impacto e, apos uma secédo disponivel com a revisdo bibliografica. Em

seguida estdo a motivagao, os objetivos e a estruturacédo da dissertacéo.

O Capitulo 2 apresenta a modelagem matematica do sistema dinadmico, explorando
a solugédo na sua forma adimensional e matricial para a constru¢dao do mapa nao-

linear.

Os mapas de movimentos com topologia mais complexa sado apresentados no

Capitulo 3.

No Capitulo 4 mostram-se as simulacdes numéricas da analise de estabilidade de

um padrao de movimento periédico.

O Capitulo 5, por fim, apresenta analise final do trabalho, destacando as conclusdes

e proposi¢des para trabalhos futuros.



2 Modelagem Matematica do Sistema

O capitulo apresenta o equacionamento
do movimento em sua forma autbnoma,
os detalhes do mapa né&o-linear, a
indexacdo de topologias de movimento,
bem como as condi¢des de existéncia do

movimento de topologia simples.

2.1 Equacgéo de Movimento

O modelo fisico do sistema em estudo esta novamente esquematizado na Figura
2.1, e consiste de uma base oscilante, na qual se move um bloco e este esta preso a
base por meio de uma mola com coeficiente de rigidez k£ e de um amortecedor com
coeficiente de amortecimento viscoso ¢. O movimento do corpo de massa m €
limitado por duas restricdes laterais, contra os quais ele impacta repetitivamente. A

folga entre o corpo e as restri¢gdes laterais ou batentes € denominada por A.

] >Z ]

VAN
C

—>Ss =8, COS pt

Figura 2.1: Sistema com vibro-impacto e oscilagao de base.

Como o sistema é dito linear por intervalos, analisa-se 0 movimento do bloco antes
que ocorra o processo de colisdo. Os movimentos do bloco e da base sao dados,
respectivamente, pelas coordenadas z e s. Pela aplicagdo da segunda lei de

Newton, tem-se
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& k(g0 @1

O movimento relativo € definido como y=z-s, que substituido na Equacgéo (2.1)
permite escrever:
d’y dy d’s
mEL v e iy =S 2.2
i dt b dt’ (22)
A oscilagao da base é tida como um movimento harménico descrito por s =, Cos pt,
onde s, € p s&o, respectivamente, a amplitude e a frequéncia da excitagdo. Entéo,

pode-se obter

d’y  dy
1 +cE+ky:msop2 Cos pt (2.3)

m

que é valida enquanto o bloco ndo atinge os batentes. Com o intuito de

adimensionalizar a Equacgao (2.3), define-se

r:a)nt,a)n=\/km*1,a):£,x:le§: ¢ (2.4)
a)n yO Zma)

n

sendo ®, a frequéncia natural de oscilagdo do sistema e ¢ o fator de

amortecimento.

Com as consideragdes na Equacao (2.4), a Equagéo (2.3) leva a

2
+2§ﬁ+x: 5o® cos(awr) (2.5)
dr Yo

d’x
dr?

Quando o corpo atinge o batente, o deslocamento y descrito pela Equacédo (2.3)
equivale a folga A. Portanto, se faz necessario, também, escrever a folga na forma
adimensional para que seja imposto o intervalo de validade da Equacgao (2.5). Entao,

fazendo:
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y<A = ylsyﬁzg (2.6)
0 0

Adota-se que y, =s,. Por conseguinte, substituindo na Equagéo (2.5) e modificando

a notacgao, apresenta-se
56(1)+2§5c(1)+x(r)=a)2 Cos(a)r), |x|£g=— (2.7)

a qual estd na forma adimensional e rege o movimento entre duas colisdes

consecutivas.

Parte-se para a andlise da resposta governada pela Equagéao (2.7). Para isso é
necessario lembrar a consideragado descrita no capitulo anterior do infimo intervalo
de duragcdo do impacto. Com isso, as condi¢gdes de inicio do movimento sao a
posicao e a velocidade no fim do processo de colisdo. Portanto, o tempo também

sera contado a partir do instante final da colisdo, e representa-se x(7)=x e x(7)=v.

Supde-se que o sistema seja sub-amortecido, ou seja, com & <1. Obtém-se, assim,

x(r)=ae* 1 pe* "y 4cospcos(wr)+ Asen psen(wr)

i(r)=aA, e Vv b2, e~ dwcospsen (w7)+ Awsen pcos(wr) (2.8)

i(r)=ar? e 1 ba2 e - 4w? cospcos(wr)— Aw? sen psen(wr)

onde:
J === =&, By ==t + =& | (2.9)-a

o’ (1—a)2)

(1-0?) +(220)

o’ (2¢w)

\ (2.9)-b
(1-0*) +(220)’

ACOS ¢ =

, Aseng =
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A, (X—Acospcosw? — Asen psen ot )— (v + AwCos psen w7 — Awsen ¢ Cos w7)
ﬁ“b _}‘a

a=

(2.9)-c
—,(X— Acospcos w7 — Asen psen w7 ) +(v+ Aw oS pSen w7 — Awsen ¢ cos w7)
/’i’b _//i’a

b=

Ao se substituir todos os termos relacionados nas Equagbes (2.9) e as respostas
contidas na Equacdo (2.8) na Equagao (2.7) verifica-se que a equacédo de

movimento ¢ igual a o cos(a)r), conforme esperado. Substituindo os termos das
Equagdes (2.9) em x(z) e x(7) contidos na Equag&o (2.8), verifica-se se a resposta
satisfaz as condigdes iniciais do problema. Entdo, para r =7, encontra-se x(f) =X e

x(7)=7v, de acordo com o esperado.

2.2 Mapa envolvendo os Estados nos Instantes de Coliséo

Voltando para a analise da resposta expressa na Equacéao (2.8), é feita a suposigéo

de que se conhega o estado do sistema no instante z,. Assim, enquanto o batente

nao for atingido, o estado podera ser determinado pelas equagdes:

l,,(r—r,)

x=a, e’y p e T4 4 cos(wr)+ 4, sen(o7)

(2.10)
i=al, e b2, e - 4 wsen(wr)+ A,wcos(wr)

Analogamente as Equacgdes (2.9), ter-se-a:

A =—E— j1-&, A =&t j1- & } (2.11)-a

o’ (2¢w)
(1— o’ )2 + (250))2

A =Asengp = (2.11)-b
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A (x,— 4. cos(wz,)— A4 sen(or,)) - (v, + A.wsen(or,) - 4wcos(wr,))
l ﬂ”b _ia
2.11)-c
i (x,— 4. cos(wz,)— 4, sen(ar, ))+(vl + A,msen(wr,) - 4 ocos(wr,))
; Py

i(7)

a Equacao (2.10) da seguinte forma:

Usando do vetor x:[)_c(r)}, que representa o estado do sistema, pode-se escrever

N e = . |cOsw7 CoOS w7
x(r):A(T,r)-x(r)+B(r,r)-Len aﬁ}B-Len m} (2.12)
onde:
A 1,8 el _ghlr?)

A= 1/1 {an alz}ﬂ 1/1 (2.13)-a

" ” ay, dy b a ﬂaﬂb (ej’ (T*f)_elb(T*f)) A elb(r 7) 1 e (z-7)

A A
B=| “ s (2.13)-b

wA, -wA,
s 1 {Zf“ 1312} (2.13)-c

/Ib_/?’a 21 22
sendo

511 = -4, (ﬂb ela(f’f)_ A, elb(r—?) ) — A, (eﬂb(rﬂ:)_ ega(r,;))

b, = —A ( PR eﬂb(ri)) rod (eab(fff)_ela(f,;))
(2.13)-d

by = A2, (%)) (4, €374, 4D)

by, =-AAJ, (eaa(r_f)_ elb(r—f)) rod ( Mg eaa(r_;))
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Repara-se que A(z,7)-(-B)..—A(r,7)-B =B, como pode ser verificado:

A(2,7)-(-B)=— {“ﬂ “12}[_4 _AS]:-A(f,f)-B:F“ ]ﬂ,com

Ay Ay -wA, +wA,

[;11 _ _Ac (/117 eﬂ,a(r—f)_/la el,,(r—f))_a)As (eﬂh(r—f)_eia(r—f)) =b,
b, = —A, (/1,, eh(F_ 2 el ) + A, (e"’("f)— e”“"("f)) =b,

by = —AJy (€= ) (2,47, &) =,

a

a

by, = —AA A, (e‘"("f)—e*h("f) ) + WA, (/lb et e“"f)) =b,,

Assim, pode-se escrever:

B=A(7,7)-(-B) (2.14)

Considerando a Equacéo (2.12), os termos das Equagdes (2.13)-a, (2.13)-b, (2.13)-c

e (2.13)-d, a solugdo baseada no estado para o instante 7 é:

CoS w7 COS w7
=A(r,7)-x(7)-A(7,7)-B- _|+B- 2.15
X(T) (T T) X(T) (T T) Len a)r}r Len a)z} ( )
onde x:[x x]T € o vetor de estado, A é a matriz dindmica do sistema e B

trabalha como uma matriz modificada de entrada.

Se for considerado o instante r=7 na Equacdo (2.15), a equacgdo trivial é

encontrada, ou seja, x(7)=x(7), ja que A(7,7)=I, com I representando a matriz

identidade.

Admite-se a colisdo como perfeitamente elastica, com coeficiente de restituicado e.

Entdo, em um instante infinitesimalmente anterior, r~, e posterior, r*, a colisao,

pode-se escrever
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x(f):B O]x(r;);l-x(f) (2.16)

As Equacgbes (2.15) e (2.16) podem ser manipuladas para obter um mapa entre dois
impactos sucessivos. Para isso, serdo necessarios alguns passos de analise do

movimento:

a) Supondo-se que no instante 7,, tem-se a condigdo inicial do movimento:

x(z,)=[x v,] . Entdo, até a primeira colisao:

x(r)=A(r,r0)~x(ro)—A(r,z'o)-B~[COSCM°}+B~[COS&)T} (2.17)

sen oz, sen wr

b) Seja 7; o instante da primeira colisdo. Dai até a segunda coliséo ter-se-a:

x(r):A(r,rl)-J.x(rl)-A(ml).B-[COS‘”H}B{COS“”} (2.18)

sen @z, sen wr

com x(rl’) calculado da Equacgéo (2.17), substituindo-se 7 por z; . De fato, para

=1, na Equagéo (2.18), tem-se:

. ) cos wt cos
X(Tl )ZA(Tl 171)'J'X(T1 )_A(Tl ’Tl)'B.[sen a)rijB'Len ZZﬂ

Como A(z,7, )=1I, encontra-se x(z; )=J-x(7; ), 0 que se esperava obter.

c) Seja r, o instante da segunda colisdo. Dai até a terceira colisao ter-se-a:

X(r)zA(r,rz)-J-x(rz)—A(r,z'z)-B-{Coswrz}+B-[cosz} (2.19)

sen o, sen ot

d) Logo, seja z; o instante da i-ésima colisdo. Dai até a (i +1)-ésimacoliséo ter-

se-a:
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Coswt, CoOsSwt
=A(r,7,)-J- “)-A(r,7.)-B- "|+B- 2.20
X(r)=A(n.7) X(T’> (.7) [sena)rl} Lenwr} ( )
Com a mesma sistematica listada anteriormente, da Equacdo (2.20) pode-se

escrever que infinitesimalmente antes da (i+1)-ésima colisdo, a qual ocorrera no

instante 7_,, tem-se

i+17

x(r;1)= A(z‘,ri)-J~x(rl.")—A(z‘,ri)-B-{Cosa)T’}+B~[Cosw1 (2.21)

sen o, sen wr

Multiplicando a Equacéao (2.21) por J, tendo em conta que J ¢é diferente de zero,

pode-se escrever

COSwr, COSwt
. - \=7J. N.J. \—7J. )-B- ! -B- 2.22
J x(rlﬂ) J A(r,rl) J x(rl) J A(r,z'l) B Lena)q}ﬁ] B Lean ( )

. T . . . e . oz s P~
Seja x, =[x, v,] o estado do sistema imediatamente apdés a i-ésima coliséo.

i

V.

1

Assim, pode-se escrever que J-x(r[):{ } e obtém-se a seguinte forma da

Equacao (2.22):

Xi+1

=J-A(7,,,7)-x, _J.A(Twl’z_i).B.|:COS(UTi:|+J'B'{COSG)TIM

sen wr,

} (2.23)

sen oz, ,

com Az, =7,,—-7; € as matrizes A(Ar) e B sdo as apresentadas nas Equagdes

(2.13)-a e (2.13)-b, respectivamente.

2.3 Indexacdo de Topologias de Movimentos em Resposta

Estacionaria

As condi¢cbes de resposta peridodica do sistema, como expressas pela Equacgao

(2.23), podem ser escritas na forma
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X, =X,,paraalgum(i,n)eN, i>i (2.24)

onde i, representa um numero de impactos a partir do qual o estado estacionario €

alcancgado.

A topologia do movimento do estado estacionario pode ser caracterizada por um par

m-n (m,n IS N) , onde

— m indica a raz&o entre o periodo da resposta e o periodo da excitacédo, que sera

denominada de ordem do periodo da resposta; e

— n representa o numero de impactos que ocorrem dentro do periodo da resposta.

Assim, por exemplo, um movimento de topologia 1-2 indica que o periodo da
resposta € o mesmo da excitagao e nele ocorrem dois impactos a cada periodo do

movimento.

As Figuras 2.2 a 2.8 apresentam algumas topologias de movimento.
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Figura 2.2: Topologia 1-4, com e=1; £ =0,05; w=1; £=0,3; x,=0,0 e v, =0,0.
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Figura 2.5: Topologia 2-10, com e
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Figura 2.8: Topologia 3-12, com e
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2.4 Regiao de Existéncia de Impactos no Movimento Linear
Das Equacgdes (2.11)-b, tem-se, de 4. e 4, que

2
«

A= (2.25)

\/(1—(02 ) +(260)

A Equacgao (2.25) representa a amplitude maxima para o regime permanente no
intervalo linear. Com isso, na regiao em que a amplitude do movimento do sistema
linear excede a folga, existe a possibilidade de impactos. A curva limite para que

impactos ocorram para £ =0,05 € apresentada na Figura 2.9.

12

Amplitude Linear

Figura 2.9: Amplitude maxima do sistema linear para £ =0,05.

2.5 Condicbes de Existéncia de Movimentos Periodicos 1-2

Simétricos

Diversos autores estudaram a estabilidade de movimentos peridédicos em sistemas
com vibro-impacto [Knudsen-2003][Luo-2008][Mikhlin-1998][Shaw-1983][Luo-2004]
[Janin-2002], seja por mapas de Poincaré [Yuan-2007][Luo-2008][Hinrichs-1997]

[Knudsen-2003], por multiplicador caracteristico [Jiang-2004], multiplicadores de
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Floquet [Janin-2002] e por variedades invariantes [Chen-1996][Jiang-2004]. As
condigdes de existéncia, no entanto, ndo foram objeto de atengdao maior, tendo sido

encontrado apenas um artigo sobre o tema [Luo-2008].
Uma condig&o necessaria para um movimento de topologia 1-2 é

=x, (2.26)

Barbosa [Barbosa-2009] analisou de forma mais detida as condi¢cbes de existéncia
do movimento 1-2 simétrico. Naquela analise foram consideradas as duas condi¢des
possiveis para a ocorréncia do movimento. Sao elas

X,y =—X; OU X, =X (2.27)

A outra condigao necessaria diz respeito ao tempo. Para um movimento de ordem 1,

deve-se observar:
T.,=1,+T (2.28)
Agora se pode, também, distinguir dois tipos de movimento 1-2 no tempo, a saber:

movimento simétriconotempo: r,,-7,, =77,

v } (2.29)

movimento assimétriconotempo: r,,,—7,, #7,,—-7,

i+1

As condigdes necessarias e suficientes para um movimento 1-2 simétrico sao

(2.30)

A anadlise combinada do mapa na Equagéo (2.23) e das condigdes nas Equacgdes
(2.26) e (2.28) permite chegar ao resultado de que somente a condigédo x,, =-x, é

possivel. No caso do padrao selecionado, mostra-se que ele € possivel em toda a

faixa de frequéncia e folga, o que nao significa dizer que ele é estavel.
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Considerando as condigcdées da Equacao (2.30) e as possibilidades da Equacao
(2.27), da Equacéo (2.23) obtém-se

COS w7, CoS T,
xl.+1:J-A(g)-xi—J-A(%)-B-{ '}LJ-B-[ ’*1} (2.31)
sen wr, senwr,,

Com a aplicagdo de relagdes trigonométricas, a Equagao (2.31) é escrita em fungao

de r,, tornando-se

X, =J-A(L)x, —J-(A(%)+I) BE;S]ZZ}
(2.32)
X =3 A(5)x,+d-(A(L)+1) E;fgj
A soma das Equacgdes (2.32) resulta em:
X+ X, =3 A(5)-(x, +x,,) (2.33)
Levando em conta a condi¢ao da Equacéo (2.26), tem-se da Equagao (2.33):
X, X, =3-A(%)-(x, +x,,,) (2.34)

As solugdes possiveis para a relagdo na Equagéao (2.34), sao:

- J-A(%)=1, esta solugdo n&o esta relacionada ao problema fisico; e

- X, +x,, =0, esta solugdo € a de interesse, pois x,,, =—X,.

Ent&o, desconsidera-se a condigdo de que x,,, =x,, ja que a periodicidade com dois

impactos por periodo igualmente espagados no tempo exige que x,,, =—X,,, =X, .

l

Com este resultado, podem-se desenvolver as Equagdes (2.32) para x,, ou para

X,,,, que se obtém resultado similar. Entdo, se escreve a Equacgéo (2.32) como
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Cos wr,
—xl.:J-A(é)-xi—J-(A(%)+I)-B-{Senwri} (2.35)
Desenvolvendo a Equacao (2.35), obtém-se
1 COS @7,
x, =(J-A(%)+1) -J-(A(§)+I)-B-{Senw%} (2.36)

Algumas observagdes em relagdo a Equacgao (2.36):

— 0 que a impde sdo as condicdes de fase entre a resposta e a excitagao para

que exista o estado x, que permita o padrdo de movimento desejado.

— nao ha nenhuma restricdo com relagdo ao parametro folga, que determina a

posicao em que os impactos ocorrem.

Para saber se determinado movimento pode ocorrer, em uma determinada
frequéncia, para uma determinada folga, dados os demais parametros do sistema,

deve-se impor

x, =(J-A(L)+1)" -J-(A(§)+1)-B-{Cosm’1 - {1 (2.37)

sen wr, v,

A Equacéao (2.37) estabelece as condi¢cbes de fase e a velocidade necessaria ao
final da colisdo para que a préxima colisdo ocorra na posi¢cao e no instante tal que
assegurem o padrdo de movimento. Se essas condigdes nao puderem ser
satisfeitas, a conclusdo € de que o padrao de movimento estipulado ndo pode

ocorrer.

Como determinar, entdo, as condicoes de fase e a velocidade? Para responder a

esta pergunta, recorre-se a Equagao (2.37) e faz-se:
T=(J-A(5)+1) -J-(A(%)+1)-B (2.38)

Entdo, a Equacgao (2.37) pode ser escrita como:
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Cos wr, t, 1, ||COsSwr, €
X, = T- = . =
sen @r, Ly 1, ||Senwr, v,
de forma que se tem:

t,,CO0SOT, +1,SeN W7, =& (2.39)-a

t,, COS T, +1,, SEN OT, =, (2.39)-b
E indispensavel que a relagéo sen’(wr,)+cos’ (wr,) =1 também seja satisfeita.

Da Equacéao (2.39)-a tem-se a seguinte solugéo para a fase:

coswr, =a-n+tB-1-n°
senwt, = B-nFa-1-1°

(2.40)-a

onde:

(2.40)-b

& L L
M= G- & S
tll + t12 tll + tlZ tll + tlZ

Substituindo as relagdes das Equagdes (2.40)-a e (2.40)-b nas Equacgdes (2.39)-a,

(2.39)-b e na relagdo sen’(wr,)+cos’(wr,), encontram-se, respectivamente, e

conforme esperado, ¢, v, € 1 como resultado.

Da Equacado (2.40)-a observa-se que a condicdo de existéncia do padrdao de

movimento indicado passa pelo termo (1—772), que deve ser maior ou igual a zero

para que existam cos(wz,) e sen(wr,) reais. Entdo, para que o movimento estudado

exista, a condigado (necessaria, mas nao suficiente) a ser satisfeita é
n* <1 (2.41)

De posse das condigdes de fase obtidas da Equacéo (2.39)-a, a Equacéao (2.39)-b
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fornecera a velocidade necessaria, completando as condicbes de existéncia do

padrdao de movimento, de forma que se pode escrever

Vi :(a'tm+IB't22)'77+(iﬂ't21ia'tﬂ)' 1-n* (242)

2.5.1 Regido de existéncia do movimento 1-2 simétrico

Para as condicdes de fase e velocidade, € necessaria a determinacdo dos

coeficientes da matriz T. Tem-se, para o movimento de topologia 1-2 simétrico, que
(r—f):%. Dessa maneira, a combinagao das Equacgbes (2.16), (2.13)-a, (2.13)-b,

(2.11)-a e (2.11)-b levam a escrever a Equacéo (2.38) da seguinte forma

i
22

by by 1 oty ot}
T= - N (2.43)-a
b, 1,| 0-(1-20"+0"+4&%0") deta't, ea't

com

T

5= —(1_e)(1_§2)e(%] COS(@%)_@_?)[P%(252)}

(2.43)-b
~(L+e)éyl-¢ %) (Jl—? gj
<1—fz><1—w2>{<1—e>e(flicos(ﬁﬁj+1_ee%ﬂ+
(2.43)-c
N =R N e
fy = 25(1—«:2)[(1—e)e(§3] cosUl_? £j+1_ee(%ZJ]+
’ (2.43)-d

+[2«fz—<1—w2>]<e+1>¢1-7e(-521sen(mgj

Va Va

ty= —(1-&° )[2 e(fﬁj cos(wll— &2 ﬁj + e[zg”’jﬂ] (2.43)-e
w
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V4

= (1—6()2)(1—52){24_%j cos(\/1—7 gj+e[_2§g+l} (2.43)

Ha, portanto, um valor critico de n correspondente ao limite entre as regides de

ocorréncia do impacto para o movimento 1-2. Se o valor critico nao ultrapassar a
unidade, considerando a relagao na Equacéo (2.41), o padrdo de movimento em

estudo é possivel, em determinada frequéncia @, para qualquer valor da folga ¢ .

Levando em conta a equagédo para n na Equacao (2.40)-b e a amplitude maxima

dada pela Equacao (2.25), obtém-se:

®* 1

Mer = 2 ' 2 2
\/(1—0)2) +(2§a))2 \/tll+t12

(2.44)

Substituindo na Equagéo (2.44) as Equagbes (2.43)-a-d e os valores de 4, e 4, da
Equacdo (2.11)-a, pode-se apresentar uma curva com a variagdo de r_.. O valor

critico de n depende apenas de e, £ e w, e é dado por

s

n2 = L(g)zz){e(ézj - ee(_3§%] } 4(1+¢) &1 &% sen [ S=Z gj . (e(‘%) .

_@_5
—ee[_%z’]]4(1—e)(l—(§2)cos(\/l—7 %)+ 2(1—e2)e(_2§g -8
sen (2 1- &2 g]+[(l—a)2)(e+l)2 ~2(e+1)’ + 2(1—§2>(1+e2)} (2.45)

e[_zijcos(Z 1- ¢ %}+[—(l—a)2)(e+l)2+2(e+1)2—8(1—52)4

e(%g +2(1-¢&2 )[e2 e[4§:‘z’j+1}1

A Figura 2.10 apresenta o plano de 7’ versus o, para e=1 e £=0.05. Repara-se
que 7> é menor que a unidade para qualquer valor de . A Figura 2.11 é uma

ampliagao da Figura 2.10 para melhor visualizar a regido em que »<0,1.
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No préximo capitulo serdo analisados os movimentos de topologias mais complexas.

Pelas Figuras 2.10 e 2.11, verifica-se que 0 movimento com periodo de ordem 1 e
dois impactos simetricamente localizados no periodo é sempre possivel no sistema.

Isto n&o significa que outros movimentos n&o sejam possiveis.
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3 Mapa de Movimentos Periddicos de
Topologia Mais Complexa

Neste terceiro capitulo, apresentam-se
um movimento de topologia 1-2
assimétrico, o mapa geral, que permite a
andlise de diversas topologias de
movimentos e uma forma de otimizar a
simulagdo. A apresentacao tedrica da

analise de estabilidade finaliza o capitulo.

3.1 Movimentos Periddicos 1-2 Assimétricos

As Equacdes (2.30) apresentam as condi¢gbes de existéncia de um movimento de
topologia 1-2 simétrico. Abstraindo-se da condigdo de movimento simétrico, as

condicdes de existéncia de um movimento 1-2 sédo

X2 =X,
} (3.1)

T2 =7 +T

COS @,
Apenas para facilitar a escrita, define-se a condigdo de fase como f, :[ }

sen wr,

Entdo, a Equacéo (2.23) pode ser escrita na forma

Xn=3-A(7,,,7,)-x,-J-A(7,,,7,)-B-f, +J-B-f,

i+ i+1

(3.2)

Sem perda de generalidade, o movimento 1-2 pode ser escrito como:
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x,=J-A(7,,7,) X, —J-A(7,,7,)-B-f, +J-B f,
(3.3)
X, :J-A(Tz,z'l)-xl—J-A(rz,rl)-B-fl—i—J~B-f2

Alterando-se a notagéao, as Equacgdes (3.3) sédo reduzidas a
X,=J-A-(J-Ay-x,—J-Ay-B-f,+J-B-f,)— J-A,-B-f, +J-B f,

a qual, apés manipulacdes, permite obter o mapa do movimento de topologia 1-2

assimétrico como

X, = (J-A)(J-Ay)x,—(J-A,)-(J-Ay)-B-£,+(J-A,)-(J-B)-f, + -
~J-A,-B-f,+J-Bf, 54

Aplicando-se as condicdes da Equagéo (3.1), tem-se x, =x, e f, =f,, de forma que

se é capaz escrever a Equacgao (3.4) da seguinte maneira:
-1
X =[T-(J-A,)-(3-A0) ] {[I-(3-A))-(J-A,)]-B-f,+(3-A,)-[J-1]-B-£,} (3.5)

Sendo os impactos assimétricos no tempo, pode-se definir a razéo

p=b1"lo :a)(rl—ro)jl_r:—a)(rz—rl) (3.6)
(27[ ) 27 27
w
Assim, o vetor f; pode ser escrito como:
. cosor, | cos(wz, +2rr) _|cos2rz —sen2rz £ —Cf, (3.7)
senwr, | |sen(wz,+2rz)| |sen2rm  COS2rm

de forma que a Equacéo (3.5) é escrita como

%o =[1-(3-A,)- (3 A) [ {[I-(J-A,)-(J-A,) ] B+(J-A,)-[J-1]- B-C 1, (3.8)
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ou
x, =T, (3.9)
com

T=[1-(J-A,)-(3-A) ] {[J-(J:A,)-(J-A,) ] B+(J-A,)-[J-1]-B-C} (3.10)

Como x, € o estado num instante de colisdo, a Equacéo (3.10) pode ser aberta em

duas outras, a saber:

1, COS T, +1t,SeNwr, =& (3.11)-a

t,, COS T, +1,, SEN T, =V, (3.11)-b
onde ¢; € o termo da i-ésima linha e da j-ésima coluna da matriz T .

A solucao da Equacéo (3.11)-a é dada por:

coswr, =a-n+B-\1-n°

(3.12)-a
senwr, = B-nFa-1-n°
onde
pe—t g o p-_2 (3.12)-b
i+ i+ i+
Para que o movimento estudado exista, a condigao
n* <1 (3.13)

deve ser satisfeita.
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A Equacao (3.11)-b fornecera a velocidade necessaria, completando as condi¢des

de existéncia do padrao de movimento. Entao,

Vo =(a -ty +B-ty,) n+(fa -ty F f-1,,)-\1-7° (3.14)

3.1.1 Regido de existéncia de alguns movimentos 1-2 assimétricos

Para o movimento 1-2 assimétrico tem-se, da relagdo na Equagao (3.6), que:

2rrm
Tl =T0 +—
@ (3.15)
2
T2 ZTO +—
w

Desta maneira, a combinagdo das Equacgdes (3.15), (3.7), (2.16), (2.13)-a-b e (2.11)-

a-b levam a escrever a Equacao (3.10) da seguinte forma:

3.1

T hy B 1 ~0't], 'L,
ty tn| 20, [(1—@2)2+(2§a))ﬂ ety —2em’w’t,,

] (3.16)-a

com:
0, = J1-& (3.16)-b

1

5— o8] {cos(z% %)[(e+1)2 cos(4a)d%rj+[2a)§ (l+e2)—(e+1)2ﬂ+

(3.16)-c

T

+sen (2@, %)[(e+1)2 sen (4@, %rj + 2w, (14)}} + 20 (62 e(“%hlj
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_ —20)560]\2 {e(zim(lr)j sen (de g(r _1)j te e(*zfg(zfr)) sen (Za)d % 7’)} N

+2(e+1Y o %5) {cos(4a)d %rj[(zgzwz +1-0')o, cos(Za)d ) 20"
@’ sen (Za}d %ﬂ +sen (4a>d %r) [Zcfwzwj cos (Za;d %) + (2520)2 +1- a)z)
@, sen (Za)d %H} +2 e(_zggj {[(1— a)z)(4e§2 +(e —1)2) —25%(e +1)2} @,

T

COS(Za)d %j + 2§a)5 (1_ ez)sen (de %)} _ 4a)§wd (1_ wz){ez e(—4§5)+ 1}

2 2-r
= —ijN{ ot sen(Za)d )+ee o ))sen(zcod%rj}+

ertf e Hom{sn g n{zn )-r-ef
( o) Jrom(sa G- 20.5) 1)
r(an e oo et o)
)46t -1sasn 20,5 e 24 “Fl

M {e(_zég(l )] {a)d cos (Zcod ) +£sen (Za)d ﬂ - e(_zég(z_r)]
)

[a)dcos(Za)d—r +§sen Za)d%r }+4§a)e “[(e-1)m,

cos(Za)d a)) e+1 fsen 2a) = }+4§a)a) { }

N {e(zg“’(l ) {a)d cos(Za}d j +&sen (Za), ﬂ - e(%g(zﬂj
[a)d cos(Za)d—r +&sen de Z)rﬂ}JrZ 1—e)a)d

cos(de ) +(e+1)&sen Za)ig)}z a){ee w)_l}

(3.16)-d

(3.16)-e

(3.16)-f

(3.16)-g
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M= 2(e+1)] 2éwcos(2rr)-(1- 0" )sen(2rz)]
(3.16)-h
N=2(e+1)|(1-0)cos(2r7) + 28msen(2r7) |

De n na Equacao (3.12)-b e tendo em consideragao a Equacgao (2.25), obtém-se:

@* 1

Mer = 2 T2 2
\/(1—602) +(2§a))2 \/t11+t12

(3.17)

Substituindo na Equacéo (3.17) as Equacdes (3.16)-a-e, (3.16)-h e os valores de 4,
e 4, da Equagédo (2.11)-a, pode-se obter a variagdo de 7., cuja expressdo esta no

Anexo |.

Deve-se reparar que, diferentemente da Equacédo (2.45), em que n dependia de e,
o e &, na Equacao (l.1), depende de e, o, £ e r, este ultimo parametro presente

nas matrizes C e A. Importa, pois, verificar para quais valores de r a Equacéao

(3.13) pode ser satisfeita.

Fazendo-se r =}/, obtém-se a mesma curva obtida para o caso do movimento 1-2

simétrico, o que era de se esperar.

A Figura 3.1 apresenta o plano de 7’ versus o para e=1, £=0,05 e r=% , jana

Figura 3.3 é apresentada para os seguintes valores: e=1, £=0,05 e r:A. A

Figura 3.2 e a Figura 3.4 apresentam as regides em que 7’ € menor ou igual a 1,

respectivamente, das Figuras 3.1 e 3.3.
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Figura 3.1: Comportamento de 7’
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Figura 3.3: Comportamento de 7
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o
©

Figura 3.4: Regido da Figura 3.3 para nfr <1.

A Figura 3.5 apresenta o que poderia ser um movimento 1-2 assimétrico no periodo.
Obviamente tem-se o mesmo movimento independentemente do estado inicial
comegar em +& ou —¢. Portanto, as condigbes de existéncia deveriam ser as
mesmas, tanto quando a colisdo entre os estados repetitivos ocorre no instante
2(1-r)z

(]

. No entanto,

i+l i

2rrw ,
7, =7,+——, como quando ela ocorre no instante r,, =7, +
[0

as Figuras 3.1 e 3.3 apresentam condi¢des, no que diz respeito ao parametro 7, ,

diferentes. Isto apenas confirma, como ja discutido, que a condigdo r* <1 é, de fato,

apenas necessaria. As condigdes de suficiéncia estéo relacionadas a velocidade. No

caso do movimento 1-2 assimétrico, estas condigdes s&o:

=.

r=a i

vi+1|,.:1_a =V r=a

Obviamente que, para a ordem do movimento que se esta em consideragao, a deve

ser menor que a unidade.
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Figura 3.5: Exemplo de um movimento 1-2 assimétrico no periodo.

3.2 Movimentos Peridédicos de Topologias Gerais

As condi¢des necessarias de existéncia de um movimento de topologia geral podem

ser escritas como:

XHn = X[ = Xn = XO
(3.18)

., =1,+T = f =1,

Uma forma geral permite escrever o mapa a seguir, que pode ser desenvolvido para

as diversas topologias de movimentos periédicos. Entéo:

X = {lf[l[J.Ai]}.xo _{[ﬁl[J.Ai]}.B.fo +:Z;{{iﬁ[l[J~A,~]}'[J—I]‘B'fk}+ 5.19)
+J-Bf,

Avaliando, ainda, que

rk=(rk—;r°) - f, =C, f, } (3.20)
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0 mapa da Equacgao (3.19) é escrito como

i=n—1 j k=1 i=n-1

X, = {ﬁ[J-Ai]}-xo—{ﬁ[J-A[]}-B-fO+§Hﬁ[J-A[]}-[J—I]-B-Ck -fo}+
(3.21)
+J-Bf

Analisa-se a Equacgao (3.21) para as condi¢gbes necessarias e suficientes presentes

nas Equacdes (3.18) e (3.20), tornando-se, entao,

i=n-1

X, :{lﬁl[J-Ai]}xo—{iﬁl[J-Ai]}-B-fo +g{{ﬁ[J-Ai]}-[J—I]-B-Ck -f0}+J-B-f0

Dai,

{I—ﬁ[J-Ai]}-xo ={J—f[ [J-Ai]}-B-foJr nl{{ﬁ[J-Ai]}-[J—I]-B-Ck -fo} (3.22)

i=n-1 i=n—1

Da Equacéo (3.22), verifica-se que:

n—1

P~x0=Q-fO+;Rk-Ck-fo (3.23)
onde:
P :I—iﬁl[J-Ai] (3.24)-a
Q= {J—lf[l[lAi]}-B (3.24)-b
R, - {iﬁl[J-Ai]}-[J—I]-B (3.24)c
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cos(r,27) —sen(r, 2r)
k= (3.24)d
sen(r, 27) cos(r, 27)
Devem-se, agora, impor, na Equacao (3.23), as restri¢coes:
n-1 &
xO:P‘l-{Q+ZRk-Ck}-fO=[ } (3.25)
k=1 Vo

sendo n igual ao numero de impactos dentro do periodo da resposta e as matrizes

P, Q, R, e C, determinadas pelas Equagbes (3.24)-a-d.

Para a determinag&o adequada da razdo r,, € preciso observar que

E, k=n-1..,1
n (3.26)
no caso assimeétrico: r, >,

no caso simetrico: r,o=

Um termo que leve em consideragdo a ordem do movimento, que € denominado por
m , € facil de ser considerado, tendo em conta que qualquer resposta periddica tem

periodo igual ou multiplo do periodo correspondente a fungcéo excitadora. Entéo:

T:m-z—”;meN (3.27)
@

Para calcular as condi¢gbes de fase do movimento, segue-se 0 mesmo procedimento

utilizado na secgao anterior. Voltando a Equacéo (3.25), faz-se
x, =T-f, (3.28)

e define-se uma matriz T, a qual, de forma geral, pode ser escrita como:

T=P‘1~{Q+§Rk -Ck} (3.29)
k=1
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com as matrizes P, Q, R, e C, determinadas pelas Equagdes (3.24)-a-d.
Da Equacéo (3.28),

t,,COSmT, +1,SeN w7, =& (3.30)-a

t,, COS @7, +1,, SEN W7, =V, (3.30)-b

A solucdo da Equacéo (3.30)-a pode ser escrita na forma

coswr,=a-ntB-\1-n
senwr, = B-nFa-1-n°

(3.31)-a

onde:

£ t t
= a=—2“ = e ﬂ=—212 - (3.31)-b
t11+t12 t11+t12 \/tll+t12
Deve-se notar que a condigcdo de existéncia do padrao de movimento indicado
depende do termo /1-7° , que deve ser positivo ou nulo para que coswr, € senwr,,
sejam reais. Veja-se que a condi¢do necessaria sen’(wr,)+cos’ (wz,)=1 é satisfeita

para qualquer valor de . Entdo, para que o movimento estudado exista, a condigcao

(necessaria, mas nao suficiente) deve ser satisfeita:
n* <1 (3.32)
De posse das condi¢des de fase na Equacgéao (3.31)-a, a Equacao (3.30)-b fornecera

a velocidade necessaria, completando as condigbes de existéncia do padrao de

movimento, de forma que se pode escrever:

Vo =(a -ty +B-ty,) n+(ta -ty F B-1,,)\1-7° (3.33)



Movimentos Periédicos de Topologias Gerais 65

Os termos da matriz T sao determinados a partir da solugdo da Equacao (3.29) e

adquire a forma

T-= {tﬂ tﬂ} zlﬁl ﬂ (3.34)

tZl t22 5 t21 t22

A resolugdo dos termos da matriz na Equagao (3.34) sera calculada, como se pode
observar pela Equacdo (3.29), com as Equacdes (3.24)-a-d, que inclui a
consideragao das condi¢cdes presente nas Equacbes (3.18) e (3.20), além das
Equacgdes (2.16), (2.13)-a-b e (2.11)-a-b.

Determinados os coeficientes da Equacéo (3.34), se faz preciso calcular a regido de
existéncia do movimento que obedega a relagdo presente na Equagao (3.32). Para

isso, define-se um 7,,..

Com a Equacgao (3.31)-b, para n, e a amplitude permanente do movimento linear

associado, considerado na Equagao (2.25), define-se

@* 1

Mer = 2 T2 2
\/(1—(02) +(2§a))2 \/t11+112

(3.35)

A equacdo para 7, vai depender de e, @, &, e r,. Deve-se verificar para quais

valores de r, a equacdo pode ser satisfeita, dados os demais parametros.

Como o mapa da Equacao (3.21) sera idéntico para topologias com o mesmo
nuamero de impactos, consequentemente, as Equagdes (3.29) e (3.35), também
serdo idénticas. Portanto, o que se diferencia nessas equacbes € a escolha

adequada de r,, que inclui como mostrado na Equagéo (3.27), a ordem do periodo

da resposta.

Seguindo a metodologia apresentada nessa secao, diversas topologias de

movimentos podem ser analisadas.
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3.3 Otimizacao da Simulacao

A periodicidade do movimento também esta sujeita a uma regido do espacgo de
solucao que isto venha a ocorrer. Pode acontecer, dependendo das condi¢cbes
iniciais, que o movimento periddico acontega apds poucos, ou muitos impactos. Isto,

no entanto, pode exigir muito tempo para a analise.

Para efetuar a simulacédo de dados, foi necessario esperar o tempo de transiente da
simulagao até que se conseguisse obter um movimento periddico, para que fossem
estabelecidos os parametros do sistema. No caso simulado para e=1, £=0,05,

w=1 e £=0,2, a resposta nao ficou periddica nem mesmo quando se estendeu o

total de aproximadamente 500.000 impactos, como mostrada na Figura 3.6.

A aplicacdo do meétodo de otimizagdo permitiu uma condi¢cdo inicial tal que
possibilitasse, logo apds o primeiro impacto, obter um movimento periddico. Ora, a

obtencao da condicdo inicial que facilite este processo é possivel.

A partir da aplicagao da Equacao (2.15) de inicio do movimento, antes que o impacto
tenha ocorrido, e por meio da consideragdo de um tempo que sera chamado de

tempo de contorno, representado por z,, e de uma velocidade de contorno, que sera

representada por v,, obtém-se:

J"l-{i}zA(rc,O)-xo —A(TC,O)-B-[H+B-{Coswz—°}

sen wr,

entao:

I o [1] o, [cosar,
A(7.,0)-x,=J L }+A(rc,0) B [O} B Lena)ro}

c

&
Fazendo x, :{
v

c

i| , eScreve-se:
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(3.36)

1 COS T,
xozAl-Jl-xc+B-{0}Al-B-{ 0}

sen wr,

onde

sen wr,
7, =arctan

Cos w7,

As condigbes de fase sen(wr,) e cos(wr,) sdo determinadas usando as Equagdes

(3.31)-a e (3.31)-b, enquanto a velocidade de contorno, v,, é dada pela Equacéo

(3.33). Com o estado que deve ser observado ao término do processo de colisdo, é

possivel obter a condi¢&o inicial por meio da Equagéo (3.36), sendo que o estado x,

€ 0 estabelecido logo apds a primeira colisdo. Antes da colisdo, o tempo € tipo como
7=0.

A Figura 3.7 mostra o movimento periddico obtido logo apds o primeiro impacto,
utilizando as condi¢cdes de fase e velocidade para o movimento de topologia 1-2

simétrico.

0.2

0.15+

0.1Ff

0.05 -

-0.05 -

0.1+~

-0.15 -

-0.2
0

Figura 3.6: Movimento nao-periddico, com e=1; £ =0,05; o =1; £=0,2; x,=0,0 e v, =0,0.



Otimizagao da Simulagao 68
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-0.15
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Figura 3.7: Movimento periodico, com e=1; £=0,05; w=1; ¢=0,2; x,=0,2 e
v, = —0,7832903073871. Topologia obtida logo apds o primeiro impacto.

3.4 Movimentos Periddicos 1-4 Simétricos

Analisando um movimento de topologia 1-4, da Equacdo (3.18), as condi¢des

necessarias de existéncia podem ser escritas como

X, =X,
} (3.37)

r,=1,+T = f,=f

A Equacéo (3.19) possibilita apresentar o mapa do movimento de topologia 1-4 que

€ escrito conforme a seguir:

l [J-Ai]}-[J—I]-B-fl

X, = {fs[[J'Ai]}'Xo—{lli[[J-Ai]}-B-fO+{

1

(3.38)

+{Q[J-Ai]}~[J—I]-B-f2+[J-A3][J—I]-B-f3+J-B-f4

Pela Equacéo (3.25) e considerando a condigdo na Equacao (3.20), tem-se
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&
x,= P7{Q-f,+R,-C,-f,+R,-C, -, +R;-C; f,} { }

Vo

(3.39)

onde as matrizes P, Q, R, s&o determinadas pelas Equagbes (3.24)-a-c, isto €,

P=1-[[5A] = Pl A A A A

Q:{J_fsl[J.Ai]}-B = Q:(J—[J-AS][J-Az][J-Al][J-AO])-B

| R~ ([0 AT A D) o] 8
Ro{[IEAT -1 = | R (A A -8
R

(A 1) B

Entdo, na Equacao (3.39), obtém-se:

%= (1[0 A - A A A {(0-[3- A3 ][54,
[J-A,])-B-f,+([J-A;][J-A,][J-A,])-[I-1]-B-C, -, +

+([J~A3][J-Az])~[J—I]-B~C2~f0+([J-A3])~[J—I]-B~C3~fo} =[¢ V]

(3.40)

Da Equacao (3.40), percebe-se que devem ser determinadas as condigcbes com

relagdo ao tempo, logo, r,. Entdo, como os impactos sdo igualmente espagados no

periodo, tem-se, das Equacgdes (3.20), (3.26) e (3.27) que

7 :mg, m=1ek=123

(3.41)

Consequentemente, das relagbes na Equacdo (3.41), as matrizes C, podem ser

determinadas pela Equacgao (3.24)-d.

A matriz T agora é dada por
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T= (I_[J'As][‘]’Az][J’Al][J'AO])_l'{(J_[J'AS][J'Az][J'Al]
[7-A,])-B+([J-A][T-A,][T-A,])-[I-1]-B-C,+([J- A,] (3.42)
[J-A,])-[3-1]-B-C,+([J-A,])-[I-1]- B-C,

Seguindo a mesma metodologia de resolugdo apresentada na sec¢do anterior,

encontram-se os coeficientes da matriz T, podendo-se assim, verificar o 7., cuja

expresséo € dada no Anexo Il, e a regido da condigdo necessaria esta apresentada
na Figura 3.8.

Pela Figura 3.8, percebe-se que o movimento 1-4 simétrico obedece a condi¢ao da
Equacado (3.32), para toda a faixa de frequéncia e parametros selecionados.
Portanto, o movimento € sempre possivel, mas isso ndo significa que seja estavel e

que outras topologias de movimentos ndo sejam possiveis.

Figura 3.8: 77{5, com e=1e £=0,05. Topologia 1-4 simétrico.
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3.5 Analise de Estabilidade para o Movimento 1-2 Simétrico

el . . . o .
Suponhamos x, :{ } isto é, o estado numa colisdo. O estado na préxima colisdo
vi

sera dado por

X . = xi+1(ri+1;z-i’vi) _ —€ _ - (3 43)
i Vi+l (Ti+l; z-i ! vi ) Vi+1 _Vi .

desde que se deseje um movimento 1-2 simétrico.

Tem-se que

7=t (xv7) = 5=71(%V7) } (3.44)

Vi :vi+l(xi’vi’ri) = Y :Vl(xo’vo’fo)

Supondo x,,, =—x, e derivando os dois lados da Equagéo (3.43), para a analise da

estabilidade de um movimento, escreve-se

{a(ajv)} ) a(f, v,.)m (3.45)

Fazendo V = {i 8_} reescreve-se a Equacao (3.45) como
7 V;
x-vzﬂ-v (3.46)
\%
que resulta em
0 0

{% a"“l}: v, v, (3.47)
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A solucao da Equacéo (3.47) fornecera as seguintes derivadas:

_ | 9% || 9T , obtidas a partir da primeira linha; e
or, ov

i

— com as solugdes do item anterior, substitui-se nas equacdes {%} e {%}
T

i

que s&o obtidas na segunda linha.

Para o movimento de topologia 1-2 simétrico, na Equacao (2.31), a Equacéo (3.47)

torna-se

aTH—l 6Ti+l
or. ov, d., d
D= ; 7, ) V; - = e . 2 . |:d11 12:| (348)
Vi Vi Vo, [(1— a)2> + (Zé:a)) j| 21 22
ot ov,

1 1

onde D é a matriz de estabilidade e os termos da Equagao (3.48) sao

T

d, = [(1— o’ )2 + (2560)2},( 5«)) {[—a)z cos(@7y)+vé + g} sen (a)d %) +

(3.49)-a
V@, cos(a)d %)}
d, = [(1— ° )2 + (25(0)2}(_5:’) sen (a)d %) (3.49)-b
dy = ea)sa)[;le(_g‘i‘r’] {{2&03 cos(wz, )’ - (0’ —e- 2§v0)sen (w7,) - a)[(a) —~ a)s)
sen (@, )+ (467 + " ~1)v, + 28«’;:] Cos(a)ro)} o {cos(a)d %) + e(ff,q +
+{—a)3(a)2 ~1+2£%)cos(w7,)’ + 0 (1+ 0 )sen (wz,) + (” +4£2-3) (3.49)-c

Ev, + g(a)2 -1+ 252)]60008((070)—[(@2 -1+ 252)1/0 +(l+ wz)fg}

sen(wr,)} @, sen (a)d %)}
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¥4

d, - ew;le(‘fa] {_[(a)s _ aﬁ)sen (w7,)+ 280" cos(a)ro)} 0% Cos(a)d %) +

_[(a)s + a)3)§sen(a)r0)—(a)2 -1+ 252)604 Cos(a)ro)] w,

) (3.49)-d
sen (a)d %) — a)dze(_ég) {(a)s - w3)sen (w7,)+ 20" cos(wz,) +
—[l+ o' +(2§2 —1) sz}vo}}
W, = 1-& (3.49)-e

Pela condi¢do de periodicidade do movimento considerado, traz-se que v, =—v,.

No movimento 1-2 assimétrico, tem-se, da Equacao (3.4) e considerando a Equagao

(3.7), que f, =C-f,. Obtém-se, entéo,

X,= (J-A))-(J-A;)x,—(J-A,)-(J-A;)-B-f,+(J-A,)-(J-B)-C-f, + (3.50)
~J-A,-B-C-f,+J-B f, '
Aplicando a derivada parcial a Equacéo (3.50),
%: i{(J.A ).(J.A )}x _i{(J.A ).(J.A ).B}.f _(J.A ).(J.A )
aTO 82’0 1 0 0 aTO 1 0 0 1 0
of, 0 of
B-—2+—4J-A,)-(J-B)-C}-f,+(J-A,)(J-B)-C-—2 3.51
8ro+aro{( 1):(JB)-C}-f,+(J-A,)-(J-B) ot (3.51)
_i{J.Al.B.C}.fO_ J.Al.B.C.%_{_J.B.%
7, or, 0Ty,
()& of,
—== (J-A))(J-A))+J-B-—= 3.52
X, ( 1) ( 0)+ 0xX, 12 ( )

Da primeira linha da Equacéo (3.47), as Equacdes (3.51) e (3.52) tornam-se
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of, 4o O
=2 = JEB M {(J-A)-(J-A) x, +—{(J-A,)-(J-A,)-Bl £
LA (e A A B
of, 0
+(J-Al)-(J-AO)-B-ﬁ—a—r{(J-Al)-(J-B)-C}-fo—(J-Al)-(J-B)- (3.53)
0 0
.C.%+1{J.A1.B.C}.f0+J.Al.B.C.%}
or, 0t, or,
M) JHBH-(J-A)-(J-A,)} (3.54)
axol’z

A segunda linha da Equacéo (3.47) é obtida diretamente da segunda linha das

Equacgdes (3.51) e (3.52), com oy

%o

o o

Xo

determinadas pela primeira linha das

11 12

Equacdes (3.53) e (3.54), respectivamente.

Com isso, pode-se definir a matriz do Jacobiano, obtido do mapa, para a analise de

estabilidade.

Do 07l Vol - or, Ov, (3.55)
| 01, ovy | dz, 0w

Os autovalores da Equacéo (3.55) devem estar contidos dentro de um circulo de raio
unitario, para que, com determinados parametros, o sistema seja estavel, e podem

ser calculados conforme mostrado na préxima secgao.
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3.6 Andlise de Estabilidade para o Movimento Geral

Considera-se, para um caso geral, que:

D{af:,"v,-)}a(f,v»m (359)

Pode-se verificar, da Equagéao (3.19),

i=n-1

oy Al 52T A s

+g{{iﬁ1[J'Ai]}'[J_I]'B : a(if,kv,)}”'B . a(ifiv,.) oo

ou, para um caso geral,

| (IR (LS|

—+
i=n-1 i=n-1 8TO
n—1 a k k af
+Z{—HH [J-A[]}-[J—I]B}-fk +{H [J-A[]}-[J—I]B-—"}Jr
k=1 870 i=n-1 i=n-1 7,
J-B %
To

Zi';: {i_jl[J'Af]}+n1{{f{[J~A,.]}-[J—1].B.5i}+J.B.%

k=1 | Li=n—1 Xo 0x,

onde f, s&do dados pelas Equacgdes (3.20) e (3.24)-d.

Determinam-se as raizes da matriz D conforme Shaw e Holmes [Shaw-1983], isto €,

A =%[tr(D)i\/(tr(D))2 —4|D|j

(3.58)
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onde tr(D) e |D| sao, respectivamente, o trago e o determinante da matriz D.

Os possiveis autovalores representados na Equacado (3.58) levam, para

determinados parametros, aos seguintes comportamentos do sistema:

‘lj‘<1 = estavel,
‘/1,‘>1 = instavel, (3.59)

‘/1]‘ =1 = centro.



4 Analise de Estabilidade de Movimentos

Neste capitulo é analisada a estabilidade
de movimentos para determinados
parametros do sistema. O objetivo é
demonstrar a aplicagdo dos mapas

apresentados nos Capitulos 2 e 3.

4.1 Estabilidade do Movimento 1-2 Simétrico

As Figuras 4.1 a 4.8 apresentam o valor do modulo dos autovalores do mapa que
relaciona impactos sucessivos no movimento 1-2 simétrico, na regiao de frequéncia
onde, para os parametros adotados, ocorrem os impactos, isto €, na regido em que
n* <1. Mesmo na regido de possibilidade de impactos, o movimento 1-2 simétrico

pode ser instavel.

Repara-se que, o movimento de topologia 1-2 simétrico torna-se instavel nas
frequéncias mais altas quando a folga (¢ ) cresce, estando o limite inferior da regido
de instabilidade cada vez mais préxima da frequéncia de ressonancia do sistema

linear associado ao sistema real.

Por outro lado, uma regiédo de instabilidade de frequéncia mais baixa passa a surgir

quando a folga ¢ é reduzida, como mostram as Figuras 4.1 a 4.4.
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[0}

=0,1.

0,05;e=1e ¢

Figura 4.1: Regido de estabilidade para &

0,05; e=1e =0,2.

Figura 4.2: Regi&o de estabilidade para &
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0,05; e=1e £=0,3.

Figura 4.3: Regido de estabilidade para &

0,05;:e=1e &=0,4.

Figura 4.4: Regido de estabilidade para &
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0,05; e=1e &=0,5.

Figura 4.5: Regido de estabilidade para &
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Figura 4.6: Regi&o de estabilidade para &
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0,05; e=1e £=125.

Figura 4.7: Regido de estabilidade para &

0,05; e=1e ¢=15.

Figura 4.8: Regi&o de estabilidade para &

Da Figura 4.9 até a Figura 4.11 apresenta-se, também, a variagdo do moédulo dos

7

, porem,

autovalores do mapa de impactos sucessivos em movimento 1-2 simétricos

Notam-se, para

%)

pequenas folgas, duas estreitas regides de instabilidade quando se varia a

para o fator de amortecimento viscoso bem mais alto (&

frequéncia. Quando a folga cresce, a regido de frequéncias mais altas torna-se
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instavel, estando o limite inferior desta regiao em frequéncias mais baixas a medida

que a folga aumenta.

=0,1.

0,5;:e=1e¢

Figura 4.9: Regido de estabilidade para &

0,5;e=1e £=0,5.

Figura 4.10: Regido de estabilidade para &
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0,5;e=1e ¢=1.

Figura 4.11: Regido de estabilidade para &

A Figura 4.12 até a Figura 4.14 trata de situagcdo semelhante a das Figuras 4.1,4.5 e

4.6, mas para coeficiente de restituicdo menor que a unidade (e=0,95). Também

neste caso, existem duas regides de instabilidade nas frequéncias mais baixas. O

limite inferior da regido de instabilidade mais a direita (frequéncias mais altas) torna-

se menor quando a folga ¢ aumenta. Na Figura 4.12, diferentemente das Figuras

4.1 e 4.9, ja aparece a regiao de instabilidade para as frequéncias mais altas.

=0,1.

=095 e ¢

0,05; e

Figura 4.12: Regido de estabilidade para &
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=0,5.

=095 e ¢

0,05; e

Figura 4.13: Regido de estabilidade para &

=1.

=0,95 e ¢

0,05; e

Figura 4.14: Regido de estabilidade para &



5 Conclusao

O equacionamento foi apresentado no formato de espacgo-estado, possibilitando

melhor visualizagéo e analise do comportamento do fendmeno de vibro-impacto.

A analise do sistema no espaco-estado através da metodologia apresentada permite
que as equacdes sejam escritas de forma mais condensada. Além disso, os mapas
que relacionam os estados do sistema nos instantes de colisdo podem ser

computados de forma mais evidente.

A existéncia de movimentos periddicos de ordem mais alta, com grande numero de
impactos por periodo ficou mostrada neste trabalho, como se pode ver no Capitulo

2, da Figura 2.4 até a Figura 2.8.

O movimento assimétrico do impacto e, por conseguinte, o simétrico, pode ser
condensado em uma matriz C mediante a escolha coerente da razdo r. Isto acaba

por facilitar a implementacéo e o calculo dos coeficientes.

A existéncia de movimento de topologia 1-2 fica condicionada a movimentos
simétricos no periodo. Nao foi encontrada na literatura demonstracdo da

impossibilidade de movimentos assimétricos com esta topologia.

A andlise de diversas topologias pode ser obtida por meio da aplicagdo do mapa
geral apresentado, sendo que, 0 mapa é similar para a mesma quantidade de

impactos por periodo, portanto, € preciso apenas a determinacdo da razdo r,, na

qual ja pode vir inclusa a ordem do movimento. Assim, podem ser apresentadas as

condicdes de existéncia e estabilidade destes movimentos.
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O método de otimizagdo da simulagcado permite, por meio de apropriadas condigdes
iniciais, obter um movimento periédico logo apds o primeiro impacto. Ja a obtencao
da topologia de interesse, depende se o movimento existe e é estavel para

determinados parametros do sistema.

No que se refere ao movimento periddico de topologia 1-2 simétrico, procedeu-se
uma analise mais detalhada das suas regides de instabilidade, tendo sido
encontrado regides bastante singulares, como mostram as Figuras 4.1, 4.9 e 4.12,
nas quais ha a indicagdo de uma frequéncia de instabilidade bem definida. Essas

figuras possuem em comum o menor valor simulado da folga de ¢ =0,1.

No trabalho, procurou-se generalizar a forma de equacionamento, a fim de que se
possa obter a andlise da condicdo de existéncia de diversas topologias de

movimentos.

5.1 Sugestdes de Trabalho Futuro

Sem perda da estrutura apresentada, pode-se analisar o sistema estudado sob

condigao de folga assimétrica.

Explorar a estrutura algébrica, de forma a exibir algum padrdo da matriz de
estabilidade, D.

Pode-se, ainda, adotar um modelo de colisdo mais complexo, ou que tente chegar o

mais préximo possivel da condigao real.

Avaliar a aplicabilidade, em Engenharia, dos efeitos de dissipacdo de energia nas
diferentes topologias. Talvez esta informagdo possa ser importante para ajuste de

absorvedores de vibragao por impacto.
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Equagdo de 7’ para Topologias com 2 Impactos por Periodo
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Equagdo de 7’ para Movimentos com Topologia 1-4 Simétricos
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