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RESUMO

Neste trabalho sdo analisadas as propriedadesas@iempiricas de
trés modelos de precificacdo de opcdes financeohe acdes: Black
Scholes (1973), ad-hoc Black Scholes (Dumas, FlgneinVhaley,

1998), e 0 modelo GARCH assimétrico proposto pastbtee Nandi

(2000), ou HN-GARCH. Os modelos séo testados enbespge

compra sobre acdes preferenciais da Petrobras. offrado que o
modelo Black Scholes (1973), por supor que a veidado ativo

subjacente seja constante, apresentou o pior desbimmle predicao
comparativamente aos outros dois modelos, que dEmash a

volatilidade uma variavel. Enquanto o modelo ad-Btack Scholes
precificou melhor as opc¢c6es muito dentro do dirhedentro do

dinheiro e muito fora do dinheiro, o0 modelo HN-GAR®bteve

desempenho superior em opc¢des no dinheiro e fodintieiro.

Palavras-chave Black Scholes, Opcboes, GARCH, Precificacao,
Volatilidade.



ABSTRACT

This study analyzes the theoretical and empiricaperties of three models
for pricing options on financial stocks: Black St#®(1973), ad-hoc Black
Scholes (Dumas, Fleming and Whaley, 1998), andsyenmetric GARCH

model proposed by Heston and Nandi (2000), or HNRGA. The models
are tested in call’'s options on shares of Petroltrasshown that the Black
Scholes model (1973), by assuming that the variaicthe underlying

asset is constant, showed the worst performanckctm compared to the
other two models that consider volatility a vareabWhile the model ad-
hoc Black Scholes priced much better options deefne money, in the
money and deep out of the money, the HN-GARCH madel superior

performance for at the money and out of the mornépos.

Keywords: Black Scholes, Options, GARCH, Pricing, Volatilit



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

3.1
4.1

5.1
5.2
9.3
5.4
9.5
5.6
5.7
5.8
9.9
5.10
5.11
5.12
5.13

fndice VIX da CBOE . . . . . . ... ... ........... 14
Payoff teérico de uma call . . . . . . .. ... 21
Payoff tedrico de uma put . . . . . . ... 21
Operacao butterfly . . . . . . . . . . .. 25
Delta de uma Call . . . . . .. ... .. ... .. ... .. .. 28
Deltadeuma Put . . . . . . .. ... .. .00 28
Gama deuma Opcao . . . . . . . ... ... ... 29
Vegadeuma Opcao . . . . . . . . . . ... ... 31
Theta de uma Call (r =35% a.a.) . . . .. ... ... .. ... 32
Theta de uma Put (r=35% a.a.) . . ... ... ... .. ... 32
Rhodeuma Call . . . ... ... ... . ... ... ...... 33
Simulacao de um Processo Wiener Generalizado . . . . . . . . 39
Formatos das Curvas de Impacto de Noticias . . . . . .. . .. 58
Payoffs observados . . . . . .. ... 70
Precos de mercado das opcoes de compra . . . . . . . .. ... 70
Pregos de Petrd . . . . . .. ..o 71
Correlacao precos de Petr4d x pregos das opgoes . . . . . . .. 72
Premios por Black Scholes vs Precos de mercado . . . . . . . . 73
Deltas do modelo Black Scholes . . . . . . ... ... .. ... 74
Gamas do modelo Black Scholes . . . . . ... ... ... ... 75
Precos das opcoes da Tabela 5.3 . . . . . . .. ... ... ... 7
Smile de volatilidade do vetor o,, . . . . . . . ... ... ... 77
FAC e FACP dos residuos padronizados . . . . . . . . ... .. 80
Volatilidades do modelo ad-hoc Black Scholes . . . . .. . .. 80
Premios por ad-hoc Black Scholes vs Precos de mercado . . . 81
Deltas do modelo ad-hoc Black Scholes . . . . . ... .. ... 82



5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23

Gamas do modelo ad-hoc Black Scholes . . . . . ... ... .. 82
Precos e log-retornos reais das acoes preferenciais da Petrobras 84

FACeFACP de X; . . . . . . . . . . . ... .. ... ..... 85
FACeFACP de X7 . . . . . . .. ... ... 86
FAC e FACP dos residuos e dos residuos quadraticos . . . . . 88
Histograma e grafico quantil a quantil dos residuos . . . . . . 89
Volatilidade condicional anualizada do modelo . . . . . . . .. 91
Prémios por HN-GARCH vs Pregos de mercado . . . . . . .. 92
Deltas do modelo HN-GARCH . . . . . . ... ... .. .. .. 92
Gamas do modelo HN-GARCH . . . . . ... ... ... ... 93



Lista de Tabelas

2.1
2.2
2.3

4.1

5.1
5.2
9.3
5.4
9.5
5.6
5.7
0.8
9.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21

Notagoes basicas . . . . . . . . . .. ... 19
Medidas de Sensibilidade . . . . . . . .. .. ... ... ... 26
Moneyness segundo os deltas . . . . . . . .. .. ... ... 27
Parametros da CIN para os modelos da familia GARCH . . . 57
Conjunto de opgoes . . . . . . . . . .. 69
Prémios e letras gregas médios do modelo Black Scholes . . . . 75
Opgoes e periodos de apuracao da varidavel endégena o, . . . . 76
Escolha do melhor modelo de volatilidade . . . . . . . ... .. 78
Estimativas do modelo de volatilidade . . . . . . . .. .. ... 78
Reestimativas do modelo de volatilidade . . . . . .. ... .. 79
Prémios e letras gregas médios do modelo ad-hoc Black Scholes 83
Propriedades da série de log-retornos reais . . . . . . .. . .. 85
Resultados dos testes aplicados em X; e X7 . . . .. ... .. 87
Estimativas do modelo HN-GARCH . . . . . . ... ... ... 87
Testes aplicados aos residuos e residuos quadraticos . . . . . . 89
Testes de normalidade aplicados aos residuos . . . . . . . . .. 90
Persisténcia e volatilidade anualizada de longo prazo . . . . . 91
Prémios e letras gregas médios do modelo HN-GARCH . . . . 93
Opgoes muito dentro do dinheiro (dAOTM) - 67 obs. . . . . . . 96
Opgoes dentro do dinheiro (ITM) - 81 obs. . . . . .. ... .. 96
Opgoes no dinheiro (ATM) -550bs. . . . . . .. ... ... .. 97
Opgoes fora do dinheiro (OTM) - 64 obs. . . . . ... ... .. 97
Opgoes muito fora do dinheiro (dAOTM) - 59 obs.. . . . . . .. 98
Todas as opgoes - 326 obs. . . . . . . .. ... L. 98
Comparativo das médias de precos e prémios . . . . . . . . .. 99

10



Sumario

1 Introducao

2 A teoria de opcgoes
2.1 Opgoes . . . ..
2.1.1 Fundamentos . . . . .. ... ... .. .. ... ...
2.1.2  Relagoes de Nao Arbitragem . . . . . ... .. ... ..
2.2 Medidas de Sensibilidade . . . . . ... ... . 0L
221 Delta. . . ...
222 Gama . ... ..
223 Vega . . . ..o
2.24 Theta . ... . .. ...
225 Rho ...

3 Modelos baseados em Black Scholes
3.1 Modelo Black Scholes . . . . . .. .. . ... ... ... ....
3.1.1 Hipodteses adotadas . . . . . ... ... .. ... ....
3.1.2 Processos estocasticos . . . . .. ... ...
3.1.3 Taxadedesconto . . . .. ... ... ..........
3.1.4 Férmulas de precificacao . . . . . .. ...
3.1.5 Consideracoes sobre as demais hipoteses . . . . . . ..
3.1.6  Calculo da volatilidade implicita . . . . . . .. .. ...
3.1.7 Medidas de sensibilidade . . . . . ... ... ... ...
3.2 Modelo ad-hoc Black Scholes . . . . . . ... ... ... ....

4 Modelo HN-GARCH
41 ARCHeGARCH . . .. .. .. ... ... .. ... .. ...
4.1.1 Propriedades dos Ativos Financeiros . . . . . .. ...
4.1.2 Heterocedasticidade Condicional . . . . . . . . ... ..
4.2 O Modelo HN-GARCH . . . . . ... .. ... ... ......
4.2.1 Modelagem do Ativo Subjacente . . . . . . . ... ...

11



4.2.2 Foérmulas de Precificacao . . . . . .. .. ... ... 64

5 Aplicagao 68
5.1 Dados . . . . . . .. 69
5.2 Black Scholes . . . . .. ... ... .. ... .. 73
5.3 ad hoc Black Scholes . . . . . .. ... ... . L. 76
54 HN-GARCH . . . . . . . .. ... ... .. 84

5.4.1 Ajuste do modelo HN-GARCH . . . ... ... .. .. 84

5.4.2 Célculo dos prémios da opgoes . . . . . . . .. .. ... 92

5.5 Anadlise comparativa . . . . . ... ... L. 95

6 Consideragoes Finais 100

12



Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho consiste em analisar trés modelos de precificagao
de opcoes wvanilla europeias baseadas em agoes: o modelo classico de Black
Scholes (1973); a versao modificada, ou ad-hoc, desse mesmo modelo (Dumas,
Fleming e Whaley, 1998); o modelo heterocedastico condicional proposto por
Heston e Nandi (2000).

Nos trés modelos de precificacao mencionados é necessario introduzir as in-
formagoes sobre o preco do ativo (da acdo) subjacente a opcao, a taxa de
juros livre de risco da economia, o prazo da opcao até a maturidade, o preco
de exercicio da opg¢ao e a volatilidade do ativo. O grande diferencial dos trés
modelos reside no tratamento dado a questao da volatilidade. O que é a
volatilidade? Na teoria de financas corporativas a volatilidade de um ativo
representa uma medida de risco e é geralmente igualada a seu desvio-padrao
em um dado intervalo de tempo (Assaf Neto, 2009).

No modelo de Black Scholes a volatilidade do ativo é suposta como cons-
tante. Essa hipétese nao condiz com a realidade dos mercados financeiros
(Engle, 1982). Como as op¢oes sao instrumentos derivativos, seus prémios e
suas volatilidades sao fungoes dos ativos aos quais se baseiam. Logo, tam-
pouco a volatilidade de uma opcao (conhecida como volatilidade implicita)
poderia ser considerada uma constante.

Segue abaixo o grafico do Indice VIX, da Chicago Board Options Exchange
(CBOE)!, que mede a volatilidade das opgoes representadas pelo indice S&P
500. Os dados sao didrios e abrangem o periodo de 19/03/2010 a 21/03/2011;

Fonte de dados: http://www.cboe.com
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a volatilidade estd anualizada em percentuais. Percebe-se claramente que ha
uma grande variagao no grafico que, sob a hipdtese de volatilidade constante,
deveria ser uma linha horizontal reta.

Figura 1.1: Indice VIX da CBOE

VIX

Volatilidade
30 35 40 45
| |

25
1

20
1

15
1

T T T T T T
0 50 100 150 200 250

Observagoes

Entre os véarios modelos propostos na literatura para tratar a questao da vo-
latilidade, o modelo ad-hoc Black Scholes apresenta uma alternativa: em um
dado conjunto de opgoes a serem precificadas, o parametro de volatilidade
¢ uma previsao de um modelo ajustado com base em intimeras volatilidades
implicitas de opgoes semelhantes negociadas no mercado (Berkowitz, 2010).
Por semelhantes, entenda-se strikes e prazos diferentes, porém com a mesma
data de vencimento e baseadas no mesmo ativo. Esse vetor de volatilidades
implicitas pode ser atualizado diariamente a partir do surgimento de novas
informacoes no mercado.

O terceiro modelo analisado neste trabalho tem como prerrogativa o estudo
da variancia do ativo subjacente as opgoes. Ao contrario do modelo ad-hoc
Black Scholes, o parametro de volatilidade das férmulas de precificagao nao
¢é atualizado com informagoes de opcoes semelhantes, mas é uma consequen-
cia do comportamento da variancia condicional do ativo. O modelo sugerido
por Heston e Nandi (2000), doravante denominado HN-GARCH, é uma com-
binagao de varios modelos da familia GARCH. E também uma adaptagao, em
tempo discreto, de alguns modelos de volatilidade estocastica (Heston, 1993).

14



Neste trabalho serao analisadas opgoes de compra sobre acoes da Petrobras
negociadas no Brasil. O objetivo da aplicacao consiste em testar empirica-
mente os trés modelos citados no ambito da precificacao de um conjunto de
opgoes. O teste é baseado no seguinte critério: o melhor modelo de preci-
ficacdo é aquele que resulta em prémios (pregos) de opgoes os mais proximos
possiveis do prego justo de uma opcao, que é seu preco de mercado. E, por-
tanto, possivel obter bons resultados se forem realizadas hipdteses realistas
sobre o parametro de volatilidade? Sera provado que sim.

A escolha de opcoes sobre acbes no mercado brasileiro se justifica porque
¢ um mercado que possui ampla liquidez. Em 28/05/2010, o volume em di-
nheiro de negdcios envolvendo esse tipo de opgoes ultrapassou a marca R$
1,1 bilhao. No mesmo ano se registrou um total de mais de 19 milhoes de
negociacoes®. No Brasil, as opcoes sao negociadas na BM&FBOVESPA e na
CETIP (Azevedo, 2010).

Algumas caracteristicas desse mercado® sao dignas de nota: as opcoes de
compra sao muito mais liquidas do que as opcoes de venda; as opgoes de
compra negociadas na BM&FBOVESPA sao do tipo americanas, ao passo
que as op¢oes de venda sao do tipo europeias. As opgoes vanilla sobre agoes
registradas na BM&FBOVESPA sao protegidas contra a distribuigao de pro-
ventos, como dividendos e juros sobre o capital proprio. Essas consideragoes
serao detalhadas e explicadas nos capitulos seguintes.

O presente trabalho se divide em seis capitulos, incluindo esta introducao
(no inicio de cada capitulo hd um resumo das segoes). No segundo capitulo é
feita uma sintese das teorias de opgoes, na qual sao abordados os principais
conceitos relativos a opgoes de compra e de venda. O terceiro capitulo trata
do funcionamento e da dinamica do modelo Black Scholes, tanto em sua
versao tradicional, quanto na versao ad-hoc. No quarto capitulo sao analisa-
dos os modelos heterocedésticos e as principais propriedades do modelo HN-
GARCH. O quinto capitulo consiste na aplicagao das teorias estudadas nos
capitulos anteriores. Essa aplicacao, conforme mencionado anteriormente,
tem como alvo um conjunto de opgoes de compra sobre agoes da Petrobras.

2Fonte: www.bmfbovespa.comunique-se.com.br
3Ferreira (2009).
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Os trés modelos de precificacao sao comparados em funcao dos precgos de
mercado das opgoes. Por fim, a ultima parte desta dissertacao trata das con-
sideragoes finais.

Todos os graficos e as aplicagoes dos modelos foram gerados pelos softwa-
res R* e Matlab. No modelo HN-GARCH foi utilizado o pacote fOptions, da
Rmetrics®. As curvas de impacto de noticias do Capitulo 4 foram construidas
com o pacote rgarch, do R. Nos modelos Black Scholes e ad-hoc Black Scholes
se utilizou as funcgoes do pacote Financial Toolbox do Matlab.

‘R (2011).
Disponivel em: https://www.rmetrics.org
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Capitulo 2

A teoria de opcoes

Neste capitulo sao analisados varios aspectos referentes as teorias de opcoes:
as funcoes de payoff de calls e puts, a diferenca entre o valor intrinseco de
uma opcao e o valor tempo, a volatilidade implicita de uma opcao, a pari-
dade entre opcoes de compra e de venda, o conceito de moneyness de uma
opcao, as medidas de sensibilidade representadas pelas letras gregas etc. O
capitulo ¢é dividido da seguinte forma: a primeira se¢ao trata dos fundamen-
tos das opcoes. Na segunda secao sao mostradas varias propriedades que
as opgoes apresentam sob a suposicao de nao arbitragem entre os agentes
economicos. As medidas de sensibilidade delta, gama, vega, theta e rho sao
estudadas na terceira secao, que aborda também a dinamica dessas medidas
de sensibilidade em relacao ao tempo.

17



2.1 Opcoes
2.1.1 Fundamentos

As opgoes sao derivativos, isto é, sao instrumentos financeiros negociaveis
no mercado (em bolsas de valores ou mercados de balcao), cujos valores
dependem, ou derivam, dos valores de outros ativos.

Definigao 2.1.1 (Opgao de Compra) Uma opgio de compra, ou call,
¢ um derwativo que proporciona a seu proprietdrio o direito, mas nao a
obrigacao, de comprar determinado ativo a um preco fixo em uma certa data
ou antes dela.

Definigao 2.1.2 (Opgao de Venda) Uma opgao de venda, ou put, é um
derivativo que proporciona a seu proprietdrio o direito, mas nao a obrigacao,
de vender determinado ativo a um preco fixo em uma certa data ou antes
dela.

O comprador de uma opgao, de compra ou de venda, ¢ denominado titular.
O vendedor de uma opgao, de compra ou de venda, é denominado langador.
O preco pelo qual a opcao é negociada entre as partes é o prémio da opgao.
O ativo sobre o qual a opgao esta sendo negociada é chamado de ativo-objeto
ou de ativo subjacente. Esse ativo pode representar varias mercadorias:
taxas de juros, taxas de cambio, indices de bolsas de valores, commodities
ou agoes. O preco fixado no contrato da opcao, sobre o qual o ativo serd
comprado ou vendido é conhecido como prego de exercicio ou strike price.
A data em que a opcao expira se chama data de vencimento ou maturidade.

Definigao 2.1.3 (Opgoes Europeias) Quando o titular de uma opg¢do sé
pode exerce-la na data de vencimento, a op¢ao é do tipo europeia.

Definigao 2.1.4 (Opgoes Americanas) Quando o titular de uma opg¢ao
pode exercé-la a qualquer momento até a data de vencimento, a op¢ao é do
tipo americana.

Como as opcoes sao instrumentos que envolvem o tempo, as variaveis fi-
nanceiras devem ser trazidas a valor presente ou levadas a valor futuro por
uma taxa de desconto apropriada'. Como as opcoes sdo instrumentos que
apresentam volatilidade (a volatilidade da opgao é chamada de volatilidade
implicita), possuem risco.

!Supde-se que essa taxa seja capitalizada continuamente.
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Definigao 2.1.5 (Volatilidade Implicita) A wolatilidade de uma opg¢ao
dados os demais parametros do modelo de precificacao e seu preco de mercado
¢ denominada volatilidade implicita.

Para calcular o prémio de uma opcao ¢é necessario introduzir a volatilidade
do ativo subjacente (parametro o) nas férmulas de precificacio de um mo-
delo (Black Scholes ou similar). A volatilidade implicita de uma op¢ao é o
parametro o das férmulas de precificacao obtido em fungao de seu prego de
mercado. Por essa razao, a volatilidade do ativo subjacente deve convergir a
volatilidade da opcao, que é apenas um derivativo.

Se for construido um grafico relacionando as volatilidades implicitas das
opgoes sobre agoes e seus respectivos strikes, tem-se o que é denominado
smile de volatilidade. O grafico possui esse nome devido ao formato da
curva de volatilidades implicitas, que lembra um sorriso. As causas para esse
padrao sao variadas; dependem do modelo utilizado para calcular as volati-
lidades implicitas e das hipdéteses sobre a distribuicao de probabilidades dos
retornos do ativo (Azevedo 2010).

Os parametros da taxa de desconto e da volatilidade, juntamente com os
parametros mencionados anteriormente serao denotados da seguinte forma:

Tabela 2.1: Notacoes basicas

Nomenclatura Notagao
Prémio de uma call C
Prémio de uma put Py
Taxa de juros livre de risco r
Volatilidade o
Preco de exercicio K
Prazo da opcao t
Prazo da opcao no vencimento T
Preco do ativo subjacente Sy

19



Definicao 2.1.6 O prémio de uma op¢ao consiste na soma de duas parce-
las: o valor intrinseco e o valor tempo. Formalmente:

I, R
= ¢ + ¢

pe=pl +pf

Os sobrescritos I e R denotam wvalor intrinseco e valor tempo, respectiva-
mente.

Definigao 2.1.7 (Valor Intrinseco) Para uma call, o valor intrinseco é
a diferenca entre o preco do ativo subjacente e o do strike. Para uma put,
o valor intrinseco € a diferenca entre o strike e o preco do ativo subjacente.
Formalmente:

Valor intrinseco de uma call: ¢f = max (S, — e "V K, 0) (2.1)
Valor intrinseco de uma put: p! = max (e_r(T_t)K — 5;,0) (2.2)
onde e =2,7182 ... é a base do logaritmo natural.

Na data do vencimento, o prémio da opcao tera apenas o valor intrinseco.
Antes do vencimento, porém, haverd um valor tempo positivo. O valor tempo
é um excesso de prémio que a opc¢ao paga acima de seu valor intrinseco. O
valor tempo pode ser interpretado como um prémio de risco, cuja existéncia
decorre do fato de a opg¢do ser um instrumento que contém risco (Costa,
1998).

Definigao 2.1.8 (Payoff) O payoff de uma op¢ao é uma fungao do ativo
subjacente que retrata o resultado financeiro gerado por uma op¢ao em qual-
quer ponto do tempo.

Exemplo 2.1.1 Considere uma call e uma put com os sequintes atributos:
K = 60, vencimento em 21/03/2011, 0 = 30% ao ano e r = 10% ao ano.
Os payofls teoricos dessas opcoes podem ser visualizados nas Figuras 2.1 e

Note pela Figura 2.1 (2.2) que, & medida que o prego do ativo subjacente
aumenta, o valor do prémio da opgao aumenta (diminui). No vencimento,
o prémio da opc¢ao é o seu valor intrinseco. Antes do vencimento, o prémio
é acrescido do valor resultante da volatilidade (valor tempo ou prémio de
risco). Por essa razao, quando o prazo estd mais distante do vencimento, os
graficos mostram um pequeno ganho financeiro mesmo quando S; = K = 60,

20



Figura 2.1: Payoff tedrico de uma call

Payoff de uma Call
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Figura 2.2: Payoff tedrico de uma put

Payoff de uma Put
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em que o valor intrinseco é zero, mas o valor tempo é um numero positivo.

As opgoes que apresentam um payoff conhecido, a exemplo das Figuras
2.1 e 2.2, sao denominadas opgoes vanilla. As opcoes vanilla possuem ca-
racteristicas que simplificam os cédlculos de precificagao, como um preco de
exercicio fixo, apenas um ativo subjacente etc. O oposto de vanilla é deno-
minado exdtico.

Definigao 2.1.9 (Moneyness) O moneyness de uma opgao se refere a
relagao entre o preco do ativo e o preco de exercicio em um dado tempo. Se
o preco do ativo estiver na vizinhanca do preco de exercicio, a op¢cao estd no
dinheiro (at-the-money, ou ATM); se o preco do ativo estiver relativamente
maior (menor) do que o preco de exercicio, a op¢do de compra (de venda)
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estd dentro do dinheiro (in-the-money, ou ITM); se estiver muito maior
(menor), a op¢ao de compra (venda) estd muito dentro do dinheiro (deep-
in-the-money, ou dITM); se estiver relativamente menor (maior), a op¢dao
de compra (venda) estd fora do dinheiro (out-of-the-money, ou OTM); se,
por fim, o pre¢o do ativo estiver muito menor (maior) do que o prego de
exercicio, a op¢ao estd muito fora do dinheiro (deep-out-of-the-money, ou

dOTM).

O conceito de moneyness definido acima pode ser observado para as opgoes
das Figuras 2.1 e 2.2. Na medida em que o preco do ativo subjacente se torna
maior (menor) do que 60, o strike, a call (put) vai entrando no dinheiro. Por
outro lado, quando S; se torna menor (maior) do que 60, a call (put) vai
saindo dinheiro. Mais adiante, o moneyness sera conceituado de forma mais
precisa.

2.1.2 Relagoes de Nao Arbitragem

As opcoes apresentam varias propriedades que decorrem do pressuposto de
nao arbitragem. Uma operacao de arbitragem é aquela na qual os agentes
podem auferir lucros ou vantagens financeiras sem correr riscos (Lima et al,
2007). A arbitragem geralmente ocorre quando dois ou mais ativos sdo pre-
cificados incorretamente uns em rela¢ao aos outros (Hull, 2008).

Existe uma relacao importante entre calls e puts similares, ou seja, com
o mesmo preco de exercicio, data de vencimento e ativo subjacente. Essa
relacao, conhecida como paridade put-call, é baseada na condicao de nao
arbitragem.

Definigao 2.1.10 (Paridade Put-Call) Considere uma estratégia de in-
vestimento em que ocorre a compra de uma call e a venda de wma put, ambas
com mesmo preco de exercicio, data de vencimento e ativo subjacente. A es-
tratégia é expressa formalmente por ¢, — py = a, em que a € uma constante
real. De acordo com a Definig¢do 2.1.6, ¢; = ¢! +cft e p, = pl +pf. Se o valor
intrinseco da call for positivo, pela Definicao 2.1.7, o valor intrinseco da put

serd zero, pois e "T=OK — S, < 0. Se, pelo contrdrio, o valor intrinseco da
put for positivo, pela Defini¢cao 2.1.7 o valor intrinseco da call serd zero, pois

S, — e "I < 0. Portanto:

Pela Definicio 2.1.6: ¢l +clt—pl —plt=a

Se Sy > e VK cF—pf=a—c =a— (S —e"TVK)
Se Sy < eIV qi—pl=a+pi=a+ (VK-S
Logo: at=p e a=8—e"TIK
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Com base no resultado acima, a paridade put-call é definida como:
Ct — Pt = St — G_T(T_t)K (23)

A paridade put-call significa que, se o preco de uma call, v, t e S; forem
conhecidos, o preco de uma put similar é determinado pela Equagao 2.3, e
vice-versa. Os prémios de risco (ou valor tempo) da call e da put serdo iguais.
Se o lado direito da Equacao 2.3 for positivo, somente a call sera exercida, o
que implica em comprar o ativo por K; se for negativo, somente a put sera
exercida, o que implica em comprar o ativo K para ser exercido pela put.
Em ambos os casos a compra do ativo pelo preco de exercicio estipulado é
liquida e certa. Nao ha risco envolvido nessa estratégia.

Se a paridade for desrespeitada serd sempre possivel arbitrar vendendo a
opcao precificada a maior ou comprando a opcao precificada a menor. O
exemplo a seguir ? ilustra uma situacao de aplicacao da paridade put-call.

Exemplo 2.1.2 Suponha duas opgoes, uma de compra e outra de venda,
com pregos de exercicio iguais a 40 e maturidade daqui a 4 meses (T —t =
1/3). A taza de juros livre de risco anualizada é de 5% a.a. e o prego do
ativo subjacente as opgoes € de 40. A call € negociada no mercado por 3.

Pela paridade put-call, a put deve valer py = e "TOK — S, + ¢,
pr=39,34 —40+3=2,34

Se a opcao de venda for negociada, por exemplo, a um preco de 2,00, haverd
um lucro sem risco de 0,34 por cada put comprada no mercado.

As proposicoes e os teoremas a seguir também resultam da condi¢ao de nao
arbitragem.

Proposicao 2.1.1 (Limites) O valor de uma op¢ao respeitard os sequintes
limates:
max (Sy — e TTE 0) <e¢ <5

max (e "I VK - 5,0)<p < K
Prova: Cox e Rubinstein (1985). O

Proposicao 2.1.2 (Pregos de Exercicio) Ha trés restri¢oes de arbitra-
gem referentes ao preco de exercicio de uma opg¢ao de compra ou de venda:

2Cox e Rubinstein (1985).
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i) O walor de uma call (put) ndo pode ser menor do que o valor de ou-
tra call (put), idéntica, mas com preco de exercicio maior (menor) do que
a primeira. Formalmente:

c(Ky) > a(Ks)  se, e somente se, Ko > Kj;
pe(K2) > pi(Kq)  se, e somente se, Ko > K;

it) A diferenca de valor entre duas opgoes idénticas, porém com strikes dife-
rentes, jamais serd maior do que a diferenca entre seus respectivos strikes.
Formalmente:

K2 — Kl Z Ct(Kl) — Ct(KQ) Se K2 > Kl
Ky — K; > p(Ks) — p(Kq)  se Ky > K,y

i11) De trés opgoes idénticas com strikes iguais a K3 > Ko > Ky, o valor da
op¢ao intermedidria nao poderd ser maior que a média ponderada das outras
duas opcoes. Formalmente:

K; — K K, — K
ca(Ky) < (ﬁ) c(Ky) + (ﬁ) ci(K3)

K3 _K2 K2 _Kl
K) < |—/—/———+ K —— K
i) < (0=t + (23l
Prova: Cox e Rubinstein (1985). O

A parte 73 da Proposi¢ao 2.1.2 também foi provada por Merton (1973). De
acordo com essa propriedade, o payoff de uma opc¢ao é uma funcao convexa
de seu preco de exercicio, bem como do preco do ativo subjacente. A conve-
xidade estd relacionada ao valor tempo, isto é, ao prémio de risco das opcoes.
Essa propriedade pode ser melhor compreendida por meio da defini¢ao e do
exemplo abaixo.

Definigao 2.1.11 (Operacao Butterfly) Suponha trés calls com strikes
K, Ky e K3, onde K; < Ky < K3 e Ky = % Um investidor estd
comprado na primeira e na terceira calls, e vendido duas vezes na sequnda.
Sua carteira vale: (S —e "TVK) —2(Sy —e T Ky) + (S, — e "TDKy).
Para que o valor da carteira nao seja nulo ou negativo, é necessario que o
prémio pela sequnda call seja menor que a média dos prémios da primeira e

da terceira calls, ou seja, ¢;(K3) < M, o que explica a converidade
dos payoffs individuais®.

3Costa (1998).
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Exemplo 2.1.3 (Operagao Butterfly) Considere trés calls com strikes
Ky, =40, Ky =60 e K3 = 80. Ambas expiram no dia 21/03/2011, possuem
o =30% a.a e sao descontadas pela taxa de juros livre de risco r = 10% ao
ano. O payoft individual da call de strike igual a 60 estd representado na

Figura 2.1. O payoft conjunto da operagao butterfly estd representado no
grdfico da Figura 2.3.

Figura 2.3: Operacao butterfly
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Proposicao 2.1.3 (Maturidade) O walor de uma op¢ao nunca pode ser
menor do que o valor de uma op¢ao idéntica com menor prazo para erpirar.

Formalmente:
Ct(tg) > Ct(tl) sety > 1

pt(tQ) > pt(t1) sety >t
Prova: Cox e Rubinstein (1985). O

Proposicao 2.1.4 (Exercicio Antecipado) Uma call nunca deve ser exer-
ctda antes do prazo de vencimento.

Prova: O prémio de uma call é ¢, = ¢l + ¢, onde cl ¢é positivo até o
dia do vencimento. Se a opgao for vendida antes do vencimento, o resultado

obtido é ¢;. Se for exercida antes do vencimento, o resultado obtido € cl, que
¢ menor do que ¢;. [

Corolario 2.1.1 Uma op¢ao de compra americana nao deve ser exercida
antes do vencimento. Logo, nessa circunstancia, o valor de uma opgao ame-
ricana serd igual ao de uma opcao europeia idéntica.

Prova: Coz e Rubinstein (1985). O
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2.2 Medidas de Sensibilidade

As medidas de sensibilidade mostram a influéncia das variaveis que afetam os
prémios da opgoes. As medidas sao representadas por letras gregas que, por
sua vez, se igualam as derivadas parciais dos prémios da opgoes com respeito a
outras variaveis. Essas relacoes sao determinadas pelo modelo de precificacao
utilizado. A Tabela 2.2 lista as principais medidas de sensibilidade:

Tabela 2.2: Medidas de Sensibilidade
Nomenclatura Letra Grega Derivada Unidade de Medida

Delta A g—gﬁ adimensional
Gama r ZQS’:; 1/R$
Vega K % RS$/p.p.
Theta © % RS /dia
Rho p % RS /p.p.

onde p.p. denota ponto percentual; f; representa o prémio de uma opgao de
compra ou de venda. O vega ¢ denotado pela letra grega kappa® (k).

2.2.1 Delta

Definigao 2.2.1 (Delta) O delta mede o quanto a opgao varia quando hd

uma mudanga no preco do ativo subjacente. E a derivada parcial do prémio
da opc¢ao com respeito ao preco do ativo. O wvalor do delta representa a
possibilidade de uma opgao ser exercida. Para as op¢oes de compra, o delta é
positivo, pois um aumento no preco do ativo, tudo o mais constante, aumenta
o valor intrinseco da opcao. Para as opgoes de venda, o delta é negativo, pois
um aumento no preco do ativo diminui o valor intrinseco da put.

Proposicao 2.2.1 Seja A, o delta de uma call e A, o delta de uma put.

Entao:
0<A. <1
-1<A, <0

4Alguns autores utilizam a letra grega v para representar o vega.
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Prova: Pela paridade put-call, py = ¢; — Sy + e "T"DK. Consequentemente:
g—ﬁ = g—gi —1. Como A, = g—gtt ¢ positivo e A, = g—gﬁ ¢ negativo (Definigdo
2.2.1), necessariamente 0 < A, <1 e -1 <A, <0. O

Moneyness

O delta ¢ muito utilizado como critério para definir o moneyness de uma
opgao. Uma opgao no dinheiro (ATM) possui delta na vizinhanga de 0,5
(call) ou —0,5 (put), ou seja, ha 50% de chance de que a op¢ao seja exercida.
Se o delta da opcao é de 0,8 (call) ou —0,8 (put), a opcao esta dentro do
dinheiro (ITM), uma vez que a chance de ser exercida ¢ de 80%. A Tabela
2.3 apresenta as classificacoes do moneyness das opcoes de acordo com os
deltas. A referéncia para a classificagdo é Costa (1998).

Tabela 2.3: Moneyness segundo os deltas
Call Put Moneyness

A, < 0,05 A, > —0,05 dOTM
0,060 <A, <0,35 —0,06>A,>-0,35 OTM
0,30 <A, <0,7 —=0,35>A,>—0,75 ATM
0,7 <A, <0,99 —-0,75>A, > —0,99 IT™M

A, > 0,99 A, < —0,99 dI'TM

Evolucao do Delta no Tempo

As Figuras 2.4 e 2.5 mostram a evolucao dos deltas tedricos de uma opgao
de compra e de uma opc¢ao de venda no tempo.

Exemplo 2.2.1 Considere uma call e uma put que apresentem os mesmos
parametros do Exemplo 2.1.1. Os comportamentos dos respectivos deltas po-
dem ser visualizados nos grdficos abaizo®.

De acordo com Costa (1998), conforme o vencimento se aproxima - ou a
volatilidade diminui -, op¢oes de compra (venda) ATM tendem a permanecer

5Todas as figuras deste capitulo que mostram a evolucao das medidas de sensibilidade
no tempo foram criadas a partir das férmulas da Proposigao 3.1.4.
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Figura 2.4: Delta de uma Call
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Figura 2.5: Delta de uma Put
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com delta igual a 0,5 (—0,5). As opgoes de compra (venda) OTM que
comegam com delta mais préximo de 0,5 (—0,5) se definem rapidamente
para delta igual a 0. Opgoes de compra (venda) ITM que também iniciam
com delta mais préximo de 0,5 (—0,5) se definem rapidamente para delta
igual a 1 (—1).

2.2.2 Gama

Definigao 2.2.2 (Gama) O gama € a derivada sequnda parcial do prémio
da opg¢ao com respeito ao preco do ativo subjacente. Representa a variagao
do delta em relacao a variagao do preco do ativo. O gama mede a curvatura
do payoft de uma opg¢ao e também pode ser utilizado no contexto de gerenci-
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amento de risco de uma posicio de opcoes®. Pode ser expresso pela formula
I’ fi
952

ou pela formula g—é.

Proposicao 2.2.2 O gama de uma call € 1gual ao gama de uma put seme-
lhante. Formalmente: I'. = T',,.
Prova: Sequndo a Proposi¢cao 2.2.1 a paridade put-call pode ser expressa
pela formula:

A.=1+A4A,

Pela Defini¢io 2.2.2, T = §2. Logo: T. =T, O

Evolucao do Gama no Tempo

O gama das opgoes de compra ou de venda tende a apresentar um compor-
tamento regular quando se esta longe do vencimento. Esse comportamento
regular geralmente ocorre da seguinte forma: o gama aumenta a medida que
a opcao entra na categoria ATM, ou seja, a medida que o delta se aproxima
de 0,50 (calls) ou —0,50 (puts). Assim como o delta se manifesta com mais
clareza com o passar do tempo, conforme o vencimento se aproxima o gama
de opcoes ATM tende ao infinito, ao passo que o das demais opcoes se reduz
rapidamente a zero.

Exemplo 2.2.2 Considere a call ou a put com os parametros definidos no
exemplo anterior. O grdfico a sequir mostra o comportamento do gama dessa
call ou dessa put.

Figura 2.6: Gama de uma Opcao
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SVer a avaliagio delta-gama em Ferreira (2009).
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2.2.3 Vega

Definigao 2.2.3 (Vega) O vega € a derivada parcial do prémio da op¢ao
com respeito a volatilidade do ativo subjacente. Pode ser expresso pela formula

Oft . . ..
Ty Assim como o gama, o vega € positivo tanto para calls quanto para puts.

Segundo a Definicao 2.2.3, um aumento no patamar de volatilidade do ativo
ird aumentar o prémio da opcao. Portanto, o vega ¢ uma medida favoravel
para o titular da op¢ao. Por outro lado, posi¢oes vendidas na opg¢ao resultarao
em vega negativo (assim como o gama). Logo, variagoes negativas no patamar
de volatilidade favorecem o lancador da opgao.

Evolucao do Vega no Tempo

A volatilidade implicita de uma opgao é diretamente proporcional ao prazo
até o vencimento. A explicacao é que quanto mais distante do vencimento,
maior a incerteza sobre o exercicio futuro da opgao. Para expressar a incer-
teza, a volatilidade é geralmente medida em func¢ao do tempo (Hull, 2008).
Essa forma de medir a volatilidade se denomina volatilidade efetiva e é ex-
pressa pela férmula o+/T — t. Por essa razao, o vega de uma opgao diminui
com o passar do tempo. O vega é maior para opgoes ATM pelo fato de que a
incerteza relativa a esse tipo de opg¢ao é muito maior; como o gama também
¢ maior para opcoes ATM, essas opgoes apresentam maiores mudancas no
delta, isto é, possuem a propriedade de sairem ou entrarem no dinheiro com
mais rapidez.

Exemplo 2.2.3 Considere a call ou a put com os parametros definidos no
exemplo anterior. O grafico abaizo mostra o comportamento do vega dessa
call ou dessa put.

2.2.4 Theta

Definigao 2.2.4 (Theta) O theta € a derivada parcial do prémio da op¢ao

com respeito ao tempo, expresso pela formula %. Representa o "emagreci-
mento”ou "sangramento”da opg¢ao, termos que significam a perda do valor
tempo, ou prémio de risco. Pode ser decomposto em duas parcelas’: o theta
liquido (©y,4) e o theta juros (©;,,), de modo que © = Oy + Ojy,. Somente
a parcela liquida do theta representa o “emagrecimento”da op¢ao; a parcela
juros representa o custo de oportunidade da opgao, isto €, o quanto o prego

"Costa (1998).
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Figura 2.7: Vega de uma Opcao
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do ativo subjacente perderia se nao houvesse a corre¢ao da tazxa de juros livre
de risco de um dia para o outro.

As opcoes de compra ou de venda ITM e dITM sao mais sensiveis a 6,
porque possuem maior valor intrinseco. O valor intrinseco de uma call varia
positivamente com o aumento (incluindo a corregao a juros no tempo) de Sy;
portanto, o theta juros afeta negativamente as opgoes de compra, especial-
mente as ['TM e dITM. O oposto acontece com as opgoes de venda I'TM e
dITM, que sao afetadas positivamente pelo theta juros. Isso ocorre porque o
titular de uma put ird vender o ativo em data futura, portanto, a nao correcao
integral a juros lhe é favoravel. As opgoes de compra ou de venda ATM sao
mais sensiveis a §;;, porque sao as que possuem maior valor tempo (ou prémio
de risco). Como a parcela liquida do theta representa o ”emagrecimento” da
opcao, é natural que as opgoes ATM sejam as mais afetadas.

Evolucao do Theta no Tempo

A perda provocada pelo 6, é ainda maior quando se aproxima a data de
vencimento para opgoes de compra ou de venda ATM. O efeito de 6,,,, to-
davia, é diferente para puts e calls mais dentro do dinheiro. As opgoes de
compra perdem tanto na parcela liquida quanto na parcela juros de theta.
As opgoes de venda, por sua vez, possuem theta juros positivo, portanto a
perda do 6 (somadas as duas parcelas) é menor. Dependendo do nivel da
taxa de juros, uma opc¢ao de venda pode até apresentar theta positivo se a
parcela juros superar a parcela liquida.
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Exemplo 2.2.4 Considere a call e a put com os parametros definidos no
exemplo anterior, exceto a taxa de juros livre de risco. O grdficos abaizo
mostram, na Figura 2.8, o comportamento do theta da call, supondo r = 35%
ao ano. A Figura 2.9 exibe os mesmo grdfico, porém para uma put, supondo
r = 35% ao ano.

Figura 2.8: Theta de uma Call (r = 35% a.a.)
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Nota-se na Figura 2.8 que o 0;,, afeta negativamente as opgoes de compra
ITM e dITM (& direita do S; = K = 60). Na Figura 2.9 ocorre o contrério
com as opgoes de venda ITM e dITM (a esquerda de S; = K = 60), que apre-
sentam 6, positivo. As opcoes de compra e de venda ATM, mais sensiveis a
parcela 0,4, decaem bruscamente quando se aproxima a data de vencimento.

Figura 2.9: Theta de uma Put (r = 35% a.a.)
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2.2.5 Rho

Definigao 2.2.5 (Rh6) O rhé é a derivada parcial do prémio da opg¢ao

of

com respeito a tara de juros livre de risco. Pode ser representado por 5.

O rho é um componente que geralmente causa pouco impacto no prémio de
uma opgao, salvo se se espera uma grande mudanca na taxa de juros da
economia em um periodo muito pequeno de tempo. Conforme o raciocinio
elaborado para o 0;,,, as opcoes ITM e dITM sao bastante sensiveis aos
juros. Logo, um aumento na taxa de juros afetara positivamente as opcoes
de compra e negativamente as de venda.

Evolucao do Rho no Tempo

As opcoes I'TM e dITM sao as mais sensiveis ao rho. Quando o vencimento se
aproxima, o rho vai perdendo o efeito. Isso ocorre porque a perda (na put) ou
o ganho (na call) decorrentes de um aumento na taxa de juros serdo maiores
enquanto mais tempo o titular de uma call (put) tiver para se beneficiar
(prejudicar) da corregao dos juros mais elevados no prego do ativo subjacente.

Exemplo 2.2.5 Considere uma call que apresente o mesmos parametros
do Fxemplo 2.1.1. O comportamento do rho dessa op¢ao de compra pode ser
visualizado no grdfico abaizo.

Figura 2.10: Rho de uma Call
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Capitulo 3

Modelos baseados em Black
Scholes

Neste capitulo sao estudados os modelos de precificacao de opgoes baseados
em Black Scholes (1973), cujas férmulas estao nas equagoes 3.17 a 3.20. E
possivel notar pelas equagoes que o parametro de volatilidade o empregado
nas formulas de precificagao é, por hipétese, constante. Essa hipdtese é fle-
xibilizada com o intuito de incorporar um parametro variavel de volatilidade
e, por conseguinte, tornar o modelo mais realista. Nesse sentido, ¢ apre-
sentada outra versao do modelo, denominada na literatura de Black Scholes
modificado ou ad-hoc Black Scholes (Dumas, Fleming e Whaley, 1998). Esse
modelo utiliza a mesma logica de precificacao da versao tradicional, porém
as volatilidades sao estimadas por meio de uma analise cross-section das vo-
latilidades implicitas das op¢oes semelhantes negociadas no mercado. As vo-
latilidades calculadas sao entao inseridas nas férmulas usuais de precificagao.
O presente capitulo ¢ dividido da seguinte forma: na primeira secao sao de-
senvolvidas as férmulas de precificacao do modelo Black Scholes. O ponto
de partida é um conjunto de hipdteses assumidas pelos autores; na segunda
secao ¢ apresentada a equacao de regressao da volatilidade introduzida pelo
modelo ad-hoc Black Scholes.
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3.1 Modelo Black Scholes
3.1.1 Hipdteses adotadas

Black e Scholes (1973) assumem uma série de condigoes ideais de mercado
como pré-requisito para o correto funcionamento do modelo. As principais
hipoteses estao listadas abaixo.

e H1: O prego do ativo segue um passeio aleatério em tempo continuo
com taxa de variancia proporcional a raiz quadrada do tempo;

e H2: A distribuicao de probabilidades dos precos dos ativos é lognormal;
e H3: A taxa de variancia do retorno do ativo é constante;

e H4: A taxa de juros é conhecida e constante durante o periodo consi-
derado para a precificagao;

e H5: A opcao é do tipo Europeia;
e H6: O ativo nao paga dividendos durante a vida da opgao;

e HT7: Nao ha custos de transacao envolvidos nas operacoes de compra e
venda de ativos ou opcoes financeiras;

e HS8: H4 liberdade em se ficar comprado ou vendido em qualquer quan-
tidade fracionaria da opc¢ao ou do ativo;

e H9: Auséncia de arbitragem,;

O objetivo desse conjunto de hipdteses consiste em fazer com que o valor da
opcao dependa apenas de duas varidveis: do preco do ativo subjacente e do
tempo. Os demais parametros (volatilidade, juros e preco de exercicio) sao
dados como constantes (Black e Scholes, 1973).

3.1.2 Processos estocasticos

O modelo de Black Scholes parte de um processo estocéstico em tempo
continuo definido para a variavel do preco do ativo subjacente a opgao. Algu-
mas defini¢oes formais sao necessarias para se compreender a légica imanente
aos modelos de precificacao analisados neste trabalho. A principal referéncia
das defini¢oes a seguir é Brockwell e Davis (1987).
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Definicao 3.1.1 (Processo Estocastico) Um processo estocdstico é uma
familia de variaveis aleatorias Xy, com t € 7, definida em um espaco de
probabilidades (2, F,P), onde  é um espago nao vazio, F é uma familia de
o-dlgebras de subconjuntos de 2 e P € uma medida de probabilidade. Para
cada t € 7, Xy é uma fung¢ao Xi(-) no conjunto €, ou varidvel aleatoria.
As fungoes { Xi(w),w € Q} em T sao as realizagoes ou caminhos do processo
{Xi,t € 7}. Uma série temporal € uma realizagdo de um processo estocdstico.

Observacao 3.1.1 Neste trabalho o conjunto indice T sempre serd um sub-
conjunto de R, embora essa restricao nao se aplique necessariamente a outros
tipos de aplicacoes.

Definigao 3.1.2 (Propriedade Markoviana) Um processo Xy, com t €
7 € markoviano de ordem k se, Vt,Vk > K:

F1t|t—1,...,t—k (Xt7 thla <o 7thk) = Ft\t—l,...,t—K (Xt7 thla <o 7Xt7K) ) (31>

onde Fy . ¢ a distribuicao condicional de probabilidades do processo’.

A propriedade markoviana significa que toda a informacao passada do pro-
cesso esta incluida nos valores recentes K, isto é, que o conjunto informa-
cional do passado do processo pode ser sumarizado por um ntumero finito
de varidveis de estado. A Definicao 3.1.2 é coerente com a forma fraca de
eficiéncia de mercado (Tsay, 2002). Para maiores detalhes sobre a eficiéncia
de mercado, consultar Fama (1970).

e

Definigao 3.1.3 (Fungao de Autocovaridncia) Se X;, com t € Z, ¢é
uma série, tal que Var(X;) < oo para cada t € Z, entao a fungao de autoco-
variancia v, (-, ) de Xy € definida por:

Ya (7’, 5) = Cov (Xta Xs) =F [(Xr - E(Xr)) (Xs - E(Xs))] 7,8 € Z (32)

Definigao 3.1.4 (Estacionariedade) A série temporal Xy, comt € Z, é

estaciondria se:
i) E(|X?|) < oo, para todo t € Z

i1) E (Xy) = m, para todo t € Z
i01) Yo (1, s) = v (r + 1,5+ t), para todo r,s,t € Z

Observagao 3.1.2 Se X;, com t € Z, € estaciondrio, entio ~,(r,s) =
Yz (r — 5,0) para todo r,s € Z. Dessa forma, a fun¢do de autocovariancia é
redefinida como: v,(h) = v,(h,0) = Cov (X¢1p, X¢), onde h =1 — s.

Wer Gouriéroux (1997).
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A Definic¢ao 3.1.4 se refere ao conceito de estacionariedade fraca, também co-
nhecido como covariancia-estacionariedade ou estacionariedade de segunda
ordem, em contraposicao ao conceito de estacionariedade forte ou estrita
(ver Brockwell e Davis, 1987). As referéncias a estacionariedade neste tra-
balho serao relativas ao conceito de estacionariedade fraca, ou simplesmente
estacionariedade, salvo meng¢ao em contrario. A Definicao 3.1.4 estabelece
que a média do processo é constante, a variancia ¢é finita e constante, e a
funcao de autocovariancia depende apenas da defasagem h.

Definicao 3.1.5 (Ruido Branco) O processo uy, com t € 7, é denomi-
nado ruido branco se consiste em uma sequéncia de varidveis aleatorias com
média zero e fun¢ao de autocovariancia:

_Jo? seh=0
%(h)—{o se h #0

Definigao 3.1.6 (Processo Wiener) Seja w;, com t € T, um processo
continuo definido no espaco de probabilidades (2, F,P). O processo w; é um
processo Wiener se satisfaz as sequintes propriedades®:

Z) Wy = O,'

it) B (wy) = 0;

ii1) wy possui uma distribui¢ao normal nao degenerada para cada t;

iv) Os incrementos de w; sao independentes, isto €, [wy, — wy,] e [wy, — wy,]
sao independentes para cada intervalo sequencial (t1,t3) e (t3,14).

Sem perda de generalidade, assume-se que t € [0,1]. Se w; ~ N(0,t), o
processo wy também pode ser chamado de Movimento Browniano Padrao.

Proposicao 3.1.1 Seja {u;}!, uma sequencia de varidveis aleatorias in-
dependentes e normalmente distribuidas com média zero e variancia unitaria
definida no espago de probabilidades (2, F,P). Para cada t € [0,1], seja [nt]
a parte inteira de nt. Seja w,; = \/ﬁfl Zgﬂ u;. Entao, w,; converge em

distribui¢ao para um processo wy em [0, 1] quando n — oo.
Prova: (Hamilton, 1994). O

Corolario 3.1.1 A wvariacao Aw; € normalmente distribuida com média
zero e variancia At.

Prova: w; ~ N(0,t). Se Aw, = wy, —wy;, onde i > j, entao E(Aw;) = 0. Se
Var(wy) =t, entao Var(Aw,) =t; —t; = At (ver propriedades da Defini¢do
3.1.6). O

Zver Wei (2006).
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De acordo com o Coroldrio 3.1.1, é possivel definir Aw, = eV/At, onde
e ~ N (0,1). A propriedade (i7i) da Definicao 3.1.6 define a caracteristica
markoviana do processo e estabelece que a variacao Aw,; é independente
de w; para qualquer j < t. Quando At — 0, Aw; é denotado por dw; e

dwt = Gt\/%.

O processo Wiener, ou movimento browniano padrao, pode ser generalizado
da seguinte forma:

Definigao 3.1.7 (Processo Wiener Generalizado) Seja x;, comt € T,

uma série temporal continua. Se x; € um processo Wiener generalizado,

entao:
dz; = pdt + odwy

onde w; é o processo Wiener definido em 3.1.6. A taxa de mudanga na média
por unidade de tempo, ou drift, é denotada por p. A taxa de mudanca na
variancia é denotada por 2. O processo Wiener generalizado apresenta as
propriedades:

E (dx;) = pdt (3.3)

Var (dv,) = o*dt (3.4)

Exemplo 3.1.1 A trajetoria do processo Wiener generalizado pode ser vi-
sualizada no grdfico abaizo. Foi simulado um processo com 800 observacgaes,
comt € [0,1], onde p =700 e 0 = 200. Em azul, dxy = pdt + odw;. A linha
reta vermelha pontilhada representa o termo pdt isolado. O termo errdtico
dw, isolado esta em preto.

Definigao 3.1.8 (Processo de 1td) Sejam os parametros u e o fungoes
de x e det. Entdao x; serd um processo de Ité se satisfizer®:

dry = p(z, t)dt + o(x, t)dw;

O processo Wiener, ou movimento browniano padrao, é um caso particular
do processo de Ito quando p(z,t) = 0 e o(z,t) = 1. Da mesma forma, o
processo Wiener generalizado é um caso particular do processo de It6 quando

e, t)y=peo(x,t)=0.
3Hull (2008).
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Figura 3.1: Simulagao de um Processo Wiener Generalizado

Processo Wiener Generalizado

dx

1000

pdt
dw

Valor da variavel x

-200

Tempo

Definicao 3.1.9 (Movimento Browniano Geométrico) Seja S, t € T,
uma varidavel continua representando o preco do ativo subjacente a opcao. Se
o processo Wiener generalizado z; for igualado a Sy, entao S; serda um mo-
vimento browniano geométrico se satisfizer*:

dSt = ,LLStdt + O'Stdwt (35)
O movimento browniano geométrico possui taxa de crescimento da média de
wS; e taxa de crescimento da variancia igual a o?5?.

Lema 3.1.1 (Lema de It6) Seja f; uma fungdo do ativo S e do tempo t.
Se Sy seque um processo de Ité, tal que dS; = p(x,t)Sidt + o(x,t)Sidwy, a
funcao f; sequird o processo de Ito:

aft aft 18 Ji o2 2 ft

Prova: Hull (2008). O

ftMSt aft_i_égsfg 252

onde df; possui taxa de mudanca na média igual a 2
e taxa de mudanga na variancia igual a 8f Lg?S?.

Para os propositos deste trabalho, a funcao f; sera interpretada como o
prémio de uma opcao baseada no ativo de preco S;.

4Tsay (2002).
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Proposicao 3.1.2 O preco do ativo subjacente, S;, seque uma distribuicao

lognormal.

Prova: Seja G(S,t) uma funcao tal que Gy = log S;. O log-retorno do ativo

¢ dG; =log S; — log S;_1. Entao:

oG, _ 1
8St_St
PG 1
052~ §?
0G,

ot

Aplicando o Lema 3.1.1:
o2
th = (,u — ?> dt—l—adwt

Calculando a média e a variancia da equacdo 3.7:

S; o?
~ N - — 2
5 {(,u 5 ) dt,o dt}

Rearranjando os termos:

log

2
log S; ~ N {log St + (,u — %) dt, 0‘2dt:|

(3.8)

(3.9)

Uma varidvel cujo logaritmo é normalmente distribuido, seque uma distri-
buicdo lognormal. Logo, se log (S;) € normalmente distribuida, o pre¢o do

ativo, Sy, deve sequir uma distribuicao lognormal. [

Pela equacao 3.7 constata-se que o log-retorno cresce a uma taxa média
constante de pu — 0—22 por unidade de tempo, com taxa de crescimento da
variancia constante em o? (HipStese H3). A volatilidade do log-retorno é
o+/dt (Hipétese H1), também conhecida como volatilidade efetiva. Segundo
a Proposicao 3.1.2, o preco do ativo, S;, segue uma distribuicao lognormal

(Hipotese H2).
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3.1.3 Taxa de desconto

A Hipdétese H4 estabelece que a taxa de desconto do modelo de precificacao
de opcgoes é conhecida e constante. Pela hipétese de mercado eficiente, os
retornos oferecidos pelos investimentos nesse mercado devem remunerar seu
risco (Assaf Neto, 2009), isto é, quanto mais arriscado um ativo, maior serd
a taxa de retorno exigida pelos agentes economicos. Isso significa que o
ativo possui um excesso de retorno relacionado ao risco, porém as
opcoes baseadas nesse ativo devem ser precificadas pela taxa de
juros livre de risco, r, que é conhecida e constante.

Definicao 3.1.10 Seja II um portfolio sem risco. FEsse portfolio deve ser
corrigido no tempo pela taxa de juros livre de risco, r. Formalmente:

dIl = rlldt (3.10)
onde dIl € a variacao do portfolio 11 no intervalo de tempo dt.

Considere que o portfolio IT seja formado por uma opgao e uma fragao do ativo
subjacente. Para que a Equacao 3.10 tenha validade é necessario eliminar o
risco desse portfolio.

Definigao 3.1.11 (Delta hedging) O delta hedging dinamico é um port-
folio que iguala uma opcao financeira a uma fracao do ativo subjacente, o
delta, em cada instante do tempo®. Formalmente:

Ot (3.11)

M= —f + 20t
ft+ast ¢

onde f; é o prémio da opgao, S; é o preco do ativo e Il é o valor do portfolio.
A variagao de II é expressa por:
Ofi
dll = —df; + —-dS 3.12
i+ 5eds (3.12)
O objetivo do delta hedging consiste em eliminar todo o risco da op¢ao e da
fracao g—éi do ativo no portfolio . Substituindo 3.5 e 3.1.1 em 3.12:

_ aft 182ft 2 o2
dH_( o 28&20@ dt (3.13)

SHaug (2006).
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O processo Wiener foi eliminado do portfolio, portanto a carteira
deve render a taxa de juros livre de risco, conforme em 3.10. Segundo
Black e Scholes (1973), se o referido portfolio nao render a taxa de livre
de juros, os especuladores tentariam lucrar emprestando grandes somas de
dinheiro para criar a posi¢ao hedgeada, o que forgaria a taxa de retorno a
decrescer até a taxa de juros livre de risco. O delta hedging evita qualquer
tipo de arbitragem, o que esta de acordo com a Hipdtese H9.

3.1.4 Foérmulas de precificagao

Se as Equacoes 3.11 e 3.13 forem substituidas na Equacao 3.10, se obtém a
equacgao diferencial parcial (EDP) de Black e Scholes:

aft aft 2 2a ft
ot Stasﬁ T

—rf, (3.14)

Proposicao 3.1.3 A solucdo analitica da Equacdo 3.14 pode ser encon-
trada por meio das sequintes condicoes de fronteira:

el = e ™D {E [max (Sp — K,0)]} (3.15)

pl=e TV {F max (K — Sp,0)]} (3.16)

onde c! e pl sio os valores intrinsecos de uma call e de uma put, respec-
tivamente. A solucao analitica da Equagao 3.14, considerando as condi¢ies
impostas por cl e pl ¢é

¢t = SiN (dy) — Ke " TN (dy) (3.17)
pr = Ke "TYN (—dy) — S,N (—dy) (3.18)
In 5t r+ ) (T -
dy = K+<+2>( i (3.19)
o/ (T —1t)
dy = dy — o/(T — 1) (3.20)

onde: ¢; € o prémio de uma opgao de compra; Pe € o prémio de uma op¢ao de
venda; K € o prego de exercicio da opcao; Sy € o prego do ativo subjacente
no mstantet T € a data de vencimento da op¢ao; o é a volatilidade; N(-) é
funcao densidade de probabilidade acumulada da distribuicao normal padrdo.
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3.1.5 Consideragoes sobre as demais hipdteses

Na Hipotese H4 afirma-se que a taxa de juros deve ser constante durante a
vida da opg¢ao, porém ¢é possivel relaxar essa hipotese e utilizar taxas de juros
estocasticas (Merton, 1973). A Hipdtese H5 limita o modelo de Black Scho-
les ao calculo do prémio de opgoes europeias; as opgoes de venda negociadas
no mercado brasileiro sao europeias, mas as opgoes de compra, que sao as
que possuem maior liquidez, sao americanas. Entretanto, de acordo com a
Proposicao 2.1.4 e com o Corolario 2.1.1, nao é vantajoso exercer as opcoes de
compra antes do vencimento. Nesse sentido, as opgoes de compra americanas
vanilla negociadas no mercado brasileiro podem ser tratadas como se fossem
europeias. Segundo a Hipdtese H6, o ativo nao deve pagar dividendos du-
rante a vida da opg¢ao. Isso nao é um problema no mercado doméstico, uma
vez que as opcoes sao protegidas contra dividendos, ocorrendo os reajustes
nos precos de exercicio. As hipdteses restantes nao representam obstaculos
as aplicacoes do modelo de Black e Scholes porque algum grau de abstragao
da realidade serd sempre necessario para se modelar eventos da economia.
Para maiores esclarecimentos sobre a validade do realismo das hipoteses em
modelos econoémicos, ver Friedman (1953).

3.1.6 Calculo da volatilidade implicita

Nao ¢é possivel inserir o pre¢o de mercado da opcao, a taxa de juros, o prazo
até a maturidade, o preco de exercicio da opcao e o preco spot do ativo
subjacente para encontrar a volatilidade implicita da opcao. O parametro o
nao pode ser isolado nas férmulas de precificagao de Black e Scholes, portanto
¢é necessario calcula-lo por meio de métodos numéricos.

Teorema 3.1.1 (Newton-Raphson) Assuma y € C?{a,b}. Existe um
nimero q € {a,b}, onde y(q) = 0. Se y'(q) # 0, entao existe um 6 > 0 tal
que a sequéncia abaizo definida por iteracdo

y(qi—1)
Y (gi-1)

4 = ¢i—-1 —

convergird para q por qualquer aproximag¢ao inicial gy € {q — 0,q + 0}.
Prova: Mathews e Fink (1999). O

onde y'(q) = Z_Z’ y € C?{a,b} significa que a funcio y é duas vezes de-
rivavel no intervalo {a,b} e que 3”(q) é uma funcao continua no referido
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intervalo (Lima, 1976). O algoritmo de Newton-Raphson consiste em uma
técnica iterativa de sucessivas aproximacoes para a raiz de uma funcao. Essa
técnica € util para calcular o valor da volatilidade implicita da op¢ao. Haug
(2006) e Natenberg (1994) mostram uma adaptacao do algoritmo de Newton-
Raphson:

O, = 0;_1 = M (321)
Ki—1

Onde o; é a volatilidade implicita, c,,_, é o prémio de uma call obtido por
Black e Scholes para o;_1, ¢, é o preco de mercado da opcao de compra e
Ki1 = 82071 ¢ o vega da opcao com respeito a volatilidade em ¢ — 1. O
algoritmo também pode ser utilizado para puts, bastando substituir ¢ por
p na equacao 3.21. Maiores detalhes podem ser estudados em Manaster e
Koehler (1982). Esses autores desenvolveram uma ”semente” para o calculo

de volatilidades implicitas pelo algoritmo de Newton-Raphson:

-

3.1.7 Medidas de sensibilidade

As equacoes 3.17 e 3.18 mostram as formulas de precificacao de opgoes de
compra e venda, respectivamente, pelo modelo de Black e Scholes. Conforme
foi visto no capitulo anterior, as letras gregas sao medidas de sensibilidade
expressas por derivadas (de primeira ou segunda ordem) do prémio da opgao
com respeito a uma outra variavel. A proposicao abaixo mostra as gregas ob-
tidas diretamente das formulas de precificacao do modelo, isto é, da equacao
3.17 a 3.20.

Proposicao 3.1.4 Considere as equacoes de precificagao do modelo Black
Scholes, enumeradas de 3.17 a 3.20. A aplicacao direta das derivadas das
gregas nas equacgoes mencionadas resulta em:

8 Ct

log% + (T —1t)

(T —1)

Delta de uma call: A, = 95, N(dy)
N
Delta de uma put: A, = — = N(dy) — 1
0S;
f  N'(dy)

Gama de uma opgao: I' = 5 =
aSt StO' (T — t)
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Vega de uma opgao: k = % = S,/ (T — t)N'(dy)

o
Theta de uma call: ©, = Ocy - _m
ot 2/(T —1)

N'(d
Theta de uma put: ©, = % = _f’fT(l):)

Rhé6 de uma call: p, = % = KTe "T=YN(dy)
r

—rKe "IN (dy)

+rKe "IN (—dy)

0
Rho6 de uma put: p, = % = —KTe "YU N(—dy)
r

onde N'(-) € func¢do densidade de probabilidade da distribui¢ao normal pa-

_a2

dronizada, tal que N'(z) = o leTE.

Prova: A verificacao decorre imediatamente da aplicacao das derivadas par-
ciais da Tabela 2.2 nas formulas de precificacao do modelo Black Scholes.
O

3.2 Modelo ad-hoc Black Scholes

De acordo com a hipétese H3, a variancia do ativo subjacente é constante.
Essa hipétese nao condiz com a realidade dos mercados financeiros, em geral,
e do mercado de opgoes, em particular.

Como se pode observar nas formulas de precificacao, o prémio de uma opcao
no modelo Black Scholes é fungao dos seguintes parametros:

Prémio (Black Scholes) = [K, (T —t), S, r, 0] (3.22)

onde K é o strike; (T' — t) é o prazo até a maturidade de cada opcao; S; é o
preco do ativo subjacente; r ¢ a taxa de juros livre de risco; o ¢ a volatilidade
do ativo subjacente a opcao.

Dumas, Fleming e Whaley (1998) propdem uma adaptacao do modelo Black
Scholes no sentido de incorporar um parametro de volatilidade variante aos
prazos e strikes das diversas opg¢oes negociadas no mercado, semelhantes a
opcao a ser precificada:

Prémio (ad-hoc Black Scholes) = {K, (T —t), S;, 7,6, [K, (T —t)]} (3.23)
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A volatilidade passa a ser variavel e estimada a partir de uma amostra de
tamanho n, que dependera da disponibilidade de dados referentes as opgoes
negociadas no mercado. Esse novo modelo é conhecido na literatura como
Black Scholes modificado ou ad-hoc Black Scholes (Berkowitz, 2010).

Observacao 3.2.1 No modelo ad-hoc Black Scholes nao sao tecidas quais-
quer consideracoes sobre a volatilidade do ativo subjacente; o parametro
constante (pela Hipotese H3) de wolatilidade do ativo na Equagdo 3.22 €
substituido por um parametro varidavel de volatilidade implicita das opg¢oes
(Equagao 3.23).

Para inserir ¢, [K, (T' — t)] em (3.23) é preciso obter as volatilidades implicitas
de opgoes com a mesma data de vencimento 7', mas com prazos (anteriores
aos das opgdes-objeto) e strikes diferentes. O passo inicial consiste, portanto,
em obter as informacoes sobre os strikes, precos de mercado, taxas de juros,
prazos e precos do ativo subjacente. Esse conjunto de dados em cross sec-
tion servird para calcular a série de volatilidade implicita (o,,) dessas opgdes
até a data referéncia (o instante inicial em que as opgdes serdo precifica-
das)®. Uma vez que os dados estejam disponiveis, um modelo econométrico
deve ser ajustado”. O parametro estimado &,, é entdao inserido nas férmulas
usuais de precificagao do modelo Black Scholes como uma previsao do mo-
delo ajustado em fungao dos strikes e prazos das opgoes a serem precificadas.

A equacao de volatilidade implicita obecedera ao modelo econométrico:

on _ X B u
(nx1) " (nx k) (kx1) " (nx1) (3.24)
(n\><r1)

em que o o, é o vetor de varidveis endégenas (as volatilidades implicitas
das opgoes semelhantes as que serdo precificadas), o vetor X representa o
conjunto de varidveis explicativas (que sdo K e (T —t)), respectivamente os
strikes e os prazos até a maturidade de cada opgao), o vetor 3 é composto
pelos parametros a serem estimados e w é o termo de erro aleatorio do mo-

delo.

6 As volatilidades implicitas sao obtidas mediante a aplicacdo de um algoritmo como o
de Newton-Raphson.

"Para compreender a légica, as hipéteses e as propriedades do modelo cléssico de re-
gressao linear, ver Hill, Griffiths e Judge (2003) ou Greene (2002).
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Definicao 3.2.1 A equacdo de volatilidade implicita em 3.24 pode ser de-
finida pelas sequintes especifica¢oes (Dumas, Fleming e Whaley, 1998):

on="0

&n:@2+@1K+@2K2 . .

Gn = B0+ BiK + BoK? + B3(T — ) + B K(T — t)

On = Po+ B1K + P2 K? + B3(T — t) + Sa(T — t)* + B K (T — tz?) %)

B o

No Modelo 1, a volatilidade implicita é constante; essa especificacao é a
mesma da utilizada no modelo tradicional de Black Scholes, portanto a mo-
dificacao introduzida nesta secdo mostra que o modelo Black Scholes tradici-
onal é um caso particular do modelo ad-hoc, ou modificado. As demais espe-
cificagoes estabelecem uma relagao funcional entre a volatilidade implicita,
o preco de exercicio e/ou o prazo até a maturidade da opgao. Trata-se de
um argumento que impede que a opcao seja precificada com arbitragem®.
Os parametros ; do modelo podem ser estimados pelo método dos minimos

quadrados ordinérios®.

A técnica de estimacao de volatilidades descrita nesta secao apresenta van-
tagens porque a utilizacao das volatilidades implicitas é uma ferramenta ttil
para garantir que a opcao é precificada de maneira consistente com os pregos
de mercado de outras opgoes semelhantes (Berkowitz, 2010).

8Dumas, Fleming e Whaley (1998).
Hill, Griffiths e Judge (2003) e Greene (2002) explicam o método dos minimos qua-
drados ordindarios e suas principais propriedades.
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Capitulo 4
Modelo HN-GARCH

Neste capitulo é apresentado o modelo heterocedastico de precificagao de
opgoes proposto por Heston e Nandi (2000), denominado HN-GARCH. O
presente capitulo estd dividido da seguinte forma: na primeira secao sao
abordados alguns conceitos importantes que serao utilizados na aplicacao do
capitulo seguinte. Em seguida, sao analisadas as principais propriedades dos
modelos ARCH e GARCH e os modelos assimétricos EGARCH, NGARCH
e VGARCH. A segunda secao trata do modelo HN-GARCH e suas princi-
pais propriedades para a ordem (1,1), como a variancia de longo prazo, as
condicoes de estacionariedade, a correlagao entre o prego do ativo subjacente
e sua variancia condicional que é, por hipdétese, governada por um processo
GARCH assimétrico. Também sao mostradas as modificagoes necessérias
para que o modelo possa precificar as opgoes no ambiente de risco neutro.
Finalmente, as formulas de precificagao de uma opcao de compra sao sinteti-
zadas na Equagao 4.44. Para obter o prémio de opgoes de venda é empregada
a paridade put-call.
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4.1 ARCH e GARCH

4.1.1 Propriedades dos Ativos Financeiros

A Hipoétese H3 do modelo Black Scholes supoe que a variancia do retorno do
ativo subjacente a opcao seja uma constante. Os modelos heterocedasticos
que serao vistos neste capitulo partem do pressuposto que a variancia incon-
dicional do retorno do ativo é constante, porém sua variancia condicionada
a observagoes passadas muda com o tempo. Essa variancia condicional deve
convergir a variancia das opgoes que sao baseadas no ativo, uma vez que o
prémio da opgao é uma funcao do prego e da variancia do ativo subjacente.

Morettin (2008) lista alguns fatos estilizados sobre os retornos de ativos fi-
nanceiros:

1. Os retornos sao, em geral, nao autocorrelacionados;

2. Séries de retornos apresentam agrupamentos de volatilidade ao longo
do tempo;

O primeiro fato supoe que os retornos nao sao autocorrelacionados, o que sig-
nifica que as fungoes de autocorrelacao e autocorrelacao parcial dos retornos
nao devem apresentar valores significantes. Caso haja algum valor signifi-
cante, o retorno deve ser modelado até que a autocorrelagao seja removida.

Considere que a série temporal dos retornos (ou dos log-retornos) de um
ativo financeiro seja denotada por Xj;.

Definigao 4.1.1 (Fungao de Autocorrelacao) Seja v.(h) a funcio de
autocovariancia da série Xy, com t € Z. A func¢ao de autocorrelagao (FAC)
¢ definida analogamente como:

FAC = px(h) = Corr (Xt, Xt+h) = ”Yx(h)’ Vt,h € Z (4.1)

Definicao 4.1.2 Uma fungao real b : Z — R é nao negativa definida se, e

somente se:
n n
ZZ&i&jb |tz - tj| Z 0

i=1 j=1

para todos os inteiros positivos n e para todos os vetores a = (ayq,...,a,) €
R" et = (tl,...,tn)/ e zZ".
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Proposicao 4.1.1 Se a série X;, com t € Z, é um processo estaciondrio,
entao v.(+) e p.(+) apresentam as sequintes propriedades:

(1) 72(0) = Var{X;} e p.(0) = 1;

(1) 1ra(h)] < 7(0); ¢ |pa(h) < 1, Vh € 7,

(iii) 2 (h) = v.(=h) e pz(h) = pz(=h), Vh € Z.

(1) D iy Doy ity [t — 5] > 0 e 3500 D70 cipy [t — t5] > 0

Prova: Brockwell e Davis (1987) demonstram as propriedades da fun¢do de
autocovariancia. O raciocinio € andlogo para a FAC. O

A contraparte amostral da FAC segue a defini¢ao abaixo.

Definigao 4.1.3 (FAC Amostral) A fun¢do de autocorrela¢io amostral
¢ definida como:

Co ) (X = X) (X — X)
=507 s (- x) (4.2)

v n7 X s s 7. e
onde X = % ¢ a média amostral de X; en ¢ o tamanho da amostra.

Observagao 4.1.1 O desvio-padrio da FAC amostral (Sﬁﬁ(h)) para um ruido

branco (ver Definigio 3.1.5) € Sy, = 1/ %

n

Definigao 4.1.4 (Fungao de Autocorrelagao Parcial) A funcdo de au-
tocorrelagao parcial (FACP), ou ¢pp, da série X;, com t € 7, é definida
como a autocorrelacao entre Xy e Xyip, apds a remocgao da dependéncia linear
mutua entre os termos intermediarios X1, Xeio, - .., Xern_1. Formalmente:

FACP = (bhh = Corr (Xt, Xt+h‘Xt+1, Xt+27 . ,XtJrh,l) Vt, heZ (43)
A contraparte amostral da FACP segue a defini¢ao abaixo:

Definigao 4.1.5 (FACP amostral) A FACP amostral, ou QAﬁhh, pode ser
calculada pelo método recursivo proposto por Durbin (1960).

Observacao 4.1.2 O desvio-padrao de (ﬁhh para um ruido branco é \/%,
onde n € o tamanho da amostra.

Definigao 4.1.6 (Processo ARMA (p,q)) O processo X;, comt € Z, é
um processo ARMA (p,q), se X; é estaciondrio e se, para cada t,

¢(B)X; = 0(B)u (4.4)

onde B é um operador de defasagem, tal que B'X; = X; ; comi € Z; ¢(B) =
1—¢1B—...¢,B" € o polinomio autorregressivo; §(B) =1—6,B —...0,B4
é o polinomio média movel; u; é o ruido branco definido em 3.1.5.
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Assume-se que ¢(B) = 0 e §(B) = 0 ndo possuem raizes comuns. As
condicoes de estacionariedade e invertibilidade consistem, respectivamente,
em que as raizes dos polinomios ¢(B) = 0 e §(B) = 0 estejam fora do circulo
unitério (Wei, 2006).

As ordens p e ¢ do processo autorregressivo média mével, ou ARMA (p,q),
sao determinadas por meio da FACP e da FAC. Pode ser demonstrado que
a FAC de um processo autorregressivo estaciondrio decai exponencialmente
até zero e a FACP é nula para t > p. Analogamente, a FAC de um processo
média maével invertivel é nula para t > g e a FACP decai exponencialmente
até zero (Wei, 2006). Logo, se o ativo X; puder ser modelado por um processo
autorregressivo média mével de ordem p e ¢, ou ARMA (p,q), a estrutura
de autocorrelacao dos residuos do modelo ajustado deve apresentar as carac-
teristicas de um ruido branco, ou seja, a FAC e a FACP devem ser zero para
qualquer ¢.

O fato estilizado nimero 2 assume que as séries de retornos apresentam
agrupamentos de volatilidade ao longo do tempo. Isso significa que, mesmo
que os retornos nao sejam autocorrelacionados, nada garante que sejam in-
dependentes. E preciso analisar o segundo momento da série, isto €, sua
variancia. Para isso serao estudados os modelos heterocedésticos da familia

GARCH.

4.1.2 Heterocedasticidade Condicional
ARCH

Ao analisar a trajetéria da inflagdo no Reino Unido, Engle (1982) introdu-
ziu o modelo de heterocedasticidade condicional autorregressivo, ou ARCH,
em virtude do fato de que os agentes econémicos reagem nao somente ao
primeiro momento das varidveis macroecomicas, mas também aos momentos
superiores. O modelo ARCH é um processo estocéstico autorregressivo com
o objetivo de modelar a variancia de uma série temporal.

Definigao 4.1.7 (ARCH) Seja Xy, com t € Z, o retorno ou o log-retorno
de um ativo financeiro. Considere que X; possa ser modelado pelo sequinte
processo ARMA (p,q):

o(B)X, = 0(B)e (4.5)

em que € € definido como:
€t = OtU¢ (46)
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onde uy € identica e independentemente distribuido (iid) com média 0 e
variancia 1.

O processo ARCH(m) pode ser expresso como:

Var(X|F,_i) = Var(e|Fi;) =0l = w+ Z e, (4.7)
i=1

Alternativamente, defina ny = € — 2. Entdo, (4.7) pode ser reescrita como:

& =w+ Z i€+ my (4.8)

i=1

onde w > 0; a; > 0, Vi > 0; F;_; € o conjunto informacional disponivel em
t—i; m € a ordem do processo ARCH.

Observagao 4.1.3 A equagado 4.8 caracteriza o modelo ARCH(m) como um

processo autorregressivo em €2. Portanto, sua ordem m pode ser identificada

pela FACP.
Proposigao 4.1.2 E(o}) = E(€})
Prova: A Equacgao 4.7 resulta em :
Var(e|Fii) = 0f = E(€]|Fi )
Tomando a esperanga incondicional de o?:
E(o}) = E|E(¢/|Fi-i)]

Pela lei das expectativas iteradas:

E(o}) = E(€) (4.9)
O
Proposicao 4.1.3 A média incondicional de um processo ARCH(m) esta-
cionario é:

w
1370

Prova: da Equagio 4.8, E(€f) = w+ Y .- E(el;). Como o processo é
estaciondrio, pela Defini¢io 3.1.4, E(e?) = E(€2_,), Vi. Logo:

2 w

E(e) = m (4.10)
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Para assegurar a nao negatividade de 4.10 ¢é suficiente que w > 0, a; > 0
para todo ¢ = 1,2...m. Para que a série seja estaciondria é necessario que

Z;‘il a; < 1.
2

Proposigao 4.1.4 O processo ny = €2 — o2 tem média zero e nao é auto-
correlacionado.

Prova: E possivel reescrever ny como ny = u?c? — o?. Entao:

E(nt) = E(uf) E(07) — E(0}) =0

Cov(ng, ny_p) = E(u?) E(c})E(ni_p) — E(6?)E(ns_y) =0

0

Proposigao 4.1.5 (Excesso de Curtose) Considere o modelo ARCH(1).
O processo €; possui curtose igual a:

1—a?
1—3a2

3 >3

Prova: Tsay (2002). O

Corolario 4.1.1 O parametro oy deve satisfazer a condi¢ao 0 < oy < %
para um modelo ARCH(1).

Prova: A wverificacdo € imediata, pois o quarto momento do processo deve
ser positivo. [

GARCH

Bollerslev (1986) propoe um modelo mais parcimonioso, no qual, além de
um componente autorregressivo, ¢ acrescentado um componente média movel
baseado em n,'. O modelo sugerido por Bollerslev é denominado modelo de
heterocedasticidade condicional autorregressivo generalizado, ou GARCH.

Definigao 4.1.8 (GARCH) O processo GARCH é definido como:

ol =w+ Z i€l + Z Bio7; (4.11)
i=1 j=1

L Apesar de n; nao ser autocorrelacionado, nao é iid.
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Alternativamente, substituindo ny = € — o2 na equagdo acima:

maz|m,s|

€& =w+ Z (i + Bi)er ; — Zﬁ]ntj—i—nt (4.12)

Observacao 4.1.4 A FAC e a FACP podem ser utilizadas para identificar
as ordens do modelo GARCH definido na equagao 4.12.

Proposicao 4.1.6 A média incondicional de um processo GARCH(m,s) es-
taciondrio é: w

1 — Sl + B)

Prova: da Equacao 4.12:

mazx|m,s|
Ele)=w+ a; + 5; e ;) ;) + E(n
( t Z ﬁ t Zﬁj t— J ( t)
E(Et) O 0
Logo,
w
E(e}) = — (4.13)
1—3>20 i ‘(O‘i + 6;)
]

Para que o processo seja estacionario é necessario que me&'m ! (i +pi) < 1.
Hamilton (1994) e Nelson e Cao (1992) notam que o > 0 e § > 0 sao
condigoes suficientes, mas nao necessarias para a nao negatividade de 4.13.

Se ha a suposi¢ao de que os erros do modelo GARCH (m,s) sdo normal-
mente distribuidos, a estimacao dos parametros pode ser feita pelo método
da méxima verossimilhanca condicional?.

Proposigio 4.1.7 (Previsio) Se a condicio 3" (a; + ;) < 1 ¢
vdlida, a previsio de longo prazo de o? converge em probabilidade para a
média incondicional E(€?).

Prova: Tsay (2002) O

No modelo GARCH (m,s), o termo E(¢?) é chamado de variancia de longo
prazo. A soma Zmax‘m S'(ozi + f3;) é denominada persisténcia.

2Maiores informacoes sobre o método de méxima verossimilhanca condicional em pro-
cessos GARCH (m,s) podem ser encontradas em Hamilton (1994), Wei (2006), Enders
(2004) e Bueno (2008).
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IGARCH

O GARCH Integrado, ou IGARCH, é um modelo no qual a variancia de longo
prazo nao estd definida e a persisténcia ¢é igual a um. Trata-se de um modelo
heterocedéstico cujo componente autorregressivo apresenta raiz unitaria.

Definicao 4.1.9 (IGARCH) O modelo IGARCH admite a seguinte re-

presentacao:
i=1 i=1

onde se utilizou o fato de que Y ;" ;i + 335 B; = 1.

Pode ser mostrado que a previsao de um modelo IGARCH [ passos adiante,
partindo de um horizonte h, depende inteiramente do valor da previsao [ — 1
passos adiante. A prova estd em Tsay (2002).

GARCH-M

Engle, Lilien e Robins (1987) propdem um modelo no qual a expectativa
do retorno de um ativo depende da variancia condicional. O retorno e o
risco sao relacionados por um coeficiente denominado prémio de risco. O
modelo originalmente formulado pelos autores estabelecia que a variancia
condicional seguia um processo ARCH. O modelo ficou conhecido na lite-
ratura como ARCH-M (ARCH-in-Mean) pelo fato da equacao da variancia
afetar a equacao da média do processo. De forma mais genérica, a equagao
da variancia pode ser governada por um processo GARCH (Equagao 4.11).
Nesse caso, tem-se um modelo GARCH-M.

Definigao 4.1.10 (GARCH-M) O modelo GARCH-M admite a sequinte
representagao:

#(B)X; = \o? + 0(B)e (4.15)
onde o2 € o processo GARCH (m,s) definido na Equagdo 4.11; €; = oyuy; e
A € o prémio de risco.

Modelos Assimétricos

Os modelos ARCH e GARCH assumem que os choques positivos e negativos
(€;) produzem o mesmo efeito na volatilidade. Sao modelos simétricos. Black
(1976) nota a tendéncia de que as mudangas nos pregos de um ativo este-
jam negativamente correlacionadas com as mudancas na volatilidade desse
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ativo (efeito alavancagem). Admite-se que choques negativos tendem a pro-
duzir um efeito maior na volatilidade do que choques positivos. Os modelos
assimétricos medem o efeito dos choques positivos e negativos por meio do
coeficiente de assimetria 7.3

Engle e Ng (1991) introduzem a Curva de Impacto de Noticias (CIN) para
medir como a nova informacao é incorporada nos parametros de volatilidade.
A CIN ¢ uma funcao que relaciona ¢_; a 2. Os autores analisam uma
série de modelos assimétricos, entre eles, 0 GARCH exponencial (EGARCH)
de Nelson (1991), o GARCH assimétrico nao linear (NGARCH) e o modelo

VGARCH.
Definicao 4.1.11 (EGARCH) Seja ¢; = ouy. Considere a funcao g(uy):

_J(O+7)u+~E
glus) = { E9 _7§ut+7E
em que 0 ey sao constantes reais e uy € tid.
O modelo EGARCH (m,s) pode ser definido como:

Uy
Uy

seu, >0
seup <0

1+ BB+ + BB
l-ayB—---—a,B™

log (o) = g + g (u1) (4.16)

onde oy € uma constante, B é o operador de defasagem tal que Big(u;) =
g(ug—); os polinomios 1 + 1B+ -+ psB° el —a1B— -+ — o, B™ tém as
raizes fora do circulo unitdrio e ndo possuem fatores comuns.

A utilizagdo da fungao g(u;) possibilita ao modelo responder assimetrica-
mente a choques positivos e negativos em €. Quando 7 é negativo, ceteris
paribus, os choques positivos geram menor volatilidade que os choques ne-
gativos (Engle e Ng, 1991). Propriedades adicionais do modelo EGARCH
podem ser consultadas em Nelson (1991) e Tsay (2002).

Definigao 4.1.12 (NGARCH) O modelo NGARCH (Engle e Ng, 1991)
¢ definido na ordem (1,1) como:

02 =w+ Bl + (g1 +y0i1) (4.17)

3Nao confundir com a funcio de autocovariancia .
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Definicao 4.1.13 (VGARCH) O modelo VGARCH (Engle e Ng, 1991)

¢ definido na ordem (1,1) como:

2
ol =w+ fol | +a (et_l + *y) (4.18)
Ot—1

De acordo com Engle e Ng (1991), os modelos NGARCH (1,1) e VGARCH
(1,1) possuem o minimo da CIN em ¢_; = (—7)o;_1, embora a inclinac¢ao
da curva seja diferente para cada modelo. O modelo EGARCH (1,1) possui
minimo em ¢_; = 0. Maiores detalhes sobre os modelos NGARCH (1,1) e
VGARCH (1,1) podem ser encontrados em Engle e Ng (1991).

Hentschel (1995) empreende uma tentativa de unificagdo dos modelos he-
terocedasticos de ordem (1,1) em fungao dos parametros que determinam a
forma da CIN. O parametro b determina o deslocamento da curva. Quando
b = 0, o grafico parte da origem, b > 0 significa deslocamento para a direita e
b < 0, deslocamento para a esquerda. O parametro ¢ determina a inclinagao
da curva, que é diferente para cada lado do ponto minimo em ¢;_; = b. Os
demais parametros nao serao abordados neste trabalho. A tabela abaixo re-
sume os parametros para os modelos GARCH, EGARCH e NGARCH.

Tabela 4.1: Parametros da CIN para os modelos da familia GARCH
b c Modelo

0 0 GARCH (1,1)
0 Variavel EGARCH (1,1)
Varidvel 0 NGARCH (1,1)

A Figura 4.1 mostra os formatos tedricos das CIN dos modelos GARCH (1,1),
EGARCH (1,1) e NGARCH (1,1). Assumiu-se que 7 < 0 para os modelos
assimétricos. O gréafico da Figura 4.1 foi construido utilizando-se: b e c iguais
a zero para 0 GARCH (em preto); ¢ > 0 e b = 0 para o EGARCH (em azul);
b>0ec=0para o NGARCH (em vermelho).
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Figura 4.1: Formatos das Curvas de Impacto de Noticias

Formatos das Curvas de Impacto de Noticias

o,
0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
1 1 1

0.001
1

Pelas Curvas de Impacto de Noticias da Figura 4.1 é possivel notar as seguin-
tes caracteristicas: os modelos EGARCH (1,1) e NGARCH (1,1) respondem
de forma diferente a boas (¢_; > 0) e mas (_; < 0) noticias, enquanto
a magnitude da resposta do modelo GARCH (1,1) é indiferente a choques
positivos e negativos. O impacto dos choques negativos ¢ muito mais intenso

no modelo EGARCH (1,1).

4.2 0O Modelo HN-GARCH

Heston e Nandi (2000) desenvolveram um modelo heterocedastico de preci-
ficacao de opgoes. Nesse modelo, o parametro de volatilidade é calculado a
partir do histérico do ativo subjacente sem a necessidade de coletar volatili-
dades implicitas de opgoes semelhantes no mercado (como é o caso do modelo
ad-hoc Black Scholes). O modelo HN-GARCH possui uma solucao fechada,
o que o diferencia de outras alternativas GARCH que exigiam métodos de
simula¢do para obter os prémios das opgoes (ver Duan, 1995). O modelo
HN-GARCH (p,q) assume duas hipdteses bésicas:

e H1: O preco do ativo subjacente, S;, segue um processo GARCH,;

e H2: O valor de uma opgao de compra com um periodo para expirar
obedece a féormula de Black Scholes.
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4.2.1 Modelagem do Ativo Subjacente

A Hipétese H1 pode ser verificada na definicao abaixo:

Definicao 4.2.1 O preco do ativo subjacente (incluindo juros acumulados
ou dividendos) seque o processo heteroceddstico abaizo:

log (S;) = log (S;_a) + 7+ Xo? + oyuy (4.19)
P q

O't2 =w+ Z ﬁio-?—iA + Z a; (Ut—z‘A — 'yz‘o-t—z‘A)2 (420)
i=1 i=1

onde A € um intervalo de tempo; u; € uma sequéncia iid normalmente dis-
tribuida com média zero e varidncia unitdria, o2 € a varidncia condicional
do log-retorno entre t et — A e é conhecida do conjunto informacional em
t—A;r € a taxa de juros livre de risco no intervalo A; X\ € o parametro de
prémio de risco.

O modelo HN-GARCH (p,q) pode ser compreendido como uma justaposigao
dos modelos GARCH-M, NGARCH e VGARCH. O termo Ao? previne a
arbitragem no sentido de que o retorno do ativo rende a taxa de juros livre
de risco quando a variancia ¢é zero.

Propriedades do Modelo HN-GARCH (1,1)

As propriedades a seguir serao derivadas para o processo de ordem (1,1):

Proposicao 4.2.1 A wvariancia condicional em t + A possui a sequinte re-
presentacao:

log (S,) — log (S;_aA) — 7 — Ao — v,02)?
Ut2+A :w_'_ﬁlo-? +Oél( g( t) g( t AO-)2 Jt '710’7&) (421)
t

Prova: A Equagao 4.20 para t + A na ordem (1,1) do modelo € igual a:

Ut2+A =w+ ﬁlUtQ + ay (ur — ”YlUt)Q (4.22)
Isolando u; na Equacgao 4.19 resulta em:

_ log(S;) —log (Si—a) — 1 — Ao}

Ot

(4.23)

t

Reinserindo u; na Equacao 4.22 resulta em:

log (S;) —log (S;_a) — 7 — Xo? — 7103)2

O

2 2
Opin =W+ Bio; +041(
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Logo:

log (S,) —1og (S;_n) — 1 — o2 — v,02)?
0,52+A:w+510t2+011( g(t) g(tAU)Q t — N t)
i

o que € igual a Equacao 4.21. UJ

A Equacao 4.21 mostra a variancia condicional como funcao do preco do
ativo. O parametro ~y; representa a assimetria dos choques. Pode ser visua-
lizado pela Equagao 4.22 que um choque negativo (u; < 0) aumenta mais a
variancia do que um choque positivo (u; > 0).

Proposicao 4.2.2 (Variancia de Longo Prazo) O processo HN-GARCH
(1,1) possui variancia de longo prazo igual a:

w4 aq

E(o?) = —— 4.24
(@) 1 =B —ary; ( )

Prova: Seja o a Equagao 4.20 para o caso (1,1):
02 =w+ B2 A+ o (U_n —710i-n)° (4.25)

Se o processo € estaciondrio, E(0?) = E(c?_A). Além disso, u; ~ iid N(0,1).
Tomando a esperanca de ambos os lados:

E(0}) = w41 E(07_A) +a1 E(u;_p) =201 E(ui—a) mE(01-a)+a17i E(07_4)
—— ——
E(0?) 1 0 E(o?)

Logo:
w4 aq

E(c))= —— —
(at) 1—-p5 —Oéﬂf

O

Corolario 4.2.1 (Persisténcia) Para que o processo HN-GARCH (1,1)
seja estaciondrio € necessario que:

B+ ani <1 (4.26)
Prova: A condigdo By + a1yi < 1 € necessdria para que a variancia de longo

prazo na Equagdo 4.2/ esteja definida. Bi+a1vi € a persisténcia do processo.

0
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E possivel observar pela Equacao 4.25 que, se a; = 0, a equacao da variancia
segue um processo deterministico. Se a; = 0 e f; = 0, a variancia é constante
e 0 processo se aproxima do modelo Black Scholes tradicional em tempo
discreto.

Proposicao 4.2.3 Se o processo possui ordem (1,1), o log-retorno do ativo
e a variancia estao correlacionados da sequinte forma:

S
Covy_a [log (S—A) : afﬂ} = —2017107 (4.27)
t_

Prova: A Equacao 4.27 pode ser expressa como:

S S
Ei-a [log ( < tA) X 034 - {EtA {mg ( < A)} X Ea (ah)}
t— t—

(4.28)

Pelas Equacoes 4.19 e 4.22:

S,
Ei_a {log (S tA) X Ut2+A:| =
tf

=F, A [(w + Bio? + ay(u; — 71@)2) (T + Ao? + atut)}

=rw +rpof +rag B a(ul) —2raiyior By a(u) +ragyio? + Aotw+
Y —
+A0} B1 + Aoy Er_a(uf) —2X0f o1yt By a(u) A0} 0n] + oww By (ug) +
D v v
+0; 1 Er_a(ur) 40100 By a(u)) —2010m07 B a(uf) +070077 Eroa(uy)
Pela Fquagao 4.19:

S,
Et—A |}Og (S ¢ ):| =7+ AO'tZ + oy Et—l—A(ut) (429)

Pela Equacao 4.22:

E, A (UtQJrA) =w+ B0} + o1 Bi_a(uf) —2017107 Bi_a(ug) +aryio;
—— S——

1 0
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Logo,

S,
E, A {bg (S tA)] X B a (Ut2+A) =
t_

= 1w+ 1P107 + ray + rayior + Aotw + Ao} By + Aot + Aofaryi

Aplicando a Equacdo 4.28 e cancelando os termos em comum.:

S, S,
Ei_a [log (S tA) X Ut{tA} - {EtA {log (S tA)] X Eia (Ut2+A)} -
t— t—

2
= 2017 0;

O

Segundo a Proposicao 4.2.3, se o valor de ~; for positivo, entao existe uma
correlagao negativa entre o log-retorno do ativo subjacente e a volatilidade.

Proposicao 4.2.4 (Convergéncia em Tempo Continuo) Seja v, = %
a variancia por unidade de tempo. Pode ser demonstrado que, a medida que
A — 0, 0s processos:

log (Sy) =1log (S;_a) + 7+ Xo? + opuy (4.30)

02 =w+ B2 A+ o (w_n — 110i-n)° (4.31)

Convergem respectivamente para:

dlog (S¢) = (r + Avy)dt + /veduy (4.32)
dvy = k(0 — vp)dt + s/veduy (4.33)

Prova: Heston e Nandi (2000). O

A Equagao 4.33 representa o modelo de volatilidade estocastica de Heston
(1993). Os parametros k, 6 e s sdo constantes. du; é um processo Wiener;
k mede a velocidade de ajuste de v; a seu termo de longo prazo 6 (ver Cox,
Ingersoll e Ross, 1985); s é a volatilidade de ;.
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Risco Neutro

Para que as opgoes possam ver precificadas é necessario que se faga alguma
consideracao sobre o parametro A\, o préemio de risco. De acordo com a Pro-
posicao 4.2.4, o preco do ativo subjacente depende diretamente da magnitude
de A\. Em um ambiente de risco neutro assume-se que as opgoes sejam des-
contadas pela taxa de juros livre de risco, r, e que o preco do ativo obedega
alguma distribuicao de probabilidades sob risco neutro.

As Equagoes 4.19 e 4.20 podem ser reescritas, respectivamente, da seguinte

forma: 1
log (S;) = log (Si—a) +7 — 50152 + opuy (4.34)

p q
* * 2
ol = w—I—Z ﬁiaf_m—l—z a; (Ug_in — yiat_iA)Q—l—oq (ut_A — %Ut—A) (4.35)

i=1 i=2
onde)\:—%,uf:ut+()\+%)ate”yf:’yl+)\—%.

Note que o preco do ativo subjacente aparentemente nao depende mais do
prémio de risco, A.

Proposicao 4.2.5 Seja v; = %2 a variancia por unidade de tempo. Pode

ser demonstrado que, a medida que A — 0, 0s processos:

1
log (S;) = log (Si—a) +7 — éaf + oy (4.36)
0'252 =w + ﬁlO’thA + aq (Ut,A — ”ylot,A)2 (437)
Convergem respectivamente para:
dlog (S;) = (r — %)dt + urdu; (4.38)
1
dv, = {k:(& — )+ s ()\ + 5) vt} dt + s/veduy (4.39)

Prova: Heston e Nandi (2000). O

Corolario 4.2.2 Se A\ = —0,5, as tazas de crescimento das médias das
Equacoes /.32 e 4.33 sao iguais, respectivamente, as das FEquagoes 4.38 e
4.89. Os processos Wiener associados a cada ambiente de risco, entretanto,
sao diferentes.

Prova: A verificacdo é imediata. [
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De acordo com a Definigao 4.2.1, uy ~ N(0,1). Para que a distribuigao de u;
também tenha uma distribuicao normal padrao é preciso adotar a Hipdtese
H2, descrita no inicio da se¢ao. A Hipotese H2 significa que o valor de
uma opcao de compra a um periodo antes da maturidade deve obedecer a
férmula de Black Scholes. Essa hipdtese é adotada para que o preco do
ativo possa ter uma distribuicao lognormal por um tnico periodo. Assim,
¢ possivel encontrar uma varidvel aleatéria u; que possua uma distribuicao
normal padrao no ambiente de risco neutro. Maiores detalhes em Rubinstein
(1973) e Brennan (1979).

4.2.2 Formulas de Precificacao

Para obter as férmulas de precificagdo das opgoes, Heston e Nandi (2000)
utilizam a inversa da funcao caracteristica do logaritmo do preco do ativo
subjacente. Os conceitos a seguir sao importantes para se compreender as
etapas das férmulas de precificacao.

Conceitos Prévios

Definigao 4.2.2 (Fungao Geratriz de Momentos) Seja = uma v.a.

continua com funcao densidade de probabilidade p. A func¢do geratriz de
momentos de x é:

o0

ma() = E(e?) = / e p(z)da

—00

Ou, alternativamente:

malo) = B = [ " e F{da)

onde x e ¢ sao numeros reais; F € a distribuicao de x. Referéncia: Meyer
(1982).

Definigao 4.2.3 (Fungao Caracteristica) Seja x uma v.a. continua nao
negativa com distribuicao de probabilidades F'. A funcdo caracteristica de x
¢ a funcao f definida para um numero real ¢:

o0

f(6) = B(e*) = / CUF{dr} = u(d) +iv(g)  (4.40)

em que i = /—1; u(¢) = [°_cos (px)F{dx}, iv(p) =i [7_sin(¢px)F{dx}.
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A soma u(¢)+iv(¢) resultou da aplicacao da férmula de Euler a funcao f,.(¢).
Uma forma equivalente de expressar a Equacgao 4.40 consiste em considerar
a densidade p da distribuicao F"

£6) = Bl = [~ e*p(a)da
A equacao acima é também conhecida como transformada de Fourier. A
funcao f apresenta algumas propriedades:

Lema 4.2.1 Seja f = u+iv a fun¢ao caracteristica da variavel aleatoria x
com distribuicao F'. Entao:

i) f € continua;

i) £(0) = 1 e |f(9)] < 1. Vo | |

i11) aX + b possui a fungao caracteristica F (e’¢’(“x+b)) = e f(ag);

i) f € o conjugado de f e, em particular, f = u—iv € a fungdo caracteristica
de -x;

v) w € par e v € impar. A funcao caracteristica € real se, e somente se, F é
simétrica;

vi) Para todo ¢, 0 < 1 —u(2¢) < 4[1 — u(e)].

Prova: Feller (1970). O

Teorema 4.2.1 (Inversao) Seja F' uma distribuicao com fung¢ao carac-
teristica f. E possivel demonstrar que:

F(z) - F(0) = — /Oo Flo)—— e “9rdg
* “on ) 6
Prova: Kendall e Stuart (1977). O

Isolando F'(x) no lado esquerdo da equagao do Teorema 4.2.1 resulta em:

Teorema 4.2.2

11 e f(—g) —e ()

Prova: Gil-Pelaez (1951). O
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Formulas Analiticas de Precificagao
Proposicao 4.2.6 Seja S; o preco do ativo subjacente e x(T) = log (St),
onde T >1t. A funcdo geratriz de momentos de x(T) corresponde a:

My (¢) = B [e?1°857)] (4.41)
Prova: Aplicacao da Definicao 4.2.2. [

Proposicao 4.2.7 A func¢do geradora de momentos m,(¢p) assume a forma
abaizo:

¢x(t) + A(t; T, ¢) + X0, Bi(t; T, ) x
X2 (t+ 20 —iA) + 37 Cy(t: T, ¢) x 2 (4.42)

Mg(T) ((b) = €Xp
X (u(t + A —iA) — 2+ A — m))

Como z(T') é conhecido em T, as Equagoes 4.41 e 4.41 exigem a sequinte
condicao:

Os coeficientes A(-), Bi(-) e Ci(+) sao tais que:

At T,0) = At + AT, ¢) + ¢r + Bt + A T, ¢ )w—
—5log[l =201 By (t + A; T, ¢) — 201 (t + A T, ¢)]

Bi(t;T,¢) = ¢(A+7) — 377 + BiBi(t + A T, ¢) + Bo(t + A T, ¢)+
+ 1/2(¢—1)?
1—2041B1(t+A;T,¢)—201(t+A;T,¢)
Bi(t;T,¢) = B1B1(t + AT, ¢) + Bia(t+ AT, ¢) , para 1l <i<p
Cz(t7 T7 ¢) - ai-ﬁ-lBl(t + A7 T7 ¢) + C’H—l(t + A, Ta ¢) , para 1< S q— 1

Prova: Heston e Nandi (2000). O

Proposicao 4.2.8 Se a fungio caracteristica de x(T) € fur)(9), entao:

00 K~ fo(r) (ig+1)
E {max [S(T) = K, 0]} = £(1) (& + £ J;7 R | 202 do) - )
oo K7i¢f$ (Z¢) ’
—K (3 + 4 R nag)
onde i = «/—1; K é o preco de exercicio; R[-] denota a parte real de um
numero complezxo.

Prova: Heston e Nandi (2000)*. O

4Na prova foi realizada a inversio de Jary (@)
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O valor de uma opgao de compra é simplesmente o valor presente do payoff
E{max[S(T) — K, 0]} descontado pela taxa de juros livre de risco, r. Por-
tanto, sao utilizadas as probabilidades e a funcao caracteristica f;(T) (1¢) do
ambiente de risco neutro. Segue abaixo o corolario da Proposicao 4.2.8, que
mostra como é o calculo de uma opcao de compra pelo modelo HN-GARCH:

Corolario 4.2.3 (Prémio de uma Opgao de Compra) No prazo t <
T uma opcao de compra europeia de strike K e maturidade em T possui
0 sequinte prémio:

c=e T VE {max [S(T) — K,0]} = S(T)p(1) — Ke "I 9p(2)  (4.44)

onde: of (ip+1)
B 1 efr(Tft) 00 K¢ ;(T) i+ 1
P =3+ "5 /0 %[ i a¢
1 1 [~ K_wf;(:r) (19)
p(2):§+;/0 %[T d¢

Prova: Heston e Nandi (2000). O

A probabilidade p(1) é o delta da opgao de compra, ao passo que p(2) é a
probabilidade de risco neutro do preco do ativo subjacente ser maior que K,
o preco de exercicio, na maturidade. O valor de uma opg¢ao de venda pode ser
conhecido aplicando-se a paridade call-put, conforme explicado no capitulo
tedrico sobre opcoes.
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Capitulo 5

Aplicacao

Neste capitulo é feita uma aplicacao com base nas teorias desenvolvidas nos
capitulos anteriores. Sao precificadas as opgoes de compra baseadas em agoes
preferenciais da Petrobras (Petr4), cujo periodo de precificacao abrange de
01/02/2011 até a maturidade, 21/03/2011. O capitulo esta dividido da se-
guinte forma: na primeira se¢ao é apresentado o conjunto de dados; na se-
gunda segao hé uma aplicagdo do modelo de Black Scholes (1973), em que
sao calculadas as medidas de sensibilidade e os prémios das opc¢oes; na ter-
ceira segdo ha uma aplicacao da versao ad-hoc (Dumas, Fleming e Whaley,
1998) do modelo Black Scholes. Os parametros da equacao de regressao es-
pecificada em 3.25 sao estimados com o objetivo de se encontrar uma medida
variavel de volatilidade. Em seguida, também sao calculados os prémios e
as medidas de sensibilidade das opc¢oes de compra; a quarta secao consiste
na analise da série temporal do ativo subjacente as opcoes e no ajuste do
modelo HN-GARCH (Heston e Nandi, 2000) de precifica¢ao; na dltima se¢ao
hé uma sintese dos resultados dos trés modelos e uma andlise comparativa
com base em medidas de erro de predicao. O melhor modelo é aquele que
resulta em prémios mais préoximos dos precos de mercado. Os resultados
sao analisados primeiramente para todo o conjunto de opgoes e, em seguida,
para opcoes classificadas segundo os deltas. Conclui-se que os modelos ad-hoc
Black Scholes e HN-GARCH superam a versao tradicional de Black Scholes
no conjunto das opgoes em estudo. Para opgoes dITM, ITM e dOTM o mo-
delo escolhido foi o ad-hoc Black Scholes; para as opcoes ATM e OTM o
modelo que produziu os melhores resultados foi o HN-GARCH.
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5.1 Dados

As seguintes informacoes sao comuns a todos os modelos de precificacao de

opgoes utilizados neste trabalho:

e Opcoes: sera precificado um conjunto de 326 opgoes de compra base-
adas em agoes preferenciais da Petrobras (Petr4). O periodo de pre-
cificacao consiste em 33 dias tteis; a data de vencimento das opgoes é
21/03/2011 (t = 0), com referéncia em 01/02/2011 (¢t = 32).

A Tabela 5.1 sintetiza as classes de opcoes de compra, os strikes, o nimero
de opgoes a serem precificadas e o pregco médio de mercado de cada opcao

durante o perfodo considerado!.

Tabela 5.1: Conjunto de opcoes

Opcao Strike  Obs. Preco médio
PETRC20 R$ 19,83 32 R$ 8,17
PETRC22 R$ 22,00 33 R$ 5,96
PETRC24 R$ 23,83 33 R$ 4,19
PETRC26 R$ 25,83 33 R$ 2,30
PETRC27 R$ 27,00 33 R$ 1,34
PETRC28 R$ 27,83 33 R$ 0,77
PETRC29 R$ 29,00 33 R$ 0,29
PETRC30 R$ 29,83 33 R$ 0,15
PETRC31 R$ 30,83 30 R$ 0,07
PETRC32 R$ 31,83 33 R$ 0,04

TOTAL 326

A Figura 5.1 mostra os 326 payoffs empiricos em fungao dos precos de mer-
cado, dos strikes e dos prazos. O grafico se assemelha ao payoff tedrico de
uma put pelo fato de serem utilizados os strikes, ao invés do preco do ativo

subjacente, como variavel explicativa.

Fontes de dados: www.bmf.com.br e www.comdinheiro.com.br
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Figura 5.1: Payoffs observados
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O objetivo dos modelos de precificacao consiste em mimetizar os payoffs
empiricos visualizados na figura acima, isto é, os prémios resultantes dos
modelos devem ser os mais préximos possiveis dos precos observaveis de
mercado, que sao as variaveis mais importantes para se testar a validade de
um modelo de precificacao. Segue abaixo o grafico dos 326 payoffs, em sua
forma bidimensional, expresso pelos precos de mercado.

Figura 5.2: Precos de mercado das opcoes de compra

Precos de mercado das opcdes de compra

Pregos

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

Observagdes

As opcgoes se encontram ordenadas segundo os strikes e sofrem, implicita-
mente, a influéncia do prego do ativo subjacente (Figura 5.3) no decorrer do
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prazo até o vencimento (eixo do gréfico da Figura 5.1).

e Taxa de desconto: a taxa de desconto ¢ fixada em 11, 1583% ao ano.

O calculo da taxa de retorno é efetuado por uma técnica de interpolacao
simples®. A expectativa do DI futuro®, com referéncia em 31 de janeiro de
2011, para 21/02/2011 era de aproximadamente 11,16% a.a. (18 dias tteis
até o vencimento das opgoes); para 31/03/2011, de exatos 11,15% a.a. (8
dias tteis além do vencimento das opgoes). Entao:

1
r= (11, 1619298583127 x 2—2) + (11, 15 % 2%) = 11,1583

onde r é a taxa livre de risco esperada em 21/03/2011. Essa taxa sera
utilizada como taxa de desconto em todos os modelos de precificacao de
opcoes aplicados neste trabalho.

e Ativo subjacente: agoes preferenciais da Petrobras (Petr4).

A Figura 5.3 mostra a série temporal de precos do ativo referente ao periodo
de precificagao das opgoes (total de 33 observagoes, onde t = 0 é a data de
vencimento).

Figura 5.3: Precos de Petr4

Preco de Petr4

29

35
Prazo

2 Azevedo (2010).
3Fonte de dados: www.bmf.com.br
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Existe uma correlacao entre os precos do ativo e os precos de mercado das
opcoes, isto é, entre os graficos da Figura 5.1 e da Figura 5.3 para cada
ponto do tempo. A Figura 5.4 mostra a correlagao entre os precos do ativo
subjacente e os precos das opcoes em todo o prazo até o vencimento. A cor-
relacao esta calculada para cada um dos strikes da Tabela 5.1. Nota-se que,
tendencialmente, a correlacao é tanto mais forte quanto menor o strike. A
correlagao média para todo o conjunto de opgoes, sem considerar a divisao
entre os strikes, é de 0,61.

Figura 5.4: Correlagao precos de Petrd x precos das opgoes
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Nao é necessaria mais nenhuma informagcao da série de pregos e log-retornos
do ativo subjacente, exceto: 1) para o calculo da volatilidade histérica utili-
zada no modelo Black Scholes tradicional; 2) para o ajuste do modelo HN-
GARCH, que utiliza uma série historica de log-retornos do ativo.
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5.2 Black Scholes

Constituem as entradas (inputs) do modelo Black Scholes (1973) a volatili-
dade historica e todos os itens descritos na secao anterior.

e Volatilidade: serd utilizada a volatilidade histérica dos log-retornos
reais (deflacionados pelo IPCA) do ativo subjacente no periodo retros-
pectivo de 33 dias, a partir de 31/01/2011.

O calculo da volatilidade histérica é efetuado pela aplicagao da férmula de
volatilidade efetiva anualizada.

2
% (i —9)] 0, 0047509
= = =/ ———— =10,012184
04 \/ = 5 0,0121846

onde o y; ¢é a série de log-retornos reais de Petr4, y ¢ a média amostral da
série no periodo de 33 dias e g4 é o desvio-padrao diario da amostra. A vo-
latilidade efetiva anualizada é o = 04v/252 (252 dias titeis no ano), portanto
0,0121846 x /252 = 0,1934 ao ano, ou 19, 34% a.a..

Ao inserir o parametro constante de volatilidade histérica nas férmulas de
precificagao do modelo, sdo obtidos (vide as Equagdes 3.17, 3.18, 3.19 e 3.20)
os 326 prémios das opgoes de compra da Tabela 5.1, visualizados no gréafico
abaixo:

Figura 5.5: Premios por Black Scholes vs Pregos de mercado

Prémios BS vs Pregos de mercado
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O grafico de precos de mercado estd em azul. E uma reproducao da Figura
5.2. O grafico dos prémios das opgoes de compra calculados pelo modelo
Black Scholes esta em preto. Nota-se que, em geral, hd uma subestimacao
dos prémios em relagao aos precos de mercado.

As Figuras abaixo mostram o comportamento dos deltas e dos gamas cal-
culados pelo modelo Black Scholes. Os graficos sao plotados em funcao do
prazo (os valores préximos do vencimento, em ¢t = 0, estdao em vermelho) e
dos strikes.

Figura 5.6: Deltas do modelo Black Scholes
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O grafico dos deltas calculados pelo modelo Black Scholes apresenta as ca-
racteristicas tipicas dos deltas tedricos de uma opcao. E possivel observar
a influéncia significativa dos precos do ativo subjacente por meio da Figura
5.3: quando os precos de Petr4d caem, os deltas acompanham o movimento
na mesma direcao, e vice-versa. Isso é evidente no grafico para quando o
prazo estd préximo de 10 (alta do ativo) e de 26 (a agao estd em baixa).

Os gamas sao maiores para opcoes ATM e possuem a propriedade de au-
mentar de valor para esse tipo de op¢ao quando se esta perto do vencimento.
E por essa razao que os deltas sao mais sensiveis ao movimento de precos do
ativo subjacente para opcoes ATM.
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Figura 5.7: Gamas do modelo Black Scholes

Gamas do modelo Black Scholes
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Tabela 5.2: Prémios e letras gregas médios do modelo Black Scholes

Opcao Prémio médio A médio I' médio

PETRC20 R$ 7,97 1,0000 4, 7e-07
PETRC22 R$ 5,80 0,9998  3,6e-04
PETRC24 R$ 3,99 0,9927  0,0106
PETRC26 R$ 2,08 0,9104  0,0805
PETRC27 R$ 1,11 0,7617  0,1843
PETRC28 R$ 0,57 0,5465  0,3162
PETRC29 R$ 0,18 0,2120  0,1955
PETRC30 R$ 0,07 0,0933  0,1085
PETRC31 R$ 0,02 0,0287  0,0419
PETRC32 R$ 0,00 0,0071  0,0114
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5.3 ad hoc Black Scholes

Constituem as entradas (inputs) do modelo Black Scholes modificado, ou
ad-hoc Black Scholes (Dumas, Fleming e Whaley, 1998), o vetor de 326
volatilidades calculadas e todos os itens descritos na secao 5.1.

e Volatilidade: a volatilidade sera uma funcao do strike e do prazo até
o vencimento de cada opcao.

Etapas para o célculo das volatilidades: 1) obter o vetor endégeno de vo-
latilidades implicitas passadas o,; 2) especificar a equacao de regressao e
estimar o modelo pelo método dos minimos quadrados ordindrios; 3) prever
a volatilidade de cada opcao por meio de seu strike e prazo.

Etapa 1: a Tabela 5.3 mostra 261 opcoes de compra de mesmos strikes

e data de vencimento das opcoes listadas na Tabela 5.1. Foram coletadas
opcoes do periodo entre 18/11/2010 e 28/01/2011.

Tabela 5.3: Opcoes e periodos de apuragao da variavel endogena o,

Opcao Periodo considerado Obs.

PETRC20 de 21/12/2010 a 27/01/2011 13
PETRC22 de 03/01/2011 a 27/01/2011 11
PETRC24 de 21/12/2010 a 28/01/2011 25
PETRC26 de 18/11/2010 a 28/01/2011 49
PETRC27 de 18/01/2011 a 28/01/2011 7
PETRC28 de 23/11/2010 a 28/01/2011 45
PETRC29 de 18/01/2011 a 28/01/2011 8
PETRC30 de 19/11/2010 a 28/01/2011 45
PETRC31 de 17/12/2010 a 28/01/2011 27
PETRC32 de 07/12/2010 a 28/01/2011 31

TOTAL 261

A Figura 5.8 mostra os pregos de mercado das opg¢oes acima.
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Figura 5.8: Pregos das opgoes da Tabela 5.3
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Para encontrar o vetor o, ¢ utilizado o algoritmo de Newton-Raphson com as
seguintes entradas: os precos de mercado das opcoes, seus respectivos strikes
e prazos. A taxa de desconto nao representa uma expectativa de DI futuro;
consiste na taxa de juros observada do DI* em cada t. Portanto, somente
neste caso, serd empregada uma taxa de desconto varidvel.

Figura 5.9: Smile de volatilidade do vetor o,
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Pode-se notar que o grafico da Figura 5.9 retine as caracteristicas tipicas
do smile de volatilidade®.

Etapa 2: foram ajustados os trés modelos de volatilidade variavel suge-
ridos na Definigao 3.2.1. A tabela abaixo resume os resultados. O melhor
modelo é aquele que resulta no menor critério de Akaike (AIC)® e no maior
R? ajustado’.

Tabela 5.4: Escolha do melhor modelo de volatilidade
Modelo AIC R?

Modelo 2: —935,46  0,6543
Modelo 3: —999,30  0,7314
Modelo 4: —1029,00 0,7611

A Tabela 5.5 mostra as estimativas do modelo 4. Os erros-padrao estao na
segunda coluna, entre parénteses.

Tabela 5.5: Estimativas do modelo de volatilidade

Parametro Estimativa Estatistica t
Bo 3,0219519 (0, 1451) 20, 83
B —0, 1804136 (0,0095) —18,99
Bs 0, 0030656 (0,0002) 16,79
By —2,0587115 (0,5674) -3,63
B4 4, 4757144 (0,7796) 5,741
Bs 0,0166441 (0,01637) 1,017

EfVer o capitulo tedrico sobre opgoes.
6Para maiores informagdes sobre o critério de Akaike, conferir Enders (2004).
"Detalhes sobre o R? ajustado em Gujarati (2004).
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O parametro Bs nao 6 significante a 5%. Logo, o modelo pode ser reesti-
mado sem a presenca desse parametro. Os parametros reestimados estao
sintetizados na Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Reestimativas do modelo de volatilidade

Parametro Estimativa Estatistica t
Bo 2,9635053 (0, 1332) 22,25
Bl —0,1795192 (0,0095) —18,98
Bg 0,0031093 (0,0002) 17,52
Bg —1,6016595 (0, 3461) —4,63
B, 4, 4912236 (0, 7795) 5,76
AIC —1030, 00
R? 0,7612

A Figura 5.10 apresenta as fungoes de autocorrelagao (FAC) e autocorrelagao
parcial (FACP) dos residuos padronizados.

O gréfico da funcao de autocorrelagao dos residuos padronizados indica que
a série ¢ estacionaria, embora se deva registrar a presenga de um pequeno
grau de autocorrelacao nos residuos padronizados do modelo. Os testes de
Shapiro-Wilk (1965) e Jarque-Bera (1987) apresentam, respectivamente, as
estatisticas W = 0,8153 e x* = 1337,34, ambas com p-valor menor que
2,2e—16, o que confirma a nao normalidade dos residuos padronizados. Se-
gundo Dumas, Fleming e Whaley (1998), o objetivo da equagao de regressao
da volatilidade consiste em testar uma forma funcional empirica para o
parametro o. Essa forma funcional deve relacionar diretamente a volatili-
dade, os pregos de exercicio e os prazos (cujos parametros sao significantes).
Por essa razao, a forma funcional do modelo sera mantida.
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Figura 5.10: FAC e FACP dos residuos padronizados
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Etapa 3: com base nas estimativas da Tabela 5.6 sao apresentadas, na
figura abaixo, as 326 volatilidades calculadas para cada opcao da Tabela 5.1
em funcao dos respectivos strikes e prazos.

Figura 5.11: Volatilidades do modelo ad-hoc Black Scholes

Volatilidades variaveis do modelo Black Scholes modificado
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As volatilidades da Figura 5.11 foram previstas pelo modelo estimado na
Tabela 5.6. O exemplo abaixo mostra o calculo da volatidade de uma opgao
por esse método.

Exemplo 5.3.1 A opcio PETRC29 possui strike de R$ 29,00. No dia

01/02/2011, t = 32. O prazo anualizado €, portanto, 23—522 = 0,127. Ao

wserir os valores do prazo e do strike na equacgao de regressao € encontrada
a sequinte volatilidade:

& =P+ [31(29)} [32(29)2} + [33(0, 127)} + [54(0, 127)2} —0,2414

Ao inserir os parametros de volatilidade calculados nas férmulas de preci-
ficacao do modelo sao obtidos os 326 prémios das calls da Tabela 5.1.

Figura 5.12: Premios por ad-hoc Black Scholes vs Pregos de mercado

Prémios BSM vs Precos de mercado
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Observacoes

De modo andlogo ao da secao anterior, o grafico acima apresenta os prémios
obtidos pelo modelo ad-hoc Black Scholes em preto; os precos de mercado
das opgoes estao em azul. Nota-se que a série de prémios se ajusta bem aos
precos de mercado, uma vez que as duas linhas estao quase sobrepostas.

As Figuras 5.13 e 5.14 contém os graficos dos deltas e dos gamas resultantes
do modelo ad-hoc Black Scholes. Os valores mais préximos do vencimento
estao em vermelho. Repare que o comportamento dos deltas e gamas ¢ simi-
lar ao do modelo Black Scholes tradicional.

81



Figura 5.13: Deltas do modelo ad-hoc Black Scholes
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Figura 5.14: Gamas do modelo ad-hoc Black Scholes
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A Tabela 5.7 sintetiza as informagoes das médias dos prémios e das medi-
das de sensibilidade para o periodo em anédlise. Os deltas médios do modelo
ad-hoc sao menores que os do modelo tradicional, mas se tornam maiores a
medida que as opgoes vao saindo do dinheiro. Embora a Figura 5.14, com-
parativamente a Figura 5.7, evidencie que os gamas do modelo ad-hoc sao
menores que os obtidos pelo Black Scholes tradicional, os gamas médios do
modelo ad-hoc sdo menores apenas para opcoes ATM, conforme mostra a
coluna da direita da Tabela 5.7.
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Tabela 5.7: Prémios e letras gregas médios do modelo ad-hoc Black Scholes

Opcao Prémio médio A médio I' médio

PETRC20 R$ 7,98 0,9903  0,0055
PETRC22 R$ 5,83 0,9799  0,0130
PETRC24 R$ 4,05 0,9514  0,0323
PETRC26 R$ 2,21 0,8471  0,0943
PETRC27 R$ 1,30 0,6987  0,1694
PETRC28 R$ 0,79 0,5373  0,2115
PETRC29 R$ 0,35 0,2808  0,1697
PETRC30 R$ 0,19 0,1698  0,1198
PETRC31 R$ 0,09 0,0936  0,0763
PETRC32 R$ 0,05 0,0481  0,0421
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5.4 HN-GARCH

Constituem as entradas (inputs) do modelo HN-GARCH (Heston e Nandi,
2000) a volatilidade condicional do ativo subjacente e todos os itens descritos
na primeira secao deste capitulo.

e Volatilidade: para o cédlculo da volatilidade condicional é utilizada a
série temporal de log-retornos reais do ativo subjacente no periodo de
22/06/2009 a 31/01/2011 (398 observagoes).

5.4.1 Ajuste do modelo HN-GARCH

A Figura 5.15 mostra o comportamento da série de pregos (grafico superior)
e dos log-retornos reais do ativo Petr4.

Figura 5.15: Precos e log-retornos reais das agoes preferenciais da Petrobras
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E possivel notar que a série de log-retornos reais® alterna periodos de baixa
e alta volatilidade.

8 A série de log-retornos reais do ativo serd denotada por X;.
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A Tabela 5.8 resume algumas propriedades dessa série:

Tabela 5.8: Propriedades da série de log-retornos reais

Média  Variancia (0?) Simetria Curtose Minimo Méximo

—0, 0006 0,0003 —0,1729 3,3270 —0,0535 0,05182

As estruturas de autocorrelacao e autocorrelacao parcial de X; podem ser
visualizadas na figura abaixo:

Figura 5.16: FAC e FACP de X,
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Os gréaficos da FAC e da FACP indicam que a série X, é estacionaria e se
comporta como um ruido branco, com exce¢ao da defasagem 26.

A Figura 5.17 mostra a FAC e a FACP para a série dos log-retornos re-
ais quadréticos, X?:
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Figura 5.17: FAC e FACP de X7}
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A série X, é estacionaria e nao autocorrelacionada, porém nao é indepen-
dente. Os graficos da FAC e da FACP acusam a presenca de autocorrelacao
para a série quadratica X?. A primeira defasagem ¢é estatiscamente signifi-
cante em ambos os graficos. O teste de Ljung-Box” (para 6 graus de liber-
dade) aplicado & série X? resulta na estatistica x? = 14,95, com p-valor 0, 02;
portanto, X2 niao pode ser interpretada como um ruido branco. O teste de
ARCH-LM (para 1 grau de liberdade)'® aplicado & série X; possui estatistica
x? = 7,25 e p-valor igual a 0,007; logo, a hipétese nula de auséncia de com-
ponentes ARCH ¢ rejeitada na série X.

A Tabela 5.9 sintetiza as informagcoes dos testes aplicados as séries X; e
X? (linhas 1 e 2, respectivamente). Os p-valores estdo entre parénteses.

9Tsay (2002) apresenta maiores informagcdes sobre o teste de Ljung-Box. A escolha dos
graus de liberdade foi realizada pela férmula log (n), onde n é o tamanho da amostra (398
observagoes).

0 Conferir Tsay (2002).
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Tabela 5.9: Resultados dos testes aplicados em X; e X7
LB [6 gl ARCH-LM [1 gl]

X, 6,89 (0,33) 7,25 (0,007)
X2 14,95 (0,025) :

Devido ao fato da série X; nao ser autocorrelacionada e das estruturas de au-
tocorrelagao e autocorrelacao parcial de X? indicarem significancia estatistica
na primeira defasagem serd ajustado um modelo HN-GARCH (1,1) para a
série dos log-retornos. As estimativas estao na Tabela 5.10.

Tabela 5.10: Estimativas do modelo HN-GARCH

Parametro  Estimativa

A —2,435098
& 1, 565666e-33
éy 1, 736996¢-05
By 0,8910535
A 55, 30989

Log-Veros. 2056,79

O modelo HN-GARCH (1,1) foi estimado pelo método da méxima verossi-
milhancga; a distribuicao de probabilidades dos erros foi suposta como sendo
gaussiana. Segue abaixo uma analise dos residuos da regressao.

A Figura 5.18 mostra a fun¢ao de autocorrelagao e a fungao de autocorrelagao
parcial dos residuos e dos residuos quadraticos do modelo HN-GARCH (1,1).
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Figura 5.18: FAC e FACP dos residuos e dos residuos quadraticos
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Os gréficos sugerem que os residuos produzidos pelo modelo ajustado pos-
suem as propriedades de um ruido branco.

A Tabela 5.11 apresenta as estatisticas x? dos testes de Ljung-Box e ARCH-
LM (p-valor entre parénteses) para os residuos e os residuos quadréticos
gerados pelo modelo HN-GARCH (1,1). Os resultados confirmam a inspegao
visual da Figura 5.18. A conclusao é que nao ha autocorrelacao nos residuos
(teste LB aplicado aos residuos), tampouco a presenga de efeitos ARCH
(teste ARCH-LM aplicado aos residuos e teste LB aplicado aos residuos
quadraticos).
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Tabela 5.11: Testes aplicados aos residuos e residuos quadraticos
LB [6 gl] ARCH-LM [1 gl]

Residuos 7,2134 (0,30) 0,429 (0,51)
Residuos quadraticos 5,42 (0,49) -

A Figura 5.19 apresenta, no grafico superior, o histograma e a curva da
distribuicao normal. No grafico inferior consta a comparacao entre os quan-
tis teodricos da distribuicao normal e os quantis amostrais dos residuos.

Figura 5.19: Histograma e grafico quantil a quantil dos residuos
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Os graficos da Figura 5.19 sugerem que a distribuicao dos residuos se apro-
xima muito da distribuicao normal.
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Segue abaixo uma tabela contendo as estatisticas dos testes de normalidade
de Shapiro-Wilk (SW) e Jarque-Bera (JB) aplicados aos residuos'. Os p-
valores estao entre parénteses.

Tabela 5.12: Testes de normalidade aplicados aos residuos

Teste Estatistica

Shapiro-Wilk  0,9938 (0, 11)
Jarque-Bera [2 gl] 2,688 (0, 26)

Pode-se concluir que os residuos do modelo ajustado HN-GARCH (1,1) se-
guem uma distribuicao de probabilidades normal.

De acordo com o Corolério 4.2.1, o modelo HN-GARCH (1,1) ¢é estacionario
se B1 + a;7? < 1. Entao:

0,8910535 + [0,00001736996 (55, 30989%)] = 0,9442

O modelo é estacionario.

Segundo a Proposicao 4.2.2, a variancia de longo prazo (o) do modelo HN-
GARCH (1,1) é calculada pela Equagao 4.24. A volatilidade efetiva anuali-

zada do modelo é:
\/ W+
1 -5 — 061’7%

O valor resultante da aplicagao dessa formula aos parametros estimados é
0,000311242. A volatilidade efetiva anualizada de longo prazo, supondo 252
dias tteis no ano, é obtida por 0v/252; portanto, 1/0,000311242 x 252 =
0, 2800 ou 28,00% ao ano.

A Tabela 5.13 resume os resultados:

HMaiores informagoes em Shapiro e Wilk (1965) e Jarque e Bera (1987). A hipéStese
nula de ambos os testes é que a de que a série dos residuos é normalmente distribuida.
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Tabela 5.13: Persisténcia e volatilidade anualizada de longo prazo

Persisténcia Volatilidade anualizada

0,9442 28, 00%

A Figura 5.20 mostra o grafico da volatilidade condicional anualizada es-

timada pelo modelo HN-GARCH (1,1):

Figura 5.20: Volatilidade condicional anualizada do modelo
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5.4.2 Calculo dos prémios da opcoes

O gréfico abaixo mostra, em preto, os 326 prémios das opgoes da Tabela 5.1
gerados pelo modelo HN-GARCH (1,1). Os pregos de mercado das opgoes
estao em azul.

Figura 5.21: Prémios por HN-GARCH vs Pregos de mercado
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As Figuras 5.22 e 5.23 mostram, respectivamente, os deltas e os gamas obti-
dos pelo modelo. Os valores mais préximos do vencimento estao em vermelho.

Figura 5.22: Deltas do modelo HN-GARCH
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Figura 5.23: Gamas do modelo HN-GARCH

Gamas do modelo HN-GARCH

A Tabela 5.14 sintetiza as informacoes das médias dos prémios e das medidas
de sensibilidade para o periodo em anélise.

Tabela 5.14: Prémios e letras gregas médios do modelo HN-GARCH

Opcao Prémio médio A médio I' médio

PETRC20  R$ 7,97 0,9994  0,0006
PETRC22  R$ 5,81 0,9938  0,0048
PETRC24  R$ 4,03 0,9697  0,0210
PETRC26  R$ 2,20 0,8741  0,0782
PETRC27  R$ 1,27 0,7315  0,1688
PETRC28  R$ 0,76 0,5561  0,2444
PETRC29  R$ 0,30 0,2845  0,2023
PETRC30  R$ 0,14 0,1531  0,1333
PETRC31  R$ 0,05 0,0644  0,0707
PETRC32  R$ 0,01 0,0218  0,0276
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Os prémios resultantes da aplicacao do modelo HN-GARCH sao, em média,
inferiores aos do modelo ad-hoc, mas superiores aos do modelo Black Scho-
les tradicional. Na proxima secao serd feita uma andlise pormenorizada dos
resultados.
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5.5 Analise comparativa

Os modelos de precificagao ajustados no capitulo anterior serao comparados
pelo critério de medidas de erro de predicao.

Entre as medidas de erro mais comuns de predi¢ao estao o erro quadratico
médio (MSE), a raiz quadrada do erro quadrédtico médio (RMSE), o erro
absoluto médio (MAE) e o erro absoluto médio percentual (MAPE). Todas
essas medidas serao iguais a zero se o valor predito for igual ao valor verda-
deiro. Nesse sentido, na comparacao entre dois ou mais modelos, a melhor
medida de erro serd a que resultar na menor diferencga, isto ¢, no menor MSE,
RMSE, MAE ou MAPE. O valor predito de cada modelo sera o prémio
de uma opcao; esse prémio sera tanto mais verdadeiro quanto mais
préximo do valor real, que é o preco de mercado daquela opgao.

Definigao 5.5.1 (Medidas de Erro) As medidas de erro acima mencio-
nadas sao definidas como:

n

1 X
MSE = - Z (9 — Gie)’?

t=1

1 .
RMSE = - Z (9 — Gie)’
=1

1 O .
MAE = o Z Y — il
t=1

MAPE = 1002 e 19 = ul
n |yt]
onde y; € o valor verdadeiro (o preco de mercado da op¢ao), Uy € o valor

predito (o prémio calculado pelo modelo i) e n é o nimero de observagoes
disponiveis (as 326 opg¢oes de compra listadas na Tabela 5.1).

A anédlise das medidas de erro sera realizada inicialmente para as opgoes clas-
sificadas segundo a ordem decrescente dos deltas, de acordo com a Tabela
2.3 (foi utilizado o delta médio dos trés modelos para a classificagdo): opgoes
muito dentro do dinheiro (dITM); dentro do dinheiro (ITM); no dinheiro
(ATM); fora do dinheiro (OTM); muito fora do dinheiro (dOTM). Em se-

guida, sera feita a andlise para as opgoes como um todo. As tabelas abaixo
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exibem as medidas de erro para cada modelo; os menores valores estao em
negrito!?.

Tabela 5.15: Opg¢oes muito dentro do dinheiro (AOTM) - 67 obs.
- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0,1777 0,1703 0, 1746
MSE 0, 0420 0,0389 0, 0406
RMSE 0, 2049 0,1972 0,2014
MAPE 3,0061 2, 8968 2,9334

Melhor modelo: ad-hoc Black Scholes.

Tabela 5.16: Opgoes dentro do dinheiro (ITM) - 81 obs.
- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0,2091 0,1099 0,1311
MSE 0,0519 0,0197 0, 0265
RMSE 0,2278 0, 1404 0,1627
MAPE 9, 2066 4,7682 4,7859

Melhor modelo: ad-hoc Black Scholes.

12Para outras informacdes sobre as medidas de erro, conferir Boogaart, Jachner e Pet-
zoldt (2007).
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Tabela 5.17: Opg¢oes no dinheiro (ATM) - 55 obs.

- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0,2126 0,0579 0,0472
MSE 0, 0500 0, 0050 0,0038
RMSE 0,2236 0,0710 0,0613
MAPE 26,9771 9,3125 7,1470

Melhor modelo: HN-GARCH.

Tabela 5.18: Opgodes fora do dinheiro (OTM) - 64 obs.

- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0, 1009 0, 0579 0,0252

MSE 0,0126 0,0051 0,0011

RMSE 0,1122 0,0714 0,0331
MAPE 57,7051 53, 6564 17,7244

Melhor modelo: HN-GARCH.
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Tabela 5.19: Op¢oes muito fora do dinheiro (dAOTM) - 59 obs.

- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0, 0339 0,0184 0,0253
MSE 0,0017 0,0005 0,0009
RMSE 0,0411 0,0230 0,0298
MAPE 94,4351 64,4108 88,1108

Melhor modelo: ad-hoc Black Scholes.

Tabela 5.20: Todas as opgoes - 326 obs.

- Black Scholes ad-hoc Black Scholes HN-GARCH

MAE 0, 1503 0, 0868 0, 0860

MSE 0,0327 0,0148 0,0159

RMSE 0, 1809 0,1218 0,1262
MAPE 35,8763 25, 5422 224239

Melhores modelos: ad-hoc Black Scholes e HN-GARCH.

As tabelas acima mostram que os modelos ad-hoc Black Scholes e HN-
GARCH produziram os melhores resultados em termos de ajuste dos prémios
com os precos de mercado das 326 opgoes de compra da Petrobras analisa-
das neste trabalho. O modelo Black Scholes tradicional apresentou os piores
resultados, tanto no conjunto de todas as opgoes como para as opgoes classi-

ficadas segundo os deltas.

A Tabela 5.21 evidencia as médias dos precos de mercado e os prémios re-
sultantes da aplicagao de cada um dos modelos: Black Scholes (coluna BS),
ad-hoc Black Scholes (coluna ad-hoc BS) e HN-GARCH (dltima coluna). Os

prémios que mais se aproximam dos precos de mercado, para mais ou para

menos, se encontram destacados em negrito.

98



Tabela 5.21: Comparativo das médias de precos e prémios

Opcao Preco BS ad-hoc BS HN-GARCH

PETRC20 R$8,17 R$7,97 R$7,98  R$7,97
PETRC22 R$5,9 R$58 R$583  R$581
PETRC24 R$4,16 R$3,99 R$4,056  R$4,03
PETRC26 R$2,30 R$2,08 R$221  R$220
PETRC27 R$1,34 R$1,11 R$1,30  R$ 1,27
PETRC28 R$0,77 R$0,57 R$0,79  R$ 0,76
PETRC29 R$0,29 R$0,18 R$0,35  R$ 0,30
PETRC30 R$0,15 R$0,07 R$0,19 R$ 0,14
PETRC31 R$0,07 R$0,02 R$0,09 R$O0,05
PETRC32 R$0,04 R$0,00 R$0,05  R$0,01

A numeros da tabela acima sao coerentes com os resultados das medidas de
erro: o modelo ad-hoc Black Scholes precificou melhor as opgoes dITM, ITM
e dOTM; por sua vez, o modelo HN-GARCH precificou melhor as opgoes
ATM e OTM. O modelo Black Scholes tradicional foi o que menos obteve
sucesso na precificacao das 326 opcoes de compra analisadas neste trabalho
durante o prazo de 33 dias tteis.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Os resultados empiricos dos trés modelos de precificacao confirmam a hipétese
lancada na introdugao deste trabalho: se a volatilidade for modelada de forma
coerente com a realidade, isto é, se o modelo conseguir captar aspectos re-
levantes da dinamica da sua variagao, seguramente, os prémios das opgoes
calculados pelo modelo serao mais préximos de seus precos de mercado.

Foi mostrado que os modelos ad-hoc Black Scholes (Dumas, Fleming e Wha-
ley, 1998) ¢ HN-GARCH (Heston e Nandi, 2000), que consideram a vola-
tilidade uma variavel, apresentaram um desempenho superior na predicao
pontual de todas as 326 opcoes analisadas, comparativamente ao modelo
original de Black e Scholes (1973), que considera a volatilidade do ativo sub-
jacente uma constante.

Se as opgoes forem classificadas segundo os deltas, as caracteristicas de cada
modelo se tornam mais claras: as opgoes situadas nos extremos, muito dentro
do dinheiro (dITM) e muito fora do dinheiro (AOTM), bem como as opgoes
dentro do dinheiro (ITM), responderam melhor ao modelo ad-hoc Black Scho-
les; por outro lado, as op¢oes no dinheiro (ATM) e fora do dinheiro (OTM)
foram precificadas de maneira mais consistente pelo modelo HN-GARCH.

Os modelos ad-hoc Black Scholes e HN-GARCH apresentam outra vantagem
sobre o modelo original de Black Scholes: podem ser atualizados constan-
temente. O primeiro, a partir das informacoes dos pregos de opcoes seme-
lhantes em negociacao; o segundo pelas informacgoes mais recentes da cotacao
do preco do ativo. Na aplicacao realizada no Capitulo 5, os modelos foram
atualizados até 31/01/2011; o periodo de precificacao foi de 01/02/2011 a
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21/03/2011, ou seja, se as novas informagoes fossem diariamente incorpo-
radas nos dois modelos, ¢ muito provavel que seu desempenho fosse ainda
superior ao do modelo Black Scholes.

E necessdrio ampliar o escopo da amostra para verificar se os resultados
apresentados nesta dissertacao mostram um padrao recorrente para cada
modelo de precificagao. Também é desejavel que a taxa de juros livre de
risco possa ser considerada estocastica, ao invés de fixa, para que a distancia
entre os prémios dos modelos e os pregos de mercado seja menor. Certas ca-
racteristicas presentes em algumas séries temporais financeiras, como longa
dependéncia (modelos FIGARCH) e quebras estruturais ou mudangas de re-
gime (por cadeias de Markov), poderiam ser analisadas e incorporadas no
ambito de um modelo de precificagao de opgoes. Outra possibilidade consis-
tiria em flexibilizar determinadas condigoes que compoem o cerne da hipdtese
de eficiéncia de mercado ao, por exemplo, se adotar hipdteses limitadoras da
racionalidade economica dos agentes, conjugadas com um viés quantitativo.

O mercado brasileiro de derivativos, em geral, e de opgoes sobre acoes, em
particular, tem crescido muito em volume de dinheiro e negociagoes. Espera-
se que este e outros trabalhos correlatos chamem a atencao para o fato de
que os modelos de precificagao de opgoes podem e devem ser testados empi-
ricamente no mercado doméstico; e que os resultados incentivem o desenvol-
vimento tedrico de novos modelos adaptados a realidade brasileira.
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