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Resumen

En este trabajo se estudia la descripcion tedrica de una fase nematica, la transicion de
fase isotropica-nematica utilizando la teoria de Landau-de Gennes (LDG) y una
simulacion molecular de Monte Carlo. La forma mas relevante de caracterizar ambas
fases es mediante el parametro de orden orientacional, que es una magnitud fisica facil
de medir experimentalmente, y la funcién de correlaciéon de pares. Ambos se relacionan
con la funcién de distribucion del sistema, que en principio se desconoce. La transicion
de fase isotropica-nematica guarda una estrecha relacién con la orientacion: la ruptura
espontanea de la simetria rotacional de la fase isotrdpica da lugar a la fase nematica. En
este trabajo se ha realizado un estudio mediante simulacién de Monte Carlo de la
transicion para un sistema nematico en 3 y 2 dimensiones. Los resultados mas
destacables para el sistema en 3 dimensiones confirman la fenomenologia predicha por
la teoria LDG: se distingue una discontinuidad en el parametro de orden y se encuentra
que la transicion isotropica-nematica es débilmente en primer orden. No asi en el
sistema en 2 dimensiones, en el que se encuentra que la fase nematica desaparece a
medida que el sistema se hace mas grande, de forma que presenta una transicién

Kosterlitz-Thouless, y no se predice mediante la teoria LDG.



Abstract

This paper discusses the theoretical description of a nematic phase, the transition from
isotropic-nematic by applying the Landau-de Gennes, along with a Monte Carlo
molecular simulation. The most relevant way to describe both phases is through
orientational order parameter, a physical magnitude that is easy to measure
experimentally, and the pair correlation function. Both related to the distribution
function of the system, which is unknown. The transition from isotropic-nematic
connects with orientation; the spontaneous break of the rotational symmetry in the
isotropic phase gives rise to the nematic phase. One of the contributions of this paper
consists of the transition for a nematic system in three and two dimensions applying a
Monte Carlo simulation. The main findings for a system in three dimensions confirm the
prediction of the LDG theory: it can be observed a discontinuity in the order parameter,
and the transition isotropic-nematic is weak in its first order. However, in the two
dimensions system, the nematic phase gets vanished when the system grows, in such a
way that it resembles a Kosterlitz-Thouless transition, and it is not predicted by the LDG

theory.
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Objetivos y metodologia

El objetivo general de este trabajo consiste en el estudio tedrico y por simulacién
de un sistema de cristal liquido nematico, asi como la transiciéon de fase isotrépica-
nematica. Se divide en tres objetivos especificos: 1. demostrar por qué el parametro de
orden y la funcion de correlacion de pares son fundamentales a la hora de describir la
fase en la que se encuentra el sistema, 2. explorar la teoria fenomenolégica de la
transicion de fase de Landau-de Gennes, y 3. el estudio por simulacién de un cristal
liquido nematico mediante el método de Monte Carlo. Todos estos aspectos se estudian

para un sistema en 2 y 3 dimensiones.

Para cumplir el primer objetivo, se analizan las principales fases de cristales
liquidos considerando sus diferentes simetrias en el capitulo 2, y luego se concreta para
cristales liquidos nematicos en el capitulo 3, con base en su fenomenologia y en un
estudio tedrico mediante herramientas de Fisica Estadistica. El segundo objetivo se
cubre en el capitulo 4, dedicado exclusivamente a la teoria de Landau-de Gennes para la
transicion de fase isotropica-nematica. En cuanto al tercer objetivo, los aspectos
fundamentales del método de simulacién se exponen en el capitulo 5, dedicado al
método de Monte Carlo y al calculo de propiedades. Los resultados y discusion de la
simulacion se presentan en el capitulo 6. Por ultimo, en el capitulo 7 se exponen las

principales conclusiones.
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1. Introducciéon

Las fases de la materia cuyas propiedades son intermedias entre las del sélido
cristalino y las del liquido isotrépico se conocen como cristales liquidos [1,2,4]. Son una
consecuencia de la estructura molecular que presentan solo algunas sustancias,
llamadas mesogénicas. Se caracterizan por una marcada anisotropia, de forma que
tienen uno o varios ejes de simetria. Describir las fases de cristales liquidos en funcién

de sus simetrias internas facilita su estudio descriptivo asi como las transiciones de fase.

La simetria es el aspecto fundamental a la hora de caracterizar una fase de cristal
liquido. Al tratarse de una mesofase o fase mesomorfica (es decir, fase intemedia), no
presentan ni la simetria total de un liquido isotrépico ni el orden total de un sélido. Esto
hace que los cristales liquidos exhiban propiedades fisicas muy interesantes, como
birrefringencia o dicroismo, que convierten a las sustancias mesogénicas en potenciales
materiales con aplicaciones tecnolégicas. Un claro ejemplo son las LCD’s, pantallas de

dispositivos electronicos basadas en cristales liquidos (Liquid Crystal Displays).

Una transicion de fase involucra un cambio en las propiedades de un sistema
fisico. Pueden describirse mediante un cambio en la simetria del sistema, lo que implica
un cambio en sus propiedades. La transicidn de fase puede llevarse a cabo por multiples
mecanismos. En los cristales liquidos temotrépicos se deben a los efectos ambientales
de temperatura y presion. En los cristales liquidos liotrépicos la presencia de sustancias
extrafias o impurezas en el sistema inducen la transicién de fase. Ademas, la transicion

puede tener lugar mediante un campo electromagnético.

La fase nematica uniaxial es el sistema de cristal liquido mas simple, y es la que
fundamentalmente se aborda en este trabajo. Es un liquido en el que las moléculas,
modeladas con simetria cilindrica, tienden a alinear su eje de simetria en la misma
direccion, por lo que en promedio existe una direccion de orientacion preferente. Es lo
que distingue una fase nemadtica de una fase de liquido isotrépico, en la que las
orientaciones moleculares son aleatorias. En la transicidon de fase isotropica-nematica
tiene lugar una ruptura espontanea de simetria, en la que el desorden orientacional de la

fase isotropica se transforma en un orden de largo alcance orientacional en la fase



nematica. La secuencia que seguimos parte de la demostraciéon de la relevancia del
parametro de orden y la funcién de correlacion de pares para describir la fase en la que
se encuentra el sistema. Seguidamente se indaga en la teoria fenomenolégica de la
transicion de fase de Landau-de Gennes, para concluir con el estudio por simulacion de
un cristal liquido nematico mediante el método de Monte Carlo. Todo en el marco de un

sistema de 3 y 2 dimensiones.

El interés del andlisis de la transiciéon en un sistema en 3 y 2 dimensiones de un
cristal liquido nematico radica en sus aplicaciones. El sistema en 3 dimensiones permite
estudiar las propiedades volumétricas del cristal liquido nematico, es decir, las
propiedades de bulk. El sistema en 2 dimensiones, por otro lado, se utiliza para estudiar
las propiedades interfaciales del cristal liquido con una superficie. De este modo, al
restringirse los movimientos orientacionales a un plano, se denomina también como

transicion de nematizacion superficial.

El presente trabajo utiliza como soporte tedrico y metodoldgico basico,
investigaciones previas que hacen uso de la Fisica Estadistica y de la simulacién por
ordenador, llevadas a cabo por Schoen et al. [8], cuyo andlisis tedrico previo a la
simulacién es similar; Rull, Romero-Enrique y Miiller [9], que estudiaron una fase
nematica en 2 y 3 dimensiones; y Lebwohl y Lasher [10], que llevaron a cabo la misma

simulacion de Monte Carlo.

2. Estructuras y simetrias de fases de cristal liquido

En el presente capitulo se expone un resumen de como la simetria que se observa
en las fases mesomorficas es capaz de describir su estructura. Las fases de cristales
liquidos son muchas, pero no todas las sustancias presentan todas las fases, depende en
gran medida de su geometria molecular. Atendiendo a consideraciones de simetria y
geometria molecular, se describen a continuacion las fases de cristal liquido mas

significativas. Una descripcion exhaustiva puede encontrarse en las Refs. [1,2].

Las moléculas mesogénicas se dividen en dos grandes grupos en funciéon de su

geometria. Pueden ser “calamiticas” o “prolatas”, si se modelan como cilindros, y



“discéticas” u “oblatas”, si se modelan como discos. En consecuencia, para describir un
sistema de moléculas mesogénicas a nivel microscépico, es necesario definir tanto la
posicion del centro de masas como la orientacion de la molécula: en el caso de moléculas
calamiticas es el eje de simetria de la molécula, y para moléculas discéticas es el eje
normal al disco. La quiralidad es otra propiedad molecular que también condiciona las

caracteristicas de las mesofases generadas.

Las fases mesomadrficas se clasifican en funcién de sus simetrias. Esto implica que
la forma de distinguirlas es atendiendo a sus grados de libertad, posicionales y
orientacionales, y si presentan orden de largo alcance en alguna direccién. Una simetria
implica la ausencia de orden de largo alcance. Se distinguen, para caracterizar a los
cristales liquidos, las simetrias traslacional y rotacional. La simetria de traslacion
significa que cualquier operacion de translacion que se realice sobre el sistema lo deja
invariante, es decir, indistinguible del sistema antes de la operacién. La simetria de
traslacion implica la ausencia de orden posicional de largo alcance. Anadlogamente para
la simetria rotacional, cualquier rotacién deja invariante al sistema e implica una

ausencia de orden orientacional de largo alcance.

En los casos extremos, el solido cristalino presenta orden de largo alcance
posicional en las 3 dimensiones del espacio, por lo que no tiene simetria completa de
traslacion: no vale cualquier traslacién para dejar invariante al sistema, sdlo las
traslaciones asociadas al grupo espacial del sélido. El liquido isotrépico no presenta
orden de largo alcance en ninguna direccién, por lo que la fase presenta simetria de
traslacion, de ahi que sea isotropico y cualquier translacidon deja invariante al sistema.
Ademas, el caracter sélido o liquido puede caracterizarse en funcién de los grados de
libertad posicionales: en un sdélido las moléculas tienen restringidos sus grados de
libertad posicionales, porque al presentar orden de largo alcance oscilan alrededor de
posiciones fijas en un reticulo, mientras que en un liquido pueden moverse libremente
en las 3 direcciones del espacio. En cuanto a las orientaciones moleculares, en un liquido
isotropico las moléculas estan orientadas aleatoriamente y no presentan orden
orientacional. Cuando las moléculas se orientan en una direccion, se dice que presentan

orden de largo alcance orientacional. El liquido isotrépico se representa en la Figura



1(a). Esto no ocurre en un solido porque existe orden de largo alcance orientacional, y
sus grados de libertad orientacionales estan restringidos.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se explica a continuacion la estructura
de las fases mesomorficas a las que dan lugar las moléculas calamiticas. Si las moléculas
no son quirales, las fases principales son la nematica y la esméctica. Si son quirales, son

la colestérica y la esméctica ferroeléctrica. Nos centramos en las no quirales.

Las fases nematicas de moléculas calamiticas son el cristal liquido mas simple.
Consisten en un sistema sin orden posicional, lo que es propio de un liquido isotrdpico,
pero sus moléculas se orientan preferentemente a lo largo de una direccion especifica en
el espacio, por lo que tienen orden orientacional de largo alcance, lo que las distingue
del liquido isotropico. En funcion de los ejes de simetria que tengan las moléculas, se
distinguen en dos tipos. La fase nematica uniaxial (Nu) aparece en moléculas con
simetria cilindrica, que solo tienen un eje de simetria (véase la Figura 1(b)). Por tanto,
las moléculas tienden a alinear su eje de simetria en promedio en una direccion
preferente de orientacion, dada por el vector unitario n. De este modo, en la fase
nematica uniaxial existe simetria rotacional solo entorno a n. Por otro lado, en la fase
nematica biaxial (Nb) se rompe la simetria rotacional entorno a n, debido a que las
moléculas presentan otro eje de simetria, perpendicular al primero. Por tanto, existe
otra direccion de orientacién preferente, que es la direccion de su segundo eje de
simetria. Las moléculas en fase nematica siguen manteniendo sus grados de libertad

orientacionales, a pesar de que tengan una direccion de orientacion preferente.

Las fases esmécticas se caracterizan por tener orden orientacional de largo
alcance solo en una direccion del espacio. De este modo, las moléculas se estructuran
por capas en las que no existe orden posicional, como liquidos bidimensionales. Estas
capas son reconocibles por difraccion de rayos X, ya que implican correlaciones entre las
posiciones de las moléculas. Esto las distingue de las fases nematica y de liquido
isotropico. El vector normal a las capas es el vector unitario N. La fase esméctica mas
simple es la fase esméctica A (Sa), en las que N y n son paralelos, de modo que existe
simetria rotacional entorno a ambos (véase la Figura 1(c)). Esta simetria se rompe en la
fase esméctica C (Sc), de forma que N y n forman un cierto angulo (véase la Figura 1(d)).

Fases esmécticas mas complejas se caracterizan por simetria rotacional en la posicién de



las moléculas dentro de las capas, entorno a sus ejes principales, que se disponen de
modo hexagonal (Sg) o pseudohexagonal, si coexiste con Sc (Sr, S¢,S1,S;). Se conocen como

fases hexaticas.

Las fases quirales se diferencian de las no quirales en la rotacion del vector n. De
este modo, la fase colestérica (N*) es una fase nematica en la que n rota entorno a la
direccion de orientacion preferente, de modo que las moléculas se disponen de manera
helicoidal. En las fases esmécticas quirales (S*), debido a la disposicién en capas de la
fase esméctica, la rotacidon del vector n puede dar lugar a la aparicion de propiedades

ferroeléctricas.
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Figura 1. Fases de cristal liquido mds relevantes en moléculas calamiticas no quirales: a) fase isotrdpica b) fase nemdtica uniaxial c)

fase esméctica A d) Fase esméctica C. Tomada de [3].

Cabe mencionar por ultimo que en las moléculas mesogénicas con forma de disco
(Figura 2), se distinguen las fases discoticas nematica o coléstérica, cuando n esta bien
definido y las moléculas no tienen orden posicional. Cuando las moléculas se disponen
en columnas, con orientacidon preferente n, se denomina fase discotica columnar. Sus

fases esmeécticas correspondientes, se dan cuando las columnas se disponen de modo




hexagonal, tetragonal o incluso se inclinan. De igual forma a las fases calamiticas, la
quiralidad en las fases discoticas se refleja en la rotaciéon del vector n entorno a la

direccion de orientacion preferente.
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Figura 2. Fases discéticas no quirales: a) Fase nemdtica discética, b) Fase columnar hexagonal, c) Fase columnar rectangular, d) Fase

hexagonal columnar inclinada. Fases discéticas quirales: e) Fase colestérica discotica. Tomada de [2] y [3].

3. Cristal liquido nematico: descripcién tedrica

Se expone en este capitulo una descripcion teoérica de un cristal liquido nematico,
que es un cristal liquido capaz de dar lugar, al menos, a una fase isotropica y a una
nematica. Se parte de su fenomenologia, para tratar de explicarla y describirla utilizando

consideraciones microscdpicas y herramientas de la Mecanica Estadistica.
3.1 Introduccién a la fenomenologia de la fase nematica

Se realiza a continuacién un estudio fenomenolégico de las fase nematica uniaxial
[2,4]. La fase nematica uniaxial de moléculas calamiticas consiste en un conjunto de
moléculas con forma cilindrica, cuyos ejes de simetria tienden a alinearse en promedio
en una direccidon de orientacion preferente. Esta direccidn privilegiada viene dada por el
vector director unitario n. En una fase nematica ideal, todas las moléculas estin

orientadas en la direccion n, de manera que en el sistema existe simetria rotacional sélo



entorno a n, al contrario que un liquido isotropico, en el que la simetria rotacional se da

para cualquier direccién del espacio.

En la fase nematica uniaxial se da una ruptura espontdnea de la simetria
rotacional del liquido isotropico. En la fase isotrépica existe simetria traslacional -
desorden posicicional-, de forma que los centros de masas de las moléculas se mueven
libremente, y simetria rotacional -desorden orientacional-, por lo que la orientacién de
las moléculas es aleatoria con una distribucion uniforme. Esta simetria total le confiere a
la fase isotropica, como su nombre indica, propiedades fisicas isotrépicas. Sin embargo,
en la fase nematica la simetria rotacional se rompe y las moléculas se orientan
preferentemente en la direccion n. Por tanto, existe orden de largo alcance orientacional
mientras se mantiene la simetria traslacional de los centros de masas de las moléculas.

Esto implica una anisotropia en las propiedades fisicas de la fase nematica.

Las propiedades fisicas de una fase nematica son invariantes frente al cambio de
signo del director: n < —n. Por tanto, existe simetria de inversiéon de la fase, como
consecuencia de la no polaridad de las moléculas, debido a que son simétricas respecto a
su eje central. De esta manera, las propiedades fisicas deben ser invariantes frente a una
operacion de inversion, lo que implica que para describirlas se requiere un tensor
simétrico de segundo orden de traza nula. De otro modo, las magnitudes escalares no
dan informaciéon sobre las orientaciones, y las vectoriales no tienen simetria de

inversion frente al cambio de signo, porque estan constituidas por direccion y sentido.

Las diferencias entre los distintos materiales y estados de la materia a nivel
macroscopico se deben a diferencias entre sus magnitudes fisicas. En concreto, a las
propiedades tensoriales que relacionan sus funciones respuesta frente a perturbaciones
externas, tales como la susceptibilidad magnética, el indice de refracciéon, la
permitividad dieléctrica, o los modulos elasticos. Todos son tensores simétricos de
segundo orden. Se elige generalmente la susceptibilidad magnética, mas facil de medir
experimentalmente, tal que para una fase isotropica el tensor se representa como:

X = Xol (3.1)
donde [ es la matriz identidad. Para una fase nematica nematica uniaxial, en un sistema

un sistema de referencia donde n= ¢,, tendra la siguiente representacion diagonal:



xt 0 0 (3.2)
0 0 x
donde dos autovalores son iguales y distintos al tercero, lo que refleja la simetria

cilindrica de las moléculas. En consecuencia, la anisotropia de las moléculas, se refleja en

la anisotropia de las propiedades fisicas.

De esta manera, la anisotropia en las propiedades fisicas, al estar estrechamente
relacionada con las orientaciones de las moléculas, es una medida del orden
orientacional en un cristal liquido nematico. De este modo, se define una magnitud fisica
conocida como pardmetro de orden, que es sencilla de medir experimentalmente y capaz
de predecir la fase en la que se encuentra el sistema. De Gennes [5] propuso como
parametro de orden la parte anisotrdpica de las propiedades fisicas, en este caso, de la
susceptibilidad magnética. Se trata de la diferencia entre la susceptibilidad de la fases:

AXap = Xap — SapXo/3 (3.3)
donde a, = (x,¥,2z) y 845 €s la delta de Kronecker. De este modo, siAy,sz es una
medida de la anisotropia de la fase, es nulo cuando la fase sea isotropica (mas simétrica)
y sera distinta de cero cuando la fase sea nematica (menos simétrica), cumpliendo asi las
condiciones primordiales para un parametro de orden. Como debe ser adimensional:

Q = DXap/DXmax (3:4)
siendo Ayqx €l valor maximo que pueda medirse de la susceptibilidad, y Q es el

parametro de orden.
3.2 Descripcion microscopica de la fase nematica

La fenomenologia de la fase nematica indica que un parametro de orden es una
magnitud adecuada para describir la fases de un cristal liquido nematico. Se aborda a
continuacién una descripcién tedrica, basandonos en consideraciones microscopicas y,

por tanto, haciendo uso de herramientas de la Mecanica Estadistica.

Una molécula prolata puede modelarse como un rotor rigido cilindrico, por lo que
presenta 6 grados de libertad, en los que 3 son posicionales y los otros 3 son

orientacionales. Sus coordenadas en un sistema de referencia comun a todas las



moléculas vienen dadas por: X; = (r;,Q;), siendo r; = (x;,y;,2;) la posicién en
cartesianas del centro de masas de la molécula (suponemos que es su centro) y
Q; = (a;, B;,y:) su orientaciéon en los angulos de Euler, donde se identifican a;, 8; =

¢;,0; en coordenadas esféricas (Figura 3).

Figura 3. Angulos de Euler y sistema de coordenadas esféricas.

3.2.1 Parametro de orden

El parametro de orden, Q, facilita la comparacion de las dos fases que tienen lugar
en una transicion, de manera que se asigna Q = 0 para la fase menos ordenada (por
tanto mas simétrica) y Q # 0 para la fase mas ordenada (por tanto menos simétrica). Se
elige real y positivo, y que cumpla estas dos condiciones. Nuestra eleccion se basa en un

parametro de orden que engloba a los sistemas en 2 y 3 dimensiones:

1

Q=

N

2 a1

i=1
donde u; es el vector orientacién de la molécula i referido a un sistema de referencia en
el que n = é,, ® representa el producto tensorial, I es la matriz identidad, N el nimero
de moléculas del sistema, y d es un parametro que refleja la dimension del sistema

(d = 2,3). A continuacidn, se particulariza para 3 y 2 dimensiones.

3.2.1.1 Sistema en 3 dimensiones

Con d = 3, el parametro de orden puede representarse en un sistema de
referencia arbitrario en coordenadas esféricas (Figura 3) y comtn a todas las moléculas.

El vector orientaciéon de una molécula i en esféricas es:

w; = (Uyi, Uyi, Uy;) = (sinB; cos ¢;, sin G sin ¢, , cos 6;) (3.6a)



El parametro de orden (3.5), teniendo en cuenta que se trata del valor medio sobre
todas las moléculas, podemos simplificar la expresion sobre el sumatorio en i:

(3sin? @ cos®? ¢ —1) (3sin®Ocos¢psing) (3sin6 cosh cos ¢p) (3.7)
Q= 3 (3sin?0 cos¢psing) (3sin?fsin?¢p —1) (3 sin6 cos b sin P)
(3sinfB cosBcosp) (3sinb cosB sin ¢p) (3cos?6 —1)

Por lo que vemos, los elementos de matriz son combinaciones lineales de armoénicos

esféricos. Si lo representamos en el sistema en el que es diagonal, sus autovalores son:

B-S/2 0 0 (3.8)
Q= ( 0 —-B-5/2 0)
0 0 S

Idealmente, los parametros By S representan:

- SiS =0,B = 0, es una fase isotrépica: los tres autovalores son cero.

- SiS#0,B =0, es una fase nematica uniaxial: dos autovalores iguales pero

diferentes del tercero.

- SiS # 0,B # 0, es una fase nematica biaxial: tres autovalores diferentes.

Si se comparan (3.7) y (3.8), por una parte,

29 _
G (3 cos 29 1) _ (P, (cos 6) (3.9

que es el pardmetro de orden escalar o grado de orden orientacional, [6-11]. Se trata del
polinomio de orden 2 de Legendre, y fue definido asi por primera vez en 1942 por
Zwetkoff [11]. Aqui 6 es el angulo entre la orientaciéon de la molécula y n. Por otra parte,
se obtiene el pardmetro de orden biaxial, B. En nuestro caso, su utilidad radica en que si
es nulo, se tiene otra prueba que confirma que el sistema esta en fase nematica uniaxial.

Simplificando mediante relaciones trigonométricas, resulta:
B = (z sin? 6 cos 2¢) (3.10)
El resto de elementos de matriz de Q, los que estan fuera de la diagonal, en el sistema de

referencia en el que Q es diagonal, deben ser nulos:

(3sin? 6 cospsing) =0 (3.11a)
(3sinfB cosBcosp) =0 (3.11b)
(3sinf cosfBsing) =0 (3.11¢)

Se comprueba de esta manera que:
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12. La traza de Q es nula.

29, Los parametros de orden estan normalizados a 1. Si todas las moléculas se
orientan en la direccién de n (en condiciones ideales),S =1y B = 0.

32, Si las moléculas se orientan de manera aleatoria, Sy B son nulos, lo que indica
una fase isotrdpica. La distribucién de la fase isotrépica es f (8, ¢) = 1/4m, por lo que:

1 (%" T (3.12)
S=— d(,bf dfsinf P,(cosf) =0
4m ), 0

En principio no conocemos la funcion de distribucion de la fase nematica, pero mediante
el parametro de orden somos capaces de deducir que el sistema se encuentra en fase
nematica si S toma valores significativos respecto a B (debido a fluctuaciones entorno a
n, B puede tomar valores distintos de cero, pero despreciables frente a S). Podemos
hacer una representacion cualitativa de la funcion de distribuciéon nematica, en la que
6 = 0 corresponda con la direccién n. S es una medida de la desviacion cuadratica
media, cuanto mas pequefio sea, mas ancho es el pico, y viceversa (Figura 4). En el limite
S = 1la funcidn de distribucién seria una delta de Dirac. En una fase nematica biaxial la

distribucién seria bimodal [12].

1(6..) f(6,,) |
1

Figura 4. Representacion cualitativa de funciones de distribucion orientacionales, modeladas por gaussianas. Izquierda, de alto S.

Derecha, de menor S. Tomada de [12].

3.2.1.2 Sistema en 2 dimensiones

El vector unitario de orientacion para una molécula en un sistema bidimensional

en coordenadas polares (Figura 5) es el siguiente:
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u; = (cos ¢;,sin ¢;) (3.13a)

AhUIs «4

¥
7 COS X

Figura 5. Sistema de coordenadas polares.

Con d = 2, el pardmetro de orden (3.5), simplificado por relaciones trigonométricas:

1K , 1IN0 ((cos2¢y)  (sin 2 (3.14)
Q= N Zl (u;®u;) — 1) = NZI ((Sin 26,) —(cos 2¢i>>

Se comprueba que es de traza nula. Una vez realizado el valor medio sobre N, se expresa

en un sistema de referencia arbitrario como:

_ ((cos 2¢) (sin2¢) ) (3.15)
Q= (sin2¢) —(cos2¢)

En el sistema de referencia en el que Q es diagonal:

_¢(1 © (3.16)
Q=S (0 —1)
Comparando (3.15) y (3.16), obtenemos el valor de S:
S = {cos 2¢) (3.17)

que es el grado de orden orientacional del sistema bidimensional. Si suponemos una fase
isotrépica, la funcién de distribucién es f (P (¢p) = 1/2m, por lo que si se integra:

1

§= z"d 2 = D (3.18)
= ano ¢ cos2¢ =

como le corresponde a la fase isotrépica, y sera distinto de cero si f(¢) tiene otra
expresion, que es lo que ocurre en una fase nematica. Este parametro de orden esta
normalizado a 1 si la orientacién preferente en este caso coincide con el eje x, tal que

n =¢é,y¢ = 0. Asimismo, S se relaciona con la desviacidn cuadratica de la distribucion.
3.2.2 Funcion de distribucién orientacional de una molécula

La funcién de distribucién marginal para una molécula, de coordenadas X;, es la

distribucién marginal de la funcion de distribucién del sistema:
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N! 1
p(l)(Xl) = m}f dXZ ...dXNe_ﬁU(Xl""’XN) (319)

dénde U(X;, ..., Xy) es la energia potencial del sistema, 8 = 1/KT es el inverso de la
temperatura por la constante de Boltzmann, y Z la funcién de particién candnica:

Z= del . dXye PUXLXN) (3.20)

El sistema nematico considerado esta en fase liquida, por lo que tiene simetria
traslacional (isotropia). La distribucién de una molécula no dependera de su posicion:

PP (X)) = po fPD(Q) (3.21)
donde p, es la densidad media del fluido y f®(Q;) es la funcién de distribucién
orientacional para una molécula, que esta normalizada:

f 0, FOQ) = 1 (3.22)

A continuaciéon vamos a analizar el comportamiento de la funciéon de distribucion

orientational para los casos tridimensional y bidimensional.
3.2.2.1 Parametro de orden microscépico en 3 dimensiones

Para relacionar la funcién de distribucién con el parametro de orden (3.5) en el
caso tridimensional, puede desarrollarse en funcién de las matrices de Wigner, D},,,(Q)
[2,13]. Estas son representacién irreducible del grupo de rotaciones ortogonales SO(3) y
SU(2), por lo que constituyen una base del espacio (son un conjunto completo con
relaciones de cierre y ortonormalidad). Ademas, con n = 0 se reducen a los armoénicos
esféricos, porque no dependerian del tercer angulo de Euler. De este modo:
pM(ry, Q) = po fP(Qy) = po z Quymyn, (1) Drlﬁlnl Q) (3:23)
Lming
donde los coeficientes Q; (1) , son las funciones generadoras de momentos [14]:

@@L+ 1) (3.24)

Quamn, () === [ dryd pO @, 0D, (9 = 21 + (D)

Estas representan todos los pardmetros de orden del sistema, tanto posicionales,
orientacionales, como mixtos. En el caso de un fluido, los parametros de orden
posicionales son triviales, ya que presenta simetria traslacional, lo que se refleja ademas
en la distribucién (3.23). Por tanto, los parametros de orden no dependen de la posicion.

Ademas, como la simetria que se rompe en la transicion de fase isotropica-nematica es
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la orientacional, conviene utilizar un parametro de orden orientacional para describirla.
Esta aproximacién al parametro de orden guarda una profunda relacién la energia
potencial del sistema, porque es el factor fundamental de la distribucion expresada por

la Ec. (3.19).

Como las moléculas calamiticas se modelan como rotores rigidos, podemos hacer
una serie de consideraciones de simetria, que simplifican enormemente las expresiones
que se obtienen para el parametro de orden y las funciones de correlacién [2]. En un
sistema en 3 dimensiones, si se escoge la direccidon de orientacion preferente como el eje
z, n=2¢,, tenemos que: A1) La funciéon de distribuciéon debe ser invariante bajo
cualquier rotacion entorno a n en la fase nematica, por lo que m = 0. A2) Las moléculas
calamiticas tienen simetria de inversion, por lo que sélo las matrices de Wigner de [ par
son distintas de cero [15,16]. A3) Las moléculas uniaxiales presentan simetria cilindrica,
por lo que una rotacién entorno a su eje de simetria (cuando su orientacién respecto a n
esta fijada) deja la molécula invariante. De este modo, el tercer angulo de Euler, y, no
influye en la orientacién, lo que implica que n = 0, y se cumple A1, f(D(Q) = fFAD(6).
Ademas, por la simetria de inversion, fM(8) = f(D(—0). A4) Las moléculas biaxiales
tienen dos ejes de simetria, por lo que no cumplen A3. Entonces n # 0. Si se cumple A1,

FO@Q) = FM(0, p). Si se cumple A2, n es par.

Utilizando las consideraciones A1, A2 y A3, el Unico elemento no nulo de las
matrices de Wigner es D}, por lo que el parametro de orden queda definido como el
valor medio del polinomio de Legendre de orden [ en una molécula:

<D(l)B = <Pl> = f dﬂl f(l)(ﬂl)Pl(Cos 91) (325)

De este modo, los momentos no nulos de la distribucién son los de I par:

- Momento 0: (D3, (Q)); =1

- Momento 2: (D3,(2,)); = (P,(cos8)) =S

De forma que el segundo momento de la distribucion coincide con el parametro de
orden escalar (3.9) [16]. También conviene definir otro segundo momento de la
distribucién usando la consideracion A4 en lugar de A3. En este caso, la fase nematica
consta de dos vectores directore. Entonces, los elementos DZ, y D_, dejan de ser nulos,

por lo que:
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2 2
- Momento 2: (D"Z(Ql)“;D"‘Z(Ql))l = (\E sin? 0 cos 2¢)

es proporcional al pardmetro de orden biaxial B de (3.10).

Se comprueba que a partir del parametro de orden (3.5) puede conocerse
informacion de la funcién de distribucion del sistema. La relacién obtenida en este
apartado, se debe a que los elementos de matriz de (3.5) en 3 dimensiones, son
combinaciones lineales de las matrices de Wigner conn = 0, es decir, de los armoénicos
esféricos. Por tanto, los coeficientes (3.24) son otra forma de representar los elementos

de matriz de (3.5), con base en el segundo momento de la funcién de distribucion.

3.2.2.2 Parametro de orden microscépico en 2 dimensiones

Para relacionar la funcién de distribucidn con el parametro de orden (3.5) en el
caso bidimensional, puede desarrollarse ésta en serie de Fourier. La funcion de
distribucién solo va a depender de la orientacién de la molécula en el plano, por lo que
@) = fM(¢), sin importar que ésta sea uniaxial o biaxial (ya que todos sus ejes de
simetria van a estar en el plano que se encuentra el sistema). Por tanto no es necesario
hacer mas consideraciones de simetria de las moléculas. Conn = é,:

o | (3.26)
pPB(ry, Q1) = po FP(P1) = po z Qne™m®

m=—oo
donde:

1 ) ) 2
Qn(ry) = 277—Nf dridg,pD(ry, ¢, )e~mP1 = (e~ime1) (3.27)

Las funciones e™? = cos ¢ + isin¢, que conforman una base completa del espacio
funcional, estan relacionadas con las matrices de rotaciéon, que son representacion
irreducible del grupo SO(2):

Ren) = (5500 cosme) o
Los elementos (3.28) estan relacionados con los del parametro de orden (3.15). Por la
simetria de inversiéon de las moléculas Q,, = 0 si m es impar. Por otro lado, S =
(cos2¢) = (Q, + Q_,)/2. Por tanto, el grado de orden orientacional en 2 dimensiones

(3.5), también se relaciona con el segundo momento de la funcién de distribucion.
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3.2.3 Funciones de correlacion

Las funciones de correlacion de pares pueden obtenerse a partir de la funcion de
distribucién marginal para un par de moléculas:

N! 1
pP (X1, X,) = mg[ dXs ...dX ye PUX1-.XN) (3.29)

Puede factorizarse, por definiciéon, en la contribucién de las dos moléculas y la
correlacion entre ambas [8]:

p@ (X1, X;) = pM(X)pM (X1)g(Xy, X5) (3.30)
donde p™ (X;) es la distribucién marginal para una molécula, y g(X;,X,) la funcién de
correlacion del par de moléculas. La simetria traslacional implica:

9(X1,X3) = g(ri2, 91, Q) = go(r12) P (Q1, 2, Q) (3.31)
Donde Q, es la direccién del vectorry,, f®(Q,,Q,,9,) la funcién de correlacién
orientacional, y g,(r;,) es la funcion de distribucion radial (RDF). Estan normalizadas:

3.32
fd7"127'122 go(rz) =1 ( )

f 49,d0,dQ, fO(Q,,Q,,Q,) = 1 (3:33)

Tal y como se hizo para la funcién de distribucion orientacional, analizaremos la funcién

de correlacion orientacional para el caso tridimensional y bidimensional.
3.2.3.1 Sistema en 3 dimensiones

La funcidn de correlacion se desarrolla en las matrices de Wigner [8,13]:

920,00 = ) D ghE 0 (12) Dy, (@0) Dy, (0) Dhp(@) B34

lil, MMz nyng
1 m

Para simplificar la expresion, consideramos el sistema en el quen = é,, tenemos en
cuenta las consideraciones A2 y A3, por lo quen; = 0y I es par. Los coeficientes de la
expansion pueden expresarse en funcion de los coeficientes de Clebsch-Gordan,
C(lym,l,m,|lm), y s6lo dependan de I. Por tanto:

Lyl
Ii1,1(112) = z C(lymylym;|lm) gmll(z)mZOm(rIZ)

mim;
m

(3.35)
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A continuacién pasamos al sistema intermolecular [8], en el que el eje z coincide con la

direccién rq,,, por lo que 8 = 0 (Figura 6).

Figura 6. Sistema de referencia intermolecular. Tomada de [8].

En este sistema de referencia, @, = (1,0,0) y Dty = 8,0, que vale 1 sim = 0.
Para una misma distancia intermolecular ry,, el sistema es isotropico por la simetria de

translacion del liquido. Entonces, my = —m, = m;. La expresion (3.34), utilizando

(3.35), resulta en este sistema de referencia:

g(r12,94,9Q,) = Z 911121(7‘12) Z C (l1m1l2m|l0) D:ﬁlo(ﬂl)Dio(Qz) (3.36)

11 my
l

donde los coeficientes g;,;,;(r12) son los momentos de la distribucién. En una base

acoplada (I, m) pueden desarrollarse, para simplificar, como:

g(rz, limyly) = z C (l1m1lzm|10) 91,1,1(T12) (3.37)
!
y entonces:
g(TIZ; Ql; QZ) = z g(r12, llmllz) DrlrhO(ﬂl) D&O(QZ) (338)
lilo,my

donde los momentos de la distribucién [14], utilizando (3.31):

gz, limy ) (3.39)

QL+1D2L+1) - o
= go(r12) : (4n)22 f dQ,dQ, f@(Q, Qz)DrInlo(QﬂDio (Q2)

y en la base desacoplada, de nuevo:

911121(7'12) = go(r2)(2l; + (21, + 1) z C (l1m1l2ﬂ|l0) (Drlﬁ:o Q) DEO (Q)) (3.40)

myq
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Las funciones de correlacién pueden obtenerse a partir de los momentos g; ;,,(712). La
funcién de distribucion radial es el momento cero, ggo0(712), 1a cual aparece siempre, y

la funcion de correlacion orientacional es el segundo momento, g, (712)-

La funcién de distribucion radial (RDF) se trata del momento cero de la
distribucién. Si consideramos las moléculas como esferas, tendremos un fluido
convencional [17]. En este caso, l; = [, = 0, con lo cual: D,l,‘;io (Q2;) = 1. Esto implica que
9000 (T12) = go(ry2) esla funcidn de distribucion radial, que tiene en cuenta la isotropia y
la simetria traslacional del fluido. Como las densidades de las fases isotropica y nematica
son similares en la transiciéon y ambas fases son fluidas deben presentar una g, (r;,)
similar, tanto en 2 como en 3 dimensiones. En la Figura 7 se tiene una RDF tipica de un
fluido, en la que se comprueba que tiende a 1 para grandes distancias entre moléculas, lo

que indica que no estan correlacionadas (en un gas ideal, g,(r;2) = 1).

T}12r>r>11 go(rz) =1 (3.41)

Figura 7. RDF tipica de un fluido.

La funcién de correlacién orientacional es el segundo momento de la
distribucién, por lo que [; = [, = 2. El valor medio en (3.39) puede llevarse a cabo desde
cualquier sistema de referencia, ya que se integra sobre todas las posibles orientaciones.
En este caso, podemos hacer la integral en un sistema de referencia cuyo eje z descanse
sobre el eje de simetria de la molécula 1. Entonces, por el teorema de adicion:

2 (3.42)
D (DE,0(@) D,0(@2)) = (Py(cos 61))

m1=—2
con lo cudl, puede definirse la funcién de correlacion radial y orientacional [9]:

9220 (112) = go(r12){(P2(cos 8;;)) = (P,(cos 6,3)) (112) (3.43)

donde 6, es el angulo entre las dos moléculas que se consideran.
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Como g,,(112) depende de go(112), y en el limite (3.41) las moléculas tampoco

estaran correlacionadas en g,,, () parary, grande:
(Dgo (1) Do (22)) = (Dgo (1)) Do (22)) = (P, (cos 6;)){P,(cos B,)) = S? (3.44)
lim  g;50(r12) = S? (3.45)

r1>1
De este modo, en la fase isotropica, debe tender a cero [17] ya que las orientaciones no

guardan ninguna correlacion.
3.2.3.2 Sistema en 2 dimensiones

En el caso bidimensional se puede hacer un desarrollo analogo de la funcion de

correlacion en términos de las funciones trigonométricas:

g2, Q4,Q5) = z gmlmzm(rlz)eim1¢1eimz¢ze—im¢ (3.46)

mim;
m

donde

1 . . . 3.47
Imymom (T12) = Wf doy dp,ddpg(ryz, Qp, Q) e~ M1P1e~iMmedzpime ( )

= Gooo (r1z){e Mibreimadzeimd) ()
Analogamente al sistema en 3D, gogo(712) €s 1a RDF y (9220 + 9220)/2 = Gooo{cos 2¢1,),
que en el limite (3.41) también le ocurre lo mismo que al caso tridimensional Ec. (3.45),

debido a que:
(cos 2¢p1,) =~ (cos 2¢;){cos 2¢,) = S* (3.48)

4. Teoria de Landau-de Gennes de la transicion de fase isotropica-

nematica

En este capitulo se analiza con mayor detalle la transicion de fase de liquido
isotropico a cristal liquido nematico en moléculas calamiticas no quirales. El objetivo
principal es realizar un estudio riguroso de las transiciones de fase con base en la teoria
de Landau-de Gennes (teoria LDG). Esta aproximacion a la teoria de la transicion es muy
utilizada en la literatura, para el estudio de los resultados en simulacion [18,19,21],

debido a su sencillez respecto a las demas. La teoria LDG explica la transicion desde la
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ruptura de la simetria rotacional del liquido isotrdpico, de forma que las moléculas se

orientan en una direccion preferente, conformando la fase nematica.

Como se detalla en la Ref. [2], comenzamos el desarrollo tedrico de la transicién

desde el punto de vista termodindmico. Se dice que las transiciones de fase son de orden

n-ésimo si la derivada n-ésima de la energia libre de Gibbs, G(T,p), (o de manera

alternativa, el potencial quimico, u(T,p)) respecto a la temperatura y la presién es

discontinua en el punto de transicion. De este modo, una transicion entre dos fases, a y

b, en equilibrio, puede clasificarse en:

Transicion de primer orden. Continuidad en G(T,p) y discontinuidad en su

primera derivada, lo que implica que se observen cambios en el volumen AV
del sistema y en su entalpia AH o en la entropia AS. L se conoce como calor
latente de transicion, y es la energia que debe aportarse al sistema para que

ocurra la transformacion. Se conocen como transiciones de fase discontinuas.

Ge—G, =0 (4.1a)
aG L .
[, 3], -9 e
T
aG, G .
apl, Lopl;

Transicion de segundo orden: En ellas no se observan cambios en AS ni en AV,

pero si que se observan cambios en la capacidad calorifica C,, el coeficiente de
compresion Ky el coeficiente de dilatacion a. Se las conoce como transiciones

de fase continuas o criticas.

Go—G, =0 (4.2a)
[ ] [aGb _ (4.2b)
14
[ ] [aGb _ (4.2¢)
T
92G6,] [0%G,] 1 AC (4.2d)
| ar2 + oT2 = T (Cpb - Cpa) = T
- D - D
02G,]  [02G,] (4.2¢€)
— 302 |, + op? | =V(K, —K,) =VAK
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(4.2)

%G, %G,
dTop dTop

l =V(a, — a,) =VAa

Desde el punto de vista termodinamico, en los cristales liquidos las transiciones
de fase son débilmente en primer orden, debido a que los cambios en el volumen, en la
entalpia y en la entropia, AV, AH y AS, son pequefios. Esto hace que se puedan

considerar como transiciones de segundo orden en ciertas situaciones.

Para abordar la teoria LDG, se comienza exponiendo las ideas principales de la
teoria original de Landau para la transicion de fase. Luego la particularizamos para un
sistema de cristal liquido, primero en 3 dimensiones, y luego en 2 dimensiones. Por

ultimo, se hace una revision de otras teorias relevantes que describen la transicion.
4.1 Teoria de Landau

La teoria de Landau es ampliamente conocida y puede encontrarse una extensa
explicacion proporcionada por el propio autor que da nombre a la teoria [20]. Aqui
expondremos sus resultados principales. La idea esencial de la teoria es que una
transicion de fase involucra un cambio en las simetrias del sistema. Normalmente, la
fase mas simétrica es la de mayor temperatura, y la de menor temperatura la menos
simétrica. La diferencia entre una fase y otra puede describirse mediante un cambio en
el parametro de orden, en funcién de la temperatura. En principio, su teoria original se
restringe a transiciones de fase de segundo orden. Matematicamente, Landau propuso
que los potenciales termodindmicos pueden desarrollarse en serie de potencias del
parametro de orden, g:

(4.3)

1 1 1
G(p;T;Q) = Go(p;T' 0) + hlq +_aq2 +_bq3 +Zcq4 +

2 3
donde hy, a, b, c,... son los coeficientes del desarrollo, y Go(p, T, q = 0) es la energia libre

de la fase mas simétrica. De las condiciones de estabilidad termodinamica:

dG dG .
at _0. % —h, =0 (4.4a)
dqly_r, dql,_,
d2G d2G (4.4b)
F >0- F =A=0

T lr=r, T 14=0
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por lo que se define:

a=a(T)=ay(T—T,) (4.5)
ay = Z_ﬁ >0 (4.6)

Los coeficientes b y ¢ son débilmente dependientes de la temperatura, por lo que se

asumen independientes de ésta. T es la temperatura de transicion.

El comportamiento de g en funciéon de la temperatura puede deducirse de la
condicion de equilibrio, por lo que la energia libre debe ser minima:
dG 4.7
@zO*ao(T—To)q+bq2+cq3+---=0 (47)
De esta expresion se deducen dos soluciones:
i) q=20
—b+/b2%2-4ayc(T-Ty)
2c

ii) q=
donde i) se trata de la fase de mayor temperatura, y ii) la de menor temperatura. Para
transiciones de 22 orden, el parametro de orden debe ser continuo en la transicion, por

lo que b = 0. Por tanto, la expresion del parametro de orden para T < T, se reduce a:

ag(To —T) (+8)

q== c
donde ¢ > 0 por razones de estabilidad (si fuera negativo, el parametro de orden seria
imaginario, lo que no tiene sentido fisico). En el desarrollo de la energia libre solo
quedan términos de potencias pares de g, lo que refleja la invariancia de la energia libre

frente a la inversion del signo del parametro de orden.

En nuestro trabajo nos centramos en la transicion de fase isotropica a nematica,
que es débilmente de primer orden. Para poder aplicar la teoria de Landau, ésta debe
generalizarse. Para ello, basta eliminar la condicién de que b = 0, de manera que el

término cubico en g no sea nulo.

22



4.2 Teoria de Landau-de Gennes

La teoria de Landau-de Gennes es una generalizacidn de la teoria de Landau para
un sistema de moléculas calamiticas uniaxiales, que describe fenomenoldgicamente la
transicion de fase isotropica-nematica [1,2,4]. Como se ha expuesto en el capitulo 3, el
parametro de orden es un tensor de 22 orden y traza nula. Para poder hacer su
desarrollo polindmico, de Gennes [1] utiliza el mismo razonamiento que Landau: el
funcional de energia libre debe ser invariante bajo inversion de signo y bajo cualquier
rotacion del sistema de referencia. La propiedad de un tensor de segundo orden que
permanece invariante bajo rotaciones es su traza. El desarrollo en serie de la energia
libre (4.3), por tanto, se hace en potencias de la traza de Q. Para poder contener
términos cubicos, debe ser llegar a sexto orden, para que su solucidn sea estable [2].

G(p,T,Q) = Go(p,T,0) + a Tr(Q?) + b Tr(Q®) + ¢ [Tr(Q*)]* + d Tr(Q*)Tr(Q%)  (4.9)
+ E[Tr(@»)]® + E'[Tr(Q*)]* + -

donde G(p, T, q) es la energia libre de la fase nematica, G,(p, T, 0) la de la fase isotrépica,

y E’ es un coeficiente que da cuenta de si existe o no fase biaxial. Para que la solucién sea

estable debe cumplirse que E > 0. El parametro h: de (4.3) es nulo por (4.4a).

Estudiamos la transiciéon a fase nematica uniaxial, de modo que hacemos nulo el

parametro de orden biaxial (B = 0), lo que implica que E’ = 0. Suponemos también el

caso mas sencillo, en el que los términos de orden 5y 6 son nulos, es decir,d = E = 0.

4.2.1 Teoria LDG en un sistema de 3 dimensiones

Para particularizar el desarrollo (4.9) a un sistema en 3 dimensiones, es preciso
calcular primero las expresiones de la traza del pardmetro de orden (3.5) cond = 3.
Para una fase nematica uniaxial (B = 0) se resumen las expresiones de la traza de las

potencias de Q, Tr(Q™), enla Tabla 1.

Tabla 1. Sucesién para la traza del pardmetro de orden uniaxial en 3 dimensiones.

Expresiones de la traza en fase uniaxial Forma general de la sucesion

Tr(Q) =0

Tr(Q?) = 352/2

Tr(Qm) = Il N (2:_11) l Gn (4.10)

Tr(Q3) = 353/4
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De este modo, sustituyendo (4.10) en el desarrollo (4.9) [18,19,21] :

3 3 9 4.11
G(p,T,S)=Go(p,T,O)+§aSZ+ZbS3+ZCS4 ( )
En consecuencia:
i) No existe término lineal en Tr(Q), al ser la traza del parametro de orden nula.
Esto permite la existencia de la fase isotrépica con § = 0.
ii) La transicion de fase es de primer orden, de modo que aparece un término

cubico en el desarrollo. El coeficiente b debe ser negativo para moléculas
calamiticas [2], sin embargo, si se cambia el signo del término ctubico puede
redefinirse la expresion para b > 0:

3 3 9 4.12
G(p,T,S)=GO(p,T,O)+§aSZ—ZbS3+ZcS4 (412)

Analogamente a (4.5), por las condiciones de estabilidad de la transicion de fase
continua (4.2), y por (4.4b), se define:

a=a(T)=ay(T—Ty) (4.13)

donde Ty, es una temperatura cercana por debajo de la transicion, Ty;, conocida como

limite de metaestabilidad de la fase isotropica [3], por debajo de la cual no puede existir

fase isotropica.

En equilibrio, la energia libre (4.12) debe ser minima:

dG 9 (4.14)
—_— = —_— 2 3 =
7S 3a(T)S 4bS +9cS5° =0
Reordenando la expresion:
(4.15)

9
S(Ba(T) _st + 9c52> =0

se deducen dos (tres, en realidad, por el signo + de la segunda, que es una ecuacién de
segundo grado) posibles soluciones para el parametro de orden escalar, S. La primera:
1) S = 0, que corresponde con la fase isotropica.

2) Resolviendo la ecuacion de segundo grado en el interior del paréntesis,

2

)yt \/8“’ /16— 12-9a(Dec 192ac
= pp— -|- —

St 2-9c 8c| — 9b?
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(4.16)

b 64 ayc(T — Ty,;)
=—{1+ [1———— 7
S+ =g 1—j1 3 b?

La solucidn positiva S, corresponde a la fase nematica.

Ahora bien, sabemos que cuando la temperatura es la de transicion, T = Ty,
a(Ty;) = ao(Ty; — Ty;), v que el parametro de orden toma el valor S = Sy,. Por las
condiciones de la transicion de 22 orden (4.2):

3 i 3 9 417
AGls=gy, =0 - EaO(TNI — Tu)Ski — stﬁn + ZCSI%H =0 ( )
dG 9 4.1
- = 0 i SaO(TNI - TI;I)SNI - _bSI%I + 9(:81%” = 0 ( 8)
dS S=Sni1 4

si multiplicamos la segunda condicién por Sy;/2 y la restamos a la primera, nos queda:

3 3 9 4

bS3; = 6¢Sy; (4.19)

De esta ecuacion, se deducen dos soluciones para el parametro de orden en la transicion
de fase:

1. Syy=0 (4.20)

2. Sy =b/6c (4.21)

de modo que la solucién (4.20) corresponde a la fase isotropica y la (4.21) a §,. Se
deduce entonces una discontinuidad en el parametro de orden, que es propio de una
transicion de fase de primer orden, lo que es consistente con un cristal liquido nematico.
Dicha discontinuidad hace que la solucién S, sea termodinamicamente estable frente a
S_(que es inestable por corresponder a un maximo de la energia libre), con lo que la

solucion (4.21) es el valor del grado de orden orientacional cuando ocurre la transicion.

Se puede hallar también la temperatura de transicidn [2] utilizando la expresion

(4.17), sustituyendo (4.19) y luego el valor de Sy;, (4.21):
* 9 2 9 2
3ao(Tnr — Tnr)Sni — ZbSNI + ﬁbsm =0

b2 (4.22)

Ty =Ty +———
NI NI+24610C

que es una expresion para la temperatura de transicidn Ty;, ajustada a partir de la

temperatura Ty; que anula al coeficiente a(T) del desarrollo de Landau-de Gennes.
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Analogamente al limite de metaestabilidad de la fase isotrépica, puede hallarse
una temperatura ligeramente superior a la de transicion, Ty,;, a partir de la cudl S; se
torna de dominio complejo y las soluciones no son validas. Es el limite de
metaestabilidad de la fase nematica, por encima del cual no puede existir fase nematica.
192a4(Ty; — Ta)e 0

9b?
3b? (4.23)
T ac

De este modo, tenemos una transicion discontinua (primer orden), entre dos

Si‘ eEC-»1-
Ty = Ty
fases, que puede describirse en 4 ‘regiones’ de temperatura. Si comenzamos por la fase

de mayor temperatura, se analiza a qué valor de S corresponde el minimo en la energia

libre (Figura 8):

*
f T>T f
1.5 .’ T=T"
. 20 .
’ .
- \
~
.
1 *
T=T" S
-3
.
1
0.5 )
1: =Tc
S
-1 0 1 2 3
Figura 8. Representacién de la energia libre frente al pardmetro de orden, con T, = Ty, , T* = Ty;, T** = Tx;. Tomada de [3].

a) T > Ty, . El minimo de energia libre es tinico y corresponde con S = 0, por lo que
se trata de la fase isotropica. Al estar por encima del limite de metaestabilidad de
fase nematica, ésta no se da. Puesto que no hay otro minimo, no se da otra fase de

equilibrio en el sistema.

b) Tx; > T > Ty, . El minimo global de energia libre sigue correspondiendo a una
fase isotrépica, S = 0, lo que esta de acuerdo con que no se ha alcanzado aun la
temperatura de transicion. Sin embargo, existe también un minimo local, por lo
que hay una segunda fase de equilibrio en el sistema, correspondiente con una

fase nematica metaestable.
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c) T = Ty;- Alatemperatura de transicidn, las fases isotrépica y nematica coexisten
en el sistema. Existe tanto un minimo en S = 0 como en otro valor de S distinto
de 0, y la energia libre es nula en esos puntos, por lo que se cumplen las

condiciones de estabilidad de la transicion de 1¢r orden, (4.1).

d) Ty; > T > Ty, - Se ha producido la transicion de fase, el minimo de la energia
libre corresponde ahora con una fase nematica. Sin embargo, la fase isotropica

continta siendo metaestable, por presentar un segundo minimo en S = 0.

e) Ty; > T . El minimo de la energia libre corresponde con una fase nematica
homogénea en todo el sistema. Al estar por debajo del limite de metaestabilidad

de la fase isotrdpica, ésta no se da.

4.2.2 Teoria LDG en un sistema de 2 dimensiones

Para particularizar el desarrollo (4.9) a un sistema en 2 dimensiones, es preciso
calcular primero las expresiones de la traza del parametro de orden (3.5) cond = 2. Las

expresiones para las trazas de érdenes superiores de Q en la Tabla 2.

Tabla 2. Sucesién para la traza del pardmetro de orden macroscépico en 2 dimensiones.

Expresiones de la traza en fase uniaxial Forma general de la sucesion
Tr(Q) =0 npar - Tr(Q™) =1
Tr(Q?) = S? n impar - Tr(Q™) =0 (4.24)
Tr(Q*) = s*

El desarrollo en serie de la energia libre (4.9), sustituyendo (4.24):
G(p,T,S) =Gy(p,T,0) +aS? + cS* (4.25)
Si suponemos que ¢ > 0y a = a(T) segin (4.13), este desarrollo coincide con el mas
simple que propuso Landau originalmente, la diferencia es solo conceptual y es que el
término cubico desaparece como consecuencia del parametro de orden utilizado. Por
tanto, en un sistema de 2 dimensiones de cristal liquido nematico deberia aparecer una
transicion de fase de segundo orden rigurosa. Aplicando las condiciones de estabilidad

se obtiene que el parametro de orden escalar debe ser S = 0 en la fase isotropica y
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ag(Ty; —T) (4.26)

2c
en la fase nematica, como cabria esperar para una transicion de segundo orden. De este
modo, no aparecen ni regiones de metaestabilidad de fases, ni discontinuidad en el
parametro de orden, en los potenciales termodinamicos o incluso en la energia potencial

media del sistema.
4.3 Otras teorias relevantes

Se ha deducido que la teoria LDG atribuye la transiciéon a una ruptura en la
simetria del sistema, de manera fenomenolégica. Hay otras 4 teorias relevantes, basadas
en las interacciones moleculares, para describir la transicion isotropica - nematica. Se
resumen sus hipotesis a continuacion [2]:

- Teoria de Onsager [22]. Atribuye el orden orientacional propio de la fase nematica
directamente a la anisotropia de las moléculas, que interaccionan por repulsion estérica,
que es de corto alcance.

- Teoria de Maier - Saupe [23]. De igual modo, el orden orientacional que aparece se
debe a la anisotropia de la atraccion entre las moléculas, que es de largo alcance.

- Teorias tipo Van der Waals. Se incluyen repulsion estérica de corto alcance y atraccion
molecular en funcion del angulo de orientacién de largo alcance.

- Teorias basadas en el funcional de la densidad. Consiste en un método variacional que

se aplica a sistemas fisicos no uniformes.

5. Simulacién por Monte Carlo de la transicién isotrdpica-

nematica

En este capitulo se describe el método de simulacion NPTMC, que se ha
implementado en un programa FORTRAN. Es una simulacién de Monte Carlo para un
sistema de cristal liquido nematico. En funcién de la temperatura es capaz de simular
una fase isotropica (de mayor T) o una fase nematica (de menor T). En este capitulo se

trata en primer lugar el método de Monte Carlo aplicado a la simulacién, resumiendo
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como se ha llevado a cabo. Seguidamente se expone el modelo de cristal liquido
nematico que se ha utilizado, que se basa en el potencial de interaccion entre las
moléculas del sistema. Por ultimo, se detalla cémo se calculan las propiedades de interés
en la simulacién, que son la energia potencial, el parametro de orden y las funciones de

correlacion.

5.1 Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo (MC) es uno de los métodos numéricos mas conocidos,
junto al de Dindmica Molecular, para la obtencidon del comportamiento termodinamico
de una sustancia a partir de sus constituyentes microscopicos, y cuya obtencidn analitica
es compleja o imposible. Demostraciones rigurosas de cémo funciona pueden

encontrarse en las Refs. [24,25].

Hay diferentes tipos de métodos de MC en funcion del colectivo estadistico que
describe al sistema. Se denotan por 3 iniciales, que indican los pardmetros que se
mantienen constantes en el transcurso de la simulacién. Por una parte, el NVE (numero
de moléculas N, volumen V y energia total E) emplea el colectivo microcandnico, y es
poco usado en simulacién molecular debido a los pocos sistemas reales a los que se
puede aplicar esta distribucion. Por otro lado, el NVT (temperatura T) se basa en el
colectivo canonico y es ampliamente utilizado. Sin embargo, en transiciones de primer
orden presenta un problema, y es que al ser la densidad constante, el sistema simulado
tiene dificultades para separarse en dos fases. Para resolverlo, la simulacion se hace NPT
(presion P) que se basa en el colectivo isobarico - isotérmico (que pertenece al colectivo
canonico). Es el mas utilizado, ya que P y T son las variables que se suelen controlar en
los experimentos. Es el que se ha utilizado en esta simulacion: es el mejor para describir
fluidos homogéneos y transiciones de fase de primer orden, ya que la densidad no es una
ligadura. Ademas, en NPT el sistema cambia su volumen. Por ultimo, el pVT (potencial
quimico p) se basa en el colectivo gran candnico y, a diferencia de los demas, el nimero

de particulas no es constante.

A grandes rasgos, el método de NPT-MC permite la evolucidn del sistema de la

siguiente manera. Supongamos un sistema macroscopico de N moléculas, dispuestas en
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una configuraciéon definida por sus posiciones y orientaciones que definen un
microestado. La configuracion del sistema entonces se cambia de manera estocastica a
otro microestado no muy alejada de la que tenia inicialmente y se encuentra en un
nuevo microestado. Se calculan las energias de los microestados inicial y modificado. El
cambio del microestado anterior (denotado por old) al nuevo (denotado por new), se
acepta o no, en funcion de si se satisface cierto criterio definido por una probabilidad de
pasar de un estado a otro. El criterio de aceptacion se elige para que las propiedades
macroscopicas del sistema sean sus promedios en el colectivo estadistico en
consideracion. Para ello, supongamos que se han dado un nimero de pasos de Monte
Carlo suficientemente grande para que el sistema haya alcanzado el equilibrio. El
numero de veces que se visita el estado old es m(o), y es proporcional a
p(0) = exp[—BU(0) + BprV(0)] /Q, donde Q es la funcién de particién isoterma-isobara.
El nimero de veces que se visita el estado new, analogamente, es m(n) y es proporcional
a p(n) = exp[—pU(n) + BpV(n)] /Q. Se impone entonces una condicidon: el ntimero
medio de movimientos aceptados, desde old a new, es el mismo que de new a old. Por
tanto, si el sistema se encuentra en equilibrio, m(0) = m(n). Esta condicién se conoce
como balance detallado, y en consecuencia, restringe al sistema que alcanza el equilibrio,
para que éste nunca acepte nuevos estados generados que no sean de equilibrio. Bajo
esta condicion subyace la hipdtesis ergddica, fundamental en Mecanica Estadistica:
cuando un sistema se encuentra en equilibrio, el sistema es capaz de acceder a todos sus
estados de equilibrio, y puede hacerlo en un nimero finito de pasos, ya que el sistema no
saldra del equilibrio. De los criterios de aceptacion que cumplen el balance detallado, el

mas usado es el criterio de Metropolis [10,24], que se detallara mas adelante.

De este modo, cada vez que se aplica el método, se dan dos etapas:
19. El sistema se encuentra en una configuracion old, y se genera aleatoriamente una
nueva configuracion new.

22. Se decide si aceptar o no el cambio de una configuracién a otra, si se cumple el
criterio de Metrépolis. Si el movimiento se acepta, se sustituye la configuracion old por
la new, y se considera que el sistema ha evolucionado. Si no se acepta, el sistema
permanece en la configuracion old.

Estas dos etapas constituyen un paso del método de Monte Carlo. A su vez, los pasos de

Monte Carlo se agrupan en ciclos, que en nuestro caso consistiran en N intentos de
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movimiento de particula y un cambio de volumen. Generalmente, un conjunto de ciclos,
constituye un bloque de muestreo, en el que se calculan propiedades relevantes del

sistema, una vez se estima que éste ha alcanzado el equilibrio.

Para un movimiento de particula, su estado viene dado por la posicidn del centro
de masas de las moléculas, 7 = (x,y,2z), y su orientacién, compuesto por un vector
unitario en un sistema de referencia con origen en el centro de masas, i = (uy, Uy, u,).
Los movimientos de Monte Carlo que se proponen para una nueva configuracion
consisten en un cambio de posicién y de orientacidn de una particula elegida al azar con
probabilidad uniforme. Los vectores de cambio de posicidn y orientacién, se generan
mediante nameros aleatorios de la distribucién uniforme en un cubo de lado unidad y
centrado en el origen y sobre una esfera de radio unidad, respectivamente. Una vez
generados deben sumarse a los de la configuracion old, para conformar la configuracién
new. Para el cambio de posicién que se propone parte de generar el vector S =
(Sx» Sy, Sz), por lo que que la nueva posicion del centro de masas es:

To=17,+A"5S (5.1)
donde los indices o y n denotan old y new, respectivamente, y A es un parametro de
ajuste para ponderar § respecto de 7. Por otro lado, el cambio del vector orientacién
propuesto es generando el vector unitario ¥ = (v, vy, v,), y la nueva orientacion es:

(5.2)

R A AR

donde y es un parametro de ajuste analogo a A. El criterio de Metropolis para este

movimiento es el siguiente:

- Sila energia del nuevo microestado es menor, la nueva configuracion se acepta y la
posicion y orientacion propuestas para la molécula escogida se aceptan.

- Si la energia es mayor, el movimiento y la reorientacién se aceptaran con una

probabilidad relativa de transicién W,,, definida com:

W = {exp{—ﬁ[U(n) —U()l}, sil(m) >U(o) (5.3)
no 1, siU(n) < U(o)

Los parametros de ajuste en los movimientos propuestos Ay y deben ser lo

suficientemente pequefios para hacer que la nueva configuracidon no sea muy diferente a

la antigua (de lo contrario la mayoria de movimientos no se aceptarian). Si es demasiado
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pequefio, todos los movimientos se aceptarian y la evolucion del sistema seria muy
lenta. El valor escogido es adecuado cuando se aceptan entre el 30% y el 50% de los

movimientos de Monte Carlo propuestos en todo el transcurso de la simulacién.

En NPTMC el volumen del sistema no es fijo. Por tanto, hay que considerar
movimientos en los que las dimensiones del sistema no sean constantes, es decir, que
éste sea capaz de expandirse o contraerse. Esto se debe a que en las configuraciones de
equilibrio el sistema puede tener unas dimensiones diferentes a las que se le fijaron
inicialmente. Proponer un cambio de volumen implica, por tanto, proponer un
alejamiento o un acercamiento de todas las moléculas entre si. Es un proceso
computacionalmente lento, porque implica mover todas las moléculas. En este caso, el
criterio de Metropolis es el siguiente:

Wpo = exp {—ﬁ[(u(n) ~U(0)) + PV, — V)] + (N + 1) log (%)} (54)

o

Debido al caracter estocastico del método de Monte Carlo, debemos usar un
método de generar numeros (pseudo)aleatorios. El generador computacional de
numeros aleatorios de la distribuciéon uniforme desempefia un papel fundamental en las
dos etapas del método de Monte Carlo. En nuestra simulacion se ha empleado la funcion

rand2 ([26], pag. 272).

5.2 Modelo de simulacion

El sistema que se pretende simular es un cristal liquido nematico uniaxial. Para
ello es necesario formular una expresion de la energia potencial que describa tanto a
una fase isotrépica como a una fase nematica. Partimos del potencial tipico de un fluido,

el potencial de Lennard-Jonnes [24], en el que las moléculas son esféricas:

12 6 5.5
UiLjf 1) = 4€ [(%) - (%) ] (5.5)

Solo depende de la distancia relativa r;; entre las particulas i y j, en el que e y o son

valores caracteristicos de energia y distancia del sistema, respectivamente.
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Computacionalmente conviene hacer unidimensionales las expresiones de las
magnitudes fisicas, realizando el cambio a las convenientes unidades reducidas. Esto se
debe a que en unidades caracteristicas la simulacion solo es valida para un sistema en
concreto, y en unidades reducidas se generaliza, de forma que dados unos valores de las
magnitudes reducidas hay muchas posibilidades de unidades caracteristicas, lo que hace
que la simulacién puede ser utilizada en mas de un sistema. Las unidades reducidas son:

- Longitud, o, de la caja de simulacidn.
- Masa, m, la masa de las moléculas mesogénicas.
- Energia, €, l1a cual no tiene un valor definido en nuestra simulacion.

Las magnitudes reducidas (sefializadas con *) se exponen en la Tabla 3.

Tabla 3. Magnitudes fisicas relevantes en sus correspondientes unidades reducidas.

Distancia (1) Temperatura (7T) Presion (P) Densidad (p) Energia potencial (u)

r*=r/o T*=Tekg! P*=Pog3e ! p*=pod u*=uet

El potencial Lennard-Jonnes en unidades reducidas se expresa como:

s s 1\? /1\° (5.6)
Uj; ](Tij)=4 (r_*) _(r_*)

L L

El potencial Lennard-Jonnes no puede describir cristales liquidos, ya que es
necesario incluir una dependencia con la orientacion, que no sea esférica, que modele la
anisotropia de las moléculas que dan lugar a fase nematica. Basados en (5.6), en este
trabajo se ha empleado para simular un cristal liquido nematico la siguiente expresion
del potencial [8,9,10]:

1 12 1 6
UL (r;,6i) = A (r_) -B (r_) P,(cos 6;))

ij ij

(5.7)

Donde r;; es la distancia relativa entre las moléculas i y j, ;; es el angulo relativo que
forman sus ejes de simetria P,(cos 8;;) es el polinomio [ = 2 de Legendre. Cabe destacar
que, cuanto mas parecida sea la orientacion entre las moléculas, mayor sera el segundo
término de (5.7), ya que 6;; sera mas pequefio. El potencial consta de una contribucion
isotropica (primer sumando), mas otra no isotropica dependiente de la orientacién
(segundo sumando), pero que tampoco depende de la direccion de los vectores r;;. En

2D, el término P, (cos 6;;) se reemplaza por cos 2¢;;.
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A, B son dos parametros de ajuste libre, tal que el potencial (5.7) sea capaz de
simular adecuadamente las fases isotrépica y nematica, en funcion de las coordenadas
(ri i 0i j) y la temperatura. Las constantes A y B escogidas son las siguientes:

- A = 4. De base, el término de repulsidon intermolecular, isotrépico, no cambia
respecto al del potencial de Lennard-Jonnes.
- B se ha manipulado de manera que se simule la fase nematica con A = 4. Se ha

encontrado B = 4 adecuado para el sistema en 3D,y B = 8 para el sistema 2D.

Esta modificacion del potencial de Lennard-Jonnes, que tiene en cuenta la
orientacidn de las moléculas respecto del eje de simetria, fue propuesto por primera vez
en 1960 por Maier y Saupe [23], para dar lugar de manera simple a un cristal liquido
nematico en simulacién. De este modo [8]:

a) Para6;y 6; fijos, el potencial solo depende de la distancia entre las moléculas r;;, por
lo que es isotrdpico dadas unas orientaciones.

b) Como la parte anisotropica depende de P,(cos 6;;), se favorecen las configuraciones
paralelas o antiparalelas de las moléculas, lo cual es lo mismo debido a la simetria de
inversion de las mismas. Por tanto, el potencial refleja que las propiedades fisicas

del sistema son invariantes frente a una inversién de signo, como corresponde.

5.3 Calculo de propiedades

Se describe a continuacién cémo se han calculado las diversas propiedades
relevantes para el sistema. Son la energia potencial, el parametro de orden y las
funciones de correlacion de pares. El principal objetivo de conocerlas es sacar
conclusiones de los resultados que arroja la simulacioén, y sobre todo, dilucidar la fase en

la que se encuentra el sistema a una temperatura dada.

5.3.1 Energia potencial

A la hora de aceptar o no una nueva configuracion, el cddigo le pide al ordenador
calcular la energia potencial del sistema. Si se pretende calcular de manera exacta, la

operacion que éste debe llevar a cabo es:
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N (5.8)
v= z z Uij (1, 035)
i=1 j>i
Desde el punto de vista computacional, (5.8) es muy costosa: el nimero de operaciones
a realizar crece segun O(N?2), o mas concretamente, O(N(N — 1)/2) [25], lo que hace las

simulaciones muy largas (se asume aqui el principio de Frenkel [24], que “...el tiempo es

dinero, y las simulaciones poco eficientes son muy costosas...”).

Por este motivo, hemos utilizado un método de computacién que calcula de
manera aproximada la energia potencial del sistema, realizando muchas menos
operaciones. Recibe el nombre de linked-cell list, lista de celdas vecinas encadenadas.
Una amplia descripcién del método puede encontrarse en las Refs. [25,27-29]. De este
modo, solo se calculan las interacciones entre moléculas que estén dentro de una esfera
(en 3D) o circulo (en 2D), de radio 7, denominado cut-off. Se definen asi M celdas y solo

interaccionan las vecinas, por lo que las operaciones a realizar son del orden O (N?2/M?).

Al emplear el método de linked-cell list, se hace una buena aproximacion del
potencial del sistema. Sin embargo, el potencial entonces calculado no es como (5.8);
sera de menor valor absoluto por restringir la interaccién sélo a moléculas cercanas
entre si. Por tanto, es preciso realizar correcciones de largo alcance para evitar errores
sistematicos en la simulacidn, y que la aproximacién a (5.8) sea lo mejor posible. En
primer lugar, se debe corregir la energia potencial, mediante su promedio a partir de r,
de manera que a la energia total se le afiade un campo medio [24]:

oo
o) = 3 [ axip® o) ucx) 69)
Tc
por simplicidad, se utiliza el potencial de Lennard-Jonnes (5.6) en este calculo porque es
una buena aproximacién y asi p™ (X;) = p,. Ademas, como no conocemos la funcién de

distribucién de la fase nematica, no podemos resolver la integral para el potencial (5.7).

Sin embargo, si que consideraremos los parametros Ay B de (5.6). Para el sistema 3D:

A B ) (5.10)

Utall > =2 .
(r > 1) = 2mp, (% 33

y para el de 2 dimensiones:

. ~ A B (5.11)
U (r > 1) = mtp, 10710 arf
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De este modo, la expresion aproximada para la energia potencial de una molécula,

siendo j sus moléculas vecinas, viene definida por:

Ui(ri; 91) = Z Ul';‘C (Tijr 91]) + Uifal'l (512)
J

También es necesaria hacer una correcciéon a la presidon, de manera analoga,

utilizando un término del virial:

o1
APtaLl — Ef dXTf(T) (513)
donde f(r) = —Vu(r). Si utilizamos el potencial Lennard-Jonnes (5.6), para el sistema
en 3D, resulta:
. 2A B (5.14)
APtall =4 =
mPo (31‘C9 rf)
y para el sistema en 2D:
. 2A B (5.15)
APtaLl — o
31pg (5rc10 27,64)

5.3.2 Parametro de orden

El calculo del parametro de orden (3.5) se ha hecho una vez se ha propuesto un
movimiento de Monte Carlo a todas las N moléculas del sistema, independientemente de
si se han aceptado o no. El proceso consiste en calcular los elementos de matriz Q dados
por (3.5). En los dos casos, 2 y 3 dimensiones, el parametro de orden escalar S es el valor
medio del mayor autovalor de Q. El parametro de biaxialidad B es el valor medio del

valor absoluto de la diferencia de los dos autovalores restantes, en 3 dimensiones.

Hay dos formas de evaluarlos, bien diagonalizar la matriz Q una vez se ha
calculado, hallar S y B, y luego hallar el valor medio sobre todas las medidas que se
hayan realizado; o bien hallar el valor medio de la matriz Q sobre todas las medidas
realizadas, para luego diagonalizarla para hallar Sy B. En principio deberia dar el mismo
resultado, pero se observan diferencias debido a que la direccion de orientacién
preferente, n, no es constante en el transcurso de la simulacion [9], lo cual indica que no
se esta simulando un orden de largo alcance verdadero, sino un cuasi-orden de largo

alcance decreciente. Realmente, esto es lo que ocurre en una fase nematica en equilibrio:
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la funcién de correlacion orientacional tiende a $% segun se estudi6 en el capitulo 3 en

(3.45) y (3.48), lo que indica una orientacion preferente en el sistema.

En este caso, se han calculado Sy B de la segunda forma expuesta, diagonalizando
el valor medio de Q sobre una serie de medidas. Para diagonalizar una matriz hemos
seguido el procedimiento que se recomienda en Numerical Recipes in FORTRAN, que
consiste en primer lugar en hacerla tridiagonal mediante la rutina tred2 ([26] pag. 467),

para luego hallar sus autovalores con la rutina tqli ([26] pag. 473).

A la hora de identificar la fase en simulacién, para el potencial que se ha utilizado,
se considera § < 0,3 fase isotrdpica [9]. Para valores mayores, la fase se considera
nematica uniaxial. En estas condiciones, el parametro B puede tomar valores no nulos,
pero muy pequefios respecto a S, por lo que son despreciables y se puede seguir
considerando que la fase es nematica uniaxial. La fase sera nematica biaxial cuando B
tenga un valor distinto de cero y significativo respecto a S, pero no se da para el

potencial utilizado en nuestro caso.

5.3.3 Funciones de correlacion

El calculo de la RDF como de la funciéon de correlaciéon orientacional se ha
desarrollado segun la rutina propuesta en Frenkel ([24] pag. 86), y se ha utilizado cada
vez que se ha realizado un bloque de medidas. Esta rutina esta explicitamente escrita
para calcular solo la RDF. Ademas, cada vez que la rutina detecta una correlacién entre
dos moléculas a cierta distancia y la guarda en la RDF, calcula los valores de (3.43) en 3D
y (3.47) en 2D. De este modo se garantiza que la correlacién en las orientaciones

también depende de las distancias intermoleculares.

6. Resultados y discusion

Se exponen a continuacion los resultados de la simulaciéon para un sistema
nematico en 3 y 2 dimensiones. El cédigo esta disefiado para trabajar a temperatura,

presién y numero de particulas constante (simulacién NPT). Todas las simulaciones se
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han corrido dentro de un rango de temperaturas adecuado, de forma que se aprecia la
transicion isotrdpica - nematica, a presion constante de P = 5 (en unidades reducidas).
Los resultados mas relevantes son el parametro de orden y las funciones de correlacion.

Se exponen para las simulaciones en 3 y 2 dimensiones.
6.1 Sistema en 3 dimensiones

Se ha realizado una simulacién con N = 500. La temperatura se ha disminuido
desde T = 2,50 hasta T = 2,00 (en unidades reducidas), y luego se ha subido de nuevo
hasta 2,50. El resultado del parametro de orden escalar S frente a la temperatura T se
representa en la Figura 9 (en azul la bajada de temperatura, y en rojo cuando se sube la
temperatura). Los errores experimentales se han tomado a partir de las oscilaciones de
S a la temperatura correspondiente. Pequefas oscilaciones (poco error) significan que la

fase estable, y por tanto el sistema se encuentra en equilibrio.
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Figura 9. Representacion del grado de orden orientacional S frente a la temperatura T, en un rango de T entre 2,50y 2,00 .

Puede apreciarse en la Figura 9 una discontinuidad en el parametro de orden en
funcién de la temperatura, como predice la teoria LDG. Esto es un claro indicio de que se

dan dos fases diferentes:
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- Una fase de alta temperatura y bajo grado de orden orientacional, entre T = 2,50
yT = 2,40. Al ser § < 0,3 esta region se identifica como la fase isotrépica [9].
- Una fase de baja temperatura y alto grado de orden orientacional, entre T = 2,27
y T = 2,00. Como el parametro de orden es significativamente mayor, es la region
de fase nematica.
De este modo, la transicidn de fase sucede a una temperatura dentro del intervalo entre
2,27 y 2,40. Para saber qué es lo que esta ocurriendo en esta region de temperaturas es
preciso atender a las barras de error de estos puntos en la Figura 9. El punto central
T = 2,33 tiene un error muy grande, que abarca tanto fase isotrépica como nematica. Es
un indicativo de que esta muy cerca de la temperatura de transiciéon porque el valor del
parametro de orden tiene una gran variacidn. En la Figura 10 se representa cdmo varia S

en el tiempo a dicha temperatura.
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Figura 10. Evolucion de S en el transcurso de la simulacién a temperatura T = 2,33 constante, dentro del intervalo de temperaturas

en el que ocurre la transicion.

Se aprecia un caracter intermitente del parametro de orden, lo que indica que el
sistema esta alternandose entre la fase isotropica, que son los puntos de S < 0,3, y la
fase nematica con S > 0,5 aproximadamente, de forma que en los puntos intermedios se
da una coexistencia de fases homogénea en todo el sistema. Este caracter intermitente

de S indica que se trata de una transicion de primer orden.

Los dos puntos muestreados aT = 2,33 tienen un gran error, que abarca un
intervalo de S parecido. Un gran error en S significa coexistencia de fases, por lo que la
temperatura se encuentra cerca de la transicion. Se aprecia una gran intermitencia en S

a temperatura menor cuando se disminuye la misma, y de igual modo a temperatura
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mayor, cuando se sube la misma. Por tanto, si el sistema esta en fase isotrdpica y se baja
la temperatura, la temperatura de transicion es ligeramente inferior aT = 2,33, y
cuando el sistema estd en fase nematica y se sube la temperatura, la temperatura de
transicion es ligeramente superior aT = 2,33. Esto implica una pequefia histéresis,
debido a que el sistema no vuelve a fase isotrdpica por el mismo camino, lo cual es otra
prueba de que la transicion de fase es de primer orden. La histéresis significa que el
sistema almacena energia en la fase en la que se encuentra. Se puede analizar segun la
expresion termodinamica de la energia libre [30]:

F=U-TS (6.1)
El primer término, la energia interna U, que hemos expresado por la ecuacién (5.6), hace
que las moléculas tiendan a alinearse de forma parapela o antiparalela. El segundo
término es la energia entrdpica, que es la entropia orientacional S del sistema por su
temperatura T, que hace que las moléculas tiendan a alinearse de manera aleatoria de
forma que en promedio no haya orientacion preferente. Por tanto, a bajas temperaturas
domina el término de energia interna, y si el sistema se encuentra en fase nematica, el
sistema requiere mas energia entropica para llevar a cabo la transicion a fase isotropica,
lo que se traduce en una mayor temperatura de transicion. Por otra parte, a altas
temperaturas domina la energia entropica, en fase isotrdpica, por lo que se requiere mas
energia interna (mayor energia potencial) para llevar a cabo la transiciéon a fase

nematica, lo que implica una menor temperatura de transicion.

La funcién de distribucion radial se presenta en la Figura 11 para las dos fases.
Puede apreciarse que son practicamente iguales y tienen la forma de una RDF tipica de
un liquido. De este modo, nos garantizamos que estamos simulando en todo momento
dos fases liquidas. La funcion de correlacidn orientacional se presenta en la Figura 12
para una fase isotropica y para dos fases nematicas. Puede verse que decae a cero muy
rapidamente con la distancia intermolecular en la fase isotropica. Por tanto, es otro
indicio de que la fase que se simula es isotrdpica, ya que las orientaciones de las
moléculas que no estén en el mismo entorno no guardan relacion. En las fases
nematicas, como se estudio6 en el apartado 3.2.2, la correlacién orientacional decae con
la distancia intermolecular, de modo que a grandes distancias la correlacion tiende al
parametro de orden de la fase al cuadrado, S? En la Figura 12 se representa esta

tendencia, lo que confirma que se cumple en la simulacion.
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Figura 11. RDF en funcidn de la distancia intermolecular r para una fase isotrépicaa T = 2.50 y una fase nemdticaaT = 2.10.
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Figura 12. Funcién de correlacion orientacional en funcién de la distancia intermolecular r para una fase isotrépica a T = 2,50 y dos
fases nemdticasaT = 2,10y T = 2,00. La linea rayada verde representa S* = 0,640 para T = 2,00. La linea rayada roja representa

S§% = 0,573 para T = 2,10. Se comprueba asi la tendencia de (P, (cos 0;N() a S? a medida que la distancia intermolecular crece.

En resumen, podemos concluir que se ha simulado una transicién de fase
isotropica-nematica correctamente por las evidencias que muestran la curva S-T, en la

que bajo S implica fase isotropica y alto S fase nematica, y por las funciones de
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correlacion de pares. La transicidon de fases es débilmente en primer orden porque se
aprecia una discontinuidad en el parametro de orden (predicho por la teoria LDG), por
el caracter oscilatorio de S en la region de transicion, y por la pequena histéresis que

presenta la curva S-T cuando se baja y sube de nuevo la temperatura.
6.2 Sistema en 2 dimensiones

En la simulacién del sistema bidimensional, con N = 500, se ha recorrido el
intervalo de temperaturas entre T = 2,00y T = 1,40 (en unidades reducidas). Se ha
representado en la Figura 13 la curva S-T, con bajada y subida de temperatura. Se
aprecia que la transicion isotrépica-nematica ocurre entre 1,64 y 1,80 debido a que S

presenta un error muy grande en ese intervalo.
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Figura 13. Representacion del pardmetro de orden S frente a la temperatura T, en un rango de T entre 2,00y 1,40, para N=500.

En la Figura 13 se observa, segin predice la teoria LDG, que no existe
discontinuidad en el parametro de orden, al menos en su valor medio (representado por
los puntos de la figura). Ademas, en el sistema bidimensional no se aprecia histéresis, al
bajar y subir la temperatura el sistema recorre los mismos estados en ambos sentidos.
Esto es un vestigio de una transicién de segundo orden, como bien indica la teoria LDG.

Sin embargo, en el intervalo de transicion S presenta un gran error. Como se indicé en
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los resultados del caso tridimensional, el error se ha calculado a partir de los valores
extremos del parametro de orden a una temperatura dada. De este modo, en la Figura 14
se ve que el parametro de orden no presenta el caracter intermitente en el intervalo de

transicion que se observaba caso tridimensional (salvo algunas caidas puntuales).
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Figura 14. Evolucidn de S en el transcurso de la simulacién a temperaturaT = 1,72 constante, dentro del intervalo de temperaturas

en el que ocurre la transicién.
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Figura 15. Comparacién de curvas S frente a T para sistemas bidimensionales con diferente N.
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Se ha simulado la misma situacién para sistemas bidimensionales mas grandes,
con N =1225y N =2000. En ellos S no presenta discontinuidad, no se aprecia
histéresis y S no tiene un caracter intermitente. Sin embargo, si se comparan las curvas
S-T para diferente N (Figura 15), se aprecia que cuanto mas grande es el sistema, el
intervalo de temperaturas de transicion es mas estrecho y el grado de orden
orientacional medio es menor en el entorno del intervalo de transicién. Esto indica que
el sistema pierde su capacidad para mantener la fase nematica cerca del punto de
transformacién. En concreto, para N = 2000 el intervalo de transicion esta entre 1,68 y
1,72.

La funcién de distribucion radial se representa en la Figura 16, para fases
isotropica y nematica. Puede apreciarse que ambas son fluidas, por lo que la simulacién

de las fases ha sido correcta.
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Figura 16. RDF en funcién de la distancia intermolecular r para una fase isotrépicaa T = 1,96 y una fase nemdticaa T = 1,44.

La funciéon de correlacidon orientacional, para diferentes tamafios del sistema
(Figura 17), refleja lo que se viene comentando: cuando el nimero de moléculas crece, la
correlacion en las orientaciones disminuye a medida que éstas se distancian. Esta caida
en las correlaciones, como se dedujo en (3.47), tiende a S$%. Sin embargo, la tendencia
decreciente es potencial -algebraica-, y no exponencial, como en la fase isotrépica [3,9].

Se ha realizado un ajuste de regresion potencial en el tramo en el que la funcién de
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distribucién orientacional decrece antes de saturar, para el sistema de mayor N, para

confirmar esta tendencia.

Esta dificultad para mantener una fase nematica en todo el sistema bidimensional
no se predice mediante la teoria LDG. Por una parte, a medida que el sistema se
compone de mayor numero de moléculas, la fase nematica presenta un menor grado de
orden orientacional cerca del punto de transformacion. Este comportamiento es
incompatible con una transicion de segundo orden. Veremos que, como es un sistema

bidimensional, lo que se observa es una transiciéon de Kosterliz-Thouless [31].
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Figura 17. Representacion en escala log - log de la funcidn de correlacion orientacional frente a la distancia intermolecular r para la

fase nemdtica de sistemas de diferente N. Se comprueba mediante regresién que la caida de {cos2¢;;)(r) es potencial.

En un modelo bidimensional aparecen distorsiones, conocidas como defectos
topoldgicos, que se generan por las condiciones de contorno, campos externos o
fluctuaciones térmicas [3]. Generalmente, en un modelo XY estos defectos se denominan
vortices -en los cristales liquidos nematicos, disclinaciones-, y son la causa del caracter
fluctuante del parametro de orden, y de que S sea menor en promedio a una T dada, en
el intervalo de transicion, a medida que N es mayor. De esta manera, la fase nematica
trata de rodear estos defectos, perdiendo el orden orientacional, de igual forma que lo

haria una dislocacién alrededor de una impureza en un sélido. La incapacidad de la
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teoria LDG para predecirlos se debe a no tener en cuenta las fluctuaciones de la
contribucidn elastica de la energia libre (que en dos dimensiones destruyen el orden de
largo alcance) y la presencia de vortices. En la fase nematica superficial la energia libre
total es minima cuando éstos aparecen como pares vOrtice-antivértice (Figura 18), que
localmente mantienen aproximadamente el orden orientacional. La transicion
Kosterlitz-Thouless implica que al subir la temperatura de la fase nematica, los pares
dejan de estar ligados, destruyendo el orden aparente orientacional y dando lugar a la

fase isotropica.

Figura 18. Ejemplo de par vértice(a)-antivértice(b) en una fase nemdtica bidimensional.

En la Figura 19 se muestra una configuracion instantanea de las orientaciones
moleculares en la fase nematica a temperatura cercana a la transicion. Puede apreciarse
una region en la que el orden orientacional nematico se respeta, y se ha sefializado con
una linea discontinua verde la direcciéon de orientacidon preferente. Las disclinaciones
del tipo de la Figura 18 se observa que aparecen como vortice-antivortice, y se ha
podido identificar un par que se ha marcado con linea discontinua azul y roja,
respectivamente. Por tanto, se puede comprobar cdmo en una fase nematica superficial
aparece de manera espontanea un par vortice-antivortice, en el que las moléculas dejan
de estar alineadas en la direccion de orientacion preferente, de forma que disminuye el
grado de orden orientacional del sistema. A medida que el sistema se hace mas grande,
mas defectos topolégicos de este tipo aparecen de manera espontanea en la fase
nematica. En consecuencia, menor es el grado de orden orientacional a medida que

aumenta el nimero de moléculas del sistema.
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Figura 19. Sistema bidimensional con N=500 a T = 1,68 cerca de la transicién. La direccion del orden nemdtico se representa con
la linea discontinua verde. Pueden apreciarse pares vdritce-antivdrtice, concretamente un vértice en azul y un antivortice en rojo.
El sentido de las flechas no tiene sentido fisico por la simetria de inversion de las moléculas simuladas.

7. Conclusiones

Una fase nematica de moléculas calamiticas se caracteriza por la simetria
rotacional entorno a una direccién de orientacién preferente de sus moléculas, debido a
que las moléculas pueden modelarse como cilindros; y por la simetria traslacional del
sistema, tipica de un fluido. Este ordenamiento restringido a la orientacion es la razén
del nombre cristal liquido: las moléculas tienen la libertad de movimientos del centro de

masas de un liquido, y el orden orientacional caracteristico de un sélido.

Conforme a los antecedentes tedricos, la forma mas adecuada de describir la fase
nematica de moléculas calamiticas es mediante un parametro de orden tensorial
simétrico de segundo orden y traza nula, porque como consecuencia de la geometria
cilindrica de sus moléculas, las propiedades fisicas del sistema son invariantes frente a

una operacion de inversion. Los elementos de matriz del parametro de orden son
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combinaciones lineales de los armonicos esféricos en el caso tridimensional, y de las
matrices de rotacion en el caso bidimensional (a través de un desarrollo en serie de
Fourier). Tanto el parametro de orden, como la funcién de correlacion orientacional,
proceden del segundo momento de la funcion de distribucion marginal de una molécula,
y de la funcién de distribuciéon marginal de un par de moléculas, respectivamente. Por
tanto, son capaces de aportar informaciéon que describa a la fase nematica, aunque la

funcidén de distribucion del sistema no sea conocida.

La teoria de Landau-de Gennes (LDG) es capaz de predecir que la transicién de
fase isotrépica-nematica es débilmente en primer orden para el caso tridimensional,
como consta de los experimentos. Se trata de una teoria fenomenoldgica que parte de un
desarrollo en serie de la energia libre, y a partir de las condiciones de equilibrio, se
deduce una discontinuidad en el parametro de orden. En el caso bidimensional, se
deduce que es una transicién puramente de segundo orden. Se deduce que el parametro
de orden es nulo en la fase isotropica y distinto de cero en la fase nematica, por lo que la

teoria refleja el potencial que tiene para describir la transicion de fase.

Para contrastar la teoria se ha desarrollado un programa en FORTRAN que ha
permitido simular mediante Monte Carlo (NPT) un sistema de cristal liquido nematico
que lleva a cabo de forma adecuada una transicidon de fase isotropica - nematica. Es
posible describirla mediante la implementacion del parametro de orden y de la funcion

de correlacién de pares en el codigo.

Los resultados para el sistema en 3 dimensiones apuntan un total acuerdo con lo
expuesto tedricamente en el capitulo 3 y con la teoria LDG. En la transicion de fase se
aprecia una discontinuidad en el parametro de orden, y por su caracter intermitente y la

pequefia histéresis, se deduce que es débilmente en primer orden.

Los resultados para el sistema en 2 dimensiones reflejan una deficiencia de la
teoria LDG para describir la transicidn de fase, debido a que la simulacién no concuerda
totalmente con una transicion de segundo orden. De esta manera, las fluctuaciones
térmicas generan pares vortice-antivdrtice (llamadas disclinaciones), por lo que se trata

de una transicion de Kosterlitz-Thouless.
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Entre las posibles extensiones de este trabajo estan, por ejemplo, el desarrollo del

cddigo con potenciales mas complejos que el original de Maier-Saupe, ya sean

modificaciones [32] o el conocido potencial de Gay-Berne [33]; la realizacién de

integracion termodinamica de la energia libre a partir de los resultados del c4digo, para

hallar una representacion grafica del tipo de la Figura 8 para este sistema concreto asi

como la temperatura a la que ocurre la transicién [8,24]; o bien un estudio mas

profundo y concreto del sistema en 2 dimensiones, desde el punto de vista de la

transicion de fase de Kosterlitz-Thouless [31,34].
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