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Abstract

This dissertation provides a study of the error of Lagrange’s Polynomial Interpo-
lation. It consists of seven chapters that include some topics of the Numerical

Analysis.

Firstly, we will have introduced a series of basic tools that are also very useful

in other fields of Numerical Analysis and that we will use throughout the project.

Secondly, we will recall the main results related to the approximation of a func-
tion of a real variable by an algebraic polynomial. After that, we will study the
error of polynomial interpolation when the nodes are equidistant.

In addition, we will analyse the problem of minimizing the oscillations produced
in the extremes in the Runge phenomenon and we will study the existence of the

polynomial of best approximation.

From here, the Weierstrass Theorem is deduced and the approximation of a
class C* function is studied by polynomials that interpolate it to the zeros of the

Chebyshev polynomials.

Finally, we will conclude the dissertation by considering which choice of nodes

uniformly approximate regular functions.






Resumen

En este trabajo se lleva a cabo un estudio del error de la interpolacién polinémica de

Lagrange. Consta de siete capitulos que recoge algunos temas del Calculo Numérico.

En los capitulos 1 y 2, hemos introducido una serie de herramientas béasicas que
también son muy ttiles en otros campos del analisis numérico y que utilizaremos a

lo largo del trabajo.

En el capitulo 3, recordamos los principales resultados relativos a la aproximacion
de una funcién de una variable real por un polinomio algebraico. Comenzamos
el capitulo introduciendo el concepto de la interpolaciéon polinémica de Lagrange,
citando un resultado de existencia y unicidad del polinomio de interpolaciéon y una

expresion del error de interpolacion, ya estudiada en el grado.

En el capitulo 4, estudiaremos el error de la interpolacion polinémica cuando los
nodos son equidistantes y veremos lo que puede ocurrir en los extremos del intervalo

cuando estudiamos el fenémeno de Runge.

En el capitulo 5, analizaremos el problema de minimizar las oscilaciones produci-
das en los extremos en el fenémeno de Runge mediante otra eleccién de los nodos,
en este caso, los ceros de los polinomios de Chebyshev, dando una mejor estimacion

del error.

En el capitulo 6, estudiaremos la existencia del polinomio de mejor aproximacion,
introduciendo el concepto de Constante de Lebesgue y probando la acotacién del

grado de aproximacién (minima distancia entre la funcién y el polinomio de mejor



aproximacién de grado n) por el médulo de continuidad de la funcién en el intervalo
b—a

n

De aqui se deduce el Teorema de Weierstrass y se estudia la aproximacion de una
funcién de clase C! por polinomios que la interpolan a los ceros del los polinomios

de Chebyshev.

Finalmente concluiremos el trabajo viendo qué eleccién de los nodos aproximan

uniformemente a funciones regulares.
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Capitulo 1

Introduccion

Una cuestion que encontramos con frecuencia en las ciencias experimentales y en
ingenieria es tratar de construir una funciéon denominada “funcion interpolante”
de la cual se conoce una serie de valores en ciertos puntos denominados “datos de

interpolacion”.

En ocasiones, este problema comprende también otros datos, especialmente los
valores de las derivadas de la funcién en ciertos puntos. Estos datos pueden ser
obtenidos, por ejemplo, a partir de observaciones realizadas en un determinado ex-

perimento.

El objetivo sera determinar una funcién cuyos valores en los puntos considera-
dos coincidan con los datos y que ademas sea facil de construir y manipular. Los
polinomios se usan con frecuencia como funciones interpolantes porque son faciles
de evaluar y por el hecho fundamental de que dados n+1 puntos de abscisa distinta,
(0,%0), (T1,Y1), - - -, (Tn, Yn), existe exactamente un polinomio P,(x) de grado no su-
perior a n, que pasa por dichos puntos, es decir, tal que P,(z;) = y;,i =0,1,2... n.
En la interpolacion lineal, la funcién se sustituye por la recta que pasa por dos

puntos.

Tres datos se interpolan con un polinomio de segundo grado, graficamente una

parabola que pasa por esos tres puntos.

Una vez que se ha determinado la funcién interpolante, en nuestro caso se trataria
del polinomio interpolante, uno puede estimar el valor que el experimento de partida

habria tomado en puntos préximos a los datos de interpolacion evaluando la funcién
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Capitulo 1. Introduccién

interpolante en los mismos.

Pero cabe también considerar el problema donde se tiene una funcién conocida
definida en el intervalo [a,b] en el que se toman una serie de puntos (abscisas) que
junto con los respectivos valores de la funcién en ellos (ordenadas) constituyen los
datos de interpolacion.

Se construye asi un polinomio que coincide con la funciéon en una serie de puntos y
cabe preguntarse por el error maximo cometido entre ambas funciones e incluso, si
al aumentar el nimero de puntos de coincidencia que se relaciona con el grado del

polinomio, se obtendra mejor aproximacién.

Segin como sean los datos de interpolacién, podemos considerar los siguientes
tipos de interpolacion:

Se denomina Interpolacion de Lagrange si los datos son los valores de la funcién
en distintos puntos. Se denomina Interpolacion de Taylor cuando se conoce el valor
de la funcion y sus derivadas sucesivas en un punto y, por ultimo, se llama Interpo-
lacion de Hermite si se conocen los valores de la funcion y sus derivadas en distintos

puntos. En este trabajo nos ocuparemos de la primera de ellas.

1.1 Generalidades

Un problema de interpolacién en general puede enunciarse de la siguiente forma:
Dado un conjunto de datos, generalmente valores de una funcién y/o sus derivadas
en determinados puntos x;, 2 = 0,1, ..., n, que llamaremos nodos, nuestro objetivo es

construir otra funcién que coincida con la funcién dada en los datos de interpolacion.

En general, las funciones interpolantes forman un espacio vectorial de dimensién

finita, es decir, son del tipo:

(@) = ago(x) +arhi(z) + ...+ anthn(x),

donde Yo (z), 11 (x),..., ¥, (x), son funciones dadas que forman base del espacio

vectorial correspondiente y a;,7 = 0,1,...,n son nimeros reales a determinar.

Dependiendo del tipo de funciones que utilicemos como funciones interpolantes,
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Capitulo 1. Introduccién

la interpolacion se llamara polinémica, racional, trigonométrica,... Entre las dife-
rentes funciones interpolantes, los polinomios son los utilizados con mayor frecuencia

en problemas de interpolacion.

A lo largo de este trabajo iremos dando respuesta a cada una de estas preguntas.

Supongamos que tenemos una funcién continua definida en un intervalo |[a, b].
Supongamos que construimos p,(z) el polinomio de interpolacién de esta funcién en

n + 1 nodos:

a) ¢ Se verifica que lim,, o p,(z) = f(z) en el sentido de la convergencia uni-

forme?.
b) En caso negativo, jqué cota de error se comete?.

¢) ¢Qué nodos hay que escoger para que la aproximacion sea la mejor posible?.
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Capitulo 2

Resultados previos

2.1 Teoria de series

Teorema 2.1 (Criterio de Stolz). Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nimeros
reales. Asumiendo que {b,} sea positiva, estrictamente creciente y no acotada y que

exista el siguiente limite:
1§ Qpy1 — Ap -\
n—00 bn+1 — by

z . ’ aTL - .
Entonces podemos asequrar que el limite lim — existe y es igual a .
n—oo n

Este criterio se utiliza para probar la convergencia de una sucesién. Su aplicacion
permite la resolucion de algunos tipos de indeterminaciones, como por ejemplo la

siguiente proposicion.

Proposicién 2.2 Se verifica:

I 1 1 1
fm — =1.
n—00 £ k Ln(n)
Demostracién:
1 1
14+...+= Lo+ 4
lim L — lim =

11



Capitulo 2. Resultados previos

1
— lm 32 —
n—oo
o) +In(2)+..  +L

Aplicando el criterio de Stolz:

, 1 1 L1 1
lim - —F————=lim - ————
n—oo M n n—oo 1
Ln < ) 1
n—1 Ln| ——
1
1— =
n
I ! If !
11m = 11Iimn g
n—oo . — — n—oo ]_
—oon - [Ln(l) = Ln(1 —n)] = o In (1 B _)
n
1 1

lim =

n—00 1 -n 1 —n]’
Ln <1 - —> Ln [h'mn_>C>O (1 — —) ]
n n

Pero
1 —-n n
h’m(l——) zlim( n > -
n—00 n n—oo \n — 1
1 n
= lim (1 + > =e
n—o00 n—1
Por tanto,
1+ L + + L
m — 2 on_ Ly
n—00 Ln(n) Ln(e)

Con esto hemos probado que

n

Z% ~ Ln(n). (2.1)

k=1

Proposicién 2.3 (Férmula de Stirling). Se verifica:

|
lfm n' ~ 1. (2.2)

n—00 27Tn nt.e

Podemos usar esta férmula para calcular el limite de sucesiones en las que aparece

el término n!.

12



Capitulo 2. Resultados previos

2.2 Resultados de variable compleja

A continuacién, introduciremos aquellos resultados previos que utilizaremos a lo

largo del trabajo. Asi pues, empezaremos dando la primera proposicion.

Proposicién 2.4 (Férmula integral de Cauchy). Sea R una region simplemente
coneza y sea f(z) € A (R). Sea zp € R y supongamos que C es una curva simple,
cerrada y rectificable que estd en R y que se encuentra alrededor de zy en sentido

positivo. Luego:

f(”)(zo) = n_' /c (Lz) dz (2.3)

oz — zo)n—i—l

Proposicién 2.5 (Férmula de De Moivre) La formula de De Moivre afirma que

para cualquier nimero complejo y para cualquier entero n se verifica que:

(cos B + isinB)" = cos (nf) + isin (nd) . (2.4)

2.3 Otros resultados

Teorema 2.6 (Férmula del binomio de Newton). Sean a y b nimeros reales y

ademds n y k numeros enteros, tal que 0 < k < n, entonces:

(a+b)" = i <Z) "ok (2.5)

k=0

Siendo
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Capitulo 3
Interpolacién polinémica

Comenzamos este capitulo introduciendo el concepto de la interpolaciéon polinémica
de Lagrange y obteniendo un resultado de existencia y unicidad del polinomio de
interpolacion. Presentaremos un algoritmo de construccion del polinomio de inter-

polacién y una expresion del error de interpolacion.

A la vista de la expresién del error obtenida, analizamos el problema de minimizar
dicho error, usando para ellos la sucesion de polinomios de Chebyshev que veremos

en el capitulo 5.

Definicién 3.1 Sea f(z) una funcion continua definida f: [a,b] — R y consideremos
unos valores conocidos de esta en n + 1 puntos distintos x;,i =0,1,...,n con x; €
la, b].

La interpolacion polinémica de Lagrange consiste en obtener un polinomio P,(x) de
grado no superior a n tal que se cumpla que en los nodos, las imdgenes de f(z) y

P,(z) coincidan, es decir,
P.(z;) = f(x;), i=0,...,n.

Al polinomio P,(z) se le conoce como polinomio interpolador de Lagrange y forma
parte del conjunto de los polinomio de grado menor o igual que n y, por tanto, P,(x)
serd de la forma:

Po(2) = anz™ + apprz™ + . 4+ a4+ ap.
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Capitulo 3. Interpolacion polinémica

y, para determinarla, habrda que hallar los n + 1 coeficientes reales ag, aq, . . ., ay,.

Nota 3.2 Diremos que P,(x) tiene grado n en el caso que a, sea no nulo.

Supongamos que aproximamos f(z) por P,(x) en dichos nodos. Con P, (z) estimamos

el valor de f(z), cometiendo un error cuya cota es interesante determinar.

En el siguiente resultado recordaremos la existencia y unicidad del polinomio de

interpolacion P, ().

3.1 Férmula de interpolacién de Lagrange

Teorema 3.3 (Férmula de interpolaciéon de Lagrange) Sean f:[a,b] — R,
{zo,x1,...,2,} n+ 1 puntos distintos del intervalo [a,b]. Entonces, eziste un tinico

polinomio P,(x) de grado menor o igual que n, que verifica:
P,(z;) = f(x;), i=0,...,n. (3.1)

A este polinomio se le denomina polinomio de interpolacion de f en los nodos

T, X1, .., Ty Yy viene dado por:

donde
Li(z) = || S para cada i € {0,1 n}
’ T, —x; U

Nota 3.4 : Ver [4]

e La expresién (3.2) se conoce como formula de Lagrange del polinomio de in-
terpolacion. El Teorema anterior proporciona un método constructivo para

obtener el polinomio de interpolacién P,(x) mediante la férmula (3.2).

e Podriamos omitir el cdlculo de L;(z) si algin dato es f(z;) = 0.

16



Capitulo 3. Interpolacion polinémica

e Los polinomios L(z) s6lo dependen de los nodos de interpolacién {zg, x1, . .., . }.
De modo que, una vez calculado cada Lg(z) se construyen los polinomios de
interpolacién poniendo los f(xy) como coeficientes de una combinacién lineal,
lo cual es una ventaja si queremos resolver varios problemas de interpolacién
como los mismos nodos z;. En este sentido, {Lo(x), L1(x),..., L,(x)} es la
base del espacio vectorial de los polinomios de interpolacién asociados a los

nodos {xg, x1,...,Tn}.

e La férmula de Lagrange (3.2) tiene el inconveniente de que hay que realizar
numerosos calculos y al anadir un dato mas de interpolacién, hay que volver

a calcular todos los polinomios Lg(x).

3.2 Estimacion del error

En este apartado analizaremos el error en la interpolacién polinémica de una funcion
f(z). El teorema que introduciremos a continuacién permite estudiar el error de la
interpolacién por polinomios cuando la funcién dada posee derivadas de hasta orden
(n + 1). Mediante este resultado se puede obtener una estimacién del error que

estamos cometiendo al aproximar f(z) por P,(x).

Teorema 3.5 (Error de la interpolacién polinémica de Lagrange) .

Sea f : [a,b] = R, con f(x) continua en [a,b] y n+1 veces derivable en dicho intervalo.
Consideremos xo, 1, X2, ..., T, € [a,b] nodos distintos dos a dos. Sea P,(x) el poli-
nomio de interpolacion de grado < n tal que P,(z;) = f(z;), x € [a,b], Vi =0,...,n.

Entonces, existe £ €[a,b] tal que:

L PRGN
R = 17 (2) = Pule)| < Sl = o) =) (e =) (339

Observamos que aparecen dos factores en la cota, f" (&) y [, [(z — z;)].

17



Capitulo 3. Interpolacion polinémica

Nota 3.6 El teorema anterior resulta ser una extension del Teorema del Valor Me-
dio para mas de un punto. En efecto, paran =0y S = xg, la expresién se reduce a

lo siguiente:

|[f(2) = flzo)l < 1f'(&)] - (& — o).

A continuacién, introduciremos un corolario en el cual acotaremos el término f("+1)(¢).

Corolario 3.7 Sea f(x) € A(R) donde R es una region que contiene [a,b]. Sea C
una curva cerrada que contiene a [a,b] en su interior y sea L(C) la longitud de la
curva C, Mo = méx,cc |f(2)| es el valor mdzimo que puede tomar dicha curva y §
es la minima distancia de C a [a,b]. Luego:

gn 2 |z — wo||z — 21| - -+ |7 — 20| (3.4)

|Bn(f5 )] = [f () = Pu(2)] <

Demostracién: Tomando valor absoluto en la proposicién (2.3) obtenemos la

siguiente expresion:

I I max,¢
F (z0)] < %/C—|Z '_f:TLH dz] < 2 mixeee )] p oy

~ 2rmin |z — 2|t

donde L(C) es la longitud de la curva C, méx,cc |f(2)| es el valor maximo que
puede tomar dicha curva y min |z — z|"™! el valor minimo de la distancia entre los

puntos de la curva y z.

En los siguientes capitulos, estudiaremos diversas cotas de [}, |(x — ;)| en funcién

de la eleccién de los puntos.

18



Capitulo 4

Interpolacién polinémica para

puntos de abscisas equidistantes

4.1 Estudio de [[_,|(x — ;)| en el caso de abscisas

equidistantes

En este capitulo estudiaremos el error de la interpolacién polindémica cuando los
nodos son puntos equidistantes. Veremos como el céalculo del polinomio de interpo-

lacion se simplifica cuando los nodos estan igualmente espaciados.

Proposicién 4.1 Dados {xg,z1,...,2,} (n+ 1) puntos igualmente espaciados en

el intervalo [a,b] con xy = a,x, = b, ezriste C > 0 tal que:

Ce™ _ o)™ v
£%§]|H \/_Ln( )(b a) Vn > 1. (4.1)

Donde [_(x — z;) es el término de la formula del error de interpolacion en el

punto .

Demostracion: Dividiremos la demostracion en varias etapas:

Primera etapa:

Esta etapa va a consistir en reducir el problema al intervalo [0,n].

19



Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

Sea:

h—
xi:a+i< a),izO,l,...,n.
n

Luego (z — ;) = (b — “) (s —i).

n

Por tanto,
ilj()(x—x@-): s () e (20 e ()]

Consideremos la funcién f(s) = |s(s — 1) - ... (s — n)| definida para s € [0,n]
y que alcanza su maximo en un punto s,. Vamos a estudiar la posicion de s, v el

valor del maximo de f, dando paso a la siguiente etapa.

Segunda etapa:

Aqui vemos la simetria de la funcién f(s) = |s(s—1)-...- (s —n)|. Tomamos s' =

n .
s — 5y sustituyendo obtenemos:

() () (o) ()

que simplificando quedaria:

(9) (o) e 5e) (=)

De aqui concluimos que s tiene exponente par, ya que el producto entre el primer
término y el ultimo queda un término de segundo grado, de igual forma pasaria con

el segundo término y el pentultimo, y asi sucesivamente, dando lugar al producto de

20



Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

polinomios de exponente par, lo que implica que la funcion es simétrica respecto de
s = —.

2
Por tanto, el maximo se da en la primera mitad del intervalo [0,n], es decir, en

o3

Tercera etapa:

En esta etapa, veremos como la funcion f puede describirse a partir de sus valores

en [0, 1], alcanzando su méximo en algin valor s,, que pertenece al intervalo lO, 5] .

n

Veamos ahora que f(s+/¢) es una funcién decreciente de £ con £ = 0, . . ., [5} —1.

Fs+0 =|(s+0(s+0—1)(s+L—2)...-(s+L—n+1)(s+L—n)].

fls+l—=1)=|(s+l—1)(s+l—=2)-...-(s+Ll—n+1)(s+l—n)(s+{—n—1)|.
Por tanto,

s+ /4

f(s+4) = f(s+€—1)-m

, definida paras € [0,1) y £ € {1,2,-- -, [g} —1}.

La férmula da, en forma recursiva, los valores de f a partir de los valores en [0, 1].

Luego,

f(s+0) s+ 1
fls+0—1) 14+n—s—1(

< 1y por tanto f(s+/¢) < f(s+£—1).

Ahora la analizaremos en el intervalo [0, 1] y cogeremos la primera mitad para faci-
1

litar, es decir, cogeremos s € (0, 5)

21



Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

(R IECHI R
:(%_3).GH).(;H).....(”H—%) )
o (bes) < (=) e (02)

Por lo tanto, f alcanza su maximo en un punto s, € [O, 51 :

Cuarta etapa:

Tomamos logaritmos para obtener la derivada mas facilmente:

Ln(f(s)) = Ln(s) + Ln(1 —s) + ...+ Ln(n — s).

De donde obtenemos

3

(4.2)

22
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Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

Entonces,
n

| =

1
— >
Sn k=1

que por (2.1) se comporta como Ln(n) cuando n — oo. Por tanto,

1 1
— >3~ ~Ln(n) — oo, sin — .
R n(n) — oo, si n — 0o

Luego debe ser,

Iim s,, =0
n—oo
Ahora veamos que
J I | z 1
= Z =3, 4.3
Sn k- ° k(k — sn) (43)
k=1 k=1
En efecto,
1 1
& 1 & s, s, 1 « 1 1
= n__ _ Sn | _ N
k(k — sp) k — s, k Sn (k‘—sn k>
k=1 k=1 k=1
= 1 1 11 &K
i n ey — _—= — — T 43 .
Szk(k;—sn) Zk—sn k- s g por (43)
k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo que obtenemos la igualdad (4.3). Como s, €

1
0, 5} entonces,

<1—>k: >k 1—> 1 < !
Sy o 2 T h—s. L
2

Y al ser una serie geométrica de exponente dos, converge y estd acotada por una

constante que llamaremos C'.

1 1
y < <C,
oo Rk —sn) — k(k — 1)
2
sigue que
1 1
0<—— —<C-s,
; = C-s
k=1

23



Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

1
Por tltimo, dividimos en (4.3) por >}, o de modo que

1

Sn 1§ C'sn

a1 no 1
Zk:lE Zk:lE

0<

Tomando limites, el miembro de la derecha tiende a 0 y despejamos:

1
lim —1— =1
n—00 n
Zkzl E
y aplicando (2.1) obtenemos que
1i L 1 1
im — =1.
n—oo s, Ln(n)
Por tanto, cuando n — oo,
C-n!
f(sn) =1sn(l=5,) ...-(n—s,) <nl-s, < T(nn)

Puede justificarse que también existe otra cota inferior C; > 0 tal que:

n!-C;
flsn) 2 Ln(n)

Sea

Es decir,

24



Capitulo 4. Interpolacion polinémica para puntos de abscisas equidistantes

Y despejando obtenemos

f L n L cuandon —
Ln(n) Ln(n) e’ Handon >

Por otra parte,

1 1 n! n!
Sn = Ln(n) y flsn) 2 f <Ln(n)> =2 Tn(n) =G Ln(n)

Y deshaciendo los cambios,

b . n+1 '
|z — o] ... — x| <C ( a) Ln , aplicando (2.2) obtenemos:
n

n(n)

| | | < b—a\"™ Voanm e - n"
z—xol .. |l —x, < —
0 *\Un V/n - Ln(n)

_a)n—f—l' or . e _W_ . (b_a)n-i-l Lo
=L

G
w7 /n - Ln(n) V- Ln(n)

Teorema 4.2 (Cota global) La ezpresion del Teorema 3.3 viene acotado por:

o L(O)-M.-n! (b—a)"t e K (b—a)" n"-/2nm-e " _
2T 2ment? V- Ln(n) (e-6)»  /n-Ln(n)
e (b=a)" " _ (b—a) n!
=k (e-8) Ln(n) K (e-0) +/n-Ln(n)

donde C' es una curva cerrada que contiene a [a,b] en su interior y L(C) la longitud
de la curva C, Mo = méx.co |f(2)| es el valor mdzimo que puede tomar dicha curva

y d es la minima distancia de C a [a,b].
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4.2 Fenémeno de Runge

El fenémeno de Runge fue descubierto por Carl David Tolmé Runge cuando explora-
ba el comportamiento de los errores al usar interpolacién polinémica para aproximar
determinadas funciones por polinomios de alto grado utilizando nodos equidistantes.
En este caso se garantiza que el error maximo se incrementa al aumentar el orden
polinémico.

Este fendmeno consiste en tratar de interpolar esta funcién con un sélo polinomio de
Lagrange. Cuando se intenta reducir el error de interpolaciéon se puede incrementar
el nimero de particiones del polinomio que se usan para construir el spline, en lugar

de incrementar su grado.

Nota 4.3 Si f(z) es una funcién continua cualquiera y P, (z) es el polinomio que
interpola f en los nodos xg, z1,...,x, no es cierto, en general, que:

lim P,(z) = f(z) en [a,b].

n—oo
A continuacién, veremos un ejemplo para observar este fenénemo con el fin de mos-

trar que el fenémeno de Runge manifiesta que los polinomios de grado alto no son,

en general, aptos para la interpolacion.

4.2.1 Ejemplo

1
Ejemplo 4.4 Consideramos la funcién f(z) = A+ 2509 Sea P,(x) un polinomio
x

que interpola a f(z), en n 4+ 1 nodos igualmente espaciados en el intervalo [—1, 1].

En primer lugar, construiremos una grafica donde compararemos el comportamiento

de f(z)y P.(x) paran =5,10,15 y 20.
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()
& MNodos
0ar F'n(x) =
0G| .
0.4F .
n2F .
D - -

_Dz 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

i)
O NMNodos

0al P_(x) 1

0EF

02F

0.2

FIGURA 4.2: Comportamiento de f(z) y P(z) para n = 10.
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n=15
L fx) 7
o Nodos

06F Pl -
06+ 4
04r .
02 4

ot 4
0.2

F1GURA 4.3: Comportamiento de f(z) y P(z) para n = 15.

h=20

)

0.5

0EF

02F

0.2

F1GURA 4.4: Comportamiento de f(z) y P(z) para n = 20.

28
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La funcién f(z) es una funcién indefinidamente derivable en el intervalo [—1, 1],
incluso en R. Ademés es acotada, positiva y su maximo valor es 1 que se alcanza
cuando x = 0.

Como podemos observar en las graficas anteriores, se produce mas oscilaciones a
medida que incrementa el grado del polinomio interpolador, es decir, observamos
que la diferencia entre la funcién f(x) y el polinomio interpolador P,(z) es cada vez
més notoria conforme nos acercamos a los extremos [—1, 1]. Estas oscilaciones son
conocidas como el fenémeno de Runge.

Se puede probar que el error de interpolacion tiende a infinito cuando crece el grado
del polinomio:

tin (s 1) - o)) = o

Esto nos muestra que una funcién continua no puede aproximarse, en general,
de manera arbitrariamente precisa mediante polinomios de interpolacion relativos a
soportes equidistantes.

Mas atin, se puede comprobar que para cada eleccién de soportes (S,,) C [a, b], existe
f € C%Ja,b]) tal que
Tim |~ pSfloo #0.

Buscaremos la eleccion de los nodos para que la aproximacion sea éptima y pues

nos preguntamos si en este caso se tendra aproximacién uniforme.

4.2.2 Explicacion del Fenémeno de Runge

1 .
Sea la funcién f(z) = A+ 2509 en el intervalo [-1,1]. Definimos f como
T

pr— pr— p— . Z
Sr—i  2522+1 1+252%2 1+ 2522

1
Deducimos que f(z) = Im (5—> y que su derivada k-ésima es:
xr—1

1 k) 1 k) 1 k41
. =Im : = (=DF. 5% k. Im : :
Sr —1 Sr —1 5T — 1
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Aplicando (3.3) en la primera desigualdad y (4.1) en la segunda:

- fn+1 § Ce™m n+1
[z =) < |(n +(1))!| v L) 2

1 P31

<

n!- 5" DA 10"
< : <C
(n+1)! /n Ln(n) e (n+1)y/n Ln(n)er

— OQ.

Lo que permite que en los extremos la cota del error tienda a infinito, como

anteriormente pudimos observar en las gréficas.

Definicién 4.5 (Spline). Un spline es una curva diferenciable definida en porcio-

nes mediante polinomios.

En los problemas de interpolacion, se utiliza a menudo la interpolaciéon mediante
splines porque da lugar a resultados similares requiriendo solamente el uso de poli-
nomios de bajo grado, evitando asi las oscilaciones, indeseables en la mayoria de las

aplicaciones, encontradas al interpolar mediante polinomios de grado elevado.
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En esta secciéon veremos cémo podemos solucionar el problema presentado por el
fenémeno de Runge.

Para minimizar las oscilaciones producidas en los extremos usaremos los polinomios
de Chebyshev en lugar de nodos de abscisa equidistante, como vimos en el capitulo
anterior. En este caso se garantiza que el error maximo disminuye al crecer el orden
polinémico.

Estos polinomios reciben este nombre en honor al matemético ruso Pafnuti Chebys-
hev. Se trata de una familia de polinomios ortogonales que estan relacionados con
la féormula de De Moivre y son definidos de forma recursiva con facilidad.
Normalmente se hace una distincién entre polinomios de Chebyshev de primer tipo
que son denotados 7T;, y polinomios de Chebyshev de segundo tipo, denotados U,,.
Los polinomios de Chebyshev son importantes en la teoria de la aproximacion puesto
que las raices de los polinomios de Chebyshev de primer tipo 7},, también llamadas

nodos de Chebyshev, son usadas como nodos en interpolacién polinémica.

5.1 Mejores estimaciones de errores reales: Poli-

nomios de Chebyshev

La estimacion del error

iy [T ol || -,
éx |17 (@) (n+ 1)
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Capitulo 5. Polinomios de Chebyshev

para el polinomio de interpolacién esta dividida en dos partes.
La primera parte, méx,<,<p | /"™ (z)| que depende de la funcién interpolada pero

no depende de la forma en la cual la interpolacion se realiza.

|x — xo| - | — 1] -+ |2 — ]
(n+1)!

La segunda parte, es independiente de la funcién
pero depende de los puntos .
La estimacién (5.1) se ha obtenido de sustituir |f"™ ()| por max,<,<p | /" (x)].

En muchos casos, el error predicho por (5.1) serd mucho mejor que el error (3.4).

Consideremos la cantidad méx,<,<p |(x — x¢) - (x — 1) - - - (x — 2,,)| que depende de
los puntos zg, z1,...,T,.

Esto nos lleva a plantear la siguiente pregunta: ;Cémo podemos seleccionar los
puntos xg, Z1, ..., T, en [a,b] de forma que el maximo sea lo mas pequeno posible?.

La respuesta al problema viene dada por los ceros del polinomio de Chebyshev.

Si tomamos x = cos 6 en la féormula (2.4) con 6§ € [0, 7], entonces sen 6§ =

V1 — 122 > 0. Luego,
(cosnf + isinnb) = (x +ivV1 — 22)".

Si desarrollamos esta expresién por el teorema del Binomio, cogemos la parte real

del resultado de la ecuacién y sustituimos el valor de x = cos €, obtenemos:

cos(n(arc cos z)) = cos(nd) = (g) 2" (22 —1)0+ (") 22 (22— 1)+ (") (2?12

Asi, cos(nf) es un cierto polinomio de grado n en cos 6

Definicién 5.1 Se define el polinomio de Chebyshev de grado n como:

n

T, (x) = cos(narccosz) = x" + (2

)x"‘z(xz —1)+..., paran=0,1,... (5.2)
Los polinomios definidos por (5.2) son los que se denominan Polinomios de Chebys-
hev por antonomasia.

Es facil calcular los primeros los polinomios de Chebyshev explicitamente y para

ellos usaremos (5.2). De esta forma obtenemos:
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Capitulo 5. Polinomios de Chebyshev

To(z) = cos(0) =1
Ti(x) = cos(arccosz) = x
Ty(z) = cos(2arccosz) = (5)z*2(2? — 1) + 2? = 22> — 1
Ty(x) = 4a® — 3z
Ty(z) = 8z — 8x2 + 1
Ts(x) = 162° — 202° + 5z
Ts(x) = 3208 — 482 + 1822 — 1

A continuacién, incluiremos algunas graficas que pertenecen a los anteriores po-

linomios:

+1.5

+0.5

=
w
T
——t

-0.5 0.5
+-0.5

15

+-1.5

F1GURA 5.1: Funcién Tp(x)

+0.5

+-0.5

FIGURA 5.2: Funcién T;(z)
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J
5
=
o.
5
o,
5
e
-
5

—+-1.5

F1GURA 5.3: Funcién Ta(x)

+1.5

+1

1
1.5 1 05 0.5 1 15

FIGURA 5.4: Funcién T3(x)

Teorema 5.2 Los polinomios de Chebyshev verifican la siguiente relacion de recu-

rrencia.
Toi1(x) = 22T, (x) — T_1 () n=1,2,.. (5.3)

Demostracién: Usando identidades trigonométricas adecuadas, obtenemos:

cos(n + 1)0 = cosnb cos § — sinnf sin 0

cos(n — 1) = cosnb cos 6 + sin nd sin 6

Sumandolas obtenemos:
cos(n + 1) + cos(n — 1)0 = 2 cosnb cos §

y despejando,
cos(n 4+ 1)8 = 2 cosnb cos — cos(n — 1)0
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Capitulo 5. Polinomios de Chebyshev

A continuacién, tomamos:

T = cosf

cosnb = T,(z)

Finalmente, sustituimos y se obtiene lo deseado:
Thi1(x) =cos((n+1)-arccosz) = 2 - (narccosz) - cos(arc cos x)—

cos((n — 1) -arccosx) = 22T, (x) — T,—1(x).

Corolario 5.3 Se verifica:

T, (z) = 2" '™ 4 términos de menor grado. (5.4)

Teorema 5.4 T,(x) tiene ceros simples, es decir, puntos que anulan a la funcion

pero no a su deriwada,en los n puntos.

2k —1
:L“k:COS( 5 )ﬂparakzl,Q,...,n. (5.5)
n

En el intervalo cerrado x € [—1,1], T,,(x) tiene valores extremos en los n+1 puntos,

2k
x}czcos(—)Wpamkzo,l,...,n
2n

donde toma los valores alternativos (—1).

Demostracién: Por definicién de los polinomios de Chebyshev y aplicando (5.4)

obtenemos:

2k —1
T, (zx) = cos(n arc cos xy) = cos (n arc cos (cos ( 5 > 77)) =

n

2k —1
:cos< 5 >7r:0, k=1,2,... n.
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Capitulo 5. Polinomios de Chebyshev

Estas son las n raices que puede tener el polinomio T, (z) de grado n.

Sea su derivada,

T (zg) = %1:2 sin(n arc cos )
— T

y aplicando (5.5) tenemos,
2k —1
T (zx) = — " sin ( narccos ( cos T | =
1— a3 2n

n . (2k—1
:msm( 5 )7?7&0

y los ceros deben ser simples.

Ademas,

o n

=== ()

sin(kr) =0, parak=1,2,...,n— 1.

Tomamos ahora:

T,(z},) = cos (n arc cos (Cos 22’f—”)) = cos(kr) = (—1)*.

n
Esto es valido para k =0, 1,...,n. Pero para z € [—1, 1],

T, (x) = cos(n arccos x)

y por lo tanto, |T,,(z)| < 1. Esto nos muestra que los puntos z}, son puntos extremos

en —1 <x<1.

Definicién 5.5 Denotamos:
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Notaremos que ﬁ(w) = 2" + términos de menor grado.

Teorema 5.6 (Chebyshev). Dado P, que designa la clase de todos los polinomios

de grado n con coeficiente principal 1. Entonces, para cualquier p € P, tenemos,

’ — < ’
_médx [To(z)] < méx [p(z)]-

Demostracién: En —1 <z <1, \ﬁ\ toma su valor méaximo, gt 1 veces en
km
los puntos zj = cos <7) , k=0,1,... n.
1

Supongamos que hay un p € P,, con max_j<,<1 |[p(z)| < e

En forma de diferencia tenemos Q(z) = T,,(z) — p(x). Claramente, Q(z) € P,
como maximo. Sea ahora,
o / (_1)k

Q(x;) = Tn(xk) - p(Ik) = o1 —p(x;), k=0,1,...,n.

Estas cantidades son alternativas tanto positivas como negativas ya que |p(z})| <
1

2n71'

Por lo tanto, hay n + 1 puntos donde @Q(x) toma valores con signos alternados. De

modo que, Q(x) tiene n ceros.
Ya que ) € P,_1, debe anularse de forma idéntica. Asi, p(z) = ﬁ(m) lo que indica

que:

et = g 00 = i, o)l < s

llegando a contradiccion. Por tanto,
7’ e < 7’ .
_mix |Ta(z)] < _méx [p(z)

Para finalizar este capitulo nos preguntamos si cuando n — oo, los polinomios
que interpolan la funcién en los ceros de los polinomios de Chebyshev como nodos

verifica p, — f.
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Capitulo 6

Aproximacion de funciones

continuas

6.1 Existencia del polinomio de mejor aproxima-
cion

En este capitulo estudiaremos la existencia del polinomio de mejor aproximacion.
Sea un espacio vectorial £ de funciones definidas en un subconjunto de R, previsto

de una norma || ||g y tal que P, C E.

Teorema 6.1 Para toda funcion f € E, existe al menos un polinomio p, € P,, tal
que:

If = pulle = fnf IS = alle-

Demostracién: Sea f € E'y P,([a,b]) C E el espacio vectorial de polinomios de
grado n que tiene dimensién finita.

El teorema de Bolzano Weierstrass nos dice que en un espacio vectorial normado de
dimensién finita, todo conjunto compacto tiene un punto de acumulacion.

Sea

{If —all 20,9 € P.}

un conjunto de nuimeros reales acotado inferiormente y que tiene un infimo, al que

denotaremos «a. Existe {¢,} C P, de forma que || f — g,|| — .
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Probemos que {||¢,||} estd acotada:

Dado ¢, existe ng tal que n > ng y || f — qnl] < a+e.

Por otra parte,

lanll = llan = f + fIl < llgn = FII+ Il < o+ e+ [ f]

la cual es una cota independiente de n y valida para n > nyg.

Por tanto, [lgal| < mex(gul, lgzll . [ guolls @ + £ + L£]).

Entonces, existe una subsucesién de {¢, } que converge a p* por Bolzano-Weierstrass,
a la que denotamos {¢*}.

El conjunto {¢*} estd contenido en {gq,} entonces {||f — ||} C {llf — qnll} que es
una sucesion de nimeros reales.

Ademds sabemos que ||f — g,.|| — « y, por tanto, || f — ¢}|| — a.

Entonces
lm [|f —qpll=a
n—:oo
y por ser la norma continua
lm |[f =gl =f— lm gl =f —p"| =
n—roo n—oo
De aqui deducimos que || f — p*|| = a.

De modo que existe un polinomio p* que logra el minimo ||f —¢|| si ¢ € P,, es decir,
mingep, ||f —qll = ||f — p*||, donde o = min || f — ¢|| es el grado de aproximacién de

una funcion.

Definicién 6.2 (Polinomio de mejor aproximacién). Un polinomio p, € P,
que verifica el teorema anterior, se denomina polinomio de mejor aproximacion de

f en un espacio vectorial E.

Tengamos en cuenta que no siempre tenemos la unicidad del mejor polinomio de
aproximacién en un espacio vectorial normado E pero si E = C%([a,b],] - ||e) 0 si

E' es un espacio de Hilbert hay unicidad.
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Por el contrario, no hay unicidad en general L'(a,b) o L*°(a,b) como podemos ver

en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 6.3 F = L'(—1,1); f(z)=1siz >0, f(z) = -1siz <0.
Se puede comprobar ficilmente que Vo € [—1, 1], po(x) = a logra la mejor aproxi-

macién L' de f para un polinomio de grado cero y ||f — pol r1(-1.1) = 2.

Ejemplo 6.4 E = L>*(—1,1); f(x) =1six >0, f(x) = —1siz <0.
Se puede comprobar que Ya € [0, 2], p1(z) = ax logra la mejor aproximacién L de

f para un polinomio de grado cero y || f — pi1||zeo(-1,1) = 1.

En el caso donde f € C%a,b] podemos probar la unicidad del polinomio de mejor
aproximacion en L'(a,b) y L>=(a,b).

Nota 6.5 Consideremos en adelante el caso en que E = C°([a,b], || - ||oo)-

Definicién 6.6 (Grado de aproximacién): La cantidad
En(f) = mf | = qfl
qEPn

se conoce como el grado de aproximacion de la funcion f para aquellos polinomios

de grado < n, en el sentido estdndar de convergencia uniforme.

6.2 Constante de Lebesgue

La constante de Lebesgue da una idea de qué tan bueno es el interpolador de una
funcién, dependiendo de un conjunto de nodos y de su tamano, en comparacién con
la mejor aproximacion polinémica de la funcion.

La constante de Lebesgue para polinomios de grado como méaximo n y para el
conjunto de n + 1 nodos T generalmente se denota por A, (7). Estas constantes

llevan el nombre de Henri Lebesgue.
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Definicién 6.7 (Constante de Lebesgue): Se denomina A, (respectivamente
la funcion X\,) a la constante de Lebesque(respectivamente) asociada a los puntos
X0, T1, ..., Ty en el intervalo [a,b], definida asi:

n

An(2) = Z [Li(z)],  An = [[Anlloo-
=0
De acuerdo con la definicién anterior, las cantidades \,(x) y A, aparecen asi como
constantes de estabilidad en la interpolacion de Lagrange, ademds, sera interesante
que estas constantes sean lo mas pequenas posible. A continuaciéon daremos otra
interpretacion de la constante A,, .
Consideremos la aplicacion lineal S,, que asocia a cada f € C°([a,b], | - || ) su poli-

nomio de interpolacién Lagrange con los puntos xg, 1, . . . , T, por lo que S, (f) = pp.

Nota 6.8 Notamos de inmediato que esta aplicacién es lineal puesto que: (Ver en

= Zf($z) Li(x) + Zg(%) Li(z) = Su(f) + Su(9)
2) Sa(Mf) = D (@) - L)) = M 3 (@) - Lix) = An - Su()

y que:
Vg € P,, Sn(q) =q.

Definicién 6.9 : Definimos la norma de la aplicacion lineal entre los espacios de
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Banach como:
" peofaplif#0 || f oo

Probaremos que la constante A,, representa la norma del operador S,, relacionado
con la norma de la convergencia uniforme en C°[a, b]. Ademads, se obtiene el teorema

fundamental de acotacion del error de interpolacién.
Proposiciéon 6.10 Se da la siguiente igualdad:
HSnH = A,

Demostracién: Demostraremos esta igualdad por doble desigualdad:

Por un lado tenemos que:
De modo que:

y como || f|lec = Maxzefap) |f(x)| , tenemos que:

(S (/) ()] < HfHooZ [ Li(2)] < | flloo - An-

Por tanto, ||[Sn(f)|] < ||f]leo - An entonces:

EXGIN

X
FeC9([a,b]); f#0 Hf” B

obteniendo asi [|.S,||| < An.
Por otro lado, faltarfa probar ||S,||| > A,. Se busca una funcién en la que [|S,||| =

A,
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Construiremos una funciéon f para la que se cumpla la siguiente igualdad:

1S3 (Pl _
17

Con lo que se deducira:

reco(ab)if£0 || f]|

Sabemos que A, =maxy ., |L;(x)|, entonces 3 T tal que max )y ., |L;(Z)| = A,.
Definimos f(z;) = sign(L;(%)). Y se define f de forma lineal para cualquier = €
la,b] — {zo,x1,...,2,}.

Entonces,
n n

Su(f) =) flz:) Li(z) = ' sign(Li(7)) - Li(z).

Aplicando la norma obtenemos que:
1Su ()| = méx |y~ sign(Li(z)) - Li(z)| = Y sign(L(z)) - Li(%),
i=0 i=0

y como el producto de un nimero por su signo es su valor absoluto, llegamos a que:

D sign(Li(2)) - Li(x) = 3 1L:(#)] = An
i=0 i=0
Ya que ||f| = 1, concluimos que “SiTJ(‘:ﬁ)” > % =A,.

Asi pues, concluimos la demostraciéon con la igualdad que queriamos probar.

Teorema 6.11 Dada una funcién f € C°a,b] y su polinomio p, de interpolacion

de Lagrange en sus nodos xg, X1, ..., x,. Se tiene:

1f = Pnllee < (14 An) - En(f), (6.2)
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con

Demostracién: Para todo g € P,:

Como S, es lineal, obtenemos que S, (f — q¢) = S,(f) — Sn(q) = pn — q. Por tanto,
f=pn=(f—a)—n—a)=(f—a) = Sulf — ).
Donde sabemos que S,(f) = >_1, f(x;) - Li(x).

Entonces tenemos que:

1 = Pullee < IIf = glloc + 150 (f — @) llo-

Como hemos visto anteriormente, ||.S,| = A,, por lo que

150 (f = @lloe = 15l - [1f = allsc = A - [1f = ¢l

Asi pues,

Examinemos ahora los diferentes términos en el aumento (6.2). La cantidad A,
depende sélo de la eleccién de los puntos zg,zy,...,x, en [a, b], mientras que la

cantidad FE,(f) depende unicamente de la funcién f.
Echemos un vistazo a lo que sucede para la constante A,,, y supongamos primero
n fijo.
Aligual que en el estudio de la estabilidad, tenemos interés en elegir puntos xg, 1, ..., T,

para que A,, sea lo mas pequeno posible.

Notemos por A, al limite inferior, para todas las opciones posibles de puntos

To,T1,...,T, de las constantes de Lebesgue. Se ha demostrado que A, ~ =Log(n)
T
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(cuando n — 00).

Ademas, se ha logrado caracterizar los puntos de interpolaciéon dados para la

constante Lebesgue A,,.

Desafortunadamente, el cdlculo de estos puntos es demasiado complicado como
para presentar un interés practico. Si uno elige para interpolar puntos los ceros del
polinomio de Chebyshev de grado (n + 1), es decir,

_a+b+b—a (2i4+ D)7

x; 5 5 - oS T2 , parat=0,1,...,n.

Se tiene que A,, > A,,, si n # 1, pero se tiene todavia que:
A, ~ —Log(n), cuando n — oo,
s

por lo que los puntos de Chebyshev son casi éptimos. En muchas aplicaciones, es
b—a
necesario elegir puntos de interpolacién equidistantes, =] = a + i - ——, donde

i=0,1,...,n.

Se sabe que en este caso que:

2n+1

A, ~ , cuando n — oo

e-n- Log(n)

que es mucho peor que para los puntos anteriores de Chebyshev. No es sorprendente,
por lo tanto, ver fuertes inestabilidades cuando n se vuelve grande y de ahi el ejemplo

de Runge.

6.3 Mobdulo de continuidad

Estudiemos ahora la cantidad E,(f) y su comportamiento cuando n tienda hacia el
infinito. Veremos que este estara relacionado con la regularidad de la funcién f y

més particularmente con su médulo de continuidad denotado por w(f;h).
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Definicién 6.12 Se define mddulo de continuidad de una funcion f de la siguiente

manera:

w(f;h) = mdx |f(t) = f(¥)].

tt'€lab]; |t—t'|<h

A continuacién, veamos que se verifican las siguientes propiedades del moédulo de

continuidad.

Proposiciéon 6.13 Las propiedades el modulo de continuidad son las siquientes:

1) La funcion h — w(f;h) definida para RT es positiva y creciente.
2) Es subaditiva: w(f;hy + he) < w(f;hy) +w(f;he).

3) SineNw(fin-h) <n-w(f;h)

4) SiAeR w(f;A-h) < (1+Nw(f;h)

5) Si f € C%a,b]) entonces limy_ow(f;h) = 0 y la funcion h — w(f;h) es

continua para RT.

6) Si f € Cla,b,w(fih) < hllf

Demostraciéon:

1) Al aumentar h, aumenta el tamano del intervalo sobre el que se tenfa el maximo

y por tanto el valor de este maximo o, al menos, se queda igual.

2) Sea w(f;hi) = Maxyveap); p—vi<n |f(t) — f(t')| con i = 1,2 de forma que

g+t h Ryt hy ,
10 - 1O <100 - £ (S el (SR - s

< w(f;ha) +w(f;ha).

Y tomando méximo tenemos que w(f;hy + ha) < w(f;hy) +w(f, ha).
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3) Sale directa de la anterior, aplicando induccién.

4) Sea A un ndmero real positivo. Todo nimero real estd comprendido entre
dos nimeros naturales a los que denotaremos [\| y [A\] + 1. Por ser creciente,

tenemos:
w(f;A-h) Sw(f; ([Al+1)h) < (L4 [A]) - w(f;h) <

Sw(fih)+ A -w(fsh) Sw(fsh) +X-w(fih) = (1+A)-w(f;h)

6) Sea f € C'([a,b]). Por el Teorema del Valor Medio tenemos: f(t) — f(t') =
f (&)t —1), ademas:

@) = FOL =1 ONE =] < [1f sl = 2'].
Por otro lado, sabemos que

1/l = maéx | f(£)]

§€[a7b]

Entonces,

w(fsh) = mix [f(t)—f()] < max | oot =t < [1f floo- 2

tt'elab); |t—t'|<h T ttelad); [t-t'|<h

|
A continuacién, enunciaremos el teorema de Jackson que demuestra que

lim E,(f) =0

n—»ao0

Teorema 6.14 FEziste un real M, (independiente de n, a ,b) tal que para todon > 1
y todo f € C°a, ],

OSEn(f)SM'w<f;b;a>.
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Corolario 6.15 (Teorema de Weierstrass). Si [a,b] es un intervalo cerrado y
acotado de R, el conjunto de funciones polindmicas es denso en C°[a,b] para la to-

pologia de la convergencia uniforme.

Demostracion: FEn efecto, por la propiedad 5 del médulo de continuidad,

b—
limp o0 <f7 a> =0

n

se tiene

y como resultado lim,, .. E,(f) = 0, para toda funcién f € C°[a, b].

Nota 6.16 Si la funcién es de clase p, la estimacion del Teorema de Jackson puede

mejorarse.

Corolario 6.17 Suponemos que f € C?[a,b], p > 0. Tenemos que para todon > p :

o1 (b—a)P (0. b—a
En(f) = M nn—1)...(n—p+1) (f ’n—p)' (6.3)

Demostracion: Lo demostraremos por induccion.

De acuerdo con el teorema de Jackson, el corolario se cumple para p = 0. Suponga-
mos, ahora, que se cumple para cualquier funcién f € C?[a,b] para un entero p.
Hay que probar que se cumple para un f € CPa,b] y en este caso, tenemos que

f' es de clase CP, es decir, f' € C?[a,b] donde ¥Yn > p + 1.

- (b—a) W (1), _D—a
Ena() = M0 0 =) = p) (f ’”—1‘7’)'

Existe un polinomio ¢ de mejor aproximacién de f’, donde ¢ € P,_; tal que:
1" = dlloe = Ena(f).

Llamamos p(z) = [ q(t)dt y o(z) = f(z) — p(z).
Para p € P,, se tiene E,(f) = E,(¢) y ademés que ||¢||lco = [|f' — ¢lloc = En—1(f)
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y aplicando el teorema de Jackson a la funcién ¢ y la propiedad (6) del médulo de

continuidad se obtiene:

b— b—
Bulf) = Eule) < Mo (220 ) < a2 1)

Por lo tanto,

Eo(f) < MP+? (b—a)* ) Cw (f(p+1); b—_a) .

6.4 Casos particulares

Usando los resultados anteriores, las estimaciones que hemos dado para las cons-

tantes de Lebesgue y el teorema (6.2), obtenemos las siguientes cotas en el error de

interpolacion de Lagrange si f € C?la, b].

a) En el caso de los nodos x; equidistantes tenemos:

2n+1

1 = palloe < (14 A) - Ba(f) < (1+0~ ) E,()

e -nLog(n)

Y aplicando (6.3) obtenemos que

n+1
Hf_anooS <1+0m> En(f)g
on+t1 ) (b—a)? . b—a
= <1+C.e-nLog(n)).Mﬂn(n—l)...(n—p—i—l)'w(f ’n—p) <

(b—a)? 2" w.b—a
< X7 2 D). )
- Cpnl’“ Log(n) 7 n—p
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b) En el caso de los puntos de interpolacion de Chebyshev tenemos:

n

|U—m%g(}+c€ﬂ%@)ﬂmvgcm@myw0ﬁ—a)g

Nota 6.18 Usando este resultado con p = 0, encontramos el resultado de Bernstein
que dice que la interpolacién de Lagrange en los puntos de Chebyshev converge a f
tan pronto como limy, . w(f;h) - Log(h) = 0 si f € CP[a,b], es decir, para p = 0

tenemos:

n

Hf—mﬂsc-hwm%w(ﬁb_a)

Y aplicando la propiedad (6) del médulo de continuidad:

b—a
n

If = Palloo < C - Log(n) - || f'l|o -

Log(n)

donde C - tiende a cero cuando n — oo.

De aqui deducimos que Chebyshev consigue que la funcién de clase C*! se aproxime

uniformemente.

6.5 Ejemplo considerando los ceros del polinomio

de Chebyshev

1

1 4 2522
Runge que utilizamos en el capitulo 4 y calculamos su polinomio de interpolacion,

Ejemplo 6.19 Consideremos de nuevo la funcién f = del ejemplo de

pero esta vez, en los nodos del polinomio de Chebyshev.

A continuacién, veremos cémo a partir de las graficas podemos deducir que a
medida que aumentamos el grado del polinomio, la funciéon converge uniformemen-

te. Es decir, que el método de Chebyshev resulta éptimo para la minimizacién de
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Capitulo 6. Aproximacién de funciones continuas

la distancia existente entre la funcién que se desea aproximar y el polinomio de

interpolacion.

1.2 - . .

|:| 1
-1 045 0 045 1

FIGURA 6.2: Relacién entre la funcién f(x) y el polinomio P,(x) de grado 10.
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-1 0.5

FIGURA 6.3: Relacién entre la funcién f(x) y el polinomio P, (x) de grado 15.

FIGURA 6.4: Relacién entre la funcién f(x) y el polinomio P, (x) de grado 20.
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Capitulo 7

Anexos

A continuacién, presentaremos los respectivos programas que se han usado en MATLAB
para observar el fenémeno de Runge y para los polinomios de Chebyshev respecti-

vamente.

7.1 Cdbdigo Matlab

7.1.1 Fendémeno de Runge

f=Q(z)1./(1+ 25 x x.2);

Para n=5
figure(1)
*Numero de nodos es n+1:

n=>s;

*Eleccién de n + 1 puntos igualmente espaciados en [—1, 1]

nodos=linspace(-1,1,n+1);

*Valores de la funcién en los nodos:

valores=f(nodos);

*Polinomio de interpolacion:

p=polyfit(nodos,valores,n);

*500 puntos del intervalo [—1, 1] igualmente espaciados:
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t=linspace(-1,1,500);

*Dibujo de la funcién, los nodos y su polinomio interpolador:
subplot(1,2,1),plot(t,f(t),’r’,nodos,valores, ko’ t,polyval(p,t),’b’,’LineWidth’,1.5)
*Ventana grafica, z en [—1.1,1.1] y en [-0.2,1.2]:

axis([-1.1,1.1,-0.2,1.2])

*Le ponemos titulo:

title(’ n = 57, ’fontsize’,15)

legend(' f(x)', Nodos', P,(x)", Location', Best')

7.1.2 Interpolaciones de Polinomios de Chebyshev

f=Q)1./(1+ 25 xt.2)

figure(1)

*Nimero de nodos es n+1:

n=>

s=0;fork=1:n;s=s+Lzn+1—3s)=cos(((2xk —1)/(2%n)) * pi); end; x;
*Calculamos el valor de la funcidon f en .

pn = poly fit(z, f(x),n —1)

*En el intervalo [—1,1]:

r = linspace(—1, 1)

*Dibujo de la funcidn y su polinomio interpolador:

plot(r,f(r),’b’,r,polyval(pn,r), r’

*Le ponemos titulo:

legend(' f(x)) P,(z)") Location’, Best')
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