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Abstract

In this manuscript we introduce a model of systems of ordinary nonlinear equa-
tions that represents different cell mutations. On the one hand, at a theoretical
level, the possible points of equilibrium of such systems are calculated and their
stability is studied. On the other hand, we deduce multi-step numerical methods
and implement them through an specific software, complementing the theoretical

results of the model.






Introduccion

Las ecuaciones diferenciales han sido y siguen siendo un importante y til instru-
mento matematico que da respuesta y resuelve multitud de problemas de la ciencia
y de la tecnologia. En particular, este trabajo se centra en el drea de la biologia

como ambito de aplicacién de ecuaciones diferenciales especificas.

Partiremos de la interaccién entre 2 tipos de células, para posteriormente ampliar
las mutaciones hasta llegar al estudio conjunto de 4 poblaciones distintas. Esta
diversidad celular surge, entre otros motivos, por la ocurrencia de mutaciones e
inestabilidad cromosémica, lo que origina células con diferentes propiedades. Tra-
taremos asi, el comportamiento de estas al interactuar unas con otras, trabajando
con 3 modelos diferentes en base al nimero de poblaciones celulares consideradas.
Para cada uno de estos modelos se establecerdn y estudiaran diferentes sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el calculo de sus puntos de equi-
librio y la determinaciéon de su posible estabilidad local. Asi mismo se aplican
diferentes métodos multipasos para obtener soluciones numéricas de los anteriores
sistemas, las cuales seran representadas graficamente para visualizar el comporta-

miento dinamico de los 4 tipos de células.

Nuestro trabajo parte del estudio biolégico que se realiza en [1], del cual extraemos
las definiciones de las diferentes células y los modelos de interaccién. A continuacion

pasamos a describir cada una de estas células basandonos en las propiedades que



determinaran las caracteristicas de cada modelo, los cuales estan representados

esquematicamente en la Figura

Las células somaticas o no senescentes, denotadas por y;, son aquellas que
conforman el crecimiento de los tejidos y érganos de un ser vivo pluricelular. Pro-
ceden de células madre originadas durante el desarrollo embrionario y que sufren
un proceso de proliferacion celular (aumento por crecimiento y multiplicacién) y
apoptosis (muerte celular programada). Representan la totalidad de las células del
cuerpo de un organismo pluricelular, excepto las germinales y embrionarias que
son el origen de los gametos. Pueden mutar sin transmitir sus modificaciones a

futuros descendientes, pero aquellas que mutan pueden ser cancerigenas.

Las células denominadas 1, son las llamadas células senescentes, las cudles pro-
ceden de células somaticas que tras un proceso de mutacion pierden la capacidad

de dividirse.

La tercera poblacién, designada por ys, estd caracterizada por la extension de la
esperanza de vida; por ultimo se tiene una cuarta poblacién denominada ¥y, que
se caracteriza por ser capaz de adquirir nuevas capacidades para la estabilizacién
de la longitud del telémero (el final del cromosoma) para finalmente convertirse

en inmortal.

En la Figura (1] estan representados los 3 modelos en funcién del tipo de células e

interaccion celular.

Los sistemas de ecuaciones diferenicales ordinarias que estudiamos dependen de
diferentes parametros bidlogicos. En particular y para los tres modelos presentados,
la ratio de crecimiento medio se designard por r; y la de muerte por d;, para

1< <4

En el Capitulo [1] se realiza un andlisis tedrico de cada modelo estableciendo el

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que lo rige, calculando sus puntos



Modelo 1 —_—

Modelo 2

Modelo 3

Figura 1: Modelos de interaccién celular.

de equilibrio y estudiando la estabilidad de cada uno de ellos. El Capitulo [2| co-
mienza con la introduccion de los métodos multipasos, para los cuales se analiza
su estabilidad. Finalmente se implementan para aplicarlos a los sistemas tratados

obteniendo soluciones numéricas que representaremos graficamente.
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Capitulo 1

Analisis tedrico del modelo

1.1. Modelo 1: Senescentes y no senescentes

Esta seccién esta dedicada al estudio del modelo mas simple: las células senescentes
frente a las no senescentes o somaéaticas. El sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias que rige este modelo se establece en [I] y viene dado por

Yy = (7“1@1 - 51)91,
Yo = (19— 02) y2a +7r1(1 — Q1)y1.

Como indicamos anteriormente, r; y ¢; son los indices de crecimiento medio y

muerte de la poblacién y;, respectivamente (1 < i < 2).

La fraccién de células replicativas que mantiene un potencial de replicacion es el
factor de calidad en la teoria estandar de cuasiespecies y se representa por ()1, con

0<@ <1

Como el término r; (1—Q1) y; es la cantidad de células somaticas que se convierten

en senescentes, para ()1 = 1 se elige el tipo de célula y esta crecerd sin limite. Para
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evitar este crecimiento no controlado se introduce una constante de poblacion que

refleja el mayor tamano que esta puede alcanzar.

De esta forma se tendria el siguiente sistema equivalente

Y1 = (7”1@1 — 0 — E)yh
Yo = (ro — 02 — E)yo +11(1 — Q1)y1,

donde E; = r; — 01 es el exceso de productividad de la especie i y E = ). E; y;.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que > .y; = 1, 7o = do = 0 (las

células senescentes ni crecen ni mueren) y d; ~ 0 (para las replicativas).

Simplifcando se llegaria al sistema

Y1 = (mMQ1 — my1)y1,
Yo = —1r1 y1 Y2 +1m1(1 — Q1) v,

el cual depende de r; y )1, constantes asociadas a una tinica poblacion.
Estudiemos ahora los puntos de equilibrio y la estabilidad de dicho sistema.

x Para encontrar los puntos criticos basta igualar a cero y; e .

Sea yj1 = (1mQ1 — m1y1) y1 = r1Q1yi(1 — y1/Q1) = 0 obtenemos:
r@Qiy1 = 0=y = 0, o bien
(1=41/Q1)=0=y1 = Q1.
e Si sustituimos y; = 0 en yo = —r1y1y2 + r1(1 — Q1) y1 = 0, obtenemos

que yo = ¢y por tanto se tiene el punto (0, c).

e Al sustituir y; = Q1 en ys llegamos a que yo = —r1Q1y2+71(1-Q1)Q1 =
—11Quy2 + Q1 — Qir1 = Quri(—y2 + 1 — Q). Por tanto de ¢, = 0 se
obtiene —ys + 1 — Q1 = 0, lo que implica y, = 1 — Q1.
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Obtenemos pues, el punto (Q1,1 — @), y como 0 < Q1 < 1 entonces se
tendra que (0,¢) € (Q1,1 — Q).

Asi, se obtiene el punto critico ‘ (Y1, yox) = (Q1,1 — Q1) ‘

* KEstabilidad:

Para tratar la estabilidad aplicaremos el Teorema de 1* aproximacién (como

vimos en la asignatura de AED) .

Sea (Y1,%2) = f(y1,¥2) = (@1 — my1)yr, —miyaye + ri(1 — Q1)yr), cuyo

jacobiano es

Q1 — 2rin 0
1y +1r1(1 = Q1) —11Qs

Ahora evaluaremos dicho jacobiano en el punto critico obtenido anteriormen-

J(yl» y2) =

te y después estudiaremos su determinante para asi obtener los autovalores,
que nos dan la estabilidad. Si estos son negativos tendremos un equilibrio
estable y si existe uno de ellos con parte real positiva, entonces el equilibrio

sera inestable.

—r1Q4 0
0 —1r1Gh

Los autovalores se obtienen de la siguiente ecuacion

J(Q1,1—-0) =

)\+T1Q1 0
0 )\+T1Q1

:()\+T1Q1)2:)\2+7’%+2>\—T1Q1:0.

—2riQy £ VITQE — 4 — 12}

Las raices de esta ecuacién son A = 5
—r1Q1, lo que nos lleva a que el punto (yi*,y2%) = (Q1,1 — Q1) es esta-
ble.
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Por tanto se obtiene el siguiente resultado para el modelo estudiado.
Teorema 1.1.1. La presencia de células senescentes reducird la expansion de las

no senescentes, ya que el unico punto estable para dicho modelo es (yi%,yo*) =

(Q1,1—Qn).

1.2. Modelo 2: Extensién de la esperanza de vida

En esta seccién estudiaremos un modelo en el que interactian 3 poblaciones, 2 de
ellas provienen del modelo anterior e introduciremos y3, ya que es necesaria para
analizar el paso temporal de células senescentes a una extension de la esperanza

de vida.

El sistema de ecuaciones que rige el modelo se establece en [I] y vendrd dado por

1= (mMQ1 — E)yi,
Yo = —Eys + waryr + r3(1 — Q3)ys,
s = (r3Qs — 03 — E)ys + w31y

En este caso F = ryy;+(r3—d3)ys, obteniéndose los siguientes sistemas equivalentes
Y1 = [1Q1 — (riyr + (r3 — d3)y3)|y1,

Yo = —[7“1?J1 + (7"3 - 53)243]342 + wory1 + 7’3(1 - Q3)y3,
Yz = [r3Q3 — 03 — (r1y1 + (r3 — 03)y3)]ys + w311
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Y1 = [7”1@1 — Ty — (7"3 - 53)93]917
Yo = [—T11 — (13 — 03)ys]ys + wartn + r3(1 — Q3)ys,
Yz = [7”3Q3 — 03 — Ty — (7”3 - 53)y3]y3 + ws31y1.

()1 v Q3 representan la probabilidad de reproduccién y preservacion del potencial
de profileracién (reproduccién o multiplicacién de las células), respectivamente.

La ratio de paso de células capaces de reproducirse a células senescentes es wsy; v
ws evita el paro de la senescencia, siendo (1 — Q1) = wo; + w31 y w3 K Woy.
Consideramos r3 &~ 71, ya que tienen una ratio de crecimiento medio similar y

Q3 ~ 1.

x HEstudiemos por tanto los puntos de equilibrio de este sistema.

De 41 = [r1®Q1 — my1 — (r3 — 03)y3)]yr = 0 de obtiene que

11 =0, o bien
Q1 —ryr — (rs — 03)ys = 0 = —ryy; = (13 — 03)ys — 1@
—(ra—6
1

e Si sustituimos en Yo = —r1y1 — (r3 — 03)ysys + woryy + r3(1 —

(Q3)ys = 0, obtenemos que —(r3—03)ysy2+7r3(1—Q3)ys = 0 = —1r3y3y2+
53y2

03Y3y2 + T3ys — 13Q3y3 = 0 = —1r3y3(y2 — T 1+Qs)=0.
3

Tenemos pues:

o ys=0
o T3 — 13 — 03Y2 + Q37
oy2—3—yQ—1+Q3:O:>y23 3 3Y2 Q33:0:>y2(r3—
rs rs
ra(l —
03)—1r3+Qsr3 = 0 = ya(rs—0d3) = r—3(1—Q3) = |y2 = W
3 — 03
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1—
Para y; =0 ey = 703(—(?3) busquemos el valor de y3. Para ello
T3 — 03

haremos y3 = [7’3Q3 — 03 — 1Y — (7’3 - (53)y3]y3 +ws1y; = 0y obte-
nemos que [r3Qs — d3 — (r3 — 03)ys]ys = 0. De aqui llegamos a que
ys = 0y r3Q3 — 63 — (r3 — d3)ys = 0 = 13Q3 — 03 = (r3 — d3)y3 =

_ r3Q3—33
Y3 = "5

Por tanto tenemos el punto critico | (yi, yox, ys*) = (0, 21=9s) r3Qs-55)

’ rz3—9d83 ’ r3z—9d3

—(rs = ds)ys
(A1
(rg — 03)yslys + wa1yn = 0. Se verifica por tanto que r3Q)3 — d3 —
—(r3 — 9 —(rg — 9,
Tl[% + Q1] — (r3 — 03)yslys + w31[%
waq(rs — 0
(T3Q3—53—T1Q1)y3—w+w31Q1 =0= [r3Q3—03—11Q1—
wsi(rs — O
M]ys = w3 Q1 = [7’17”3@3—537’1—7”%@1 —w31(7"3—53)]y3 =
—ws1 Q171

—wy Qi1 = Y3 = =
31@1 ! v3 7“1(7’3623—53—7“1621)—w31(7“3—53)

w31Q17’1
r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + w1 (rs — d3)

e Ahora sustituimos y; = + Q1 en Yz = [r3Q3 — 03 — iy —

+ Q] =0=

Ys =

Al sustituir y3 en y; se tiene:

_ B w31Q171
(r3 — 03) [7‘1(an—T3Q3+53)+w31(”3_53)

Y1 = +0Q =
T1

_ —w31Q1T1(7"3 - 53) i Q _
r2[Q1r1 — 13Q3 + 03] + wair1(r3 — d3) !

. —Q17°1UJ31(7“3 - 53) .
Qi — 13Qs + 03] + wsy (13 — 03) =
—w31Q1(rs — 03) + Q1[r1(Q17m1 — r3Qs + 03) + ws1 (13 — 03)] _

r1[r1 Q1 — r3Q3 + 03] + w3171 (13 — I3)
_ Q1r1(Q1r1 — 13Q3 + 93)
r1[r1 Q1 — r3Q3 + 03] + w31 (r3 — d3)

— Q1r1(Qir1—r3Q3+03)
Y r1[r1Q1—r3Q3+93]+ws1(r3—Js)

Por tanto
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Por tdltimo vamos a sustituir y3 e y; en y,. Para ello, veamos en primer
lugar el valor de y,, al igualar 5 a 0.
Sea o = [—r1y1 — (rs — 03)yslya + woryr + 73(1 — Q3)ys = 0, tene-

mos que [—7iy1 — (13 — 03)yslys = —wayr + r3(l — Q3)ys = Yo =
w1 + 13(1 — Q3)ys
riy1 + (13 — 03)ys

Entonces
Q17r1(Q171—r3Q3+33) _ w31Q171
Yo = W21 5 Q1—r3Q3105) twsi (rs—35) - T?’(l Q3)7"1(7“1Q1*T‘3Q3+53)+w31(7"3*53)
o Q1711 (Q171—73Q3+93) _ w31Q171
T Q1 —73Q5+03) +ws1 (r3—33) + <T3 53) r1(r1Q1—r3Q3+03)+ws1(r3—3d3)

~ wor Qi1 (rQr — 13Q3 + 03) + 73(1 — Q3)wzr1Qy
 r2Qu(Qir — Qars + 03) + (13 — 03)wairi @y
wa (11Q1 — 13Q3 + 03) + r3(1 — Q3)ws

ri(Qiry — Q313 + d3) + (13 — d3)ws;

w21(r1Q1 — 73Q3 + 63) + r3(1 — Q3)ws:
r1(Q1m1 — Q3r3 + 83) + (r3 — d3)ws1

En consecuencia se tiene que |y, =

Por lo que tendremos el segundo punto de equilibrio (y;%, yo*, y3*), sien-

do:
gk = Q1r1(Qrry — 13Q3 + 03)
r1[r1Q1 — 13Qs + 03] + w3y (13 — 03)
ok = w1 (11Q1 — 1303 + 93) + r3(1 — Q3)ws
r1i(Q1r1 — Q313 + 03) + (r3 — d3)wsy
Yk = w31()171

r1(r1Q1 — r3Qs + 83) + w1 (r3 — d3)

*+ KEstabilidad:

Sea (Y1, Y2, 93) = f(y1, 2, y3) = ([rQ1 — riyr — (r3 — 03)ys]yr, [—riyy — (13 —
93)ys)ya + waryr + r3(1 — Q3)ys, [rsQs — 03 — riyr — (rs — 03)ys]ys + waiy),

hallemos su jacobiano.
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J(?Jl,y%ys) =

Q1 — 2riy1 — (r3 — 83)y3 0 —(rs — 83)y1
= —r1y2 + wa1 —r1y1 — (r3 — 03)y3 —(rs — 03)y2 +73(1 — Q3)
—Tr1y3 + w31 0 r3Q3 — 03 — r1y1 — 2(r3 — 03)ys3

Ahora evaluaremos dicho jacobiano en los puntos criticos anteriores.

r3(1—Q3) r3Q3—33 \.
e En el punto (0, e :,33,533)

J (0 r3(1 = Q3) 73Q3 — 53) _

r3 — 03 ’ r3 — 03

r1Q1 — (13 — 53)% 0 0
= o) pugy (= 63) ) g (1-Q = 3) +73(1 - Q)
g Q=) 0 rsQs — 63 — 2(rs — 83) {2%=0a)
r1Q1 — (r3Q3 — 03) 0 0
= 77”:;’95;%) +w21  —7T3Q3 +d3 0
—rq 7(”;?353) + w31 0 —r3Q3 + 03

Obtengamos ahora los autovalores:

A —11Q1 +1r3Q3 — d3 0 0
W*’wm A+ 13Q3 + 03 0 a
-7 —(ngfs) + w31 0 A+ 1303 — 03

= (A =11Q1 — (rsQs — 03)) (A +13Q3 — d3) (A + r3Q3 — d3) =0

19



Por lo que:

A =r1Q1 —r3Qs + 03,
A= —T3Q3 + 53 (dObl@)

Dichos autovalores tienen que ser negativos para tener un equilibrio

estable, por tanto imponemos:

Q1 — 1r3Q3 + 93 <0=>’7’1Q1 < r3Q3 — 03

—T3Q3+(53<O:>

Y

7”3(1 - Q3) r3Q3 — 53)

r3—03 T3 — 03
serd un equilibrio estable si 711 < r3Q3 — 03 vy 93 < r3Q3.

Obtenemos pues, que el punto (y;*, yox, ys*) = (07

El jacobiano en el punto (y*, yo*, ys*), con:

Q1r1(Q1r1 — 13Q3 + d3)

* = )
h r1[r Q1 — r3Q3 + 03] + w1 (rs — d3)
Yok = Wa1 (11Q1 — r3Q3 + 93) + r3(1 — Q3)ws;
r1(Q1r1 — Q313 + 03) + (13 — d3)ws;
Yk = w31Q17’1
r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + wsi(rs — d3)
sera:
A 0 B
J(*,yox,y3%) = | C D E
F 0 G
donde
2r20Q4 (r —13Q3 + 03) + (r3 — d3)ws T
A=rQ — 1Q1(m Q1 — r3Qs + 93) + (r5 — d3)ws1m1 Q1 _

r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + w1 (13 — d3)
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:?"%Ql(7"1Q1*7“3Q3+53)+T1Q1w31(7“3*53)*27“%Q1(TlQl*T3Q3+53)*(7“3*53)w317"1Q1 o

r1(r1Q1—r3Q3+63)+ws1 (r3—03)

—r7Q1(r1Q1 — r3Q3 + d3)

:7“1(7'1621 —73Q3 + 03) + w31 (r3 — d3)’

B—
C:

D_

_ —11Q1[r1(r1Q1 — 73Q3 + d3) 4+ w31 (r3 — d3)]

E =

F

:w3

G

W31

—(rs — 03)r1Q1[r1Q1 — 73Q3 + 03]
r1(r1@Q1 — 13Q3 + 03) + w1 (13 — d3)’

—71war (1M Q1 — 73Q3 + 03) — rrwzirs(l — Q3)
r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + wsy (13 — d3)

—riQ1[r Q1 — r3Qs + 93] — (rs — d3)w3lriQy _
r1(r1Q1 — r3Qs + 03) + wsy (r3 — 03)

+ Wa1,

= —T s
r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + wsy (13 — d3) 1@

—(r3 — 03)wa (11Q1 — 13Q3 + d3) — (r3 — d3)
r1(r1Q1 — r3Q3 + 03) + w3 (r3 — d3)

)

_ —T%w31Q1
r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + wsi(rs — d3)
—12w31 Q1 + war1 (11Q1 — 13Q3 + 03) + w§1(r3 —03)

r1(r1Q1 — r3Qs + 83) + wsi (13 — d3) -
—r1Q1 + r1(r1Q1 — r3Q3 + 03) + w31 (rs — 3) _

r1(r1Q1 — r3Q3 + 03) + wsq (rs — 03)
—r17r3Q3 + 113 + w31 (rs — I3)
17’1(7’1Ql —73Q3 + 03) + w31 (rs — d3)’

""LU31 =

— _5 -
r3Q)3 3 T1(7“1Q1 —r3Qs + 63) + w31(7“3 - 53)

riQ1(r1Q1 — r3Qs + 03) — 2(rs — d3)ws1r1 Qn _

(r3Q3—03)[r1(r1Q1—r3Q3+63)+w31(r3—03)]—riQ1(r1Q1—rsQ3+0d3)—2(rs—3)ws1r1Q1 __

r1(r1Q1—r3Q3+463)+w31(r3—d3)

(r3Q3—063)[r1(r1Q1—r3Q3+03)|+(r3Q3—063) [w31(r3—03)| —riQ1 (r1Q1—r3Q3+03)—2(r3—bz3)wz1r1Q1 __

r1(r1Q1—r3Q3+03)+ w31 (r3—d3)

r1(r1Q1—r3Q3+03)[—r1Q1+r3Q3—083]+w31 (r3—03)[r3Q3—03—2r1Q1] __
r1(r1Q1—r3Q3+63)+ws1 (r3—03) o

—r1(rQ1 — r3Qs + 83)% + w1 (rs — 03)[r3Q3 — 03 — 2r1Q1]

r1(r1Q1 — r3Qs + d3) + wsy (13 — d3)
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Obtengamos ahora los autovalores:

B
C A-D E |=(\—A)A-D)A—G)—BA-D)F=0=
F 0 A-G

A=D)[A=A)(N—G)—-BF]=0
Por lo que:

A=D=0=\=D=-rQ,
A=—A)A—-G)—BF)=0= X —(G+ A+ (AG — BF) = 0.

Obtengamos los valores de A para los cudles se tiene la solucion de
A — (G + A)X + (AG — BF) = 0. Para ello vamos a hallar (G + A)
y (AG — BF), de modo que una vez obtenido el resultado sustituimos
en la ecuacién anterior y resolvemos la ecuacién de segundo grado que

hemos conseguido.

_ —ri(rQi—r3Q3+33)°+wsi (r3—03)[r3Q3—d5—2r1 Q1] __
Sea G = r1(r1Q1—r3Qs3+93)+ws1(rs—a3) N

_ —r1(rQ1—r3Q3+63)2 +wa1 (r3—03) [r3Q3—d3—r1Q1]+w31 (r3—383) (—r1Q1) __
- r1(r1Q1—r3Q3+03)+ws31(rz—a3) -

_ (r3Q3—63—m1Q1)[r (r1Q1—73Q3493)Fws1(r3—d3)] w31(r3—03)11Q1
- r1(r1Q1—r3Q3+63)+ws1 (r3—d3) r1(r1Q1—73Q3+03)+ w31 (r3—03)

— w31(r3—03)T1Q1
- (T3Q3 — 03— TlQl) © r1(rQi—r3Q3+63)fwsi (r3—33)
se tiene que

w31(7"3 - 53)7"1621
r1(r1Q1 — r3Qs + 03) + ws; (13 — 03)

= —1Q1 +13Q3 — 03 — Q1 =

G+ A= (rsQs— 03 —1mQ1) — +

—12Q1(r1Q1 — r3Q3 + 03)
r1(r1Q1 — r3Q3 + d3) + w31 (r3 — 03)

—2r1Q1 +1r3Q3 — I3
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Veamos ahora el valor de AG — BF":

AG — BF =

- —T’%Ql(TlQl—T‘3Q3+53) . —7‘1(T‘lQl—7‘3Q3+53)2+HJ31(7’3—53)[7’3@3—(53—27’1@1]+

T ri(rQi1—r3Q3+63)+wsi (r3—ds3) 1 (r1Q1—r3Q3+03)+wsi (r3—a3)

+ (r3—03)r1Q1[r1Q1—rsQs+ds]  , ~ _ —rirsQ@stridstwsi(rs—ds) _
r1(r1Q1—r3Q3+0d3)+w31(r3—a3) 31 1 (m Q1 —r3Q3+03) +ws1 (r3—03)

_ —riQui(rQ1—r3Q3+63)[—r1(r1Q1—r3Q3+83)? +ws1 (r3—083) (r3@3—03—2r1Q1)]
o [r1(r1Q1—7r3Q3+03)+ws1(rs—d3)]?

_'_

+ (r3—03)r1Q1(r1Q1—r3Q3+03)ws1 [—r1r3Q3+r1d3+wsi (r3—ds)] _
[r1(r1Q1—7r3Q3+03)+ws1(rs—d3)]?

_ 12 (r1Q1—r3Q3+63) —w31 (r3—03)r1 (r3Q3—03—2r1Q1)
= [nQi(rnQ1 — Qs + 03) [ o o st e T

w31(r3—03)(—r1r3Qs+r103+wsi(rs—adz)1 o
3%"1?Tngl—7“31Q§+§3)+1w21(r33i533)]2 : ] - [T1Q1<T1Q1 —r3Q3 + 53)] =

=1r1Q1(r Q1 — r3Qs + J3).

Sea A2 + (2r1Q1 — r3Q3 + 03)X + 11 Q1 (r1Q1 — m3Q3 + 3) = 0,

—2 —83£+/(2 - 5:)2_4 _ 5
tenemos que \ = r1Q1+r3Q3—03 \/( r1Q1—7r3Q3403)2—4[r1Q1(r11Q1—73Q3+03)] _

2
o —2r1Q1+73Q3—d3% (T3Q3—63)2 =211 Q14713Q3—d3+(r3Q3—03)
= 5 = 5 =
—2 — 0 — —2 —243+2
T1Q1+7‘3Q32 3+(r3@3—03) _ —2rQs ’ 3+2r3Q3 —rQ1 — 85 + 1303
N —2r1Q1+713Q3—03—(13Q3—0d3) _ —2rQi1+7r3Q3—03—13Q3+0d3) _ —2rQ1 __ —rQ
2 - 2 - 2 T lel

Desarrollemos (2r1Q — r3Q3 + d3)* — 4[r1Q1(r1Q1 — 73Q3 + d3)], que es

el término que se encuentra en la raiz anterior.

(2r1Q1 — 13Q3 + 03)* — 4[r1Q1(r Q1 — r3Q3 + 33)] = [MQ1 + (1mQ1 —
r3Q3+03)]* —4rQ1(r Q1 —13Q3 +03) = [r1Q1 — (MQ1 —13Q3+03)]* =
(r3Qs — d3)°

Para tener un equilibrio estable los autovalores tienen que ser negativos,
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por tanto debera cumplirse que:

—1r1Q1 — 03 + 1303 <0=>’7“1Q1 >7”3Q3—53‘

1@ <0 =[G >0

1— -0
Teorema 1.2.1. Se tendrd que el punto (y1%, Yok, ys*) = (O, rs(l = Qs) 7305 3>

r3 — 03 ’ r3 — 03
serd un equilibrio estable st r1Q1 < r3Q3 — d3 y 03 < r3Q3 y el punto

_ Q171(Q171—r3Q3+93) wa1(r1Q1—r3Q3+063)+r3(1-Q3)ws:
(1%, Y2, ypx) = (7"1[T1Q1*T3Q3+53Hw31(T3*53)’ r1(Q171—Q3r3+03)+(rs—ds)wsr
w31Q171
r1(r1Q1—r3Q3+93)+ws1(r3—d3)

si se tiene que 111 > r3Q3 — 03 y 111 > 0.

1.3. Modelo 3: Inmortalizacion celular

Esta tltima seccién la dedicaremos al estudio del modelo més complejo, en él
aparecen las 3 poblaciones anteriores y ademas se introducira una iltima poblacion,
Ya, que es aquella que acaba convirtiéndose en inmortal. La inmortalizacién celular
es considerada como el primer paso en un hipotético modelo en una secuencia
tumoral. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que rige el modelo se

establece en [I] y viene dado por

;

1= (MQ1 — E)yi,
Yo = — By + w1 + wazys,
Y3 = [r3Qs — 63 — E)ys + wa1y1,

| Ya= (14 — 64 — E)ys + wysys,
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siendo E = my; +(rs —03)ys + (14— 04)ys, m3(1—Q3) = was+wss y m(1—Q1) =

Wo1 + W3-

Denotaremos w43 y weg a la ratio de transiciéon de células que se encuentran en
un estado de extension de la esperanza de vida a aquellas que se convertiran en
inmortales. Se tendrd que w3 < wag v w31 <K wsy, considerando que el acorta-

miento de los telomeros contintia durante el periodo de extension de la esperanza

de vida.

Si sustituimos F en la ecuacion anterior llegamos a que:

(

Y1 = [1Q1 — (riyr + (r3 — d3)ys + (14 — 0a)ya)|y1,
Yo = —(riy1 + (13 — 03)ys + (14 — 04)Ya) Y2 + Wary1 + wazys,
Ys = [rsQs — 03 — (riyr + (13 — 03)ys + (14 — 04)ya)]ys + wa1y1,

Yg = [ra — 04 — (riya + (13 — 03)ys + (ra — 04)ya)|ys + wazys,

que si simplificamos obtenemos:

Y1 = [1Q1 — riy1 — (13 — 03)ys — (14 — da)yalys,

Yo = [—riyr — (rs — 03)ys — (ra — da)yalye + wary1 + wasys,
Ys = [rsQs — 03 — ryr — (r3 — d3)ys — (ra — 1)yalys + wsrys,
Ya = [14 — 04 — r1y1 — (13 — 03)y3 — (T4 — 0a)Yalys + Wazys.

x Para estudiar los puntos de equilibrio del sistema hagamos en primer lugar

Y1 = [r1Q1 — my1 — (13 — 03)ys — (14 — 4)ya]y1 = 0 y obtenemos:
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;

y1 = 0, o bien
Q1 — 1r1yr — (13 — 03)yz — (14 — 04)ys = 0 =

= =1y = (r3 — 03)ys + (14 — 04)ys — r1Q1 =
gy = r@Qr — (rs — (532;743 — (rq4 — 04)ys

e Si sustituimos en ys = [r3Qs — 03 — riy1 — (r3 — 03)ys — (14 —

54)3/4]3/3 + w3191 = 0 obtenemos que [7’3@3 — 03 — (7"3 - (53)y3 - (7“4 -

d4)yslys = 0. Tenemos pues que :

o . Si ahora sustituimos y; = 0 e y3 = 0en o = [—1141— (13—

03)Y3 — (14— 04)Ya]y2 +wa1y1 +wosys = 0 llegamos a — (14 —04)yays =

O:>y4:()o.

Y si los sustituimos en gy = [ry — 94 — 1191 — (13 — 93)y3 — (14 —
04)Ya)ys + wazys = 0 obtenemos que [ry — 4 — (r4 — 64)yalys = 0,
por lo que:

ys = 0, o bien

7’4—54—(7“4—54)y4:0:>7“4—54: (7’4—64)y4:>

Asi conseguimos el punto de equilibrio

(y1*7 Yax, Yz*, y4*) = (07 07 07 1)

r3Q3—6—3—(r3—33)ys
r4—04 ’

o 13Q3—03—(r3—093)y3—(r4—3d4)ys = 0, siendo y, =
Si sustituimos yy e y1 = 0 en yy = [ry— 04 — 1141 — (13— 03)ys — (r4 —
04)Ya]ys +wy3ys = 0 se tiene que [ry — 04 — (r3 — d3)yz — 13Q3 + 3 +

(ro—ta)ye] | =0 =3 ra = Bl

r3Qs — 0 — 3 — (7”3 - 53)93
d3][ E—

+wysys = [ra—04—r3Qs+

] + wyzyz = 0. Por tanto se tiene que

(14 — d4)
ry — 04 — 13Q3 + 03)

—(r3Q3 — 63 — (13 — 03)y3) = w43y3( . Asi llega-
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w43(r4 - 54)
ry — 04 — 13Q3 + 03 (ra = &a)lus v por

(=r3Q3+93) _ <_T3Q3 + 53) .
_waz(ra=04) (. T waz(ra—064)—(r3—03)(ra—04—r3Q3+53)
(rq—904—73Q3+93) (T3 63) 43( 4 427‘4(_34_ji(62i+(;;) 5Q5 5)

mos a que —1r3Qs + 03 = |

tanto y3 =

— (=r3Q3+03)(ra—64—73Q3+33)
wa3(ra—04)—(r3—03)(ra—0a—r3Q3+03)

_ (=r3Q3+083)(ra—04—7r3Q3+33)
62—0364—0373+04r3—03Q373+Q3r3+8374— 1374 —04Wwa3-+wa3Ty "

— (=r3Q3+05)(ra—64—73Q3+03)
Y3 = wis(ra—01)—(rs—08)(ra—d1—13Q3+03) |

De modo que

rsQ3 — 03— (r3 — 0
Sustituimos ahora y3 en y, = 33 — 03 (53 3)1s y tenemos
T4 — 04
(=r3Q3+03)(ra—04—r3Q3+03)
_ [r3Qs — d5 — (13 — 63)]’w43(T4—54)—(7‘3—53)(7“4—54—7“3@3-0—53) _
que Y4 = =
T4 — 04

(r3Q3—03)[was(ra—04)—(r3—03)(ra—04—r3Q3+03)]+(r3—d3)(r3Q3—03)(ra—da—r3Qs+d3) __

(ra—04)(waz(ra—04)—(r3—03)(ra—0a—r3Q3+d3))
(13Q3 — d3)waz(ry — 64)
 (ra— a)[wag(ra — 64) — (r3 — 85)(ra — 04 — 73Q3 + 65)]
_ (13003 — 03)was
 was(ry — 64) — (r3 — 03)(ra — 64 — r3Q5 + &3)

(r3Q3—03)was
wy3(ra—64)—(r3—063)(ra—064—r3Q3+63)

Obtenemos el punto |y, =

Por tltimo nos faltaria hallar el punto s.

Para ello, hacemos jy = [—7191 — (r3—03)ys — (74— 1) ya]y2 +war1y1 +
wa3ys = 0y obtenemos r1yy + (13 — 03)ys + (74 — 04)ya]y2 — war1y1 =

wa3ys. Ahora sustituimos el punto y; = 0y llegamos a [(r3 —d3)ys +
W23Y3

T3 — 03)ys + (ra — 0a)ys
Finalmente tenemos que sustituir en esta expresion los puntos ys e

(rg4 — 04)Ya]ya = wozys, de modo que yp = (

y4 obtenidos anteriormente.

De este modo se tendré

_ wa3(—13Q3+03)(ra—04—r3Q3+03) —
Y2 (r3—03)(=73Q3493)(ra—04—r3Q3-+03)+(ra—d4)waz(—3+73Q3)

27



.Siylz

Wag(—ry + 04 + 13Q3 — 03)
wWy(rg — 04) — (13 — 03) (14 — 04 — r3Q3 + 53))'

w23 (—=r4+04+13Q3—03)
wag(ra—04)—(rs—03)(ra—0a—r3Q3+03)) |

Por lo que |y, =

Se tendra el punto de equilibrio

(y1*7 Y2k, Y3*, y4*> - <07 7£ 07 7£ 07 7£ O)

ri@Q1 — (7"3 - (53)y3 - (7”4 - 54)94
™
[13Q3 — 63 — r1y1 — (r3 — 03)y3 — (14 — 04)ya]ys + ws1y1 = 0, obteniendo

[r3Q3 — (53 — rlQl + (7’3 — (53)y3 + (7”4 — 54)3/4 - (Tg - 63)3/3 - (T4 - 54)y4]y3 +
w
DBr1Qr — (13— 03)y3 — (14— 0a)ya] = [r3Q3 — 93 — 1 Q1ys + %[7"1@1 B

1
(7“3 - 53)y3w31 _
™

; podemos sustituirlo en g3 =

(7"3 —53)y3— (7“4 —54)1/4] = (7‘3Q3—53—7“1Q1)y3+w31Q1 -

(7"4 - 54)y4w31
r

=0

Si ahora sustituimos y; en 4y = [ry — 04 — (1191 + (13 — 03)ys + (rg —
04)ya)|ys + wazys = 0 se tiene que [ry — 05 — r1Q1 + (13 — d3)y3 + (14 —

54)y4—(7“3—53)y3—(7“4—54)y4]y4+w43y3 = [T4—54—T1Q1]y4+w43y3 =0.

—(ry — 4 — _ 5
Por tanto y3 = (r4 = 04 = 11Q1)ys _ (=ra 404+ 7"1@1)?#1.
Wyq3 Wa3

Si sustituimos ys en la ecuacién anterior obtenida al hacer ¢35 = 0, se

cumple que (r3Qs — 85 — 11 Q1 )ys + wgy Qy — Le=usws _ adiywst _ )

T1 T1

y llegamos a

— 6
(r3—33) (=rg+344+711Q1)ya wa1

(rs@Qs — 93 — TlQl)—(_r4+64+rlQl)y4 + w31 Q1 — A3 —

w43 T1

ra—04)yaws1 __ (r3Q3—03—r1Q1)(—Ta+02+7r1Q1)ya
_( - — ( 1)1143 + wngl_

_ (r3=03)(zratdatrQuyawss _ (ra—ba)yawsi _
T1W43 1 ’

Si sacamos factor comun y, se tiene
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_ (r3Q3—03—7m1Q1)(=ra+04+r1Q1) (r3—03)(=ra+04+r1Q1)ws1 (ra—b4)way
[ w43 + T1W43 + 1 ]y

= w3 Q1,

por lo que llegamos a

[ —(r3Q3—03—71Q1)(—ra+04+11Q1)r1+(r3—083) (—ra+0447r1Q1)ws1+(ra—84)ws1was ]
w4371 Y
= w31Q1,
siendo
Ya —(r3Q3—03-7r1Q1)(=Tq+04+71Q1)r1+(r3—03)(=rg+04+71Q1)w31+(rg —04)w3jwys
wyq3T]
_ w31 w43Q171 _

T —(r3Q3—03—71Q1)(—raF0a+71Q1)r1+(r3—03) (—ra+da+r1Q1)ws1+(ra—0s)wzrwaz

— w31w43QR171 _
(—ra4+044+7m1Q1)[—r1(r3Q3—03—r1Q1)+(r3—83)w31]+(ra—d4)warwas

_ w31w43Q171
(—ra+64+11Q1)[Q177+33(r1 —w31)+73(—Q3r1+ws1 )|+ (ra—6a) w31 was

Por tanto tenemos que

Yy = w31wa3Q171
4 (—ra+04+71Q1)[Q1ri+03(r1—ws1)+r3(—Qar1+ws1)]+(ra—64)wsi1was |

. o IS
Si sustituimos este valor en y3 = W, obtenemos que

_ (=ra+044+rm1Q1)w31Q171
Ys (—ra+04+m1Q1)[Q1ri+03(r1—ws1)+r3(—Qar1+ws1)]+(ra—64)wsi1was |

Con estos valores de y3 e y4 ya podemos obtener el de y;, ya que

Q1 — (r3 — 03)ys — (r4 — 04)ya
T

anteriormente se obtuvo que y; =

Por tanto

Qi — (r3—03)(=r4+04+r1Q1)w31Q171
11 (*7"4+54+T1Q1)[Q17"%+53(7‘1*w31)+7"3(*Q3T1+w31)]+(7“4*54)w31w43_

(8]

n =

(ra—d4)ws1wazQir1
_ (ratda+riQ)[Qurf 403 (ri—ws1 ) +r3(—Q3ri+wsy )| +(ra—da)wsiwag

™
_ @1 . (r3—03)(r1Qi1+04—r4)wsz1Q1r1 _
r1 r1[(—ra+04+7r1Q1)[Q177+63(r1 —ws1)+r3(—Qsr1+w3s1)]+(ra— 84 ) w1 was)]
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. (ra—d4)wz1wyzQ1m1 _
ri[(—ra+8a+r1Q1)[Q17r3+83(r1 —ws1)+73(—Qsr1+ws1)]+(ra—64 ) w31 was)

_ Qu(=raH94+r1Q1)(=r3Q34034+11Q1)r1+Q1(r3—03) (r1 Q1404 —r4) w31 +Q1 (r4—d4 )wzi1waz
o r1[(—ra+8a+r1Q1)[Q173+83(r1 —ws1)+73(—Qsr1+wsy )| +(ra—64 ) w31 was]

_ (r3—03)(r1Q14+04—r4)ws1Q1 i
(—ra+04+11Q1)[Q1ri+63(r1—w31)+rs(—Qar1+ws1)]+(ra—84)wsiwas

. (ra—da)wz1wazQ1 _
(—ra+6447r1Q1)[Q17r3 403 (r1 —w31)+r3(—Qar1+ws1 ) +(ra—ba)wziwaz

m1Q1(93—13Q34+71Q1)(Ja+Q17m1—74)
(—ra+84+71Q1)[Q17r3+33(r1 —ws1)+r3(—Qsr1+ws1)]+(ra—64)wswas ”

Por tanto llegamos a:

_ r1Q1(03—r3Q3+71Q1)(Ja+Q17r1—"14)
Y (—ra404+11Q1)[Q173+03(r1—wa1)+7r3(—Qar1+w3z1 )|+ (ra—da)wz1waz

Por dltimo hallemos el valor de ys.

Sea yg = [—lel— (T3—53)y3—(r4—54)y4]y2+w21y1 +’w23y3, si sustituimos
Q1 — (13 —03)ys — (ra — 0
Y = 1Q1 = (rs = %)y = (14 = 00t en dicha ecuacién obtenemos que
1

Yo = [—11Q1+(r3—03)ys+ (14— 04)ysa— (r3—03)ys — (ra—04)Ya|yo+wa1 1 +

Wosys = —11Q1 Y2+ WY1 +wazys = 0, por lo que 71 Q12 = wa1y1 +wWasys3
Wo1Y1 + W23Y3

r1Ch

Finalmente sustituimos en esta ecuacién los valores de y; e y3 que ya

y se obtiene y, =

tenemos. Asi llegamos a que

w21 Qir1(034+Q1r1—Q373) (04a+ Q171 —7r4)Fw23 Q171 (04+Q—17r1 (d4+Q171—74)w31) —
Y2 = r1Q1[(—Ta+64+7m1Q1)[Q173+03(r1 —w31)+r3(—Q3r1+ws1 )]+ (ra—64) w31 was)

_ (64+Q171—74)[w21(83+Q171 —Q373) w23 w31
(—ra+64+7m1Q1)[Q173+03(r1 —w31)+r3(—Q3r1+ws1 )|+ (ra—54) w31 waz

_ (64+Q1m1—74)[w21 (63+Q171 —Q373) w2z ws31]
Y2 (—Ta+04+71Q1)[Q177+33(r1 —w31)+73(—Q3r1+ws1 )|+ (ra—64) w31 Was

De esta forma conseguimos el punto de equilibrio

(1%, Yok, Ya*, yax) = (# 0, 0, 0, 0)
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*+ Estabilidad:

Estudiemos el valor del jacobiano.

J(Y1, Y2, Y3, Ys) =

N R
o o Iy o
N~ = W
= W Q Q

siendo:

A=rQ1 —2riy; — (13— 03)ys — (14 — 04) s,

B = —(rs—93)u1,

C = —(ra = da)un,

D = —rys + woy,

E = —riy— (rs — 63)ys — (14 — 04)ya,

F = —(r3 — 3)y + wag,

G = —(rs — 04)1p2,

H = —rys + ws,

I =1r3Q3 — 03 —riyy — 2(r3 — 93)ys — (ra — 04)Ya,
J = —(ry — d4)ys,

k= —riya,

L =—(r3 — 03)ys + wys,

M =ry—064—1r1y1 — (13— 93)ys — 2(r4 — 04)Ys-

Ahora evaluaremos dicho jacobiano en los tres puntos criticos anteriores.
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e En el punto (0,0,0,1):

7(0,0,0,1) =
r1Q1 — T4 + 04 0 0 0
_ wa1 —74 + 04 w23 0
w31 0 T3Q3 — 03 — T4+ 04 0
—T1 0 —r3 + 03 + w43 T4 — 04 —2rg + 284 — T4+ 64
Obtengamos los autovalores:
)\—T1Q1+T4—54 0 0 0
Wat A+714— 04 Was 0
w31 0 )\—T3Q3+53+T4—54 0
- 0 —T3+(53+lU43 )\+7’4—54
A=11Q1 + 74— 04 0 0
= (A+74—04) Way A+14— 04 Wa3
W31 0 )\—T3Q3+(53+T4—54

= ()\+7’4—54)()\—7"1Q1+7"4—(54)(>\+7“4—54)()\—1-7’4—54):O

Por lo que:
A =04 — 1y (doble),

A =110 — 14+ 04,
)\:T’3Q3—53—T4+54.
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Se tendra por tanto un equilibrio estable si:

54—T4<0$54<T4,
7’1@1—7“4—1-54<O:>7“1Q1<7"4—54,

T3Q3—53—T4+54<0:>T4—54>7’3Q3—53.

e En el punto (0,# 0,# 0,# 0):
Se procederd del mismo modo, evaluando dicho punto en el jacobiano

y obteniendo asi sus autovalores.

Estos serdn:

A = —r3Q3 + 03 (doble),
A =110Q1 — 13Q3 + 03,
A= —T3Q3+53+T4—54.

Y se tendra que el equilibrio es estable si:

—T3Q3+63<0:>7’3Q3 >(53,
Q1 — 1r3Qs + 03 < 0 = r3Q3 — I3 > 1@y,
—7’3Q3+(53+7"4—(54<0:>7’3Q3—53>7°4—(54.

e En el punto (# 0,# 0,# 0,# 0):
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De manera analoga se obtendran los autovalores:

A= —r1Q; (doble),
A= —11Q1+ 1y — 04,
A= —11Q1 + r3Q3 — 03.

Y el equilibrio sera estable si:

—7"1@1 <0= 7"1@1 > O,
—7“1Q1+7“4—54 <0:>T’1Q1 >T4—54,

—T‘lQl +T3Q3 —53 < 0= TlQl > 7"3@3 — 53.

Teorema 1.3.1. Se tiene el siguiente resultado:

» El punto critico (y1%, ya*, ys*, ys*x) = (0,0,0,1) serd equilibrio estable si o4 <

Tg, T1CQ1 < T4 — 04 Y T4 — 04 > 13Q3 — J3.

» El punto critico (yi*, yox, ys*, ysx) = (0,# 0,# 0,# 0) serd equilibrio estable

si r3Qs > 03, 13Q)3 — 03 > r1Q1 Yy r3Q3 — 03 > 14 — 4.

» El punto critico (y1*, Yok, ysk, ysx) = (£ 0,%# 0,%# 0,%# 0) serd equilibrio es-
table si r1Q1 > 0, Q1 > 14 — 04 Yy 1101 > r3Q3 — 3.
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Capitulo 2

Implementaciéon del modelo

2.1. Métodos multipasos

A continuaciéon definiremos los métodos multipasos y deduciremos algunos de ellos.

Se puede consultar [2] para més detalle del tema.

En los métodos de un paso la aproximaciéon del punto de la particion ¢;; contiene
informacion proveniente de uno de los puntos anteriores de red t;. Como la solu-
cion aproximada esta disponible en los puntos de red tg, ¢y, ..,t; antes de obtener
la aproximacion en ¢;,; parece razonable desarrollar métodos que usen estos datos
precedentes para una mejor aproximacion de la solucion en t;, 4.

Estos se conocen como métodos multipasos, que son aquellos que emplean la apro-
ximacion en mas de uno de los puntos de red precedentes para determinar la
aproximacién en el siguiente punto. A continuacién vamos a dar la definicién exac-

ta de estos métodos.

Definicién 2.1.1. Un método multipaso de paso m para resolver el problema de
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valor inicial

(2.1)

es aquel cuya ecuacion de diferencia para obtener la aproximacion de w;;q en el
punto de red t;,1 puede representarse por medio de la siguiente ecuacion, siendo

m > 1 un entero:

Wig1 = O 1W; + Gp2W;—1 + -+ + QWip1-mT+

+h[bm f(tiv1, Wit1) + b1 f(ti,wi) + - -+ 4 bof (it 1—m, Wit1-m)]

parai=m —1,m,..,N — 1, donde h = (b — a)/N, ag,a1,...,am-1Y bo,b1, ..., b
son constantes y se especifican los valores iniciales wy = a, wy = aq, we = g, ...,

Wm—1 = Qm—1.

Cuando b,, = 0, el método es explicito, ya que la ecuacién anterior da w;; de
manera explicita en términos de los valores previamente determinados. Sin embar-
go si b, # 0, el método es implicito, ya que w;,; se encuentra en ambos lados de

la ecuacién y se especifica implicitamente.

En todos los métodos deben especificarse los valores iniciales, suponiendo que
wg = «a y generando los valores residuales por medio de un método de Runge-
Kutta o bien con otro método de un paso.

Si queremos aplicar directamente un método implicito, debemos resolver la ecua-
cién implicita para w;, 1. No es evidente que podamos hacer esto en general, ni que

siempre obtendremos una solucién tnica para w; .
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Ahora vamos a deducir algunos métodos multipasos.

Si integramos en el intervalo [¢;,t;,1] el problema de valor inicial dado en se

tiene que:

(i) ) = | Tywd= [ o) d

i ti

En consecuencia,

tit1

y(tipr) = y(t:) + f(ty(t))dt (2.2)

Como no podemos integrar f(¢,y(t)) sin conocer y(t), que es la solucién del pro-
blema, en lugar de ello integramos un polinomio interpolante P;(t) a f(¢,y(t)) que
se determina con algunos de los puntos obtenidos previamente (tg,wy), (t1,w1),
..., (t;, w;). Cuando, ademds, suponemos que y(t;) ~ w;, la ecuacién se convier-

te en

tit1
y(tiv1) = y(t:) + / P(t) dt.
t

i

En la derivacién podemos utilizar cualquier forma del polinomio interpolante. No-

sotros vamos a emplear la férmula de diferencias regresivas de Newton y para ello
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explicaremos anteriormente la férmula de diferencias divididas, diferencias dividi-

das progresivas y regresivas.

» Formula de las diferencias divididas de Newton.
Los métodos de diferencias divididas sirven para generar polinomios sucesi-
VOS.
Sea P, (x) el polinomio de Lagrange de grado n-ésimo que interpola la funcién

f en los puntos xg, 1, ..., T,, expresaremos P, (z) de la forma:

P,(x) = aptai(x—xo)+as(x—x0)(x—21)+ - - - +an(z—x0)(x—21) - - - (x—2p_1),
(2.3)

siendo ay, ..., a, constantes que determinaremos a continuacién.

Si evaluamos P, (), escrito de la forma anterior, en el punto z nos queda el

término constante ag, es decir, ag = P,(zo) = f(zo).

Para determinar la constante a;, procederemos de la misma manera, eva-

luando esta vez el polinomio en el punto x; obtendremos que P,(x1) =
f(z1)—f(=o)

aog + a1 (x1 — xo) = f(xo) + a1(x1 — xo) = f(21). Por tanto a; = pp—

Se tendra pues, que la diferencia dividida cero de la funciéon f respecto a x;,

que se denota como f[z;], es el valor de f en x;:

flzi] = f(z:)

El resto de las diferencias divididas se definen de forma inductiva.
La primera diferencia dividida de f respecto a x; y x;41 se denota como

flzs, ziv1] v se define ast:

f(l‘z‘ﬂ) - f(xz)

Tit1 — Ty

flxi, zip1] =
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La segunda diferencia dividida f[z;, z;11, z;12] se define como:

flziva] — floigo)

Tiy2 — T4

f[l’z‘, Tit1, $i+2] =

De forma analoga, después de determinar las & — 1 diferencias divididas se
tendra que la k-ésima diferencia dividida relativa a x;, x; 11, ..., x; 1 esta dada

por:

f[il?z‘+1, Li42, ey l’z‘+k] - f[%;,fiﬂa ey xi+k71]

Titk — g

f[.fl?i, Lit1y ooy Lidthk—15 .TZ + k] =

Con esta notacién podemos reescribir la expresién con ag = flzo], a1 =

flzo,x1], - - ., an = f[xo, 21, ..., 2,], obteniendo:
Po(z) = flzol+flwo, m1](x—z0)+ - - - +flwo, 1, ooy o) (2 —20) (2 —11) - - - (T—Tp1) =

flao) + Y flao, xr, o ail(x — @) - -+ (v — zpm1) (2.4)

i=1
A esta ecuacion se le conoce con el nombre de diferencias divididas interpo-
lantes de Newton.

= Férmula de las diferencias divididas progresivas de Newton.
La formula de las diferencias divididas interpolantes de Newton puede ex-

presarse de forma simplificada si se arreglan consecutivamente xg, 1, ..., Ty
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con espacios iguales. Si introducimos la notacién h = z;,; — x; para cada
1=20,1,....,.n— 1y x = x9 + sh, podemos escribir la diferencia x — x; como

x —x; = (s —i)h. La expresion [2.4] se convierte pues en:
Py(x) = Py(zo + sh) = f(wo) + shflzo, 1] + s(s —1)h*flwo, 1, 2] +
+ - -+ s(s=1D(s—n+ DA flxg,z —1,...,2,]

=Y s(s—1) - - - (s=k+1Dh"flxg, z1, ..., 24]
k=0

Si notamos al coeficiente binomial como

(2) _ 5(3—1)--1;!(3—“1),

podemos expresar P, (z) de la siguiente forma

Pu(z) = En: (Z)k!hkf[xo,xl, o k]

k=0

A dicha férmula se le denomina férmula de las diferencias divididas progre-

sivas de Newton.

Formula de las diferencias divididas regresivas de Newton.
Si reordenamos los nodos interpolantes como x,, ,_1, ..., £y obtenemos una

expresion semejante a la dada en

P,(z) = flen]+flan, xnal(x—zn)+ - - - +fln, .y xol(x—2,) (=20 1) - - - (x—20)

Si los nodos tienen espacios iguales, siendo ahora © = z, + shy * — z; =

(s +n —i)h para cada i = 0, ..., n, entonces llegamos a que
Po(z) = Py(xn+sh) = f(xn) + shf[zn, Tn_i1] + s(s+1)h*f[2n, Tn_1, Tn_o] +

+ - - -+ s(s+D)(s+n—1)A" flen, xn1, ..., To)

Esta forma se conoce como la férmula de las diferencias divididas regresivas
de Newton y servira para deducir la férmula de las diferencias regresivas de

Newton, que es aquella a la que queriamos llegar.
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= Férmula de las diferencias regresivas de Newton.
Definicién 2.1.2. Dada la sucesién {p, }°2,, se define la diferencia regresiva
Vp, por medio de
Vpn =DPn — Pn-1, paran > 1.

Las potencias mayores se definen recursivamente por

Vi, = V(V*p,), para k> 2.

Como anteriormente definimos

f(@n_1) — f(zn)

Tpn—1 — Tn

f[x’m xn—l] =

y h =2z, 11—,

Dicha definicién implica que

y, en general se puede probar que

1
f[$n>$n—17 ceey xn—k] - vaf(xn)

En consecuencia,

s(s+1)
2

VQf(:En)+---+S(S+1) e s(s4n— 1)an(xn)

n!

Pu(z) = floa]+sV flza]+

La notacion del coeficiente binomial se amplié, para incluir todos los valores

reales de s al tomar
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Por tanto,

Esto nos da el siguiente resultado: Féormula de las diferencias regresivas de

Newton.

x Para derivar un método explicito de Adams-Bashforth de m pasos, forma-
mos el polinomio de diferencias regresivas P, _1(t) a través de los puntos (¢;, f(t;, y(t;))),
(tict, f(ticn, y(tim1)))s o (Fip1mm, Y(Eiv1-m)))-

En el caso del método implicito el procedimiento seria analogo, pero el polino-
mio a tener en cuenta es P, (t), por lo que se incluiria a los puntos anteriores el
punto (i1, f(tis1, y(tiv1)))-

Nosotros vamos a deducir los esquemas del método explicito.

Puesto que P,,_1(t) es un polinomio interpolante de grado m — 1, existe un ntimero
& en (tiy1-m,t;) con

f(m) (&, y(&))

£t u(0) = Paca(t) + 2

(b —t)(t —tiq) - (t —tisy—m).
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La introduccién de la sustitucion de la variable t = ¢;4sh con dt = h ds en P,,_1(t)

y el término de error implica que

tit1

sevwya= [ e () v

ti i k=0

+f NGV st (1 i)

m)!

i

_ = k ) ) 1k 1 —S <
‘f‘h:;'l /0 3(8 + 1) A (3 +m — 1)f(m)(§“y(§z)) ds.

Las integrales (—1)* fol (_ks) ds son faciles de evaluar para diversos valores de k.

Por ejemplo, para k = 3 se tiene:

(1) / 1 (;) ds = — / ol Dees2)y,

1/
:6/(33+352+25)d5:
0

Incluiremos dicha integral para mas valores en la siguiente tabla:
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k 01 2 3 4 )

(—D)F [ () ds | 1] 1/2 | 5/12 | 3/8 | 251/720 | 95/288

Por tanto,

tit1

Oyt = I | F(ay(6) + 59 y(6) + 157t p(0) + .

ti

hm+1
+

/0 S5 1) (s - m— D F™(Ey(E)) ds (2.5)

Como s(s+1)---(s+m—1) no cambia de signo en [0, 1], podemos aplicar el teorema

m)

del valor medio ponderado de las integrales y deducir que para algin ntimero p;

donde t;1 1 < p; < tir1, el término de error de la ecuaciéon anterior

herl

m)!

/0 s(s4 1) (s +m— 1) f™ (&, y(&)) ds

se convierte en

Ys(s+1)---(s+m—1)

RO (g, () /0 — ds
=5 -0 () s 26)

Dado que por la expresion [2.2] se tiene

tit1

y(tiv1) = y(t:) + f(ty(t))dt,

t;

podemos escribir dicha ecuacién de la siguiente forma:
1 D o
y(tivr) = y(t) + h | [, y(t) + §Vf(tz‘, y(t)) + EV [ y(t) + -

L/ s
-1 () s (2.7)
0
usando las ecuaciones v 2.6l

45



= En un ejemplo ilustraremos la derivacién del método de Adams-Basforth

de tres pasos, para ello consideremos la ecuacion [2.7] con m=3:

) = (8] + B | (6, y(10) + 5Vt (8)) + 592 y(e)

= (1) + ALt y(00) + 51 Co(t) = Fltir, )]

+1_52[f<ti7 y(t:) = 2f (tici, y(tiz)) + f(tie, y(tiz2))]}

=y(t:) + %[23f(ti; y(ti)) — 16f (tia, y(tio1)) + 5f (tia, y(ti—2))]-

Por tanto el método de Adams-Bashforth de tres pasos es

Wy = &, W1 = O, W2 = (g,
Wi = w; + 1—};[23f(tz‘; w;) — 16 f(tic1, wi—1) + 5f(ti—a, wi—a)],

donde i =2,3,..., N — 1.

Veamos ahora la definicién de error local de truncamiento 7;(h):

Definicién 2.1.3. Sea y(t) la solucién al problema de valor inicial

y = f(t,y),a <t <b yla) =a,ysi
Wit] = Q1 W; + ApoWi—1 + +  + + AQWit1—m + h[bm f(tiz1, Wis1) + b1 f (i, w;)

+ .. +b0f(tz‘+1—m7 wi-i—l—m)]?
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es el (i+1)-ésimo paso en un método multipasos, el error de truncamiento en este

paso sera:

Y(tivr) — am—1y(t:) — - - — aoy(tiz1-m)
h

—[bm f(tiv1, y(tig1)) + - - + bof (tit1—m, Y(tix1-m))]

Ti+1(h) =

paracadat=m—1,m,....N —1

» Para determinar el error de truncamiento en el método de Adams-Bashforth

de tres pasos, consideremos la forma del error dada en la ecuacion [2.6}

) -1 [ () s

a1 [ () s

S )

Al aplicar el hecho de que £ (13, y(11;)) = y™® (1) v la ecuacion de diferencia

derivada del ejemplo anterior, tenemos

risa(h) = LI o 1y 00) 161yt 1)) 455 2,0 )
= |2 1w | = S,

para alguna p; € (ti—a,tit1)
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Para derivar el resto de esquemas se procede de forma similar.

A continuacién incluiremos algunos métodos multipasos, junto con sus valores ini-

ciales requeridos y los errores locales de truncamiento.

Métodos explicitos:

* Método de Adams-Bashforth de dos pasos.
W = o, Wy = Oy,
Wis1 = w; + 23f(ti, w;) — f(tioy, wi1)),
dondei = 1,2,..., N—1. El error local de truncamiento es 7,41 (h) = %y(‘q’) (1),
para alguna p; € (t;_1,t41).
* Método de Adams-Bashforth de tres pasos.
Wo = @, W1 = Q1, Wy = Qg
Wit = w; + 15[23f (ts, wi) — 16 f(ti1, wi1) + 5 (ti—a, wi—s)],

dondei = 2,3, ..., N—1. El error local de truncamiento es 7,1 (h) = %y@) (i),

para alguna p; € (ti—2,tiy1).
* Método de Adams-Bashforth de cuatro pasos.
Wo = &, W1 = (01, W2 = (g, W3 = A3,

Wit = W; + 2—}2[55]0(@', w;) — 59 f (ti1, wi—1) + 3T f (i, wi—a) — 9f (ti_s, wi—3)],

dondei = 3,4, ..., N—1. El error local de truncamiento es 7,11 (h) = 2%34 y® (1),

para alguna j; € (t;—3,ti1).
* Método de Adams-Bashforth de cinco pasos.
Wo = @, W1 = O, Wp = G2, W3 = O3, Wy = QY

Wity = W + 77%[1901f(ti7 wi) - 2774f(ti—17 wi—l) + 2616f(ti—27 wi—2)_

—1274f(ti—g, wi—3) + 251 f (ti—4, wi—a)],
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dondei = 4,5, ..., N—1. El error local de truncamiento es ;.1 (h) = %yw)(ui),

para alguna p; € (t;_4,ti11)-

Métodos implicitos:

Meétodo de Adams-Moulton de dos pasos.
Wy = , W = ay
Wip1 = W; + %[5f(ti+1; wiy1) + 8f (ti, wi) — f(tiz1,wi—1)],
dondei =1,2,..., N—1. El error local de truncamiento es 7,1 (h) = ’Q—Ty(‘l) (1),
para alguna p; € (t;_1,t11).
M¢étodo de Adams-Moulton de tres pasos.

Wy = O, W1 = 1, W = g,

Wigr = w; + 2[9f (tigr, wig1) — 19f (b, w;) — 5f (ti1, wi1) + f(tim2, wisa)],

dondei = 2,3, ..., N—1. El error local de truncamiento es 7,11 (h) = _71%‘4 v (1),

para alguna p; € (t;_2,t;41).

Meétodo de Adams-Moulton de cuatro pasos.
Wy = G, W = (p, W2 = Q2, Wy = Ay,
Wit = Wi + 75 (251 f (tig1, wit1) 4+ 646 f (£, w;) — 264 (i1, wi1)+
106 f(t;—2, wi—2) — 19f (t;—3, w;_3)],

dondei = 3,4, ..., N—1. El error local de truncamiento es 7;.1(h) = %’(‘fy((i) (1),

para alguna p; € (t;_3,t11).

Método predictor-corrector.

Los métodos multipasos implicitos sirven para mejorar las aproximaciones obte-

nidas con métodos explicitos. La combinacion de un método explicito con uno
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implicito recibe el nombre de método predictor-corrector. El método explicito pre-

dice una aproximacion y el implicito corrige la prediccion.

Consideremos el siguiente método de cuarto orden para resolver un problema de

valor inicial, el primer paso consistira en calcular los valores iniciales wy, wy, wy y

ws con el método de Adams-Bashforth de cuatro pasos. Para ello utilizaremos un

método de un paso de cuarto orden, el de Runge-Kutta. El siguiente paso consiste
(0)

en calcular una aproximacién wy ’, y(t4) usando como predictor el método de

Adams-Basforth:

h
wio) = W3 + ﬂ[55f(t37 UJ3) — 59f(t2, wg) + 37f(t1, wl) — g(tg, wo)]

. .y . . . 0 /
Esta aproximacion mejora mucho si se inserta wfl ) en el lado derecho del método

de Adams-Moulton de tres pasos y aplicindolo como corrector:
) _ L (0) _
wy' =ws+ o [9f(taswy ) + 19f (3, ws) — 5f (2, w2) + f(t1,w1)].

En este procedimiento, la tnica nueva evaluaciéon de funcién que se requiere es
0 < .

f(tq, wfl )) en la ecuacion del corrector. El resto de los valores de f han sido calcu-

lados para las aproximaciones anteriores.

) - 1 . .z L.
Después utilizamos el valor wi ) como aproximacion a y(t4), v la téenica que con-

siste en utilizar como predictor el método de Adams-Bashforth y como corrector
el de Adams-Moulton se repite para obtener wéo) y wél), las aproximaciones inicial

y final de y(t5), etc.

Podemos obtener mejores aproximaciones a y(t;1) repitiendo la férmula de Adams-

Moulton

h
wz(ﬁl) = w; + ﬂ[9f(ti+1, U)Z(.k&) + 19f(ti, wi) — 5f (tim1, wic1) + f(tima, wi—2)].
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. k+1 Sy . SRV
Sin embargo, {wZ( 1 )} converge a la aproximacién dada por la férmula implicita y
no a la solucién y(t;41) y su utilizacién suele ser més eficiente en la reduccién del

tamano de paso si se necesita mejorar la exactitud.

2.2. Estabilidad de los métodos numéricos

Ahora vamos a definir la consistencia y convergencia de los métodos de un paso y
los métodos multipasos para después poder estudiar su estabilidad.

Definicién 2.2.1. Se dice que el método de la ecuacién en diferencias de un
paso con el error local de truncamiento 7;(h) en el i-ésimo paso es consistente o

compatible con la ecuacion diferencial que aproxima, si

lim méx |7;(h)| = 0.
h—0 1<i<N

Definicién 2.2.2. Se dice que un método de la ecuacion en diferencias de un paso

es convergente respecto a la ecuacion diferencial que aproxima, si

lim méx |w; —y(t:)] =0.

donde y; = y(t;) denota el valor exacto de la solucién de la ecuacién diferencial y
w; es la aproximacién obtenida a partir del método de la diferencia en el i-ésimo
paso. Esta misma definicion se tiene para los métodos multipasos. Pero en la con-

sistencia se presenta una situacion diferente.

Definicién 2.2.3. Un método multipasos es consistente si se cumple:
}ILI/II%) |Ti(h)| =0, para todoi=m,m+1,..,.N vy
_)

51



Illllr(l) la; — y(t;)| =0, para todoi=1,2,....m — 1.
Al igual que en el método de un paso queremos que el método sea consistente a
condicién de que la ecuacion de diferencia aproxime la diferencial, a medida que
el tamano de paso se acerca a ceroses decir, el error local de truncamiento debe
aproximarse a cero en cada paso a medida que el tamano de éste se aproxima a
cero. La condicién adicional se presenta debido al niimero de valores iniciales que
requiere el método multipasos, por ello debemos exigir que los errores de todos los
valores iniciales «; se aproximen a cero, conforme el tamano de paso se acerca a

cero.

A continuacién, vamos a dar la definiciéon de la ecuacién caracteristica y la condi-
cién de raiz para, finalmente, dar un teorema de estabilidad.
Definicién 2.2.4. Sea la ecuacion de diferencias

Wy = X, W1 = A1y eeey Wip—1 = Qp—1,

Wiyl = Qpo1Wi + Q2Wi1 + ... + QoWit1—pm + AF(t, by wig1, i, .., Wit 1),

la ecuacién caracteristica del método sera

AT — am_l)\m*I — am_g)\m72 — ... —amA—ay=0.
Se tiene que las magnitudes de las raices de la ecuacion caracteristica de un método

multipasos se asocia a la estabilidad del método respecto al error de redondeo.

Definicién 2.2.5. Denotemos con Aj, Ay, ..., A, (no necesariamente distintas) las
raices de la ecuacién caracteristica A™ — @yt A" — @y o N2 — . —a1 A —ag = 0,

asociadas al método multipasos de diferencia:

Wy = , W1 = A1y eeey Wip—1 = Cpp—1,

Wig1 = Qpo1Wi F Am2Wi—1 + ... + QoW1 + AF(t, b Wiy, Wi, ., Wit 1),
Se dird que el método de diferencia cumple la condicién de raiz si |\;| < 1 para
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cada i =1,2,...,m y si todas las raices con valor absoluto 1 son raices simples.

Definicién 2.2.6. Se dice que el método es:

= Fuertemente estable si cumple la condicién de la raiz y tiene a A = 1 como

la tnica raiz de la ecuacién caracteristica de magnitud uno.

» Débilmente estable si cumple la condicién de la raiz y tiene més de una raiz

distinta de magnitud uno.

= Inestable si no cumple la condicion de la raiz.

La consistencia y convergencia de un método multipasos se relaciona con la estabi-
lidad de redondeo del método. En el teorema siguiente se incluyen estas conexiones

de forma detallada.

Teorema 2.2.7. Un método multipasos de la forma:

Wy = &, W1 = Ay ey Wip—1 = A1,

Wiyl = Qpo1Wi + Q—2Wi1 + ... + QoW1 + AF(t, by wig1, i, ., Wit 1),

es estable si y solo si cumple la condicion de la raiz. Ademdas, si el método de dife-
rencias es consistente con la ecuacion diferencial, entonces el método serd estable

sty solo si es convergente.

= En un ejemplo ilustraremos la estabilidad del método de Adams-Basforth
de cuarto orden.
El método de Adams-Bashforth de cuarto orden puede expresarse como
Wiy1 = w; + hF(t;, hywipr, Wi, ..., w;_3)

donde
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F(ti, by wist, ooy wig) = 5755 (ti, w;) — 59f (ti1, wimy) + 37f (tig, wi—s) —
9f (i3, wi—3)].

Por tanto m =4, a0 =0,a1 =0, a, =0y a3 = 1.

En consecuencia, la ecuacién caracteristica de este método es \* — \3 =
A3(X —1) = 0, que tiene las raices A\; = 1y Ay = A3 = Ay = 0. Al tener estas

raices, el método cumple la condicion de la raiz y es fuertemente estable.

2.3. Simulaciones numéricas

Las figuras que representaremos a continuacion rigen el comportamiento de 4 po-

blaciones celulares, que son las estudiadas en el modelo 3.

Primero dibujaremos 3 figuras en las que usaremos h = 0,1 y en las siguientes se
tendra h = 0,2, para poder comparar como varia la solucién al cambiar el tamano
de paso. Para cada h se representara la soluciéon con un método distinto, el método

de Adams-Bashforth, Adams-Moulton 6 Predictor-Corrector.

Todas ellas se dividen a su vez en 4 subplot, de modo que en cada uno de ellos

vamos variando los pardmetro A3 y A4 para ver cémo cambia la grafica.
1. En el primer subplot se considera A3 = 11/2y Ay = r1/2.
2. En el segundo subplot se considera A3 = r1/10 y Ay = 11/2.
3. En el tercer subplot se considera A3 =r; /2y Ay = 0.
4. En el cuarto subplot se considera A3 = r1/10 y Ay = 0.
Los siguientes parametros son comunes para las 4 figuras:

Q1 =07 Q3 =09, 1 =10, rg3 =1y, ry =11, wy = 11(1 — Q1)/10, wo =
(1 = Q1) —ws1, wag = r3(1 — Q3)/10 y wag = r3(1 — Q3) — was.
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En la Figura [2.1] se usara el método de Adams-Bashforth de cuarto orden para

h=0,1.

1 1
0.8 \ 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 f 0.2 f\
0 0 —
0 5 10 0 5 10
1 1
0.8 08 Replicativas
' ' Senescentes
0.6 0.6 Extension vida
Inmortales
0.4 0.4
0.2 0.2 f\
0 0
0 5 10 0 5 10

Figura 2.1: Método de Adams-Bashforth con h = 0,1.

En la Figura [2.2] se usara el método Corrector-Predictor de cuarto orden para

h=0,1.

Podemos observar que en las dos primeras figuras las poblaciones tienen equilibrio,

mientras que en las dos ultimas dominan las células inmortales.
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Figura 2.2: Método Corrector-Predictor con h = 0,1.

En la Figura [2.3| se representa el modelo de Adams-Moulton de tercer orden para

h=0,1.
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Figura 2.3: Método de Adams-Moulton con h = 0,1.
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Se observa que para h = 0,1 las graficas son semejantes usando cualquiera de los

tres métodos. Veamos si ocurre lo mismo con un tamano de paso mayor, h = 0,2.

En la Figura se usara el método de Adams-Bashforth de cuarto orden para

h=0,2

251 250
4 & 10 10 & 10
2
5
0
0
-2
-4 5
0 1 2 3 0 1 2 3
253 254
4 & 10 4 & 10
2 2
0 0
2 2
-4 4
0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 2.4: Método de Adams-Bashforth con h = 0,2.

En la Figura [2.5 se usara el método Corrector-Predictor de cuarto orden para

h=0,.2.
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Figura 2.5: Método Corrector-Predictor con h = 0,2.

En la Figura [2.6] se representa el modelo de Adams-Moulton de tercer orden para

h=02.

1 1
08 L 08
06 06
0.4 04
0.2 F 0.2 f\
0 0
0 5 10 0 5 10
15 15
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05 >< 05 :
0 - 0 ]
05 05
0 5 10 0 5 10

Figura 2.6: Método de Adams-Moulton con h = 0,2.
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Se puede observar que con un tamano mayor de paso la solucion solo es estable
con el método de Adams-Moulton, ya que con los otros dos métodos la solucion,

al menos numéricamente, parece no ser estable.

A continuacion vamos a representar 3 figuras en las que se tendra el valor de
h = 0,15. En este caso se usard el método Predictor-Corrector y lo que se iran
variando sera el valor de los pardmetros para asi obtener casos donde la coexistencia
es localmente estable, otros donde las células no replicativas son localmente estables
y otros donde son las inmortales localmente estables. También obtendremos los
errores de cada uno, donde el error se entiende como la diferencia de la norma
infinito de la solucion tedrica y la numérica para un tiempo suficientemente grande

(en este caso t = 400).

Sea @)1 = 0,75, Q3 =0,9, r, =10, r3 =10, ry = 10, w3; = 0,3 wy; = 0,3, wy3 =
0,3 wo3 = 0,3, A3 = 2y Ay = 4; obtenemos la Figura 2.7, que tiene una coexistencia

localmente estable con un error igual a 4,9960 - 1071¢,

1 T T T T T T T
Replicativas
091 Senescentes b
Extension de vida
08 Inmortales B
0.7 b
0.6 K\ b
0.5 1
0.4r b
03 &
0.2 b
0.1FfF b
-
0 [ L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2.7: Coexistencia localmente estable h = 0,15.
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Ahora consideraremos los mismos parametros exceptuando A3 = 1 y obtenemos un
error igual a 3,3307 - 10716, En la Figura se tiene un caso en el que las células

no replicativas son localmente estables.

1 T T T T T T T

Replicativas
09 Senescentes
Extensi6n de vida
08¢ Inmortales g

0.6 i

0.4 b

0.2 b

0 J 1 1 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2.8: No replicativas localmente estable h = 0,15.
En este tltimo caso se tendrén los mismos pardametros que en la Figura [2.7] pero

variaremos A3 = Ay = 1. Se tendra que en la Figurael error es igual a 7,3129-10°

y podemos observar que las inmortales son las células localmente estables.
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Figura 2.9: Inmortales localmente estable con A = 0,15.

Como en la Figura [2.9] se tiene un error de gran magnitud haremos de nuevo
lo anterior, 3 figuras con el método Corrector Predictor, pero en este caso para

h=0,1.

0.9F i
0.8t -
07t -
0.6 KK i
0.5 E

0.4r b
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0.1f b
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Figura 2.10: Coexistencia localmente estable con h = 0,1.
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En la Figura el error serd de 6,6613 - 10716
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Figura 2.11: No replicativas localmente estable con h = 0,1.

En la Figura el error sera de 1,8574 - 10787
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Figura 2.12: Inmortales localmente estable con h = 0,1.
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En el caso de la Figura se tendra un error de 1,9089 - 107173

Tras volver a representar dichas graficas con un tamano de paso menor se observa
que los errores disminuyen notablemente, y por tanto la solucién se asemeja més a
la buscada (la solucién aproximada se asemeja a la real); eso se debe principalmente

a la estabilidad del método.
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