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RESUMEN

Se estudian en este trabg o a gunos aspectos relevantes de la teoria de Sistemas Dinamicos
aplicados a un modelo de competicion interespecies. Se trata de un estudio cualitativo en € cual,
en funcidn delos parametros del sstema, se analizan |os cambios en € nimero y/o estabilidad de
los puntos de equilibrio del sistema. Todo ello con € objetivo de establecer los tipos de
bifurcaciones que pueden presentarse en e modelo.
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1.- Introduccion. Justificacion del modelo.

El modelo que presentamos esté basado en un sistema dindmico inicialmente estudiado
analitica y experimentalmente por Gause(1935) como un modelo de competicion entre dos
especies, a saber:

dx X ,
_— x| 1-=)- a

dx
N , (1.1)
3 Sy[l‘r)‘ ""Xy

donder, s, K, L, & y & son constantes positivas representando las dos primeras las tasas
intrinsecas de crecimiento de cada especie, las dos segundas |as poblaciones méximas asintéticas
respectivas, y siendo las dos Ultimas los coeficientes que miden la interaccion debida a la
competicion por la utilizacion de un mismo recurso. Este Gltimo mantiene a cada poblacion en
ausencia de la otra de acuerdo aunaley logistica (P. F. Verhulst, 1838).

Un andlisis de las isoclinas muestra que pueden darse dos situaciones generales de
equilibrio denominadas por Gause de coexistencia competitiva (Figura 1.a)" y de exclusion
competitiva (Figuras 1.b, 1.c). En la primera existe un nodo estable Q = (X, Y,) €On X, Yo >0,y
en la segunda € equilibrio lleva irremediablemente a la extincion de una de las especies. En la
redidad esto Ultimo no sucede asi exactamente, pues la especie que pierde la competicion puede
encontrar varios recursos de |os que alimentarse para continuar sobreviviendo aunque sea en
pequefio nimero (asi o demostré Gause en su famoso experimento del escarabajo de la harina,
en el cua laintroduccién de pequefios tubos de cristal permitid a una especie de escarabaj0s
sobrevivir antes que ser eliminada por una segunda especie). Las ecuaciones de Gause son
estructuralmente estables excepto en ciertos casos, como por giemplo en € de la Figura 1.d,
donde un pequefio cambio en la posicién de las isoclinas puede transformar este gréfico en uno
como € delaFigural.b.

! Figuras tomadas de Clark, W. C.(1990), p.194.



[lustracion 1

Supongamos ahora que la especie X es sometida a captura, de modo que la primera
ecuacion del sistema (1.1) se modifica segun:

¥= rx[ 1—%] -axy- qEx (1.2)

donde E es € esfuerzo de pescay q un coeficiente de capturabilidad. Asi mismo se considera el
esfuerzo de pesca como una variable dinamica? que se rige por la ecuacion diferencial:

- kE[ x—p—(;] (1.3)

sendo c, py k parametros positivos representando respectivamente Iog costes de pesca, €l precio
de la captura y un coeficiente de proporcionalidad. El cociente— es € nivel de stock de
beneficio cero para la pesqueria Pq

El modelo a estudiar es, pues, un sistema de ecuaciones diferenciales tridimensional:

2 Clark W. C.(1990), p.322.



dx X\ <
— = IX(1-—)-axy-gEx
o ( K) xy—q
dy Yy a (1.9
= = 1-2L)-
Vo sy( L) axy
E o kexS)
dt pqg
cuyo estudio resulta mas complicado que el sistema bidimensional anterior.
2.- Conocimientos previos.
Definamos en primer lugar los conceptos de punto fijo y estabilidad?.
Definicion 1.- Dado € sistema dinamico
¥=f(x) (2.1)

con xeR" f:Uc R"— R, U abierto, llamamos puntos fijos o puntos de equilibrio del sistema,
aaguélos puntos x € U taesquef(x) = 0.

El estudio de los puntos de equilibrio esta intimamente ligado al de la estabilidad de las
trayectorias dd sistema, pues en algiin momento pueden ser atractivosy atraer alas trayectorias
con vaoresinicides proximos a ellos haciendo que se mantengan cerca unas de otras. Estaesla
idea fundamental del concepto de estabilidad, que se define a continuacion.

Definicion 2.- Unasolucion 6 (t) del sistema (2.1) es estable ( en € sentido de Liapunov) s para
cualquier € > 0, existe un &(g) > 0 tal que para cuaquier otra solucion g (t) del sistemata que
|(')' (t) —ra(to)|<é, se cumple [6(t) -2 (t)<e Vt>t,.

Definicion 3.- Lasolucion 6 (t) del sistema (2.1) es asint6ticamente estable, si es estable y existe

un & >0t quesi [6(ty)-B(ty)] <&, entonces lim [o(t)-8(t)=0 .
t- 4o
Bésicamente, la estabilidad implica que s una érhita es ligeramente perturbada, €
movimiento resultante no diverge mucho del que se obtiene sin perturbar la érbita. Si 1a érbita es
asintéticamente estable, ello significa que e efecto de la perturbacién es progresivamente
eliminado conforme pasa el tiempo.

3Wiggins, S.(1990), p.6.



Laestabilidad * de las soluciones de un sistema dindmico se estudia mediante los métodos
debidos a Ligpunov, uno de ellos basado en e estudio de la estabilidad de soluciones del sistema
lineal asociado a (2.1) y otro, conocido como el método directo de Liapunov ®, que garantizala
estabilidad de soluciones bajo la hipétesis de existencia de cierta funcién cuya derivada puede
usarse paramedir “unadistancia’ entre una solucién y la solucion de equilibrio, calibrando s esta
distancia crece 0 decrece y , consecuentemente, determinando s hay o no estabilidad. Este
segundo método prueba facilmente la estabilidad una vez conocida la Ilamada funcién de
Liapunov, pero precisamente la dificultad del problema reside en la busqueda de dicha funcion
pues, salvo para agunos tipos concretos de sistemas dinamicos, no existe un método standard
para construir funciones de Liapunov.

En lapréctica se recurre sempre alalinedizacion del sistema, que se logra de la siguiente
manera.
Si X esun punto de equilibrio del sistema (2.1), se considera el cambio de variable

y =x-X,conlocua y=¥=f(x)=f(y+X)
Desarrollando f en serie de Taylor en un entorno de X, y despreciando |os términos no
lineales, obtenemos el sistemalineal y=Ay donde A eslamatriz jacobianade f en X.

Por & teorema de Hartman - Grobman ©, si A no tiene autovalores iguales a cero o
imaginarios puros (sistemas hiperbdlicos), existe entonces un homeomorfismo’ h definido en algin
entorno de x que localmente transforma trayectorias del flujo no lineal en trayectorias del flujo
lineal. Ademés este homeomorfismo preserva e sentido de las trayectorias y puede elegirse
también de forma que preserve la parametrizacién en el tiempo.

En definitiva, € comportamiento local de un sistemano linea es cualitativamente similar
al dd sstemalinedizado. En particular, la estabilidad (inestabilidad) asintética del sistema lineal
presupone la estabilidad ( inestabilidad) asintética del sistemano lineal.

Por otra parte, sabemos que la estructura orbital de un sistema lineal depende de los
autovalores de la matriz del sistema, y de como sean éstos depende en Ultima instancia la
estabilidad de las soluciones del sistemano linea. Si todos los autovalores de lamatriz A tienen
parte rea negativa, la solucién de equilibrio del sistema (2.1) es asintéticamente estable.

Definicion 4.- Se dice que en un sistema dinamico ocurre una bifurcacién s e retrato de fases
cambia su estructura topol 6gica cuando un pardmetro varia.

Los cambios aque serefiere la definicion afectan a nimero y/o estabilidad de los puntos
fijos u drbitas cerradas. En sistemas bidimensionales pueden presentarse varios tipos de
bifurcaciones, que se generalizan para dimensiones mayores, a saber:

4 Unareferenciaclésica para el estudio de la estabilidad es Hahn (1967). Resultados més recientes
sobre estabilidad y sus aplicaciones ala Economia pueden encontrarse en Brock (1989), capitulos 4, 7y 9.

® Ver LaSalley Lefschetz (1961) 6 Rouché et al (1977) paraun tratamiento mas exhaustivo.
6 Ver Hartman (1964) 6 Guckenheimer y Holmes (1983) parala prueba.

” Aplicacion continua con inversa continua.



a) Bifurcacion nodo- silla: Es € mecanismo bésico de creacion- destruccion de puntos fijos.
Conforme un parametro del sistema crece o decrece, |os puntos fijos del mismo se aproximan unos
aotros, colisonan.y desaparecen. Después de ello siguen incluso gerciendo su influencia sobre
el flujo del sistema atrayendo |as trayectorias hacia unaregion “fantasma’.

b) Bifurcacion transcritica: A medidaque un pardmetro varia, 10s puntos fijos se aproximan y
colisionan, pero no desaparecen, Sino que intercambian su estabilidad.

c) Bifurcacién “ delahorca”: En este tipo de bifurcacién los puntos fijos tienden a aparecer
(caso supercritico) y desaparecer (caso subcritico) en pares simétricos.

d) Bifurcacion de Hopf:: En este tipo de bifurcacion se produce una pérdida de estabilidad
debido a que los autovalores complejos pasan de tener parte real negativa, a tener parte real
positiva, atravesando por tanto €l ge imaginario. Se distinguen a igual que antes dos tipos:
Supercriticay Subcritica. En € primero un punto espird estable cambia a espiral inestable rodeado
por un pequefio ciclo limite atractivo. El segundo caso es mas dréstico, pues después del valor de
bifurcacion las trayectorias deben saltar a una atractor distante que puede ser un punto fijo, un
ciclo limite, infinito 6 en dimensiones n >3 un atractor cadtico (es, por g emplo, €l caso de
Lorenz).

3.- Obtencion de puntosfijos.

Los puntos fijos del sistema (2.1) son las soluciones de la ecuacion f(x) = 0, es decir (para
nuestro sistema (1.4):

rx(l—%)—éxy—qu -0
Pove-day -0 3.1)
KE(x-—2) -0
pq

El sistematiene 6 puntos fijos que son:

P1=(0,0,0), P2=(K,0,0), P3=(0L,0), p4:[KS(_r+é~|—) -Lr(s-aK) o),

—rs+aKLa = -rs+aKLa |

PS:[L 0 r(qu—c)) PG:[ c L(—psq+éc) | _—erqp+rsc+éLqup—éLKéc]

g’ gp P’ spq q2Ksp

Lamatriz jacobianadef es:.



r—ﬁx—éy—qE -ax -OX
K
J= -ay s—%sy—bx 0 (3.2
KE 0 k( x—i]
Pq

4.- Algunos par ametr os estimados.

Vamos a considerar un gemplo préctico real de una pesgueria que explota la especie x,
por gemplo la anchova o melva, la cual compite por un mismo recurso con la especiey, sardina
0 boquerén.

Tomando como referencia las estimaciones reaizadas para estas dos especies en €
documento “Andlisis Econdmico de la Pesca de Cerco en la Region Suratlantica Espafiold’.
Papeles de Economia Espafiola, 71,231- 251, del autor Garcia del Hoyo, J.J.(1997), asignamos
los siguientes val ores para a gunos de |os parametros:

K = 10000 Toneladas L = 1000 Toneladas ¢ = 15000 ptag/dia
p = 80000 ptas/Tonelada r=0.75 s=0.35
k= 0.05

Nuestro estudio pretende andlizar ladinamica del sistema en funcién de los pardmetros &,

5.- Andlisisde la estabilidad de los puntos P1, P2, P3y PA4.

El andiss de la estabilidad de los puntos P2, P3 'y P4 resulta sencillo si tenemos en cuenta
gue para dichos puntos € esfuerzo de pesca es 0, con lo cua la dinamica del sistema es
equivdente aladd sistemabidimensiona (1.1), pudiéndose alcanzar los equilibrios P2, P3 6 P4
seglin se mostraba en laFigura 1.

Ladinamicaentorno d punto P1 = (0,0,0) no esrelevante, S bien puede comprobarse que
este equilibrio es un punto de silla sin méas que observar que |os autoval ores asociados son:

é,=r>0

é,=s>0

é3:_=kc <0
Pq

de donde se deduce que € origen es un punto inestable en dos direcciones y estable en la otra.



6.- Analisis de |la estabilidad del punto P5.

Particularizamos la matriz Jacobiana (3.2) del sistema (1.4) en e punto P5 y calculamos
sus autovalores. Obtenemos:

e - ~4C s
]
s . o +/cr(4ckK -4kK 2pa+cr)
2 2Kpq
P +/cr(4ckK -4kK 2pa+cr)
3 2Kpq

Nos interesa estudiar en qué casos estos autovalores van a ser de tipo estable, es decir,
reales negativos o complejos con parte redl negativa. En esta situacion € punto P5 sera atractivo.

Se puede comprobar que &<0 < <2 =g,

4ckK +cr

Asi mismo, si <
4kK ?p

=q, = &,,8 cRy &<0.

En ese caso, &,<0 c»q>Ki:ql. Notese que g, < g, siempre®. Asi, obtenemos la siguiente
Y

clasificacion para los autovalores asociados a punto P5:

q<a, 0, <g <0, q=>09,
q>0; é,>0, &,<0, é,>0 é,>0, é,<0, é,<0 é,>0, Re(€,)<0, Re( &;)<0

8 Paralos valores asignados a los parametrosr, s, K, L, ¢, py k, losvaloresdeq, y g,
son: g, = 1.875-10° y g, = 1.875703125-10°. El valor de g, depende de a.



g<Q, é,<0, &,<0, &;>0 | &,<0, &,<0, &,<0P5 | & <0, Re(&, )<0, Re( &,)<0
es un nodo estable P5 es un foco estable
Tabla 1: Estabilidad del punto P5

Nota: En e caso en que fueraq=q,, d autovalor &, serianuloy lalinedizacion no determinaria
el carécter del punto P5. Lo mismo ocurriria para €, S g = ¢, . En ambos casos habria que
recurrir a estudio del sistemarestringido ala variedad centro.

Siq=0q,, & = &, sonrealesy negativos.

En laFigura 2 se ha representado una trayectoria del sistema (1.4) que comienza en un
punto proximo a P5 paralos valores 4 = 9.75:10%, 4= 1.62-10"y q = 1.8756:10° € (q},,0, ), €S
decir paraun caso en @ que € punto P5 = (9996.80, 0, 12.7918) (paralos valores anteriores) es
un nodo estable. La trayectoria tiende rgpidamente hacia P5. Nétese como este punto esta
préximo a P2. Veremos mas adelante que ambos puntos coinciden en un vaor de bifurcacion para
g muy préximo al asignado para hacer la gréfica

EnlaFigura3 se muestralo mismo parad vaor q = 7-10°, para € cua e punto P5 es un
punto espiral estable en dos direccionesy un nodo estable en una. En este caso la trayectoria se
aproxima en espiral hacia P5 = (2678.57, 0, 7844.38).

7.- Analisis de |la estabilidad del punto P6.

El estudio cualitativo de la estabilidad del punto P6 en funcién de los parametros q, &, y
4, resulta dificil de abordar en la forma anterior debido a la manera en que se presentan las
expresiones de los autovalores como funciones de dichos parametros. Es por ello que hemos
recurrido a un estudio numérico de algunos casos particulares para este punto. Basdndonos en un
trabajo anterior® en d que, fijado & vaor de g = 0.00009 (estimado para la especie x), obteniamos
algunosvaoresde 4, y & paralos cuales P6 era estable, hemos considerado ahorafijosa = 9.75
-10%,y 4=1.62-10*y hemos redizado un andlisis numérico sobre valores del pardmetro q desde
0 hasta 1. Las conclusiones obtenidas seresumen en laTabla2. El valor g, es e mismo que figura
enlaTabla 1, g, = 0.0002980886049 y g5 = 0.00032.

0<qg<g, 0;<Qq<(q, 0, <09<0s 0s<Qg<1
Signo Re(€) = Re(€,)) <0, | Re(é) = Re(&,) <0, | Re(€,)) =Re(&,)>0, | €,<0&,<0
autovalore é,>0 é,<0 é,>0 €,>0
S

°Vilchez L.,M.L., Velasco M., F., Garcia Del Hoyo J.J., “ Estabilidad de los puntos
fijos hiperbdlicos en un modelo de competicion interespecies’, XI1 Reunién Asepelt Espafia.



Naturaleza Punto desilla Espiral estable Espiral inestable Nodo
del punto inestable
P6

Tabla 2: Estabilidad del punto P6

En la Figura 4 se ha representado una trayectoria que comienza en un punto inicia
proximo aP6 parad vaor g=9-10° € (g,,0, ), parael cua P6 es un punto espiral estable en dos
direccionesy nodo estable en una. Latrayectoria se aproximaen espiral a punto P6=(2083.33,
35.71, 6210.31).

8.- Dos bifurcaciones transcriticas.
A lavigtade las conclusiones anteriores resumidas en las Tablas 1 y 2, hemos observado
gue existen dos bifurcaciones transcriticas entre los punto P2 y P5, y los puntos P5 y P6

respectivamente.

A) Bifurcacién transcritica entre 10s puntos P2 y P5

Si tenemos en cuenta que |os autoval ores asociados a punto P2 = (K,0,0) son:

é, =-r<o0
é,=s aK
észk[K—i]
Pq
se puede comprobar que P2 es un nodo estable si é>% yQq< LK: 0, , Y unpunto desillaen
p

: A S . .o ]
caso contrario. En € casoa:R 0q=q,, aguno de los autovalores &, 0 &, seria nulo. La

linedlizacidn, por tanto, no decidirialanaturaleza del punto critico y habria que recurrir a estudio
del sistemarestringido ala variedad centro.
Comparando estos resultados con los obtenidos para P5 que se recogen en la Tabla 1,

encontramaos que para é>§ y 0<qg<g, € puntofijoP2esun nodo establey P5 un punto de

dlla Para g, < q<q,lasituacion esa contrario. Ademés para q = ¢, ambos puntos coinciden,
P2=P5=(K, 0, 0).

Existe, pues, una bifurcacion transcritica entre estos dos puntos. paravaloresdeq < g,
existen dos puntosfijosnodo y silla; para g = ¢, colisionan e intercambian su estabilidad pasando
a ser paraq > q, sillay nodo respectivamente. Podemos ver resumidos estos resultados en la
siguiente tabla:

S &> a<q, 0y < <min(g, ds)




Signo de los autovaloresy é,<0, é,<0, é,<0 é,<0, &,<0, é,>0
naturaleza del punto P2 Nodo estable Punto de Silla
Signo de los autovaloresy é,<0, é,<0, é,>0 é,<0, &,<0, é;<0
naturaleza del punto P5 Punto de Silla Nodo estable

Tabla 3: Bifurcacion transcritica entre los puntos P2y P5

Notese queq, < g, Sempre, y en € caso que nos ocupa ( é>%) puede comprobarse que
0; < Q3.

B) Bifurcacion transcritica entre los puntos P5 y P6

A lavistadelos resultados recogidos en las Tablas 1 y 2, se deduce que paralos valores
4=9.7510" y a=1.62-10" existe una bifurcacion transcritica también entre los puntos P5 y

P6 parael valor deq = q3:E = 8.7178-:10° , ya que paravaores de q tales que g, < q < g, €
S
primer punto es un punto de sillay & segundo es un foco estable en dos direccionesy un nodo

estable en la tercera. Puede comprobarse que para q = g, ambos puntos colisionan y se produce
un intercambio de estabilidad para g, < q < q,. Lo resumimos en el siguiente cuadro:

0,<Q<0; 0:<Q<q,
Signo delos Re(é,) = Re(é,) <0, &,<0 é,>0, Re(&,) = Re(&;) <0
autovaloresy Foco estable es dos direcciones, Punto desilla
naturaleza de P5 nodo estable en una
Signo delos é,>0, Re(&,) = Re(&;) <0 Re(é,) = Re(é,) <0, &,<0
autovaloresy Punto desilla Foco estable es dos direcciones,
naturaleza de P6 nodo estable en una

Tabla 4: Bifurcacion transcritica entre los puntos P5y P6

EnlaFigura5 se representan dos trayectorias que parten de puntos préximos a P5 y P6
respectivamente para un valor de q posterior a vaor de bifurcacion g,. Obsérvese como la
trayectoria que comienza cerca de P5 (parte superior izquierda del gréfico), se separa de éste (P5
tiene una direccion de inestablilidad) y es finalmente atraida (Figura 6) por € punto P6 (espiral
estable en dos direcciones y nodo estable en una).

9.- Una bifurcacion de Hopf.

Si observamos |os resultados obtenidos para P6 en la Tabla 2, vemos como paraq < g,



dicho punto de equilibrio es una espiral estable en dos direccionesy un nodo estable en una, ya
gue los autoval ores asociados son complejos conjugados con parte real negativay un autovalor
red negativo. Sin embargo paraq > g, la Situacion cambia, pasando P6 a ser una espiral inestable,
pues los autovalores complejos “atraviesan €l g e imaginario y pasan atener parte real positiva
Es @ primer indicio de existencia de una bifurcacion tipo Hopf. Para confirmar esta posibilidad
deberiamos encontrar algin ciclo limite que rodeara a punto de equilibrio. La integracion
numeérica del sistema para e valor g = g, = 0.0002980886049 nos muestra que efectivamente,
cuando € punto se vuelve inestable, aparece un pequefio ciclo limite (de forma eliptica) atractivo
rodedndolo. Se trata por tanto de una bifurcacién de Hopf supercritica.

En la Figura 7 se muestra este ciclo limite. En la Figura 8 se ha representado una
trayectoria que comienza en un punto muy proximo a P6 = (629.008, 708.859, 39.205)
(concretamente en el punto P, = (629, 708.8, 39.2)) . Como puede observarse, es repelida en
formaespird haciad ciclo limite. La Figura9 muestra otra trayectoria que comienza en un punto
exterior pero proximo d ciclo limite (en @ punto P, = (630, 709, 40)) y esinmediatamente atraida
por éste.

Hay que decir que todas |as propiedades anteriores se observan anivel local, es decir en
las proximidades del ciclo limite y del punto de equilibrio. En cuanto nos a€amos un poco, la
Situacion puede ser completamente distinta, como se pone de manifiesto en la Figura 10 en la que
se harepresentado unatrayectoria que comienzaen € punto P, = (735, 715, 45) que cae fuerade
la cuencade atraccion del ciclo limitey es atraida por otro de los puntos de equilibrio del sistema,
concretamente el punto P2 = (0, 1000, 0).

Hemos calculado también el periodo T del ciclo limite hallando la parte imaginaria de los
autoval ores complejos de la matriz Jacobiana asociada a punto P6 para € valor de bifurcacién

q, Y aplicando™que la frecuencia i del ciclo limite U = Im(&). Deaqui, al ser T :2%3 hemos

u
obtenido T = 11"306.

Hay que resaltar también que a tratarse de un andlisis numérico y no poder operar con
total exactitud, existira una pegquefia banda de valores de g en un entorno de g, paralos cuales
existen también ciclos limites. Esto se pone de manifiesto en la Figura 11 donde hemos
representado varios de estos ciclos limite para valores de g en un entorno de centro q, y radio
menor que 10”.

10.- Observacionesfinales.

El estudio realizado hatratado de mostrar algunas posibilidades dinamicas que presenta
el sistema (1.4) en funcion de los valores asignados a los pardmetros. Queremos resaltar las

19 Strogatz (1994), p 51.



siguientes observaciones:

13 Somos conscientes de que algunos parametros, como por gjemplo € precio de la captura o los
costes de pesca, estédn sujetos a continuas variaciones y/o restricciones impuestas por
condicionamientos de tipo econémico. No es muy real un estudio que fija un precio de captura
constante en el tiempo. Abordar un sistema con gran nimero de parametros desde un punto de
vigta cuditativo resulta complicado y es necesario recurrir a las simulaciones numéricas, debiendo
entonces asignar unos valores a dichos parametros. Nuestro préximo objetivo en relacion con este
tema es fijar para cada parametro unos interval os de variacion y mostrar en ese rango todas las
posibilidades dinamicas ddl sistema.

23 Cuando tras el estudio tedrico del sistema se pretende dar una interpretacion préactica del
mismo, surge  problemade s los resultados se adaptan a larealidad o no. En nuestro caso, tras
andlizar la bifurcacion transcritica entre P2 y P5, observamos que para el punto P5, el caso g <
g, hos llevaa un punto de equilibrio

p5- [i o r(qu—c))
pq q%Kp

cuyatercera componente (esfuerzo de pesca) seria negativa, o que no tendria sentido en un caso
red. Lo mismo sucede en la bifurcacion entre PS5y P6 cuando g < g;. Tendriamos un punto de
equilibrio

PG:[ c L(—psq+éc) _ -~srKgp+rsc+alKsgp-alKac
pq S q%Ksp

cuya segunda coordenada (que representa el stock de poblacion y) seria negativa. Volvemos a
indgtir en que se trata de un estudio tedrico, lo que nos lleva a pensar que en otros model os con
otrosvadoresay a (por giemplo con distinto signo como en un problema presa- depredador), se
[leguen a otras conclusiones distintas.

33 Este es un estudio matemético de un modelo bioldgico. El siguiente paso seria aplicarlo
(mediante |as técnicas de la Teoria del Control Optimo) aun modelo de gestion Gptima del
recurso congtruyendo asi 1o que seria un modelo bioecondémico, Tratariamos entonces de estudiar
las trayectorias de explotacion éptimas.
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