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RESUMEN

En el presente ejercicio investigativo, se presentan los resultados de un estudio de caso en
educacion matematica, el cual consistio en una intervencién que tuvo por objeto describir las
comprensiones que se observan en los estudiantes de grado noveno del colegio Tomas
Carrasquilla IED, cuando estudian eventos fisicos asociados a la covariacion lineal. Los
referentes tedricos que sustentaron el trabajo fueron: la conceptualizacién del fendmeno de la
comprension de Perkins y el pensamiento covariacional como estrategia dindmica de
aproximacion al concepto de funcion lineal de Vasco. En su implementacion se evidencio la
importancia de apoyar el desarrollo del pensamiento variacional, a través del estudio de la
covariacion en situaciones fisicas, ya que estas ofrecen orientaciones intuitivas, para comprender
la covariacion, sin embargo este es solo el punto de partida, porque hay un largo camino, para
ayudar a los estudiantes, a comprender el significado de la razén de cambio, este camino es la
distancia entre, comprender relaciones entre valores variables de dos magnitudes y comprender
relaciones entre los valores que miden la variacion de las variables, demostrando como la
covariacion lineal puede interpretarse como un modelo matematico que involucra la
comparacion y coordinacion de dos magnitudes relacionadas en procesos de variacion y cambio,
ademas como relacionar la comprensién a un criterio de desempefio flexible que evidencie,
cuando el estudiante puede pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que sabe. La
metodologia consistio en el disefio y aplicacion de una secuencia didactica que se analizo bajo
los principios de la investigacion cualitativa, mediante el estudio de las producciones escritas de
las guias de trabajo y verbales de las entrevistas semiestructuradas las cuales permitieron
establecer la matriz de categorias de analisis, fundamentando la propuesta de Perkins, de

entender la comprension y los elementos del pensamiento covariacional de Vasco y Carlson.

Palabras clave: Pensamiento variacional, covariacion lineal, comprension y funcion lineal.



Xl

ABSTRACT

In this present investigative exercise are presented the results of a case study in mathematics
education, which consisted in an intervention with the objective of describe the comprehensions
that are observed in the ninth grade from Tomas Carrasquilla IED School, when they study
physical events associated with the linear covariance. The theoretical references that supported the
job were: the conceptualization of the Perkins comprehension phenomenon and the covariance
thinking as a dynamic strategy of the approaching to the of Vasco’s linear function concept. During
its implementation was evident the importance of supporting the variance thinking development
through the covariance study in physical situations since those provide intuitive orientations to
comprehend the covariance. However, this is just the starting point because there is a long way to
help students to comprehend the meaning of the change reason. This way is the distance between
comprehend relationships between variable values of two quantities and the relationships between
the values that measure the variables variation, demonstrating how the linear covariance can
interpret itself as a mathematical model that involves the comparison and the coordination of two
quantities, related in variation and change processes and further how to relate the comprehension
of a flexible performance criteria that demonstrate when the student can think and act with
flexibility from what the student knows. The methodology consisted in the design and the
application of a didactic sequence that was analyzed under the qualitative investigation principles
through the written products study from the worksheets and verbal semi-structured interviews,
which allowed to stablish the analysis categories matrix, informing the Perkins proposal to

understand the comprehension and covariance thinking elements from Vasco and Carlson.

Key words: Variation thinking, covariance linear, comprehension and linear function.
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INTRODUCCION

El propdsito de investigacion abordado en el presente estudio, esta orientado a describir las
comprensiones que tienen los estudiantes de grado noveno, al analizar situaciones de tipo
covariacional que involucran eventos dindmicos, problema que surge de una doble preocupacion,
por una parte, la importancia y la necesidad de reconocer la comprension como la habilidad de
pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que se conoce, como afirma Perkins (1999), para
que desde esta premisa, se identifiquen las comprensiones de los estudiantes, mediante la
observacion detallada de sus desempefios, al realizar una gama de actividades que requieran, el
generar explicaciones, encontrar evidencias, presentar analogias y argumentar de una manera
nueva. Por otra parte, proponer un acercamiento al concepto de funcion lineal desde una
perspectiva variacional, que posibilite la aproximacion al uso de herramientas para que los
estudiantes sean capaces de analizar patrones de cambio que se presentan en variables que
covarian entre ellas, y asi fortalecer en ellos, una forma de pensar més dindmica, al analizar la
relacion entre variables involucradas, y asi mismo relacionarlas y articularlas a partir de
distinguir lo que cambia de lo que permanece constante y las posibles regularidades que se
pueden generar (Vasco, 2006). Ambos centros de interés por si solos justifican la intencion de
garantizar un aprendizaje de la funcion lineal, mediante el desarrollo de una ensefianza, que
favorezca una matematica comprensiva, cognitiva y procedimental, que ofrezca la capacidad de

aplicar el conocimiento contextualmente.

Estas cuestiones refieren aspectos que han sido interes de analisis en varios estudios previos,
(Carlson, 1998; Kaput, 1994; Posada, 2006; Jaramillo, 2015; Sierpinska, 1992, Perkins 1998) los
cuales han direccionado el enfoque que sustenta la propuesta metodoldgica que subyace a este

ejercicio investigativo, puesto que evidencian significativas aproximaciones, a un proceso que
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visibiliza, las comprensiones involucradas, en las relaciones funcionales dinamicas que hacen

parte del objeto estudio.

Sin embargo, es de notar que, a pesar de estos y otros estudios sobre la ensefianza del
concepto de funcion, en la actualidad, este objeto matematico se sigue abordando desde una
perspectiva de correspondencia o de asignacion, que obedece a una ensefianza netamente
algoritmica o estatica, que anula totalmente la posicion del estudiante recursivo, capaz de
articular su saber a partir de sus comprensiones y hacer del mismo un producto util en diferentes

contextos.

De acuerdo con lo anterior, nuestra propuesta investigativa busca describir las comprensiones
de los estudiantes de grado noveno del Colegio Tomas Carrasquilla 1.E.D. observadas, en las
representaciones simbdlicas, numéricas, escritas y verbales, que los jovenes relacionaron,
durante el desarrollo de la secuencia didactica planteada, la cual integra situaciones dinamicas

contextualizadas de tipo covariacional.

En este sentido, nuestro propdsito investigativo esta enfocado a valorar una propuesta
metodoldgica que integre el fendmeno de la comprension al desarrollo del pensamiento
covariacional, tomando como principal insumo, el analisis de las respuestas que los estudiantes
ofrecen a las situaciones dinamicas de covariacion, propuestas en la secuencia didactica
disefiada. Dichas respuestas, evidencian qué comprenden y cémo comprenden los estudiantes
el objeto matematico “funcion lineal”. Para este prop6sito se hizo necesario pensar el fendmeno
de la comprension sustentando, que esta no puede ser observada directamente, sino a traves de
las acciones que realizan los estudiantes en el intento de resolver situaciones o tareas especificas,
pues como afirma Sierpinska (1990), la comprension se considera una experiencia mental real,

que implica experimentar, utilizar y aplicar, la identificacion, generalizacion y sintesis en un
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proceso discontinuo, que relaciona la comprensién a un acto involucrado en un proceso de
interpretacion, siendo ésta una dialéctica en desarrollo entre conjeturas cada vez més elaboradas
y validaciones de las mismas, por tanto en este ejercicio investigativo se valida el caracter

relativo de la comprension que nunca es completa pero que siempre es mejorable.

La documentacién, el desarrollo y los resultados de esta propuesta se organizaron en seis
capitulos, de la siguiente manera: en el primer capitulo se presentan los antecedentes, apartado en
el cual se retoman algunos de los trabajos que en diferentes marcos temporales han concentrado
su reflexion en la ensefianza de la funcién lineal, el pensamiento covariacional y la faceta

cognitiva de la comprension.

En el segundo capitulo se describen los aspectos preliminares que permitieron organizar y
explicar la problematica que fundamenta el trabajo investigativo, la cual se sustenta desde la
descripcion del problema, la justificacion y posteriormente el planteamiento de los objetivos, que

impulsan y determinan la importancia de apoyar la solucion de la problemética.

En el tercer capitulo, se describen los aspectos tedricos que fundamentan el desarrollo
historico que ha tenido el concepto de funcién, haciendo énfasis especifico en los sucesos,
sujetos al cambio y al movimiento, con el propoésito de establecer una relacién directa de este
andlisis con la propuesta didactica, adicionalmente se exponen aspectos disciplinares del
concepto de funcion que aportan elementos importantes en los procesos de representacion. Al
mismo tiempo desde las consideraciones conceptuales asumidas, se expone la relacion del objeto
matematico de estudio con el pensamiento variacional y como se presenta este tema en el

aprendizaje, desde el enfoque de comprension de Perkins.
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En el cuarto capitulo se describen las etapas del disefio y desarrollo de la experimentacion,
presentando los criterios de construccion y analisis del proceso de intervencion, es decir, se
encuentra la descripcion de la poblacion, seleccion de los tres casos de analisis, presentacion de

la secuencia didactica y estructuracion de la matriz de categorias de analisis.

En el quinto capitulo, se presentan los analisis de las respuestas escritas y orales de los
estudiantes, a partir de reconocer la propuesta impulsada por la metodologia, la cual resalta
algunas reflexiones didacticas, orientadas a categorizar las comprensiones observadas, desde un

criterio dindmico de tipo covariacional.

En el capitulo seis, se hace mencidn de las conclusiones, reflexiones, recomendaciones y
discusiones que van en concordancia con los objetivos propuestos, los propdésitos de la secuencia
didactica, el enfoque de la comprension de Perkins y las interpretaciones de los resultados del

analisis.
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1 ANTECEDENTES

Para el presente ejercicio investigativo, nos documentamos con trabajos anteriores, que se

relacionan con nuestro objeto de estudio, tal informacién la hemos clasificado en tres categorias:

e El concepto de funcion lineal como objeto matematico del pensamiento variacional.
e Faceta cognitiva de la comprension.

e Estrategias de ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién como covariacion.
1.1 El concepto de funcion lineal como objeto matematico del pensamiento variacional

En el trabajo académico sobre la construccion del concepto de funcion lineal y sus diferentes
formas de representacion, se evidencian maltiples dificultades, u obstaculos epistemoldgicos?
como los caracteriza la investigadora Anna Sierpinska (1992), quien considera que en el proceso
en el cual se adquiere la nocion de funcion y especificamente lo relacionado con la naturaleza
variacional de la funcion, se evidencia, que las matematicas no se dedican a problemas préacticos,
que las técnicas usadas en la produccién de tablas de relaciones no numéricas no son un objeto
adecuado de estudio en matematicas y por ultimo, el observar los cambios como un fenémeno,

tomando el foco de atencidén en como las cosas cambian, ignorando qué cambia.

Esta problematica subyace directamente de los esquemas de ensefianza tradicional, los cuales

evidencian una sobrevaloracion de los aspectos formales y algoritmicos que, en general, carecen

! La nocién de obstaculo epistemoldgico o cognitivo fue introducida por Bachelard (1984/1962) en su obra la
formation du sprit scientifique, en ella nos dice: cuando buscamos las condiciones psicoldgicas de los procesos de las
ciencias llegamos pronto a la conviccion de que es en términos de obstaculo como es preciso exponer el problema
del conocimiento cientifico... S€ conoce contra un conocimiento anterior, destruyendo conocimientos mal hechos,
superandolos Bachelard, 1983 p 15 citado por Ruiz 1988 p 27. Los Obstaculos epistemolégicos psicoldgicos que
dificultan la construccién y apropiacion de conocimientos y conceptos de las diferentes disciplinas, estos obstaculos
epistemoldgicos no se refieren a los elementos externos que intervienen en el proceso de construccion de
conocimiento, sino a las condiciones psicologicas que impiden evolucionar al espiritu cientifico en formacion.
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de significado para el estudiante. Los siguientes trabajos proponen algunas alternativas para la
comprension y estudio del concepto de funcion lineal mediante la implementacion o adaptacion
de esquemas de ensefianza, que dejan evidenciar la utilidad y aplicacion de la funcion lineal en

diferentes contextos.

Planchart (2000) en su tesis doctoral, aborda la idea de mejorar los procesos de ensefianza y
de aprendizaje del concepto de funcidn y para ello requiere que este concepto sea analizado
desde cuatro aspectos medulares: proceso didactico en la adquisicién de las funciones, la
visualizacion, los sistemas de representacion, y la modelacion desde el contexto fisico y
geomeétrico; y para ello propone, en primer lugar, identificar y analizar las dificultades que
surgen durante el proceso que conduce al aprendizaje de las funciones. Y, en segundo lugar,
analizar el papel de la visualizacion en la conceptualizacion de las funciones, disefiar modulos de
actividades donde se incorpora la modelacion matemética como articulacion de los registros

semioticos en la ensefianza y aprendizaje de las funciones.

Dentro de los hallazgos y las conclusiones mas relevantes de este trabajo, basadas en los
andlisis de los resultados de los cuestionarios, las entrevistas y las actividades realizadas con los

estudiantes, estan:

e Lasdificultades en el manejo de las distintas representaciones semidticas utilizadas en el
concepto de funcion.

e Latendenciaa pensar que las funciones son continuas, lo cual es propiciado en muchos
casos por el docente, quien privilegia las funciones contintas con una unica formula.
Ante el registro grafico, los estudiantes tienden a unir los puntos, lo cual consideran un

requerimiento para ser funcion.
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e Las dificultades relacionadas con la notacion simbdlica de la funcién; su lectura adquiere
otra dimension, por ejemplo, deja de ser funcion para convertirse en una operacion
aritmética de multiplicacion.

e Las dificultades en la conversion, tanto del sistema de representacion grafico como del
sistema en lenguaje natural (sobre situaciones fisicas) al sistema algebraico (Planchart,

2000, p.161).

Sin embargo, dicho autor reconoce que los estudiantes participaron activamente en el proceso
de modelacién, entendiéndolo como una alternativa didactica que permite coordinar los distintos

sistemas de representacion.

Posada y Villa (2006) en su investigacion, presentan el disefio e implementacién de una
propuesta didactica de aproximacion al concepto de funcion lineal, tomando como referentes
conceptuales la nocion de variacion, el proceso de modelacion matematica y los registros
semioticos de representacion. En dicha propuesta los autores muestran como el concepto de
funcion lineal se puede interpretar como un modelo variacional a partir de sus diferentes
representaciones y al utilizar la modelacién matematica se realiza una trasposicion entre el
lenguaje natural y el lenguaje de representacion matematica. En este sentido, se deben abordar
elementos propios del pensamiento variacional como el concepto de ecuacion, elementos del

célculo, funciones cuadréticas y polindmicas.

El trabajo realizado por estos dos investigadores, los llevo a pensar en una via diferente para
el desarrollo de los aspectos relacionados con los elementos propios del pensamiento
variacional, teniendo como base el concepto de funcion, de ahi, definieron como la escuela
puede orientar la construccion del concepto de funcién lineal con sus estudiantes, desde una

perspectiva variacional, a partir de tener en cuenta los siguientes aspectos:
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e Laidentificacion de las relaciones de dependencia entre dos magnitudes.

e La cuantificacion de la relacion mediante tablas de valores.

e Laidentificacion de la razén de cambio constante.

e El reconocimiento de la razon de cambio constante como elemento que identifica las
funciones lineales.

e Lacompresion de la funcién lineal como un modelo que atrapa la covariacion entre dos
magnitudes.

e Laidentificacion de la proporcionalidad simple directa como un caso particular de
funcién lineal importante en la modelacién de variados fendbmenos.

e Laidentificacion de las caracteristicas que identifican una funcion lineal desde los

diferentes registros de representaciones.

Roldan (2013) genera una propuesta didactica para el aprendizaje de la funcion lineal a partir
de analizar la importancia de este concepto en el desarrollo del pensamiento variacional, y
presentar una formulacion encaminada a consolidar este objeto matematico desde todos sus
aspectos socio-historicos y disciplinares que les permitan a los estudiantes aplicar el concepto de
funcion lineal en situaciones de la vida real que los encamine a la elaboracion de modelos
matematicos. Para alcanzar este propoésito disefid una secuencia didactica en la que planteo tres
tipos de actividades con las que potencia la experimentacion como herramienta importante del
aprendizaje y la elaboracion de modelos matematicos, los cuales en conjunto dan como resultado
el aprendizaje de los elementos relacionados con la funcion lineal, permitiendo el manejo del
mismo y su aplicabilidad en situaciones de la vida real, guiando al estudiante a comprender el
concepto de funcion, alejandolo de la definicion formal, para que, a partir de la creacion de

modelos, la relacion de los mismos con datos tedricos y experimentales de situaciones que
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representa, llegue a una definicién propia con sentido que refleje la aprehension de los elementos

tedricos que le conforman. Esta investigacion le permitio concluir:

e Lafuncidn lineal se constituye en excelente herramienta para estudiar y modelar
problemas de variacion. Las cantidades empleadas varian en tiempo, espacio, con otras
cantidades, esta variacion puede ser mas rapida o mas lenta, creciente o decreciente, sin
embargo, mantiene tal ritmo de variacion ante lo cual son facilmente identificables
patrones y regularidades en ella. Estos aspectos desarrollan significativamente el llamado
pensamiento variacional.

e Comprender lo que es funcion lineal requiere que el estudiante se aleje de la definicion
formal que se da —en clase y en textos- de ella, y que, a partir de la creacion de modelos,
la relacion de los mismos con datos tedricos y experimentales de situaciones que
representan, llegue a una definicion propia con sentido que refleje su aprehension de los
elementos tedricos que le subyacen.

e Lanocion de correspondencia es relevante en las aplicaciones actuales de las
matematicas; debido en gran parte a la importancia para la concepcién y estudio de los
modelos matematicos, y dado que practicamente toda “aplicacion” de las matematicas
presupone el empleo de un modelo, entonces tiene validez presentar la funcion lineal
desde la correspondencia numeérica entre variables.

e Laensefianza de la funcién lineal debe articular de manera equilibrada las formas mas
importantes de representacion, es decir, las formas tabulares, graficas cartesianas y
algebraicas sin dejar de lado la expresion verbal. Se debe fortalecer el paso de una a otra

forma de representacion empleando diferentes contextos.
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Las tesis anteriormente expuestas presentan algunas orientaciones encaminadas a mejorar los
procesos de ensefianza y de aprendizaje del objeto matematico funcidn lineal, también ponen en
evidencia las dificultades que encuentran los estudiantes para la aprehension de este concepto
debido a la complejidad de su interpretacion, la dificultad para reconocer y articular las
diferentes representaciones y el modelar situaciones o fenémenos; de ahi que el propdsito
general del presente trabajo, sea apoyar este proceso investigativo a partir de disefiar indicadores
con los cuales se pueda evidenciar avances sobre el aprendizaje comprensivo de la funcion lineal
en situaciones de covariacion lineal, a partir de la adaptacion e implementacion de un conjunto
de tareas contextualizadas, en las cuales se utilizan distintas representaciones asociadas a dicho

concepto.
1.2 Faceta cognitiva de la comprension

El tema de la comprension, condiciona el modo fundamental de los conocimientos, los cuales
no pueden ser asociados a un estado dicotémico (todo o nada), sino a un continuo sin limites que
nunca llega a completarse, es decir, un continuo que no debe considerarse unidimensional sino
multidimensional, pues la comprension es una actividad privada, individual, en la que el sujeto
que comprende tiene la Gltima palabra y es, en este sentido, que el presente ejercicio
investigativo, refiere como afirma Perkins, la comprension como la habilidad de pensar y actuar
con flexibilidad a partir de lo que se conoce, lo cual se retoma de los trabajos que se mencionan a

continuacion, que son una aproximacion de diagndstico y evaluacion de la comprension.

Renddn (2009) fundamenta su propuesta investigativa en una descripcion analitica que
pretende resignificar conceptual y contextualmente la razon de cambio, mediante la aplicacion de
los fundamentos de la ensefianza para la comprension (EpC), los cuales establecen

metodoldgicamente un escenario flexible que relaciona un campo especifico del saber con un
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contexto significativo a los estudiantes, permitiendo, en este sentido, cambiar las perspectivas del
proceso de ensefianza aprendizaje, tratando de separar la experiencia del aula de los desarrollos
procedimentales y algoritmicos. La investigacion fue realizada con un grupo de estudiantes de
grado noveno (9°) de la Institucion Educativa Pedro Luis Alvarez Correa del municipio de
Caldas (Antioquia), con ellos se implementd una guia de actividades que vincul6 las
concepciones del cambio (cualitativo y cuantitativo) con situaciones reales. Para dar cuenta de
este logro, el analisis se realizd con la ayuda de herramientas metodologicas tales como el pre-
test y el post-test, las matrices de evaluacién y los mapas conceptuales. El aporte de Renddn, es
una clara evidencia que sustenta, la importancia de proponer innovadoras situaciones de analisis
para los estudiantes con el fin de describir sus logros, ubicandolos en los diferentes niveles de
comprension mediante la evaluacién de las nuevas relaciones conceptuales que ellos van
demostrando en el proceso. Este ejercicio investigativo llevé a Renddn a mostrar que los
alumnos alcanzan a reformular sus planteamientos, permitiendo una mejor integracion entre los
elementos tedricos y practicos de conceptos como razén de cambio, a partir de la aplicacion de

situaciones contextuales, apoyandose en representaciones de los registros graficos y numéricos.

Perkins (2010) en su articulo “Ensefiar para repetir o ensefiar para comprender” afirma que el
ejercicio a desarrollar de los docentes en el aula de clase debe dirigirse a que los estudiantes
comprendan y piensen en torno a lo que conocen y aprenden; un reto que desafia las practicas de
ensefianza, infestadas de costumbres fuertemente arraigadas, por tanto, es comun que los
profesores ensefien contenidos reducidos en su maxima expresion. Por esta razon, muchos
estudiantes no logran aplicar los conceptos adquiridos a otras situaciones posibles o analizar
hechos sin perspectiva historica. Perkins identificd, ademas, lo que él denomina "patrones

domesticados™ o rutinas pedagogicas tradicionales que no buscan desafiar y cuestionar a los
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estudiantes, sino mas bien, domesticar la repeticion de los conceptos adquiridos. De acuerdo al
investigador, "usualmente domesticamos tanto los contenidos como la forma de ensefiarlos v,
por ende, los aprendizajes no se dan por medio de la comprension”. Para hacer frente a esto,
Perkins plantea un cambio de mentalidad: fomentar que los estudiantes piensen y no sélo
conozcan. "Conocer es simplemente saber de un hecho, una efeméride. Hacerlos pensar, en
cambio, es generar una conversacion, dejar trabajar la intuicion respecto de algo™. Ensefiar
para comprender implica, ademas, redefinir lo que entendemos por comprensién: de un concepto
posesivo, asociado al saber a cabalidad un tema, a una comprension entendida como pensar, es
decir, flexible, "que no se trata de saber todo o mucho de algo”. "Pedir pensar en algo es muy

distinto a pedir demostrar conocimiento sobre hechos”

En este sentido el presente trabajo investigativo pretende proyectar la visién de David Perkins
sobre la comprension, con el fin de pedir a los estudiantes no solo que sepan si no qué piensen a
partir de lo que saben, demostrando un desempefio flexible, en el desarrollo de las actividades
que se proponen desde la secuencia didactica, las cuales, van mas alla de la memorizacion y la

rutina.
1.3 Estrategias de ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién como covariacion

El pensamiento variacional busca captar y modelar la covariacion de variables relacionadas
entre si, por ello es fundamental primero hablar de covariacion ya que esta propone estudiar la
relacion existente entre dos variables de manera que al tener en cuenta el aumento o la
disminucion de una de ellas se puede inferir el aumento o la disminucion de la otra, es decir, se
hace posible indicar la forma en que se relacionan y las formas en que covarian las variables
involucradas, por ello, en este trabajo de investigacion se proponen situaciones dinamicas de tipo

covariacional, que fundamentan la secuencia didactica, y permiten que los estudiantes pongan en
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juego distintas estrategias y procesos heuristicos que apuntan mas al desarrollo de competencias
que al abordaje simple de un tema, ya que redunda en la posibilidad de ensefiar la funcién desde
una perspectiva de dependencia y cambio sin la necesidad de acudir directamente al uso de
férmulas o definiciones. A continuacion, se retoman algunos de los trabajos, que, en diferentes
marcos temporales, han concentrado su interés, en el referente de covariacion, como una

herramienta did4ctica de ensefianza aprendizaje del concepto de funcion lineal.

Grueso y Gonzalez (2016) disefian y desarrollan una propuesta de aula para el estudio de la
funcion a través de situaciones de covariacion dentro de eventos dindmicos, con el propésito de
potencializar el desarrollo del pensamiento variacional a través de tareas covariacionales,
intentando dentro de dichas tareas estudiar el concepto de funcién a través del uso y la
articulacion de diferentes registros de representacion. Luego de la implementacion, realizaron
una caracterizacion y analisis de las actuaciones de los estudiantes segun los niveles de
covariacion propuestos por Carlson (2003), los sistemas matematicos de signos y los aspectos
matematicos involucrados. Dentro de los resultados pudieron corroborar la conveniencia de
estudiar la funcidn a través de situaciones problema de covariacion, igualmente la de ensefiar la
funcion desde una perspectiva de dependencia y cambio sin la necesidad de recurrir directamente
al uso de formulas o definiciones. Los autores proponen el estudio de la covariacion a partir de
situaciones problema reales, que realmente le permitan al estudiante desarrollar un pensamiento
de tipo variacional, en lugar de continuar su ensefianza bajo ideas netamente algoritmicas o
estaticas desde una perspectiva donde nos limitamos al uso de la formula, reemplazando valores
con la finalidad de llenar tablas que permitan realizar la representacion correspondiente en el

plano cartesiano, ya que con esto no existe un verdadero acercamiento al concepto de funcion.
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Gbmez (2015), pretendi6 profundizar en el analisis de las producciones escritas y verbales
realizadas por estudiantes de grado noveno, cuando abordan tareas asociadas al desarrollo del
pensamiento variacional y especificamente aspectos relacionados al reconocimiento de qué es lo
que cambia, como cambia y cuanto cambia, mediante la implementacion de tres tareas las cuales
corresponden a: ¢ Qué pasa si se reshala el 1apiz?, areas de los triangulos formados por el
movimiento del l1apiz y por ultimo hallando areas maximas y minimas; tareas que el investigador
manifiesta fueron seleccionadas de la literatura nacional, donde en cada una de ellas se
relacionan con el cambio y la variacion. Estas se desarrollaron en dos momentos, el primero en
forma de taller individual y el segundo en forma colectiva donde solucionaron las mismas tareas,
pero ahora apoyados en simulaciones concretas y simulaciones realizadas en el software
dinamico Geo-gebra. Este trabajo describi6 y analizo las caracteristicas relacionadas con el
desarrollo del pensamiento variacional, a partir de sustentar las diferentes acciones mentales y
niveles de razonamiento expuestas en el marco conceptual de Carlson (2003). El investigador
concluye que las tareas y la aplicacion de las mismas en situaciones dindmicas son herramientas
que permitieron contribuir en el desarrollo del pensamiento variacional, como también que las
tres tareas propuestas le permitieron describir, analizar e interpretar posibles caracteristicas del
mismo; sin embargo deja a consideracion para proximas investigaciones la necesidad de
replantear estas tareas 0 construir otras para asi orientar a los estudiantes a desarrollar la nocion

de razonamiento covariacional en lo que refiere a los N4 y N5 de este marco conceptual.

Garcia (2016) investiga a partir de un estudio de casos desde un enfoque cualitativo, el
desarrollo del razonamiento covariacional en estudiantes de secundaria en lo que se refiere al
aprendizaje de la funcion lineal, disefiando una serie de actividades a través del software Easy

Java Simulations y Geo-gebra, que le permitieran estudiar los niveles de razonamiento
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covariacional de los estudiantes de acuerdo al marco conceptual de Carlson (2003). Para el
disefio de las cuatro actividades de intervencion tuvo en cuenta que les permitiera a los
estudiantes ser conscientes de los fendmenos de variacion, a través de un proceso de

observacion, interaccion, interpretacion y anélisis, estas actividades son:

e Laprimera de estas, corresponde a una construccion en Geo-gebra, de los elementos que
conforman una funcion lineal a partir de su respectiva ecuacién, donde el estudiante
variaba el valor de cada elemento observando lo que sucedia en la representacion grafica,
su intencionalidad era, que los estudiantes analizaran lo que representa cada elemento en
una ecuacion de la forma y =mx + b.

e Lasegunda corresponde al disefio de siete estaciones, que dan cuenta de los diferentes
casos para hallar la ecuacion de una funcion lineal, donde se esperaba que los estudiantes
pusieran en practica los elementos conceptuales de la actividad uno, buscando verificar el
tratamiento que los estudiantes le daban a las diferentes situaciones en que se presenta la
funcién lineal, a partir de la variacion en sus elementos, cabe resaltar que lo de las
estaciones hace parte de la metodologia del colegio buscando gue cada estudiante trabaje
a su ritmo de aprendizaje.

e Latercera le brinda al estudiante la representacion de una moto y un deslizador para
cambiar la velocidad de esta, una vez el estudiante la manipula, obtiene la representacion
grafica de la situacion y la tabulacion de los valores obtenidos de acuerdo a la seleccién
de la velocidad realizada, buscando contextualizar una aplicacion del concepto de funcion
lineal desde la fisica.

e La cuarta se disefio a partir de la representacion grafica de un modelo de oferta-demanda,

de un producto especifico, con caracteristicas similares a la de la actividad anterior.
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Concluye que los estudiantes con los que se realizo la investigacion dieron principalmente
caracteristicas de niveles 2 y 3 en lo que se refiere al razonamiento covariacional y que también
presentaron variaciones en la habilidad para aplicar este razonamiento al analizar eventos

dindmicos.

Por su parte, los investigadores Henao, Marin, Montoya y Restrepo (2012) realizan un estudio
que indica que es posible y necesario abordar el razonamiento covariacional desde los primeros
afios escolares, pues estudian este topico en grado 5° dando cuenta de las distintas maneras en
que los nifios perciben la covariacion entre dos magnitudes correlacionadas en tareas que
involucran fendmenos de covariacién. Esta investigacion, consistio en un estudio de casos, que
empled un enfoque cualitativo, con el fin de identificar las caracteristicas del razonamiento
covariacional en 4 estudiantes de grado 5° en la IE Republica de Uruguay utilizando como
constructo tedrico el desarrollado por Johnson (2012) y Carlson (2003). En algunos de los
razonamientos de los estudiantes se evidencio que establecieron relaciones de tipo covariacional
entre las magnitudes implicadas en la actividad, dieron cuenta de que cambios particulares en
una magnitud producen cambios particulares en la otra y reconocieron cambios simultaneos e
interrelacionados (quiénes estan cambiando, como estdn cambiando, relaciones de dependencia e
independencia, qué permanece constante, implicaciones de una magnitud con respecto a la otra,
entre otros). Ademas, en lo concerniente a la razon de cambio, algunos estudiantes demostraron
que la estaban percibiendo a través de la comparacion de las dos magnitudes desde la
cuantificacion. Tambien, algunos de los razonamientos de los estudiantes se enmarcaron en la
percepcion de la tasa de variacion como el surgimiento de una tercera cantidad relacionada con
términos como velocidad, rapidez, ritmo rapido o ritmo lento. Este trabajo muestra la

importancia de describir las comprensiones de los estudiantes en sus procesos de desarrollo de la
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conceptualizacion de la covariacion, tanto en la educacion bésica primaria, como lo hicieron

estos investigadores, como en educacion secundaria (objeto del presente estudio).

Por su lado, Avila (2011) describe, en su trabajo investigativo, el proceso de razonamiento
covariacional asociado al concepto de funcion lineal y cuadratica abordado por medio del
software Geo-gebra Modellus. Este estudio tuvo en cuenta algunos elementos del enfoque
cualitativo y analizo el proceso de 3 estudiantes de grado décimo del colegio Vermont School
(noveno en el curriculo nacional) en el desarrollo de tres guias de trabajo que abordaban un
conjunto de situaciones que involucraban fendmenos de covariacion asociadas a la funcion lineal
y cuadrética. Con este estudio se identificaron las acciones mentales de estos estudiantes,
atendiendo a lo propuesto por Carlson (2003) y los procesos y comportamientos
pseudoanaliticos, segun Vinner (1997). Concluyen que los estudiantes con los que trabajaron las
diferentes actividades dieron cuenta principalmente de caracteristicas de nivel 3, debido a que la
mayor parte del andlisis dio muestras de la exteriorizacion de comportamientos que daban cuenta
de la coordinacion en la direccion de cambio y la cantidad de cambio de una variable que es
dependiente con los cambios de otra que se conoce como variable independiente; ademas en los
momentos que debian construir graficas, la mayor parte del tiempo se observé un razonamiento
lineal y la ubicacion de puntos y segmentos entre esos puntos. Estos rasgos dan cuenta
explicitamente de las acciones mentales (AM) propuestas por Carlson (1998) las cuales “desde el
marco conceptual de la covariacién proporcionan un medio para clasificar los comportamientos
que se pueden ver cuando los estudiantes se involucran en tareas de covariacion” entre ellas la
coordinacion del cambio de una variable respecto a la otra (AM1), el reconocimiento de la

coordinacion de la direccion del cambio de una variable respecto a la otra (AM2) y por ultimo
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las estimaciones respecto a la coordinacion de la cantidad del cambio de una variable respecto a

la otra (AM3).

Los trabajos de investigacion mencionados ilustran una manera distinta de abordar la
ensefianza de la funcién lineal desde la covariacion, donde se exponen situaciones dindmicas
alejadas de la metodologia tradicional, con el objeto de movilizar el pensamiento variacional de
los estudiantes. Dentro de las propuestas se evidencian avances significativos con respecto a lo
que los alumnos iban interiorizando a lo largo de las investigaciones. Las actividades y
resultados obtenidos se vuelven de gran utilidad para el disefio de nuevas situaciones que

aborden la covariacién y que tengan en cuenta las producciones de los estudiantes.
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2 PROBLEMA DE INVESTIGACION
2.1 Descripcién del problema

El proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion lineal no es fécil y prueba de
ello son las numerosas investigaciones que se han realizado en torno a este concepto matematico
y las propuestas de ensefianza que se han generado para contribuir a la comprension correcta de

este.

Pese a los esfuerzos investigativos en este campo, en las practicas de aula, por su parte, ain se
evidencia falta de empefio en llevar a cabo un proceso de ensefianza acorde a la complejidad de
este concepto. La funcion lineal se aborda desde una perspectiva de correspondencia o de
asignacion, obedeciendo a ideas netamente algoritmicas o estaticas que estan desligadas de
verdaderos contextos de interpretacion y anélisis. Es decir, se privilegia la aplicacion de
férmulas, el remplazo de valores de entrada, obteniendo valores de salida que pueden ser
resumidos en el llenado de tablas, que posteriormente son representados en el plano cartesiano;
como si llenar el tablero de célculos, férmulas y numeros reflejara un verdadero acercamiento a

este concepto matematico.
Zufiga (2009) afirma:

La representacién de funciones aun se reduce al trazado de la grafica de una funcion, dada una
expresion algebraica, representacion que se hace siguiendo unos pasos previamente determinados
(punto por punto, puntos de interseccion, asintotas, etc.) utilizando técnicas relativas a algoritmizar
el paso del lenguaje algebraico al gréfico. (p.14)

La perspectiva de ensefianza tradicional deja de lado el enfoque covariacional, desde el cual
se toma en consideracion “las actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con

respecto a la otra” (Carlson, 2003, p. 124). La perspectiva de la covariacion debe atender a
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situaciones que impliquen fenémenos dindmicos en los cuales el estudiante identifique qué
cambia, cdmo cambia, cuanto cambia y finalmente, relacion de un cambio de una variable
respecto al cambio en la otra. Este tratamiento normalmente no se tiene en cuenta en las
experiencias de aula. De modo que, el estudio de la funcion lineal debe implicar la relacion de

dependencia entre variables.

Por otro lado, algunas de las investigaciones realizadas en torno a la funcién lineal se centran
en las estrategias metodoldgicas o las formas de ensefiar este concepto. Sin embargo, también es
necesario estudiar la manera en que los estudiantes estan pensando las situaciones abordadas en
torno a este. Asi como la forma en que estan realizando su proceso de aprendizaje. Estudiar las
actuaciones de los estudiantes al abordar situaciones de covariacion se constituye en una
herramienta importante para las reflexiones y practicas de los docentes. Carlson (2003, p.19)
sugiere “la necesidad de monitorear el desarrollo de los estudiantes sobre la funcion y de sus

habilidades de razonamiento covariacional antes y durante su estudio del calculo”.

Ahora bien, no es frecuente que los docentes e investigadores indaguen sobre los desempefios
que los estudiantes pueden desarrollar en el abordaje de la funcion lineal desde una mirada
variacional. Dentro de este marco ha de considerarse que, como dijo Perkins, “para apreciar la
comprension de una persona en un momento determinado, pidanle que haga algo que ponga su
comprension en juego, explicando, resolviendo un problema, construyendo un argumento,

armando un producto” (1999, p.5)

Por las premisas anteriormente planteadas, se considera oportuno disefiar indicadores con los
cuales se pueda evidenciar avances sobre el aprendizaje comprensivo de los estudiantes,

alcanzado en el pensamiento variacional y mas especificamente en la covariacion lineal.
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De modo, que surge la siguiente pregunta que orienta el presente trabajo investigativo,

¢Qué comprensiones se observan en los estudiantes de grado noveno del Colegio Tomas

Carrasquilla IED, cuando analizan situaciones de covariacion lineal asociadas a eventos fisicos?
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2.2 Justificacion

El estudio de situaciones de covariacion lineal potencializa el pensamiento variacional, en
tanto fomenta habilidades cognitivas que son propias de este pensamiento. De acuerdo a lo
expuesto en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas (2006), el acercamiento a este
pensamiento puede darse en la Educacion Secundaria por medio del estudio del cambio, el cual
se realiza analizando fendmenos de variacion. Ademas, el desarrollo de este pensamiento les
posibilita a los estudiantes alcanzar mejores niveles de desempefio en la resolucion de problemas

sustentados desde el estudio de:

e Lavariaciéony el cambio
e Lamodelacion de procesos de la vida cotidiana,
e Lamodelacion de procesos en las ciencias naturales y sociales

e Lamodelacion de procesos en las matematicas

En el grado noveno del curriculo nacional esto se hace efectivo en el empleo de modelos

funcionales, para el caso del presente ejercicio investigativo, modelos de funcion lineal.

Es importante distinguir las funciones lineales de las no lineales y conectar el estudio de la
proporcionalidad directa con las funciones lineales. Es importante también tener en cuenta que
las funciones permiten analizar y modelar distintos fendmenos y procesos no sélo en problemas
y situaciones del mundo de la vida cotidiana, sino también de las ciencias naturales y sociales y

de las matematicas mismas (p.68)

De modo que las situaciones de covariacion lineal contribuyen al analisis de fendmenos en los
que intervienen magnitudes constantes y variables. Estas situaciones determinan que se puedan

identificar en las variables involucradas, lo que permanece constante, lo que cambia, como
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cambia y cuanto cambia, asi como las relaciones de dependencia e independencia de variables;
reconociendo que a incrementos constantes de una variable se producen incrementos constantes
en otra, hecho que no se valida para todo tipo de situaciones dinamicas, lo cual requiere de la
pericia del estudiante el detallar bajo qué condiciones se establece cada tipo de relacion lo que le

implica pensar variacionalmente.
Como afirma Roldan (2013),

la funcién lineal se constituye en excelente herramienta para estudiar y modelar problemas de
variacion. Las cantidades empleadas varian en tiempo, espacio, con otras cantidades, esta variacion
puede ser mas rapida 0 mas lenta, creciente o decreciente, sin embargo, mantiene tal ritmo de
variacién ante lo cual son facilmente identificables patrones y regularidades en ella. Estos aspectos
desarrollan significativamente el llamado pensamiento variacional. (p. 95)

Por lo tanto, es necesario que cuando se aborden situaciones de covariacion lineal, no se haga
de manera rutinaria y mecanica, partiendo de definiciones formales descontextualizadas que
carecen de sentido, haciendo analisis estatico del concepto. Mas bien, se hace indispensable el
uso de situaciones en las que por medio de la confrontacién de datos y diferentes
representaciones generen modelos de funcion lineal en los que elementos tedricos como el

intercepto con el eje Y, la pendiente y la razon de cambio cobren significado (Roldan, 2013).

Ahora bien, segtn lo propuesto por el MEN en los Estandares Basicos de Competencias
Matematicas, “el desarrollo del pensamiento variacional, dadas sus caracteristicas, es lento y
complejo” por lo cual en el presente trabajo se considera importante abordar la covariacion lineal
como actividad previa a la formalizacion del concepto de funcién lineal, aspecto que no se
estudia en esta investigacion. Investigaciones como la de Carlson (2003) sugieren que los
curriculos enfaticen un enfoque covariacional para el aprendizaje de funciones. El proceso de
covariacion, visto segun Saldanha y Thompson (1998), citado en Carlson, (2003) como

“mantener en la mente, de manera simultdnea, una imagen sostenida de dos variables de
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cantidades (magnitudes)” implica unas acciones mentales que movilizan el pensamiento

variacional.

Por otra parte, a nivel nacional el ICFES evalla a los estudiantes de grado noveno mediante la
prueba SABER 9° con el fin de medir los desempefios de estos en los componentes propios de
cada &rea, siendo en matematicas el pensamiento variacional uno de los que refleja dificultades

en el aprendizaje de conceptos y procesos basicos que se proponen en la misma.

También justifica este estudio los resultados de las pruebas saber grado noveno de la jornada
mafiana del colegio Tomas Carrasquilla IED correspondientes a los Gltimos tres afios. Es de
anotar que estos resultados corresponden al porcentaje de estudiantes que en la prueba no
contestaron correctamente lo referente a cada uno de estos aprendizajes, evidenciando asi
algunas de las dificultades que se tienen en la institucidn con relacion al desarrollo del

pensamiento variacional.

En lo concerniente a los aprendizajes relacionados a dicho pensamiento en cada una de las

tres competencias evaluadas encontramos: (ver tabla 1 en la pagina siguiente).

Teniendo en cuenta que la institucién debe generar estrategias que conlleven a mejorar dichos
aprendizajes dandole principal importancia a los que sobrepasan el 40%, es decir los que estan en
color naranja y rojo siendo estos los mas criticos, se considera que es necesario identificar la
manera como los estudiantes estan comprendiendo las situaciones de covariacién para asi ajustar
las practicas de ensefianza y contribuir a que los estudiantes logren obtener algunos elementos

que aumenten su nivel de comprension.

En la presente investigacion para hablar de comprension se utilizard como referente la postura

de Perkins (1999, p.5) quien aduce que esta se reconoce por medio del desempefio. Segun este
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autor, “la vision de la comprensién vinculada con el desempefio favorece el aprendizaje gradual

[...]Los desempeios exigen atencion, practica y refinamiento”. Por esta y todas las razones

expuestas anteriormente se considera oportuno estudiar los desempefios de los estudiantes

tomasinos de grado noveno en los cuales se puedan evidenciar avances en la comprension de la

covariacion lineal.

Tabla 1

Resultados pruebas SABER grado noveno afios 2015 - 2017 Colegio Tomas Carrasquilla IED

COMPETENCIA APRENDIZAJES POR MEJORAR 2015 2016 2017
No usa ni relaciona diferentes representaciones para 54% 38%

modelar situaciones de variacién

No identifica caracteristicas de gréficas cartesianas
en relacion con la situacién que representan

No reconoce el lenguaje algebraico como forma de
representar procesos inductivos

COMUNICACION No reconoce relaciones entre diferentes
representaciones de un conjunto de datos ni analiza

la pertinencia de la representacion

No establece relaciones entre propiedades de las
graficas y propiedades de las ecuaciones algebraicas

No identifica expresiones numéricas y algebraicas
equivalentes

No interpreta tendencias que se presentan en una
situacion de variacién

No interpreta ni usa expresiones algebraicas
equivalentes

RAZONAMIENTO No usa representaciones ni procedimientos en

situaciones de proporcionalidad directa e inversa

No verifica conjeturas acerca de los nimeros reales,
usando procesos inductivos y deductivos desde el
lenguaje algebraico

No resuelva problemas en situaciones de variacion
con funciones polinémicas y exponenciales en

contextos aritméticos y geométricos

RESOLUCION ) ]
No resuelve ni formula problemas a partir de un

conjunto de datos presentados en tablas, diagramas
de barras y diagrama circular

:

43% 68% 49%

41% 58%

28% 29% 35%

No — No g0
aplico aplico

64% 39% 46%

48% 58% 48%

No No
aplicé aplicé
NO 6106 70%
aplico
46% 69%
No ° 519
aplico aplicé

Datos tomados de la pagina del ICFES (Fuente: Elaboracion propia)
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2.3 Objetivo General

Describir las comprensiones que se observan en los estudiantes de grado noveno del Colegio

Tomaés Carrasquilla IED de covariacion lineal en eventos fisicos.
2.4 Objetivos especificos

e Disefiar e implementar una secuencia didactica que promueva la complejizacion de las
comprensiones de los estudiantes de la covariacion lineal en eventos fisicos
e (Categorizar y analizar las comprensiones que se observan de los estudiantes de la

covariacion lineal.
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3 MARCO TEORICO

El presente capitulo revela los elementos que conforman la fundamentacion tedrica de la
presente investigacion, en el cual se evidencia, el desarrollo histérico que ha tenido el concepto
de funcidn, para ello se hace énfasis especifico de los sucesos sujetos al cambio y al movimiento,
adicionalmente se exponen aspectos disciplinares del concepto de funcién que aportan elementos
importantes en los procesos de comprension y representacion. Al mismo tiempo desde las
consideraciones conceptuales asumidas, se expone la relacion del objeto matematico de estudio
con el pensamiento variacional y como se presenta este tema en el aprendizaje desde el enfoque

de comprension de Perkins.
3.1 Consideraciones historicas del concepto de funcion

En un amplio sentido, la importancia del concepto de funcion se debe a su enorme campo de
aplicaciones, ejemplo de ello son las leyes fisicas, que describen la forma en que ciertas
magnitudes dependen de otras cuando alguna de estas varian, este aspecto se percibe claramente
en el estudio del movimiento, la ley de Ohm, la ley de Hooke, la ley de la energia cinética entre
otras, las cuales se caracterizan por estar representadas mediante una sola formula que define la
correspondencia entre la variable dependiente e independiente asociadas a cada situacion

(Azcarate, 1996, p.18).

Este aspecto amerita ser ampliado desde una perspectiva historica con el propdsito de mostrar
el concepto de funcién como un mecanismo dindmico que articula la matematica, con otras areas
del saber, por tanto, a continuacion, los desarrollos que siguen se basan en los trabajos hechos

por Gomez (2011) y Sanchez (2016).
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Las nociones asociadas al concepto de funcion desde el estudio del movimiento, se pueden
rastrear desde la edad antigua con los griegos, quienes, desde los tiempos de Heraclito y Zenon,
habian considerado problemas asociados al movimiento, con aproximaciones cualitativas y
cuantitativas muy disociadas que no favorecieron definir una formulacion explicita del concepto

de funcién.

En la edad media (desde el final del imperio romano hasta el siglo XV) se debe referenciar el
trabajo desarrollado por los &rabes que, como es bien conocido, tomaron el relevo de los griegos
y permitieron que el legado de estos llegara a occidente y alli se gestara el interés de estudiar
fendmenos sujetos a cambio, y en particular del movimiento. Preguntas del tipo, por qué sopla el
viento, por qué la lluvia cae mientras el fuego sube o por qué los planetas brillan, aparecen junto
a otras muchas, que direccionan los intereses investigativos a buscar un modelo del universo que
permita responder a estas preguntas. No obstante, el paso adelante no se produjo tratando de
hallar directamente una respuesta a estos interrogantes, sino iniciando un nuevo camino
consistente en alterar el tipo de preguntas, asi en lugar de preguntarse, por qué cae una piedra
cuando la echamos al aire, se cuestiona como cae esta piedra, a qué velocidad. Este cambio,
junto a la progresiva aparicion de una ciencia experimental, permitird un acercamiento entre las
matematicas y las ciencias de la naturaleza, y sera la base del impulso que la ciencia sufrird a

partir del siglo X1V.

Las llamadas escuelas de filosofia natural de Oxford y Paris fueron dos de los principales
nucleos de desarrollo de la ciencia en la edad media, tuvieron su mayor florecimiento durante el
siglo X1V, influenciadas por pensadores como Roger Bacon (1214 - 1294), quién considerd las
matematicas griegas como un instrumento esencial para el estudio de los fendmenos de la

naturaleza, estudio el movimiento local no uniforme partiendo de las doctrinas aristotélicas,
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Robert Grosseteste (1175 — 1253), quien analiz6 bajo la terminologia propia de estas doctrinas
fendmenos como luz, calor, densidad, velocidad que pueden poseer varios grados de intensidad.
Empiezan a aparecer conceptos fundamentales como cantidad variable, entendida como un grado
de cualidad, velocidad instantanea o puntual, y aceleracion, todos ellos intimamente ligados al
concepto de funcion. Nicolas Oresme (1323 - 1382) principal representante de la escuela
francesa, continud el estudio sobre los fendbmenos que cambian y abrié una nueva via al proponer
una aproximacion geométrica, frente a los estudios cinematico-aritméticos desarrollados hasta

aquel momento (Vargas, 2011).

Cerca de tres siglos después, periodo comprendido entre el siglo XV y el XVIII se presento la
época mas fecunda para la formacion del concepto de funcion, puesto que en él vivieron, entre
otros, Galileo quien expreso las leyes del movimiento e incluy6 en ellas el lenguaje de
proporciones y a la vez las relaciones inversa y directamente proporcionales. Descartes, quien
desarroll6 el concepto de funcidn en forma analitica al representar una curva por medio de una
expresion algebraica, fue el primero en poner en claro que una ecuacion de X e Y es una forma
de mostrar dependencia entre cantidades, en donde los valores de una pueden calcularse a partir
de los valores de la otra. Newton, se apoyo principalmente en el método de las tangentes de
Descartes, considerd una tangente como la posicion limite de una secante, pues, aclard que, si los
puntos de interseccién con la curva estan separados uno de otro por un pequefio intervalo, la
secante distara entonces de la tangente un pequefio intervalo. Newton también introduce la
nocion de la diferencial designada por la palabra “momento” la cual es producida por una
cantidad variable llamada “genita” que es considerada como variable e indeterminada y que
aumenta o decrece mediante el movimiento continuo; esto se constituye en una aproximacion al

concepto de funcion. Leibniz describe una funcion como una cantidad formada de alguna manera
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a partir de cantidades indeterminadas y constantes, considera que el calculo de variaciones es la
teoria matemaética que se desarroll6 mas en conexién al concepto de funcion. Gregory, a partir de
la clasificacion realizada por Descartes de las curvas geométricas y mecanicas, distingue entre
funciones algebraicas y trascendentes, ademas da la primera definicion explicita de funcion:
“Una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante una sucesion de operaciones
algebraicas o mediante cualquier operacion imaginable”. Con esto sugiri6 la necesidad del paso
al limite cuya contribucion, desde distintos puntos de vista, daria lugar al nacimiento primero de
la geometria analitica y luego al calculo infinitesimal, con el consiguiente progreso para el
estudio de las funciones que permitira la aparicion de las primeras definiciones del término

funcidn (Vargas, 2011).

De esta manera el analisis histérico del concepto de funcidn sugiere tener presente las
nociones de variacion y cambio en el disefio de situaciones para la construccion del concepto

mencionado (Vargas, 2011).

Por tal razén, se validan todas las anteriores sugerencias en el disefio de las situaciones
din&dmicas de tipo covariacional expuestas en la unidad didactica. (Ver tabla 2 en la pagina

siguiente).
3.2 Concepto de funcién

Las diferentes definiciones dadas al concepto de funcidn a través de la historia han cambiado
producto del interés y solucion de problemas de las ciencias como la fisica. La evolucion de las
definiciones cre6 una tension entre formalismo y utilidad debido a que plantear definiciones
bastante intuitivas provenientes de tales problemas carecen de formalidad, plantear definiciones
con alto nivel de formalismo y consistencia alejan tal definicion de la utilidad frente al problema,

por hacerse mas generales. (Roldan, 2013, p.31).
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Tabla 2
Historia del concepto de funcién
EPOCA DEFINICION

Cualquier relacion entre variables

Siglo

VI Una cantidad obtenida de otras cantidades mediante operaciones algebraicas o cualquier otra
Cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva
Cantidades formadas usando expresiones algebraicas y trascendentales de variables

Siglo Cantidades que dependen de una variable

XVIII Funcion de cierta variable como una cantidad que esta compuesta de alguna forma
Cualquier expresion util para calcular

Siglo Correspondencia entre variables

XIX Correspondencia entre un conjunto A y los nimeros reales
Correspondencia entre dos conjuntos

Siglo Correspondencia entre dos conjuntos

XX Conjunto de pares ordenados

Tomada de Garcia 2012

En este sentido es de anotar que la definicion del concepto de funcién no puede ser concebida,
bajo ningun punto de vista como una tarea terminada y formalmente estructurada, pues hace
parte de un proceso de redefinicion y ajuste constante, sujeto a los intereses de aplicacion del

concepto, ejemplo de ello, se hace evidente en la siguiente postura:

Diaz (2013) afirma, que analizar el proceso historico que ha experimentado el concepto de
funcidn, proporciona evidencias acerca de que, la ensefianza del concepto de funcién ha
experimentado un desarrollo analogo al historico, por tal razon, algunas de las dificultades que
experimentan los estudiantes con el concepto de funcion, se parecen a las ideas que tenian los
matematicos del siglo XVIII. También pone de manifiesto las diferentes formas bajo las cuales
se ha revelado el concepto de funcion, y los obstaculos epistemolégicos significativos ligados a
su desarrollo histérico. Permitiendo obtener algunas ideas que definieron parametros claves en el

disefio de las situaciones fisicas de covariacién. Entre ellas se mencionan las siguientes:
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e Debemos buscar que el estudiante se interese en la explicacién de los cambios y, en
encontrar regularidades entre los cambios.

e Los estudiantes deben de ser capaces de decir no sélo qué cambia, sino también como
cambia.

e Se deben utilizar los métodos de interpolacion para el uso y construccién de tablas
numéricas, ya que estas proporcionan contextos matematicos dentro de los cuales se

obtienen niveles mas profundos de la nocion de funcién.

Por consiguiente, para el presente ejercicio investigativo valoramos el concepto de funcién
que subyace a la nocion covariacién y que pone de manifiesto la funcién desde la consideracion
de fendmenos de cambio y variacion, es decir, el acercamiento al concepto de funcion desde un
punto de vista dinamico, donde la dependencia entre variables debe primar sobre las reglas de

asignacion o correspondencia.
3.2.1 Representaciones de la funcién

La didactica en las matematicas sustenta la implementacion de diferentes formas de
representacion (iméagenes, dibujos, gréaficas, tablas, simbolos), como una herramienta sélida que
garantiza, la comprension de un objeto matematico que por naturaleza propia es abstracto e
intangible. En este sentido, los procesos de conceptualizacion requieren del uso de diferentes

sistemas de representacion, ya sea algebraico, geomeétrico y grafico, entre otros.

D’ Amore (2004) declara, que “todo concepto matematico requiere de representaciones, ya
que no se dispone de objetos para presentar en su lugar, por ello la construccién del concepto
debe darse sobre el transito entre registros representativos”, bajo esta inferencia un objeto
matematico puede ser interpretado desde sus diferentes relaciones de representacion las cuales

configuran su significado.



El concepto de funcidn lineal como ente abstracto, posee diversas representaciones

semioticas para facilitar su comprension, sin embargo “el objeto representado puede variar

segun el contexto o el uso de la representacion: en el caso de un gréfico cartesiano puede

representar una funcion o el conjunto solucion de una ecuacién algebraica”. (Godino J. 2003,

p.53). Lo cual parece confirmar, que la comprension es el resultado de la conexion entre

diferentes representaciones, las cuales otorgan significado al objeto matematico.
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En consecuencia, es fundamental caracterizar, que la funcion lineal como concepto dinamico

por naturaleza, posee multiples representaciones en diferentes registros, los cuales se evidencian

en el cuadro que se expone a continuacion.

Tabla 3

Tipos de representacion de la funcién.

TIPO DE ,
REPRESENTACION

DESCRIPCION

Verbal

Registro tabular

Grafico

Algebraico

Simbdlico de los conjuntos

Figural

Iconico

La funcion lineal presenta como representacion una descripcion en lenguaje
natural, si se desea estudiar un fendmeno o resolver una situacion problema
que requiera ser modelado con una funcion, generalmente se tiene una
descripcion en lenguaje natural.

La funcion lineal es representada por medio de una tabla de valores, en la
cual se ponen en correspondencia las variables; sin embargo, tiene las
limitaciones de la continuidad ya que se pueden incluir un nimero finito de
valores.

Una funcién lineal se puede representar por medio de una linea recta
(Continua o no) en el plano cartesiano.

La funcion lineal se representa por medio de una expresion algebraica o
formula, que permite calcular la imagen f(x) para toda x correspondiente al
dominio de la funcién.

La funcion lineal se representa, como un conjunto de pares ordenados, que
para su ensefianza se prefiere expresarlo por extension y no por comprension
por su alto nivel de abstraccién.

Hace mencion a la relacién de correspondencia entre los elementos del
conjunto de partida, llamado también el dominio y el conjunto de llegada,
Ilamado rango de la funcion.

Asume la funcion como una “maquina”, posee una entrada a la que se le
suministran unos datos y una salida en donde se obtiene un valor.

Adaptada de Garcia 2012
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Por lo tanto, como sustento de la presente investigacion validamos los siguientes
planteamientos de Duval (2006) y D’ Amore (2004), quienes determinan la conversion? de
registros de representacién como actividad fundamental para la aprehension de los objetos
matematicos, en este sentido la comprension del concepto de funcion se apoya en la

coordinacion de al menos dos registros de representacion.
3.2.2 Razb6n de cambio

El matematizar y cuantificar los fendmenos es respuesta a la necesidad de predecir futuros
comportamientos en los mismos, lo cual sustenta la definicion de un modelo de aproximacion,
que dé cuenta de la relacion entre los cambios de las variables asociadas a un evento del contexto
real, dicho cambio de orden cuantitativo representa las relaciones de dependencia, entre las
variables asociadas a la situacion y como afirma Renddn (2016), estas relaciones pueden ser
representadas de diferentes formas,? entre ellas las mencionadas en la tabla 4 (ver en la pagina

siguiente).

Segun Renddn (2009), la razén de cambio se matematiza mediante el calculo, que se considera
como la rama de las matematicas que realiza las operaciones necesarias para prever un resultado
de una accion previamente concebida, o conocer las consecuencias que se pueden derivar de

unos datos previamente conocidos.

"La razén de cambio se define como un cociente incremental o de diferencias". El cociente es

definido como el cambio o diferencia en el eje Y dividido por el respectivo cambio en el eje X,

Z.Conversion seguin (Duval 1999) es una actividad cognitiva que consiste en la transformacién de una representacion propia
de un registro en otra representacion perteneciente a otro registro de representacion
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reconociendo que el cambio se establece hallando la diferencia entre una magnitud final con una

inicial. Usando la notacion moderna puede escribirse como:

Tabla 4

Ay y2-—yl
Ax  x2—x1

Tipos de representacion de la razén de cambio

TIPO DE REPRESENTACION

DESCRIPCION

Geométrica

Tabular

Algebraica

Grafica

Aparece cuando las magnitudes involucradas en la situacion de
cambio se asocian con longitudes de segmentos.

Aparece cuando se esta en capacidad de producir diferentes
medidas de las magnitudes involucradas en la situacion de cambio.
Se puede hacer un estudio de esos datos para encontrar patrones de
regularidad. Los patrones de regularidad o los métodos de
regresion permiten encontrar expresiones algebraicas que
condensan el comportamiento de las variables involucradas y que
se ajustan a los datos que sobre los mismos se tienen.

De acuerdo a los patrones de regularidad encontrados en la tabla se
pueden establecer expresiones algebraicas que condense toda la
informacidn acerca de la situacién de cambio. Las propiedades
algebraicas de las expresiones permiten encontrar aspectos del
comportamiento de las variables relacionadas en el problema de
estudio

Se hace mediante la representacion en el plano cartesiano, con un
sistema de coordenadas cartesianas de los datos de la tabla que
consignan las mediciones de las magnitudes involucradas. Se
puede asi mismo producir la grafica a partir de las expresiones
algebraicas que se obtuvieron de la tabla. Entonces se diferencian
las variaciones lineales, cuadraticas, clbicas y asi sucesivamente.

Adaptada de Rendén 2016

Es de gran importancia resaltar que para el presente ejercicio investigativo la razén de cambio

es considerada criterio de analisis, puesto que dota la secuencia didactica de un significado

contextual, al enunciar relaciones significantes entre las variables que determinan las relaciones

de correspondencia, propuestas en las situaciones de tipo covariacional.

Por otra parte, es de aclarar que la razon de cambio es constante para las representaciones

gréficas correspondientes a la funcion lineal y es variable para las demas formas de
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representacion grafica (cuadratica, cibica, exponencial...). Por “constante” se entiende que el
valor de la razon de cambio siempre es el mismo y se asocia a aquellas situaciones de variacion
que relacionan incrementos iguales en una de las variables respecto a incrementos iguales de la
otra variable, del mismo modo la raz6n de cambio asocia valores diferentes cuando a variaciones
iguales de una variable no se determinan las variaciones iguales de la otra variable, tal como se

expone en las cuatro situaciones de analisis de la secuencia didactica.
3.3 El pensamiento variacional en el concepto de funcion

De acuerdo con la propuesta de los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y los
Estandares Basicos de Competencias Matematicas (2006), el desarrollo del pensamiento
variacional tiene un alto nivel de trascendencia para los estudiantes. Como su nombre lo indica,
este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la
caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion,
modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbdlicos, ya sean verbales,
iconicos, gréaficos o algebraicos. Uno de los propdsitos de cultivar el pensamiento variacional es
construir desde la educacién basica primaria distintos caminos y acercamientos significativos
para la comprensién y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas
analiticos, para que en el momento de analizar fenémenos que relacionan procesos de variacion,
que pueden ser representados en diferentes registros, los jovenes alcancen niveles de desempefio

flexibles.
3.3.1 Pensamiento variacional desde Vasco

Vasco (2006) investigador en el ambito educativo, ha realizado aportes significativos al campo
matematico en lo que refiere al pensamiento variacional, describiendo este pensamiento como

una manera de pensar dindmica, donde se producen sistemas que relacionan sus variables de tal
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forma que covarian en la obtencién de un modelo, sefialando asi la modelacién matemética como
principal propoésito del pensamiento variacional. Desde esta perspectiva el pensamiento
variacional apunta a la construccion mental de relaciones y patrones que presentan las variables
que covarian entre si, por lo cual, argumenta que es importante que el estudiante identifique en
diferentes contextos lo que varia, lo que se mantiene constante y las regularidades que se
presentan en esos procesos Y asi sea posible indicar la forma en que se relacionan las variables y

las formas en que covarian las mismas.
3.3.2 El estudio de la variacion desde el razonamiento covariacional

Algunos autores han reflexionado sobre la importancia de analizar patrones de cambio en
varios contextos, para que los estudiantes comprendan las diferentes situaciones en las que
interviene el fendbmeno de la covariacion. De ellos hemos tenido en cuenta las consideraciones

hechas por:

Carlson et al. (2003), quien define el razonamiento covariacional como “las actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p.124). Quien a su vez cita a
Saldanha y Thompson (1998), quienes describen la comprension de la covariacion como
“mantener en la mente, de manera simultanea, una imagen sostenida de dos valores de
cantidades (magnitudes)” (p.298), manifestando que esta actividad mental implica la
coordinacion de las dos cantidades involucradas en la situacion, donde se hace necesario un
seguimiento al valor de cada cantidad y de esta forma, darse cuenta de que la otra cantidad

también tiene un valor en cada instante.

Carlson considera que a partir de este punto de vista las imagenes cobran gran relevancia al

momento de generar una idea de covariacion, como también que son evolutivas, definiendo asi
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unos niveles de razonamiento covariacional los cuales emergen en una sucesion ordenada de

estas imagenes mentales.

Para Confrey y Smith (1995), un enfoque de covariacion que tenga como fin crear y
conceptualizar funciones, incluye la formacion de vinculos entre los valores del dominio de una
funcion y los de su recorrido. En el caso de las tablas, esto incluye la coordinacion de la
variacion en dos o mas columnas mientras se recorre la tabla de arriba a abajo (Confrey y Smith,
1994). Tanto Confrey y Smith (1995) como Thompson (1994) describen la accién de coordinar

como fundamental para el razonamiento acerca de las relaciones funcionales dindmicas.

Por su parte, Posada y Villa (2006), proponen una aproximacién variacional a la funcion
lineal; en sus investigaciones estos autores llaman la atencidn sobre la necesidad de que
converjan elementos asociados a los sistemas de representacion y a la modelacién matematica.
Asi mismo, cuestionan el excesivo énfasis que se hace en la definicién algebraica de la funcion
lineal en la introduccidn al concepto de funcidn; estudiar este concepto de esta manera no

siempre permite interpretar factores asociados a la variacion.

La covariacion, entendida como la comparacion de dos valores de una magnitud respecto a dos
valores de otra, ha sido ejercicio de reflexion para esta investigacion ya que representa una
alternativa dindamica de abordar el tema de funcién, ademas es un mecanismo que posibilita de
herramientas a los estudiantes para ser capaces de analizar patrones de cambio en varios
contextos, del mismo modo les permite desarrollar una “comprension mdas profunda de las
maneras en que los cambios en las cantidades se pueden representar matematicamente”
(NCTM, 2000, p. 305) posibilitando afianzar habilidades de interpretacion de modelos de

eventos dinamicos (Kaput, 1994; Rasmussen, 2000).
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Por lo anterior se identifican algunas consideraciones conceptuales que seran sustento tedrico
para fundamentar el disefio de las actividades de comprension que se generan en la secuencia

didactica, propuesta desde el presente trabajo investigativo:

Razonamiento covariacional: segin Carlson, Jacobs y Larsen, (2001), son las actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las

formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra.

Razon de cambio: de acuerdo con Thompson (1998), una imagen madura de razén involucra
lo siguiente, la construccion de una imagen de cambio en alguna cantidad, la coordinacion de
imagenes de dos cantidades y la formacion de una imagen de la covariacién simultanea de dos

cantidades.

Comprension en la covariacion: Saldanha y Thompson (1998), describen la comprension de la
covariacion como “mantener en la mente, de manera simultanea, una imagen sostenida de dos
valores de cantidades (magnitudes)” (p. 298). Esta actividad mental involucra la coordinacion de
las dos cantidades, es decir, hacer seguimiento al valor de cada cantidad y darse cuenta de que la
otra cantidad también tiene un valor en cada instante. En esta teoria, las imagenes de covariacion
se consideran como algo que se desarrolla y tal desarrollo pasa de la coordinacién de dos
cantidades a las iméagenes de la coordinacion continua de ambas cantidades para un lapso

determinado.
3.4 La comprension en el concepto de funcion

La ensefianza y el aprendizaje con comprension son sin lugar a duda uno de los principales
intereses que se pretenden alcanzar en el aula de clases, por tanto suelen admitirse como

objetivos deseables y prioritarios, tanto en matematicas como en cualquier area del saber, lo que
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ha impulsado una corriente investigativa que se ocupa esencialmente del desarrollo de la
comprension en la ensefianza de las matemaéticas, para lo cual ha sido premisa fundamental
reconocer la construccion de conocimientos no s6lo como resultado de procesos cognitivos
internos del estudiante, sino que también como consecuencia de un componente externo
sociocultural que condiciona los alcances del aprendizaje. Por tanto, el estudio de la comprension
ha dado lugar a programas de ensefianza experimentales (Carpenter, Fennema et al., 1999),
proyectos curriculares orientados a garantizar un aprendizaje comprensivo (Gofii, 2000) y
enfoques, como los que se presenta en este documento, que prefieren dar un rodeo a tan
importantes y complejas cuestiones para centrar su atencion en los efectos observables, en las

manifestaciones externas y en su interpretacion.
3.4.1 La comprension desde diferentes autores

La nocién de comprension adopta distintos significados segln el contexto en el que es

utilizada, a continuacion, se exponen diferentes concepciones de este objeto:

Sierpinska (1990) define la comprension como un acto que esta inmerso en un proceso de
interpretacion, y que se desarrolla en forma dialéctica entre conjeturas cada vez mas elaboradas,
sefiala también que la comprensién trae consigo un nuevo modo de conocimiento, asi que se
puede clasificar ésta en funcion del conocimiento que produce, y propone cuatro categorias
mentales. Identificacidn: este acto consiste en una percepcion repentina de objetos que
pertenecen a la denotacién del concepto (relacionados con el concepto en cuestion) o a la
identificacion de un término como poseedor de un status cientifico. Discriminacion:
diferenciacion entre dos objetos, propiedades o ideas que se confundian antes. Generalizacion:
consiste en darse cuenta de que algunas condiciones no son esenciales o de la posibilidad de

extender el rango de aplicaciones. Sintesis: consiste en adquirir relaciones entre dos 0 mas
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propiedades, hechos u objetos y organizarlos en un todo consistente. En este sentido se puede
aseverar que la investigadora, percibe el fendmeno de la comprensién como un concepto
condicionado a las formas de conocimiento, las cuales no son estaticas y de manera particular las
relaciona con lo que Bachelard y Brousseau (1983) denominaron obstaculos epistemoldgicos, es
decir, la comprensién que un sujeto tiene de un concepto es siempre un obstaculo
epistemoldgico, porque esa forma de conocimiento es parcial; el modelo funciona para algunas
situaciones matematicas pero no para otras. Cuando el sujeto vive las experiencias
contradictorias y se ve forzado a reorganizar sus formas de conocimiento tiene lugar un acto de
comprension significativo (Gomez, 2000). En este orden de ideas es claro entender por qué
Sierpinska consider6 la comprension y los obstaculos como las dos caras de la misma moneda,
una es la parte negativa, los obstaculos, puesto que presta atencién a lo que es erréneo, mientras
que la otra, la comprensidn, es la parte positiva puesto que busca nuevas formas de
conocimiento, por tanto algunos actos de comprensién, pueden ser catalogados como actos de
superacién de obstaculos y otros se convierten en actos de adquisicion de nuevos obstaculos.
Para ella, una descripcion de actos de comprension de un concepto matematico deberia
completarse con una lista de obstaculos epistemoldgicos relacionados con el concepto, aportando

asi méas informacion sobre su significado.

Davis (1992) presenta una teoria acerca de como se produce el fendmeno de la comprension
utilizando la conocida metafora del puzzle. El autor considera que las ideas son como piezas de
un puzzle, que llegan a ser Utiles y cobran sentido s6lo si encajan en un conjunto de piezas

previamente combinadas entre si para formar una imagen coherente.

Hiebert y Carpenter (1992) consideran otro modelo, ampliamente aceptado y calificado por

algunos autores como concepcion fundamental, que considera la comprension como resultado de
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establecer conexiones entre representaciones cognitivas, que garanticen, siempre a partir de datos
reales obtenidos mediante instrumentos concretos, una informacion dtil, valida y fiable y una
valoracion de la comprension ajustada a la realidad cognitiva de los sujetos, es decir, la
comprension del conocimiento matematico se presenta en la propuesta representacionalista como
una cuestién especialmente critica y débil que puede ser superada con enfoques operativos
basados, entre otros aspectos, en las caracteristicas del conocimiento matematico y en el

acercamiento permanente a la realidad.

Comprensiéon «~~~77=~~ -<

o Representacion Externa

Representacion InternaJ

Figura 1 Elementos y relaciones intervinientes en la relacion comprension-representacion segun la vision
representacionalista (Fuente: Tomado de Gallardo2004)

Se trata de una aproximacion que aparece mas completa en algunos estudios desarrollados en
el seno del Grupo de la SEIEM “Pensamiento Numérico” (Romero, 2000) y que presenta cierta
similitud en lo fundamental con la nocién de comprensién asociada a las practicas personales y a
los significados del conocimiento matematico (Diaz, 2000). Otros autores destacan también la
faceta cognitiva de la comprensién (Resnick y Ford, 1990; Skemp, 1993; Gusev y Safuanov,

2000).

Boix y Garner (1999), sugieren que la comprension existe y adquiere calidad cuando se hace
buen uso de los conceptos, teorias, narraciones y procedimientos en las artes y las ciencias,
donde el sujeto debe ser capaz de comprender la naturaleza del conocimiento para resolver

problemas, obtener resultados, tomar decisiones y transformar su entorno.
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English y Halford (1995) también consideran la comprension de un topico matematico como
el proceso consistente en la elaboracion de una representacion o modelo mental que incluya las
relaciones esenciales que lo caracterizan. Cada sujeto elabora su propio modelo mental en
funcion de las relaciones particulares que sea capaz de representar internamente. Tal como

subrayan los autores:

La esencia de comprender un concepto es poseer una representacion mental o modelo mental que
verdaderamente refleje la estructura de este concepto. [...] comprender el nimero es tener un
modelo mental de él que incluya todas las relaciones esenciales de los nimeros, al menos en el
dominio donde el concepto es utilizado. (p. 57)

Pirie y Kieren (1989) exponen las principales caracteristicas de una teoria sobre comprension
en matematicas a la que denominan “recursion trascendente”. El interés se centra en el estudio de
la evolucion de la comprension en los sujetos, para lo que proponen un modelo de ocho niveles
potenciales (Pirie y Kieren, 1994) con el que pretenden representar o describir esta evolucion. Su

concepcidn la expresan del siguiente modo:

La comprensién matematica puede ser caracterizada como nivelada, pero de forma no lineal. Es
un fenémeno recursivo y la recursion sucede cuando el pensamiento se desplaza entre niveles de
sofisticacion. En realidad, cada nivel de comprension esta contenido en niveles sucesivos.
Cualquier nivel particular depende de las formas y procesos de dentro y, ademas, esta obligado por
los de fuera (p. 8)

Posada (2006) define la comprension de la nocion de funcién como un campo problematico
que sugiere un trabajo donde se requiere de diversos factores, entre ellos, un reconocimiento de
los principales obstaculos epistemoldgicos a los cuales se ve enfrentado un estudiante cuando
inicia sus estudios acerca del concepto de funcion, tener presente la importancia que dicho
concepto representa para la modelacion de fenomenos de variacion y el papel que desempefiaron

estos fendmenos en la construccion y posterior formalizacion del concepto de funcién.

Desde cada una de las posturas de estos autores se resaltan aspectos importantes y

significativos al momento de teorizar en la comprension, en donde de manera general mencionan
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que cada sujeto es quien elabora su propio modelo mental de un determinado elemento a partir
del conocimiento que este tiene, y que durante el proceso de aprendizaje el sujeto se ve forzado a
reorganizar sus formas de conocimiento dando lugar a la comprensién, la cual es la finalidad de
todo proceso, en este caso, del proceso de aprendizaje. Aungue todos los aportes son

importantes, nuestra investigacion no se apoyara en ninguno de ellos.
3.4.2 La comprension segun Perkins

Para el desarrollo de esta investigacién se ha considerado el enfoque propuesto por David
Perkins respecto a su concepcion de la comprension, la cual ha delimitado la formulacion de
cada una de las categorias de analisis propuestas, pues es la comprension la que permea de
significado las estrategias y procedimientos que subyacen de cualquier tipo de practica
educativa, en este sentido lo que se busco fue visibilizar las habilidades de pensamiento
relacionadas con el analisis de situaciones de tipo covariacional, situaciones que como sugiere
Perkins relacionan actividades creativas en la que los estudiantes van mas alla de la informacion
suministrada demostrando actividades de comprensién que involucran la capacidad de hacer util

el conocimiento adquirido.

Segun Perkins (1999), la comprension es la “habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a
partir de lo que uno sabe. Para decirlo de otra manera, la comprension de un tépico es la
“capacidad de desemperio flexible” con énfasis en la flexibilidad. De acuerdo con esto, aprender
para la compresion es como aprender un desempefio flexible, mas parecido a aprender a
improvisar jazz, mantener una buena conversacion o trepar una montafa, que, a aprender la tabla
de multiplicar, las fechas de los presidentes o que F=MA. Aprender hechos puede ser un
antecedente crucial para el aprendizaje para la compresion, pero aprender hechos no es aprender

para la comprension. Esta idea de la comprension vista desde el desempefio contrasta con otra
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vision de la comprensidn preeminente tanto en nuestro lenguaje cotidiano como en la ciencia
cognitiva. A menudo pensamos la comprension como algun tipo de representacién, imagen o
modelo mental que tiene la gente. Cuando logramos comprension decimos: “lo tengo”. La
comprension es algo que se posee mas que la capacidad de realizacion”. En palabras de Perkins

hay un verdadero problema aqui identificar ; Cual concepcion es mejor y por que?

Este dilema puede ser abordado desde un sinnimero de percepciones, las cuales orientan, la
observacion, diagndstico y posterior valoracion de la comprension, pero nos parece acertado

poner fin a esta dicotomia a partir de relacionar la presuncion de Perkins.
3.4.2.1 La comprension como desempefio flexible

Este enfoque de comprension, puede ser facilmente relacionado con la evidencia observable
de la comprensidn, pues el estudiante lo demuestra cuando es capaz de desempefiarse
flexiblemente con relacion al objeto de estudio, es decir, cuando manifiesta la capacidad de
justificar, extrapolar, vincular y aplicar lo aprendido exhibiendo la posibilidad de ir méas alla del
conocimiento y de la habilidad rutinaria. De esta forma el desempefio flexible, orienta
producciones de comprension y esta relacionada con las diferentes experiencias y desarrollos que
se despliegan de la capacidad de reflexién de los diferentes topicos y disciplinas de estudio que
vinculan diferentes exigencias, las cuales permiten categorizar niveles en la comprension. En
efecto, Perkins (1999) suscita, “por definicion los desempefios de comprensién son actividades
que van mas alla de la memorizacion y la rutina. Un desempefio de comprension siempre nos

obliga a ir mas alla”.
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3.4.2.2 La comprensién como representacion

La vision representacional de la comprensidn, contrasta con la vision del desemperio flexible,
pues establece un vinculo sélido entre la percepcidn y la comprension, que se justifica desde la
presuncion de ver las comprensiones, de ahi que sea muy comun afirmar, frases como: “veo lo
que dices”, “veo a través de ti”, “veo la respuesta”..., en este sentido la comprension como
representacion exige alcanzar una visién mental que capta lo que ha de comprenderse, asi los
modelos conceptuales son relacionados con diferentes representaciones como esquemas,
modelos o imagenes, entonces puede decirse que la comprension desde el enfoque
representacionista, se sustenta en la posesion de una estructura mental que relaciona la

representacion adecuada, mientras que para el desempefio flexible la representacion es solo una

percepcion, ya que la comprension se fija en la propia capacidad de realizacion.

Por lo anterior, vale la pena aclarar que el desarrollo de esta investigacion busco corroborar la
percepcion de Perkins de la comprensién como un desempefio flexible, pues el afirmar que un
sujeto comprende de algiin modo o en cierto grado u determinado conocimiento, requiere
implicitamente un uso consciente e intencionado de dicho conocimiento. Este uso podré ser
diferente en cada caso, dependeréa de la situacion problematica a la que se esté enfrentando por lo
que la determinacion de campos situacionales cobra en este punto especial importancia, en
palabras de Perkins (1999) “solo es posible retener, comprender y usar activamente el
conocimiento mediante experiencias de aprendizaje en las que los estudiantes reflexionan sobre

lo que estan aprendiendo y con lo que estan aprendiendo”.

En este sentido, se puede inferir que hay comprension cuando el estudiante pone a prueba sus

habilidades cognitivas mediante la exploracion de nuevos caminos para resolver una situacion
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que le interesa, a partir de ir mas alla, inquirir, indagar y buscar mayor claridad en las respuestas

a sus preguntas, tomando riesgos intelectuales que desafien sus concepciones previas.
3.4.3 La comprension como fundamento tedrico de las categorias de andlisis

Para la formulacion de las categorias de andlisis se consideraron los siguientes fundamentos

como base:

e  Perkins (2003) dice que:

La comprensién no es un estado de posesion sino como un estado de capacitacion. Cuando
entendemos algo, no s6lo tenemos informacion, sino que somos capaces de hacer ciertas cosas con
ese conocimiento. Estas cosas que podemos hacer, que revelan comprensién y la desarrollan, se
denominan "actividades de comprension" y relacionan diferentes formas de explicacion,
ejemplificacion, aplicacién, justificacién, comparacion y contraste, contextualizacion,
generalizacion, etcétera. (pp. 79-101)

e Niss (1999), dice que:

[...] para un estudiante involucrado en el aprendizaje de las matematicas, la naturaleza, contenido
y rango especifico de un concepto matematico que él o ella esta adquiriendo o construyendo esta,
en gran parte, determinado por el conjunto de dominios especificos en los cuales el concepto ha
sido concretamente ejemplificado e incluido para este estudiante particular. (p. 15)

e White y Gunstone (1992) afirma que:

Comprension de conceptos y disciplinas: Las definiciones asociadas a los conceptos, aun siendo
importantes, no son imprescindibles para su comprensién. Por otra parte, la comprensién de un
concepto o disciplina no ha de verse como un estado dicotémico (todo o nada), sino como un
continuo sin limites que nunca llega a completarse, es decir, un continuo que no debe considerarse
unidimensional sino multidimensional. (s.p.)

e English y Halford (1995), “Un beneficio de la comprension es que puede guiar el
desarrollo de estrategias y procedimientos apropiados” (p. 77).

e Sierpinska (1994), “Un objeto o entidad puede ser comprendido de diferentes formas y la
comprension no siempre consiste en lo mismo”. (S.p.)

e Diaz-Godino (2000) entiende la comprension personal de un objeto matematico como la

captacion o apropiacion de su significado. De esta manera, la comprension se valorara en
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términos de correspondencia con el significado institucional establecido para ese objeto por la
institucién donde tiene lugar la valoracion. Asi,

Una institucion (escolar o de otro tipo) dira que un sujeto comprende el significado de un objeto -
0 que ha captado el significado de un concepto, por ejemplo- si dicho sujeto es capaz de realizar
las distintas practicas prototipicas que configuran el significado de dicho objeto institucional. (pp.
84-85)

Desde estos fundamentos mencionados, desprendemos la idea de que la ensefianza basada en
la comprension resulta fundamental para el desarrollo de una educacion adecuada, completa y de
calidad, pues es la comprensidn quien asiste al sujeto a la hora de desarrollar procedimientos y
estrategias de resolucion de tareas matematicas, produciendo experiencias intelectuales
satisfactorias, que ponen en funcionamiento acciones que involucran el experimentar, utilizar y
aplicar flexiblemente el conocimiento, lo cual implica trascender a niveles de desempefio cada
vez mas complejos que involucren situaciones de la vida real y que permitan poner a prueba lo

aprendido.

Por tanto, la comprensidn del concepto de funcion lineal debe estar relacionado a una
propuesta de analisis de situaciones que permitan dar significado al concepto de este objeto
matematico, por esto en la propuesta didactica se ilustran situaciones que privilegian la
perspectiva covariacional de forma dindmica, para establecer relaciones directas con contextos
de interpretacion y analisis que evidencien que la comprensidn va mas alla de reportar cierta
informacidn, pues es un esquema de accidn que requiere atencion, practica y refinamiento, que

se solidifica en un compromiso reflexivo.

De acuerdo con lo mencionado, es importante validar la forma en que los estudiantes
aprenden y logran adquirir o acumular conocimientos matematicos nuevos. Para ello, se requiere
contar con una propuesta didactica bien estructurada, que permita categorizar las comprensiones

de los estudiantes en torno a tareas de covariacion que asocian, reglas de asignacién, campos de
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variacion, diferentes representaciones, andlisis de graficas, razon de cambio, entre otros. Esta
propuesta define algunas de las comprensiones que alcanzan los estudiantes cuando solucionan

situaciones dindmicas de tipo covariacional, entre ellas:
1. Relaciona las formas de covariacion con las caracteristicas del fendmeno de estudio.
2. Analiza representaciones tabulares.
3. Interpreta representaciones cartesianas.
4. Reconoce cuando se da la constancia de la razén de cambio y cuando no.

5. Interpreta la representacion cartesiana de dos o tres graficas: el punto de intercepto de las

dos o tres graficas, el intercepto con Y, y la mayor o menor inclinacion de las rectas.

De esta manera, se articula la concepcion de Perkins de la comprension, a un ejercicio

practico del aula.
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4 METODOLOGIA

La presente investigacion implicé describir, analizar e interpretar las comprensiones que se
observan en los estudiantes cuando desarrollan tareas relacionadas con situaciones de
covariacion lineal, asociadas a eventos fisicos. El caracter cualitativo del presente ejercicio
permite como afirman Grinnell (1997) y Creswell (1997) citado por Hernandez, Fernandez y
Baptista (2006) la garantia de las siguientes condiciones del estudio, necesarias para 10s objetivos

de esta investigacion:

Se conduce basicamente en ambientes naturales, donde los participantes se comportan de

forma auténtica

e Las variables no se definen con el proposito de manipularse

e Larecoleccion de datos esté influida por las prioridades de los participantes en la
investigacion, mas que por la aplicacion de instrumentos de medicion estandarizados o
estructurados

e Los significados se extraen de los datos y no necesitan reducirse a nimeros ni deben

analizarse estadisticamente (aunque el conteo puede utilizarse en el anélisis)

De este modo, en el estudio de las comprensiones de los estudiantes se dejé claridad a los
mismos de la importancia de ser genuinos en sus respuestas, teniendo en cuenta que no se les
daria un juicio evaluativo de si sus respuestas eran 0 no correctas, sino mas bien que se valoraba
su naturalidad en su comportamiento y forma de pensar las situaciones dadas a lo largo del
proceso los instrumentos utilizados no se constituian en cerrados, sino mas bien eran preguntas
abiertas que le permitian a los estudiantes flexibilizar sus saberes en las situaciones dadas. De
hecho, en las intervenciones, los investigadores procuraban no manipular las comprensiones de

los estudiantes en el proceso sino analizar las respuestas de estos y realizar una descripcion e
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interpretacion de éstas, buscando un significado en los datos recogidos. Este analisis recurre
poco a lo estadistico, solo cuando se considera pertinente se utiliza el conteo (la frecuencia de

tipos de respuestas).

Ahora bien, bajo las premisas del enfoque cualitativo de describir, interpretar y analizar la
informacion se utilizé6 como método el estudio de casos, que como lo define Stake (2007) es “el
estudio de la particularidad y de la complejidad de un caso singular para llegar a comprender su
actividad en circunstancias importantes”. De este modo, se seleccionaron tres estudiantes de
desempefio alto, medio y bajo con el fin de describir a profundidad y de manera detallada qué

comprenden y como comprenden situaciones de covariacion.
4.1 Caracterizacion de la poblacion

El estudio se realizé en el Colegio Tomas Carrasquilla IED, est& ubicado en la localidad 12 de
la cuidad de Bogot4, en el barrio San Fernando, sin embargo, el 70% de la poblacion estudiantil
no vive en la localidad, ellos son transportados, por el servicio de rutas de la secretaria de
educacidn, desde la localidad de suba, lo cual clasifica la poblacién dentro de los estratos
socioecondmicos menos favorecidos. Los estudiantes asisten al colegio de 6:10 am a 2:10 pm,
cuentan con el servicio subsidiado, de desayuno y almuerzo, pues el colegio opera con jornada
Unica.

El grupo en el que se desarroll6 la experiencia, es de grado noveno, cuenta con 22 estudiantes,
de los cuales solo 19 de ellos participaron de la investigacion, las edades de los estudiantes
oscilan entre 14 y 16 afos, de los cuales dos se encuentran repitiendo noveno grado, el curso
correspondiente es el 905, como es usual, esta caracterizado por la presencia de varios
estudiantes con diferentes habilidades e intereses en el area de matematicas, lo cual dificulto, el

proceso de seleccion de los tres casos de analisis.
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Por tal razdn, para seleccionar los tres jovenes, que iban a ser los casos de estudio, se
examing, los niveles de desempefio escolar, reportados en el grado anterior, en el area de
matematicas, de esta manera se eligieron los sujetos, Suj1, Suj2 y Suj3, quienes reportaron haber

tenido desempefio alto, medio y bajo respectivamente.
4.2 Descripcion global del procedimiento

El presente trabajo investigativo se llevo a cabo en el Colegio Tomas Carrasquilla IED, con
los estudiantes de grado noveno, el grupo conformado por 22 estudiantes, desarrollo la secuencia
didactica propuesta en un periodo aproximado de tres meses, con dos intervenciones por semana
de aproximadamente de 120 minutos cada una. La secuencia didactica se propuso como un
instrumento de recoleccién de informacidn, el cual permitié observar las comprensiones que
tienen los estudiantes del pensamiento covariacional, cuando estudian situaciones dindmicas

asociadas a eventos fisicos.

Para el desarrollo de esta propuesta investigativa, se seleccionaron tres estudiantes, los cuales
reportan diferentes desempefios en matematicas (bajo, medio y alto), quienes seran los casos de

estudio.

A la totalidad de los estudiantes del curso, se les aplica una prueba inicial, cinco sesiones de
intervencion y tres guias evaluativas, en un periodo de tiempo comprendido entre el 23 de enero
al 21 de marzo del afio 2018, con el objeto de estudiar cuatro situaciones distintas, de covariacion
lineal en eventos fisicos, las cuales seran analizadas con la intension de observar las

comprensiones que demuestran los estudiantes, frente al objeto de estudio.

Las situaciones dinamicas de covariacion lineal, que se relacionaron en la secuencia didactica

propuesta, fueron:
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e Explorando la relacion entre la variacion de la altura del nivel del agua en una probeta y
la cantidad de monedas que se introducen.

e Comprobando la covariacién lineal en situaciones de llenado.

e Lacovariacion lineal y la Ley de Hooke.

e Covariacion lineal en eventos que relacionan movimiento.

Por otra parte, es de aclarar, que la prueba inicial, se realizé con la intension de observar los
desempefios de comprension que los estudiantes reportaban antes de la aplicacion de la secuencia

didactica, para convalidarlos en las demas sesiones implementadas.

Para aplicacion de la secuencia didactica, cada una de las sesiones de intervencion se
subdividié en dos momentos, los cuales estaban orientados a valorar tanto el trabajo individual

como el colectivo.

Después de aplicar la secuencia didactica completa, se procede a iniciar la fase de anélisis,
para la cual se seleccionaron las producciones escritas en las hojas de trabajo correspondientes a
las tres guias evaluativas y las producciones verbales captadas en cada una de las entrevistas

semiestructurada, que se aplicaron a los tres casos de analisis ya referenciados.

Es de agregar, que, en el proceso de andlisis, se valido la visién de comprension, vinculada
con el desempefio propuesta por Perkins (1999), y se categorizaron dichas comprensiones
observadas, de acuerdo a la matriz de categorias de analisis propuesta, dando cumplimiento, al

propdsito planteado, en el objetivo general que sustenta la presente investigacion.
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4.3 Instrumentos de recoleccién de informacién

El proceso de recoleccion de informacién estuvo definido por la implementacion de la
secuencia didactica, informacion que se encuentra registrada, en las producciones escritas de los

estudiantes y las grabaciones de las entrevistas Semiestructuradas, aplicadas a los mismos.
4.3.1 Producciones escritas

Los estudiantes resolvieron una prueba inicial, seis guias de sesiones en las que los
investigadores intervinieron y tres guias evaluativas, las cuales se relacionaron con el desarrollo
de las tareas de tipo covariacional, asociadas a eventos fisicos. Las producciones escritas
consistieron la elaboracion de textos explicativos y argumentativos en los que se evidenciaron de
manera particular el uso variado de palabras, dibujos y otras representaciones en el papel, de las
cuales solo fueron analizadas, las que se relacionaron en las tres guias evaluativas, mencionadas

anteriormente.
4.3.2 Entrevistas Semiestructuradas

Este instrumento hace parte de la definicion del mismo proceso investigativo, el cual permitio
ampliar las descripciones escritas generadas por los estudiantes, permitiendo visualizar de forma

clara aquellas ideas que no se transmitieron por escrito.

Desde el enfoque cualitativo de esta investigacion la entrevista tiende a ser mas personal,

evidenciando interacciones flexibles y dindmicas, pues como Castafio (2007) afirma:

Son varias las funciones del entrevistador: la de animador, para ello motiva, mantiene la atencion,
invita a intentar soluciones y a no desfallecer ante los obstaculos que el nifio pueda encontrar al
procurar resolver la tarea; la de analista, para ello observa e interpreta las actuaciones (lo que dice
y hace el nifio) y de acuerdo a estas interpretaciones hace hipétesis sobre la forma como el nifio
esta entendiendo y resolviendo la tarea. Sobre estas hip6tesis formula preguntas y contrapreguntas
que le permitan corroborarlas o rechazarlas. (p.109)
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De esta manera, la entrevista semiestructurada permitio:

Describir con mayor claridad y profundidad las comprensiones demostradas por los
estudiantes.

e Evaluar mejor los argumentos expuestos por el entrevistado.

e Definir las metas de la entrevista para puntualizarlos en la practica.

e Plantear preguntas claras, faciles y cortas.

e Respetar las ideas de los estudiantes de acuerdo a sus ritmos de comprension.

e Ahondar en los temas que se consideraban importantes.

4.3.3 Presentacion de la secuencia didactica “Comprensiones en situaciones de

covariacion lineal”

Para el objetivo de investigacion del presente trabajo se estructurd una secuencia didactica
con el fin de promover el aprendizaje de los estudiantes en situaciones de covariacion lineal. Las
situaciones se pensaron para problematizar a los estudiantes con el objeto de que los problemas
planteados se convirtieran en retos propios y estos pudieran dar respuestas genuinas en tanto

estas se constituyen en lo que la movilizacion de su pensamiento les permite acceder.

Por lo tanto, se propusieron preguntas y situaciones problemas que indujeron a los estudiantes
a expresar sus apreciaciones y argumentos, pues como Diaz (2013) afirma “la secuencia
demanda que el estudiante realice cosas, no ejercicios rutinarios 0 mon4tonos, sino acciones
que vinculen sus conocimientos y experiencias previas con algun interrogante que provenga de
lo real y con informacion sobre un objeto de conocimiento” (p.4). En este sentido, en la
secuencia didactica se propusieron situaciones que implican la conexion de los saberes previos
del estudiante con fendmenos cercanos a su realidad y con algunos elementos propios de la

covariacion lineal.
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Por otra parte, se tuvo en cuenta ofrecer los apoyos que se consideraron Utiles para que los
estudiantes pudieran organizar y reorganizar su pensamiento e ir generando respuestas méas
elaboradas en el avance de la secuencia. Por lo tanto, se estructurd la secuencia con una

trayectoria de complejidad creciente atendiendo a lo que aduce Diaz (2013):

La secuencia didactica es el resultado de establecer una serie de actividades de aprendizaje que
tengan un orden interno entre si, con ello se parte de la intencion docente de recuperar aquellas
nociones previas que tienen los estudiantes sobre un hecho, vincularlo a situaciones probleméticas
y de contextos reales con el fin de que la informacion a la que va acceder el estudiante en el
desarrollo de la secuencia sea significativa, esto es tenga sentido y pueda abrir un proceso de
aprendizaje. (p.4)

Al disefiar la secuencia didactica, uno de los aspectos méas preponderantes, en consideracion,
fue la validacién de la ensefianza de la covariacion lineal desde un enfoque dinamico, que
permitiera sustentar una aproximacion didactica al concepto de funcién lineal, ya que no se

definid explicitamente la representacion analitica de la funcion lineal.

En este sentido fue de gran importancia, caracterizar la funcion lineal como un modelo
matematico que involucra la variacion y el cambio de magnitudes, covariantes a través de
eventos dindmicos que se asociaron a situaciones de la fisica, pues como afirma Vasco (2006)
“el pensamiento covariacional, da la posibilidad de distinguir lo que cambia de lo que

permanece constante y las posibles regularidades que se pueden generar”.

La secuencia didactica, como se advirtié anteriormente se conforma, por una prueba inicial,
seis sesiones de intervencidn y tres guias evaluativas, que fueron aplicadas en diferentes
momentos del proceso. A continuacion, se describen cada uno de estos componentes los cuales

se encontraran detalladamente en el anexo N°1.
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4.3.3.1 Prueba inicial

Es una prueba que permite indagar las intuiciones que tienen los estudiantes, antes de realizar
la intervencidn, sobre variacién y en particular, sobre covariacion lineal. Se utiliza un fenémeno
con el cual los estudiantes estan familiarizados en su cotidianidad, el cual consiste en la situacion
de llenado de un recipiente cuya seccion transversal es constante, en el que se estudia
principalmente la altura del nivel del agua y el tiempo transcurrido. Esta prueba da cuenta de las
respuestas de los estudiantes al identificar las magnitudes constantes y variables en el proceso de
Ilenado, asi como la covariacion entre algunas de las variables. También, permite identificar las
interpretaciones de los estudiantes de esta situacion de covariacion en los registros tabular y

cartesiano.

Después de esta prueba inicial, se realiza una intervencion de tres sesiones en las que se
utiliza un mismo fenémeno: se tiene una probeta que contiene cierta cantidad de agua y se le

depositan una, dos, tres, ... monedas iguales.
4.3.3.2 Sesion 1

En esta sesion se plantea a los estudiantes una situacion de tipo covariacional lineal no
proporcional, en la que se presenta una probeta que contiene cierta cantidad de agua a la cual se
le depositan consecutivamente monedas de mil pesos, evidenciando el incremento constante de

la altura del nivel del agua en la probeta.

Se les plantea tareas a los estudiantes en las que anticipen la posible tabla de datos y grafica
cartesiana que correspondan a la relacion que existe entre las dos magnitudes inmersas en la
situacion (cantidad de monedas y altura del nivel del agua). Posteriormente se hizo trabajo grupal

o colaborativo donde los estudiantes confrontan sus elecciones y las justifican.
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Luego, realizaron la experiencia real y confrontaron los resultados con la eleccion hecha

inicialmente. Finalmente, se llevé a cabo una plenaria donde cada grupo expuso los resultados.

Al finalizar esta sesion se espera que los estudiantes identifiquen que a medida que se agrega
una moneda, el nivel del agua aumenta una determinada cantidad y usen este hecho para predecir
mediante célculos aritméticos nuevos valores de una de las variables que corresponden a valores

dados de la otra.
4.3.3.3 Sesi6n 2

En esta sesion se plantea a los estudiantes la misma situacién de covariacion lineal no
proporcional presentada en la sesidn anterior. Se estudia el incremento del nivel del agua a
medida que se depositan las monedas. En esta ocasion, se busca que los estudiantes se den cuenta
que el incremento del nivel del agua, ademas de ser constante, puede ser mayor 0 menor
dependiendo del tamafio o nimero (volumen) de monedas o del diametro de la probeta.
Finalmente, se pretende que contrasten los resultados obtenidos cuando la probeta es cilindrica
con una que no lo es y asi analicen que cuando la probeta no es cilindrica, el incremento de la

altura del nivel del agua no es constante.
4.3.3.4 Sesion 3

En la sesidn anterior los estudiantes constataron que a incrementos iguales de la cantidad de
monedas se obtienen incrementos iguales del nivel del agua en probetas cilindricas y que este
hecho se da sin importar el tamafio de los incrementos, ni el intervalo en el que se da este
incremento. En esta sesion se explora la relacion entre los cambios de incrementos en
experiencias de la probeta, pero en recipientes no cilindricos. Una vez que los estudiantes

constatan que en covariaciones no lineales no se cumple que a incrementos iguales de las
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monedas no se producen incrementos iguales de la altura, se pasa al calculo de la raz6n de
cambio, para verificar que esta es constante cuando la probeta es cilindrica y que no es constante
cuando la probeta tiene forma no cilindrica (de forma maés precisa, cuando la probeta tiene una

forma tal que la seccidn transversal no es constante).
4.3.3.5 Guia evaluativa N°1 (situacién de llenado uno)

En esta guia evaluativa se busca que los estudiantes identifiquen algunos aspectos que se han
estudiado hasta el momento en las tres sesiones anteriores con respecto a la covariacion lineal y
no lineal. Se plantean dos situaciones de covariacional, relacionadas con el llenado de tres
probetas de distintas formas y tres tanques también de distintas formas. La situacion de las tres
probetas hace referencia a la experiencia de estudiar la forma como varia el nivel del agua en una
probeta cuando se introducen 1, 2, 3, ... monedas donde se les pide estudiar seis afirmaciones y
decir cual o cuales son correctas de acuerdo a lo aprendido hasta el momento. También, se
plantean tareas en las que los estudiantes evidencien sus comprensiones sobre la razon de cambio
y el uso que le pueden dar para determinar el valor de una de las variables en caso de conocer el
valor de esta razon y uno de los valores de la altura del nivel del agua en un tiempo dado. La
situacion de los tres tanques, por su parte, hace referencia a que estos se llenan haciendo uso de
un balde agregando 1, 2, 3, ... baldes de agua hasta llenarse cada tanque, donde se le pide a los
estudiantes dibujar la gréafica que consideren para el llenado de cada uno de los tanques, ejercicio
que finaliza decidiendo sobre si la razén de cambio (altura nivel del agua y la cantidad de baldes

vertidos) es constante o no.
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4.3.3.6 Sesion 4

En esta sesion se plantea a los estudiantes un ejercicio de retroalimentacion de la guia
evaluativa N°1 (Situacion de llenado uno), con el objeto de validar los procesos de acciéon 'y

reflexion, asociados al analisis e interpretacion de la covariacion objeto de estudio.

En grupo deben argumentar cada una de las justificaciones expuestas al indicar como
verdaderas o falsas las seis afirmaciones dadas. También, debian justificar y acordar una
respuesta colectiva si es posible en la situacién de llenado de los tres tanques, con la intencién de
identificar si reconocen que las variaciones de tipo cuantitativo caracterizadas, indican
incrementos o disminuciones de las magnitudes asociadas al llenado y en consecuencia definir el
grado de claridad que alcanza el estudiante en determinar que la variacion observada se le puede

asociar un numero, que da cuenta de la razén de cambio.
4.3.3.7 Sesion 5

En esta sesion se plantea a los estudiantes una situacion de tipo covariacional lineal
relacionada con la ley de Hooke, en la que se presenta una simulacion que permite estudiar la
relacion entre el alargamiento de un resorte, la cual se produce en relacién con la fuerza aplicada,
evidenciando el incremento proporcional de este alargamiento también llamado elongacién del
resorte por la fuerza que ejerce el peso que se le suspende a dicho resorte. El simulador utilizado

se encuentra en el siguiente enlace: http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-

lab_en.html. Seguido a la exploracion del simulador se solicita a los estudiantes responder y
justificar algunas preguntas que se relacionan con la rigidez y alargamiento del resorte al ejercer
una cantidad de pesos en él. Luego, se propone dos situaciones donde se involucran estos
conceptos con la finalidad de llegar a establecer relaciones en la variacion entre en el incremento

del valor de la cantidad de pesos y el incremento del valor del alargamiento del resorte desde las


http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-lab_en.html
http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-lab_en.html
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caracteristicas de realizar el experimento en la tierra o en la luna, para asi poder hacer una idea

del término de rigidez.

Posteriormente se considera una situacion con el alargamiento de un caucho para relacionar

las variaciones no constantes.
4.3.3.8 Guia evaluativa N°2 (llenado dos y resorte)

En esta guia se pretende que los estudiantes indiquen los aprendizajes que hasta el momento
de la secuencia didactica han obtenido en los dos fendmenos abordados. Se plantea en registro
cartesiano la representacion de los resultados de dos experiencias distintas, la primera hace
referencia al llenado de tres recipientes de formas distintas y la segunda a la variacion de la
longitud de dos resortes distintos. En este caso, se le hace una pequefia variacion a la situacion
del resorte, pues no se estudia el alargamiento del resorte a medida que se le colocan cantidades
de peso, sino la longitud del resorte a medida que se le colocan 1, 2,3, ...pesos. Se plantean las
mismas seis preguntas adaptadas a las caracteristicas particulares de cada fenémeno. Con esta
prueba se pretende que los estudiantes describan los significados que le dan a los puntos de corte
con el eje Y, a los puntos de corte entre gréficas, a la razén de cambio, a la rapidez de cambio y a
la constancia de los incrementos de una variable con respecto a los incrementos iguales de la otra

variable asociada.
4.3.3.9 Sesi6on 6

Esta vez se plantea una situacion novedosa para los estudiantes de covariacion lineal, asociada
con el movimiento, en donde se relacionan los incrementos constantes con la velocidad constante

y los incrementos no constantes con la velocidad variada.
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A partir de gréficas y enunciados se estudian situaciones donde intervienen distancias,
velocidades, puntos de corte para situacion con dos maviles y razon de cambio para finalmente
establecer diferencias y semejanzas que pueden caracterizar a partir de las situaciones
propuestas. Los estudiantes de manera grupal, resuelven tareas en las que se parte de la
representacion tabular, la cartesiana, informacion de la rapidez o de la raz6n de cambio para dar

cuenta de algunos aspectos estudiados en la secuencia didactica de la covariacion lineal.
4.3.3.10 Guia evaluativa N°3 (movimiento rectilineo uniforme)

De manera individual, los estudiantes analizan una situacion en la que les es dada la
representacion tabular de la distancia recorrida por tres automaviles que viajan en la misma
direccion, medida que se toma desde un mismo punto a la salida de una ciudad y los tres autos
parten al mismo tiempo. Los estudiantes deben dar cuenta de los elementos trabajados en la
secuencia didactica, a saber, la constancia de los incrementos en una variable relacionada con los
incrementos iguales de la otra, la representacion cartesiana y la tabular que corresponda a cada
auto, los puntos de corte con el eje Y, los puntos de corte entre gréficas, la inclinacion de las

rectas y el significado de razén de cambio.
4.4 Anélisis

El analisis que se llevara a cabo es principalmente de tipo cualitativo. En este analisis se
describiran de forma detallada las comprensiones alcanzadas por los estudiantes, que se rastrean
en las producciones escritas de los tres casos en los que se focaliza el estudio, las cuales incluyen
la prueba inicial, las guias de trabajo de las seis sesiones y las tres guias evaluativas, que
componen el desarrollo de la secuencia did4ctica. Esta informacion se complementara, en el
analisis, con las entrevistas que se realizaron en diferentes momentos del proceso a estos tres

sujetos.
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Este analisis cualitativo se compone de dos aspectos:

a) Un analisis intrasujeto que consistira en reconocer y describir el cambio que se produjo
en las respuestas Yy justificaciones de cada uno de los casos en el transcurso de la secuencia
didactica en actuaciones acordes a las categorias definidas para este analisis. Se hizo relacion de
las preguntas de cada una de las situaciones de las tres guias evaluativas con las categorias
definidas y se estudiaron las respuestas de los tres sujetos a estas.

b) Un andlisis intersujeto que consistira en reconocer y describir las semejanzas y
diferencias en la forma de argumentar, justificar las respuestas a las preguntas o tareas
planteadas, producto de la comparacion entre las producciones de los tres casos.

Este analisis cualitativo, sera complementado con otro méas de tipo cuantitativo, de caracter
descriptivo. El fin de este tipo de andlisis es validar los hallazgos del estudio, mediante la
verificacion de respuestas similares de otros estudiantes, distintos a los tres casos, del curso e

identificar otras formas de respuestas a las dadas por los casos de interés.

El analisis se presentara a partir de cada categoria definida. Se tomaran en cuenta las
respuestas de los estudiantes en cuatro situaciones abordadas en las tres guias evaluativas:
Situacién 1 (llenado uno), Situacién 2 (llenado dos), Situacion tres (ley de Hooke) y situacién 4
(Movimiento uniforme). De manera cualitativa, se realizaran las descripciones pertinentes a las
categorias de analisis y cuando sea necesario se recurrird a descripciones cuantitativas, de tipo
estadistico. Algunas veces, cuando se dispone de informacidn o se considere Util, se compararan

con las producciones de tareas semejantes en la prueba inicial.
4.4.1 Categorias de analisis

En relacion con el objetivo general que direcciona esta investigacion, se hizo un proceso de

contrastacion entre la teoria sustentada en el marco tedrico y la informacion recogida por medio
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de los instrumentos de recoleccion aplicados, de esta transversalizacion se gener6 la matriz de

categorias de analisis que se encuentra en el anexo N°2.

Dicha matriz relaciona cinco categorias de analisis, las cuales describen los desempefios de
comprension que pueden alcanzar los estudiantes, cuando se enfrentan a tareas relacionadas con

procesos de covariacion. Tales categorias son:

1. Relaciona las formas de covariacion con caracteristicas del fendmeno.

2. Interpreta representaciones tabulares.

3. Interpreta representaciones cartesianas.

4. Reconoce cuando se da constancia de la razén de cambio y cuando no.

5. Interpreta la representacion cartesiana de dos o tres graficas: el punto de intercepto de las

dos o tres graficas, el intercepto con Y, y la mayor o menor inclinacion de las rectas.

De la anterior caracterizacion de las comprensiones en covariacion lineal, se desprende un
listado de 13 indicadores generales, los cuales se definieron desde un andlisis predictivo
(anticipado), que pretendio esencialmente dar cuenta, de la covariacion lineal proporcional, la

covariacion lineal no proporcional y la covariacion no lineal.

Desde esta perspectiva, se implementd una discriminacion especifica, de los desempefios de
comprension en covariacion lineal, vinculada a cada una de las situaciones de andlisis ya

mencionadas.
4.4.2 Instrumentos de organizacion de la informacion

Se realizd una caracterizacion tipologica de las respuestas obtenidas por los estudiantes
durante el desarrollo de la secuencia didactica, que sirvié como apoyo para generar un proceso

de asociacion con las categorias de analisis propuestas, las cuales a su vez fueron
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complementadas con las producciones escritas y verbales de los tres casos de analisis. “Estos
andlisis a priori y a posteriori, consolidaron la comparacion y categorizacién de las producciones,
identificando tanto modelos y estrategias, como formas de simbolizacion, esquematizacion y

formalizacion” Zolkower, Bressan & Gallego (2006, p. 22).

Asi pues, durante el proceso investigativo, se utilizaron distintos borradores que consolidaron
y estructuraron la informacion, bajo diferentes criterios de organizacion, los cuales se describen a

continuacion, segun los momentos en los que se fijaron.
Momento uno: organizacion de la informacion recolectada

En este primer momento se utilizaron dos instrumentos, los cuales hacen referencia a una
tabla en Excel y una tabla en Word, en las que se organizé las producciones escritas del grupo

total de estudiantes.

Instrumento 1

Tabla 5
Ejemplo borrador de organizacién de informacién. Instrumento 1
TIPO DE SITUACION

CATEGORIAS INDICADORES TAREA TIPO FRECUENCIA DESCRIPCION OBSER VACIONES-
COMENTARIOS -
EVIDENCIAS

Origen: Fuente propia
Corresponde a la tabla en Excel, en la cual se registrd y organizo la informacion

correspondiente a las cinco categorias de analisis y sus respectivos indicadores, esto para cada

una de las cuatro situaciones que se emplearon.

Para completar la tabla se tuvo en cuenta todas las preguntas, las cuales fueron asociadas a

cada una de las categorias e indicadores, luego a partir de las caracteristicas de las producciones
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escritas de los estudiantes en cada una de las preguntas fue necesario proponer una tipologia,
para facilitar la organizacién de la informacion, asi se determiné una frecuencia para cada

tipologia, posteriormente se realizd una descripcion general de cada tipologia y por ultimo se
relacionan algunas observaciones, comentarios o evidencias con un valor numérico en orden

ascendente, las cuales se amplian en el instrumento 2.

Instrumento 2

Tabla 6
Borrador de organizacién de la informacion. Instrumento 2
NUMERO OBSERVASIONES-COMENTARIOS-EVIDENCIAS

1 i et guis b po
usted ha aprondid

los son corectas

1 Estudio las siguentos afimaciones y dige cudl o cual i
: mmm.muhpmmcﬂlmm-mmq
"t nive be de forma constante. Justifique

uno. C
Afirmacion e hat mgns S

introducen 1.2.3.

como alguna de
Afirmacion dos Cuando la probota tione forma &)
faara, on i que i seccion traneverse! £

Situacion 1 Evidencia 1 Sujeto 1
Identifica las formas en que se caracteriza el cambio y la variacién indicando las

cantidades (variables y constantes) que intervienen en la situacién y las relaciones de
dependencia entre ellas.

Origen: Fuente propia
Corresponde a un documento en Word, en el cual se relacionan observaciones, comentarios y
evidencias de forma detallada, haciendo un primer intento de definir las comprensiones que se

observan en las producciones escritas.
Momento dos: descripcién estudio de casos

En este segundo momento se utilizan dos instrumentos también de borrador, los cuales

corresponden a una tabla Word disefiada en Excel y una tabla Word, en las que ahora se registra



79

las producciones escritas solo de los tres estudiantes que se seleccionaron para el estudio de
casos. Estas producciones se complementan con las entrevistas que se realizaron para cada una

de las situaciones de covariacion lineal propuestas en la secuencia.

Instrumento 3

Tabla 7
Ejemplo borrador de organizacién de la informacion. Instrumento 3

TIPO DE SITUACION

CATEGOR INDICA  TARE TIPO FRECUENCIA  DESCRIPCION OBSER VACIONES-  Suj Suj Suj
iAS DORES A COMENTARIOS - 1A 21 3H
EVIDENCIAS

Origen: Fuente propia

Este instrumento es una extension del instrumento 1, en donde se anexa un aspecto llamado
descripcion por sujeto en el que se incluyen Unicamente a los tres estudiantes del estudio de
casos, con la finalidad de relacionar en cudles de las tipologias descritas en el momento uno,
hace parte cada uno de ellos, esto se realiza en cada de las situaciones en su totalidad de

preguntas.

Instrumento 4

Tabla 8
Ejemplo borrador organizacion de la informacion. Instrumento 4
CATEGORIAS INDICADOR N° DESCRIPCION / EVIDENCIA
Foto

Descripcion foto
Entrevista
Descripcion entrevista

Asociacion de respuestas

Origen: Fuente propia
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En este instrumento se relaciona de cada uno de los tres casos, con sus respectivas
producciones escritas y entrevistas correspondientes a las cuatro situaciones de estudio,
realizando registro de descripcion — evidencia para cada una de las preguntas. Esto con la
finalidad de elaborar la caracterizacion individual encontrando informacion que permita ampliar

el panorama en la busqueda de elementos que permitan alcanzar el objetivo propuesto.

En conclusion, hasta este punto se utiliz6 como insumo para el analisis de resultados, los
cuatro borradores de los instrumentos ya mencionados en los dos momentos anteriores, los
cuales permitieron relacionar las respuestas escritas y orales de los tres sujetos, a cada una de las
categorias de andlisis con sus correspondientes indicadores, con la intencién de hacer un
comparativo de los dos tipos de producciones que permitieran perfilar los desempefios de

comprension que se observan en los estudiantes.
Momento tres: analisis de resultados

Las tablas de borrador anteriormente expuestas, son consolidadas en un ultimo instrumento de
organizacion de informacion, el cual se presenta en el anexo N°3, y fue el instrumento de

relacion directa que permitié formular el andlisis de los resultados.

En este instrumento se registra cada una de las tareas que se tuvieron en cuenta en el analisis,
las producciones escritas, las entrevistas, el nimero de evidencia, la categoria de analisis y los
indicadores que se relaciond con cada una de las tareas. Este instrumento se utiliz6 para el

estudio de caso, para otros sujetos se omitid la parte correspondiente a las entrevistas.
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5 ANALISIS DE RESULTADOS

Como se dijo en el capitulo anterior, se realizaran varios tipos de anélisis. Por un lado, el
andlisis de tipo cualitativo, consistente en estudiar las producciones de los tres casos en los que
se focalizaron las observaciones. Para ello, se recurri6 a dos tipos de informacion, a saber, las
producciones de estos casos en la prueba inicial y las guias evaluativas del desarrollo de la
secuencia didactica y las entrevistas en profundidad que se realizaron en los diferentes momentos
para complementar la informacion escrita. Este analisis cualitativo consta de dos componentes:
a) un analisis intrasujeto en el que se trata de captar el cambio producido en cada caso a lo largo
de la secuencia didactica en actuaciones que sirven de evidencia para las categorias de analisis ya
definidas y b) un andlisis intersujeto, consistente en comparar las producciones de los tres casos,
de forma que se puedan identificar posibles semejanzas o diferencias. Este tipo de andlisis se
complementara con otro, de tipo un poco mas cuantitativo, de caracter descriptivo; para este tipo
de analisis se toman las respuestas de todos los estudiantes del curso en los que se desarroll6 la
experiencia didactica, identifican formas tipicas de respuestas en algunas tareas y se comparan

con las ya encontradas en los tres casos de estudio.

Para obtener la informacion, se tomd la prueba inicial y cuatro situaciones: a) la prueba inicial
(Anexo 1 pag. 115). La situacion de esta prueba consiste en verter agua de forma constante a un
recipiente hasta llenarlo y se estudia la forma de variacién de la altura del nivel del agua con
relacion al tiempo de llenado. b) una situacion en la que se estudian dos casos: en primer lugar, la
forma como varia el nivel del agua en una probeta cuando se introducen 1,2,3,... monedas,
teniendo en cuenta formas diferentes de las probetas (cuando tiene una forma tal que la seccion
transversal es constante, por ejemplo, un cilindro; y cuando esta seccion transversal es variable,

por ejemplo, un cono); en segundo lugar, la forma como varia la altura del nivel del agua en
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recipientes de diferentes formas a medida que se vierten 1,2,3,... baldes para su llenado. A estos
dos casos los denominamos Situacion de llenado uno (S1). ) una situacion en la que se parte de
la representacion cartesiana de la relacion entre la altura del nivel del agua y la cantidad de
baldes vertidos de tres recipientes distintos, a la cual denominamos situacién de llenado dos
(S2); d) una situacion en la que se estudia la longitud de dos resortes distinto con respecto a la
cantidad de pesos que se suspenden de los mismos a partir de la representacion cartesiana de esta
relacion, a la cual denominamos situacion de Ley de Hooke (S3) y €) la situacién cuatro
corresponde al estudio de la distancia de un movil a un punto a medida que este se desplaza (se
compara cuando se desplaza con velocidad constante y con velocidad variable), a la cual

denominamos situacion de movimiento (S4).

A continuacion, se presentan los resultados que se obtienen en cada indicador, para cada
categoria. Por razones de espacio los datos y el detalle de los andlisis se encuentran en el anexo
3. Para orientar al lector, en cada caso se sefialan las tareas analizadas en el respectivo indicador
0 respectivos indicadores (cuando una misma tarea o grupo de tareas dan informacién para varios
indicadores) y las tablas en las que se presentan los datos; en paréntesis aparece la indicacién

para localizar la informacion en el anexo.
5.1 Categoria uno: Relaciona la forma de covariacion con caracteristicas del fenémeno.

En este apartado se analizan las repuestas de los estudiantes a las tareas correspondientes al

Unico indicador de esta categoria.
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5.1.1 Indicador 1

Reconoce que existen formas de covariacion tales que a incrementos iguales de una de las
variables se tienen incrementos iguales de la otra y que hay otras formas de covariacién en la que

no se da esto.
Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

e Indicar si es correcta o no la afirmacién: cuando la forma de la probeta es cilindrica a
medida que se introducen 1, 2, 3, ... monedas, el nivel del agua sube de forma constante
(Anexo 1, pag. 160, pregunta 1, afirmacion uno)

e Indicar si es correcta o no la afirmacion: cuando la probeta tiene forma como alguna de
las imégenes de la figura (el recipiente A de forma de cono truncado, el B esféricoy C
cono truncado invertido), en la que la seccion transversal cambia de tamafio, el nivel del
agua NO sube de forma constante (Anexo 1, pag.160, pregunta 1, afirmacion dos)

e Determinar si la medida de una magnitud dada varia o permanece constante a lo largo del
desarrollo del fendmeno (llenado del recipiente), para el caso de la magnitud <altura del
nivel del agua> (Anexo 1, pag.115, pregunta 1)

e Indicar si la variacién de la altura del nivel del agua esta relacionada con las variaciones

del tiempo de llenado (Anexo 1, pag. 116, pregunta 2)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 1 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1, afirmacion uno de situacion de llenado
uno), 2 (Respuestas de los tres sujetos a Preguntal.l. afirmacion dos de situacion uno de llenado
uno) y 3 (Respuestas de los tres sujetos a preguntas 1y 2 de prueba inicial), respectivamente, que

se encuentran en el anexo nimero 3.
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Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se encuentra que los estudiantes de este
curso aunque pueden identificar, en el fendmeno de llenado, que la altura del nivel del agua
cambia y pueden relacionarla con el tiempo de llenado, algunos no explicitan la relacion de
covariacion e incluso, algunos casos hacen referencia a otras magnitudes y modifican las
condiciones iniciales del fendmeno cuando se les pide relacionar la altura del nivel del agua a
medida que el tiempo ha transcurrido. Pareciera que para unos estudiantes existe una dificultad
de diferenciar las variables, estas se presentan como una globalidad indiferenciada que en

algunos casos los estudiantes de este nivel todavia no logran diferenciar completamente.
5.2 Categoria dos: Interpreta representaciones tabulares

En este apartado se analizan las repuestas de los estudiantes a las tareas correspondientes a los

indicadores 1, 2 y 3 de esta categoria.
5.2.1 Indicador 1

Por simple inspeccidn de los valores de las variables reconoce cuando la covariacién es lineal
y asocia este hecho con la situacién experiencial y descarta las representaciones tabulares de

otros tipos de covariaciones
Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

e Indicar si la representacion tabular dada corresponde a un recipiente de determinada
forma. (Anexo 1, pag. 161, pregunta 1, afirmacion cuatro)

e Escoger la tabla de valores que representa la relacion entre la altura del nivel del agua (A)
y el tiempo transcurrido (F) en una posible experiencia de llenado en un recipiente de

forma cilindrica (Anexo 1, pag. 117 pregunta 3)
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Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 4 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1 afirmacion cuatro de situacion uno de
llenado uno) y 5 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 3 de prueba inicial), respectivamente,

que se encuentran en el anexo nimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se encontré la dificultad que tienen los
estudiantes para pasar de evaluar la constancia o no del cambio de altura a valorar la variacion de
la magnitud del cambio. Mientras los sujetos se representen el problema directamente ligado a la
forma de los recipientes pueden entender cuando es constante y cuando no. Es mas, pueden saber
que el valor crece mas rapido, si la seccidn transversal se reduce y menos rapido si la seccion
transversal se amplia, pero pasar de ahi a analizar el problema sobre los valores de las variables
sin el apoyo de la informacion que adiciona el hecho empirico genera dificultades mayores.
Ademas, los estudiantes de este grado valoran la constancia de los valores de las dos sucesiones,
de las dos variables, sin tener en cuenta la razon de los incrementos. Segun parece, 10s sujetos
identifican la constancia o no de las variables y comprenden el crecimiento o decrecimiento del

valor siempre y cuando asocien la informacion al hecho empirico.
5.2.2 Indicadores 2y 3

Indicador 2: Identifica una forma de correspondencia entre los valores de las variables lo que
le permite continuar con los valores siguientes (el valor n+1) a partir de un par de valores dados

(el valor n)

Indicador 3: Asigna valores nuevos a partir de otros valores ya conocidos mediante procesos
de interpolacion y extrapolacion, en caso de covariaciones que dan lugar a una razon de cambio
constante y reconoce que esto no se puede hacer en caso de otras formas de covariacion que dan

lugar a una razén de cambio variable
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Las tareas que fueron analizadas para estos indicadores son las siguientes:

e Asignar dos nuevos valores a partir de la informacion de la representacion tabular dada
(Anexo 1, pag. 190, preguntas 7 y 8)
e Indicar, a partir de los datos de la tabla dada, el tiempo que debe transcurrir para que el

nivel del agua alcance 5,5 cm de altura (Anexo 1, pag. 119, pregunta 7.2)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 6 (Respuestas de los tres sujetos a preguntas 7 y 8 de la S4 movimiento) y 7
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 7.2 de la prueba inicial), respectivamente, que se

encuentran en el anexo numero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, permiten afirmar que los estudiantes de
este grado asignan valores nuevos a partir de la representacion tabular, usando procedimientos
intuitivos, procediendo de forma aditiva, esto se ve més claro en los casos en que los valores
nuevos se pueden obtener por intrapolacion o si hay que extrapolar el valor nuevo es cercano al
altimo de la tabla. Asi, a partir del patrén que identifican pueden continuar con los valores
siguientes en la sucesion, a partir de un valor n. Si el valor nuevo es muy lejano a valores de la
tabla, introducen o multiplicacién simple (valor unitario por nimero de unidades) o regla de tres,
en el caso en que la tabla represente valores en covariacion directamente proporcional tienen
éxito, pero si no es asi, los lleva a error. Parece entonces que los estudiantes para efectos de estos
calculos, determinan y usan el patron de cambio entre los valores, pero pasan por alto la
diferencia de registros tabulares con el par (0,0) y (0,y) y se impone, en estos casos, el esquema

de multiplicacion simple y el procedimiento de regla de tres.
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5.3 Categoria tres: analiza representaciones cartesianas

En este apartado se analizan las repuestas de los estudiantes a las tareas correspondientes a los

indicadores 1, 2, 3,4 y 5 de esta categoria.
5.3.1 Indicadores 1y 2

Indicador 1: Ubica puntos especificos en el plano cartesiano, demarcando las

correspondientes parejas ordenadas.
Indicador 2: Establece escalas y registra correctamente los valores en ellas.
Las tareas que fueron analizadas para estos indicadores son las siguientes:

e Utilizar la representacion gréafica dada para indicar la cantidad de agua que hay en el
recipiente cando han transcurrido 4 segundos y el tiempo que debe transcurrir para que
haya 70 mililitros de agua en el recipiente (Anexo 1, pag. 121, pregunta 9)

e Representar en la grafica los valores de la representacion tabular dada (Anexo 1, pag.

122, pregunta 10)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
la tabla 8 (Respuestas de los tres sujetos a preguntas 9 y 10 de la prueba inicial),

respectivamente, que se encuentran en el anexo nimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se encontré que dan significado a los
puntos coordenados de la representacion grafica asociandolos a los valores de las variables
relacionadas. Ademas, a partir de valores dados en la representacion tabular pueden demarcar
correctamente los pares ordenados correspondientes en la grafica. Por otro lado, cuando les dan

la escala en el plano cartesiano, los casos Suj2 y Suj3 ubican correctamente los valores utilizando
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la escala dada y en el caso Sujl la adapta de manera que pueda obtener mas precision en la

ubicacion de las parejas ordenadas.
5.3.2 Indicador 3

Reconoce a partir de la forma de la gréfica (recta o no) la covariacion lineal o no de las dos

variables asociadas.
Las tareas que fueron analizadas para estos indicadores son las siguientes:

e Indicar si la representacion cartesiana dada corresponde a un recipiente de determinada
forma. (Anexo 1, pag. 162, pregunta 1, afirmacion cinco)

e Escoger la grafica que representa la forma de variacion de la altura del nivel del agua y el
tiempo transcurrido en una experiencia de llenado en una probeta de forma cilindrica.
(Anexo 1, pag. 120, pregunta 8)

e Describir las caracteristicas de los recipientes, a partir de las gréficas dadas (Anexo 1,
pag. 180, pregunta 1.1)

e Describir las caracteristicas de los resortes, a partir de las gréaficas dadas (Anexo 1, pag.
180, pregunta 1.1)

e Relacionar cada gréafica con el movimiento del auto que se mostraba en la representacion

tabular dada (Anexo 1 pag. 189, pregunta 2)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 9 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1 afirmacion cinco de situacion uno de
llenado uno), 10 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 8 de la prueba inicial), 11 (Respuestas

de los tres sujetos a pregunta 1.1 de la situacién de llenado dos, 12 (Respuestas de los tres sujetos
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a pregunta 1.1 de la situacién 3 Ley de Hooke) y 13 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2

de la situacion 4 de movimiento), respectivamente, que se encuentran en el anexo numero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se puede afirmar que los casos nivel alto
y nivel medio reconocen que cuando la gréfica no es una recta, la covariacion entre las dos
variables relacionadas no es lineal. Solo acuden a la variacion no constante de los incrementos
para indicar la correspondencia a graficas de lineas no rectas, sin hacer distincion entre estas. El
sujeto nivel bajo por su parte, al pensar en términos de la experiencia del llenado, acierta en el

sentido de la variacion de los incrementos.

Por lo tanto, teniendo en cuenta los hallazgos mencionados en la comprension de las
representaciones cartesianas, se puede declarar que el sujeto nivel alto persiste en asociar la
constancia de los incrementos con la forma de la grafica y los sujetos nivel medio y bajo
comprenden la representacion cartesiana desde las condiciones fenomenoldgicas, asociando
caracteristicas propias del hecho empirico con la forma de la grafica. Ahora bien, en la situacion
4 (de movimiento) los casos focalizados ademas de tener en cuenta la constancia o no de los
incrementos y, por ende, la forma de la gréfica, utilizaron un criterio adicional que fue los
interceptos con el eje Y, pues permite que el procedimiento sea mas rapido en la medida en que,
en los datos dados en la tabla identifican el valor inicial de la variable dependiente. Por lo tanto,
sus comprensiones son encaminadas a procesos simplificados, utilizando como vias de solucién

aquellas que les permitan diferenciar de manera rapida las representaciones cartesianas.

De este modo, se hace evidente el progreso de los tres casos al transcurrir la aplicacion de la
secuencia didactica, especialmente en los sujetos nivel alto y bajo. El caso Sujl (nivel alto),
amplia su perspectiva de una representacion gréafica, pues en la Gltima situacion tiene en cuenta

la constancia o no de los incrementos de las variables, asi como el criterio de los interceptos,
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mostrando asi una comprension mas abarcadora. Por su parte, el caso Suj3 inicialmente no
interpretaba correctamente la representacion cartesiana de la relacion de dos variables de una
situacion, que paulatinamente fue comprendiendo, pasando de una comprension en términos del
hecho empirico a una comprension en términos de la variacion de los incrementos y los valores

de los interceptos con Y vy su significado en la situacion.
5.3.3 Indicador 4

Asocia la mayor o menor inclinacion de la recta con la mayor o menor razén de cambio

(rapidez del cambio de la variable dependiente con relacion a la independiente)
Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

e Dibujar la forma que considera tendria la grafica cartesiana si el tanque es como el de la
siguiente figura dadas (Anexo 1, pag. 164, pregunta 2.3)

e Indicar el valor de verdad de cada una de cuatro afirmaciones a partir de la representacion
grafica dada de un movil que se desplaza con velocidad constante. (Anexo 1, pag. 191,

pregunta 9)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 14 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2.3 de la situacion uno de llenado) y 15
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 9 de la situacién cuatro de movimiento),

respectivamente, que se encuentran en el anexo niimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se puede afirmar que en la situacion del
Ilenado de los tanques los tres casos relacionan la inclinacion de la recta con la mayor o menor
rapidez de llenado del recipiente. Al parecer, esta relacion se pudo hacer gracias a las

caracteristicas del fenomeno de llenado tales como el tamafio de la seccion transversal de los
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recipientes, que al hacerse visibles les sugeria pensar en la razon entre los incrementos de la
altura del nivel del agua y los incrementos de los baldes vertidos de un tanque con respecto a
otro. Ahora bien, en la situacion de movimiento rectilineo uniforme en un mavil se les dificult6
mas esta relacion a los sujetos 2 y 3 asociaron la velocidad del maévil con la longitud de la recta

de cada segmento.
5.3.4 Indicador 5

Anticipa la posible forma de la grafica que representa la covariacion a partir de las

condiciones de la situacion.
La tarea que fue analizada para este indicador son las siguientes:

e Dibujar la forma que considera tendria la gréafica cartesiana para cada uno de los dos
tanques con la forma de las dos figuras dadas. (Anexo 1, pag. 163 y 164, preguntas 2.1 y

2.2)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
la tabla 16 (Respuestas de los tres sujetos a preguntas 2.1y 2.2 de la situacion uno de llenado),

respectivamente, gue se encuentran en el anexo namero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se puede afirmar que estos sujetos
anticipan la forma de la representacion grafica adecuada cuando el recipiente es cilindrico,
teniendo como referente dicha forma o la constancia de los incrementos en las variables
relacionadas. Ahora bien, cuando el recipiente no es cilindrico, el caso Suj3 comprende que la
representacion cartesiana corresponde a una curva con el sentido correcto de las variaciones de

los incrementos. Mientras que Sujl y Suj2 no aciertan en la representacion cartesiana porque
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solo se limitan a asociar la forma no cilindrica del recipiente con la no constancia de los

incrementos sin tener presente el ritmo del crecimiento.

5.4 Categoria cuatro: Reconoce cuando se da la constancia de la razén de cambio y

cuando no.

En este apartado se analizan las repuestas de los estudiantes a las tareas correspondientes al

Unico indicador de esta categoria.

5.4.1 Indicador 1

Relaciona el valor de la raz6n de cambio con el incremento de una variable respecto a la otra

y reconoce su significado en la situacion.

Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

Indicar si es correcta a o no la afirmacién: cuando la forma como varia el nivel del agua
con relacion al nimero de monedas es constante, ocurre que la razén de cambio AA/AN
(incrementos en altura del nivel del agua/incrementos en nimero de monedas) es
constante (Anexo 1, pag. 161, pregunta 1.1, afirmaciéon 3)

Indicar si es posible calcular el nivel que alcanzaria el agua cuando se hayan introducido

41 monedas en una probeta cilindrica, si se conocen la siguiente informacion:

La razén de cambio AA/AN es constante y vale Scm /moneda

Cuando se han introducido 4 monedas el nivel alcanzado por el agua es27 cm (Anexo 1, pag.

162, pregunta 1.2)
Indicar para cual o cuales de las formas A, B o C, de los recipientes dados, se puede decir
que la raz6n de cambio altura del nivel del agua y la cantidad de baldes es constante y

para cual o cuéles no (Anexo 1, pag.164, pregunta 2.4)
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e Indicar si la razdn de cambio entre la altura del nivel del agua y la cantidad de baldes
vertidos es constante 0 no en el recipiente C de la representacion cartesiana dada, usada
en la categoria 3, indicador 5 (Anexo 1, pag.181, pregunta 1.5)

e Indicar si la razdn de cambio entre la longitud del resorte y la fuerza aplicada es constante
en ambos resortes de la representacion cartesiana dada, usada en la categoria 3, indicador
1 (Anexo 1, pag. 181, pregunta 1.5)

e Indicar para cual o cuéles de los tres carros se puede afirmar que la razén de cambio entre
las distancias y los tiempos es igual, tomando en cuenta la informacion dada en el registro
tabular (Anexo 1, pag. 188, pregunta 1)

e Identificar el o los carros para los que se puede afirmar que para incrementos iguales de
tiempo se tienen incrementos iguales de distancia, y en las que no se puede hacer tal

afirmacidn, a partir de la siguiente representacion tabular (Anexo 1, pag. 190, pregunta 5)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 17 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1afirmacion tres de la situacién uno de
Ilenado uno), 18 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion uno de llenado), 19
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2.4 de la situacion uno de llenado uno), 20 (Respuestas
de los tres sujetos a pregunta 1.5 de la situacion dos de llenado), 21(Respuestas de los tres
sujetos a pregunta 1.5 de la situacion tres Ley de Hooke), 22(Respuestas de los tres sujetos a
pregunta 6 de la situacion cuatro de movimiento) y 23 (Respuestas de los tres sujetos a preguntas
1y 5 de la situacion cuatro de movimiento), respectivamente, que se encuentran en el anexo

numero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se encontrd que estos sujetos asocian la

razon de cambio constate con situaciones de tipo covariacional lineal. Sin embargo, en sus
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comprensiones se dilucidan elementos diferentes, implicitos en su significado. Para el caso Sujl
se puede afirmar que comprende la razon de cambio como la razon entre incrementos
correspondientes. El caso Suj3, en ocasiones coordina el valor del incremento de la variable
dependiente respecto a la independiente, pero no como razén (como proceso aritmético) sino, al
parecer, apoyandose en el contenido empirico de la tarea, incluso, aunque reconoce la constancia
de los incrementos de cada variable por aparte, niega la constancia de la razén de cambio, porque
el punto inicial de la tabla no es (0,0). El caso Suj2 le falta hacer la coordinacion entre el valor de
estos incrementos, solo tiene en cuenta la constancia de las variaciones de las variables, sin

correlacionarlas.

5.5 Categoria cinco: Interpreta la representacién cartesiana de dos o tres gréaficas: el
punto de intercepto de las dos o tres graficas, el intercepto con Y, y la mayor o menor

inclinacion de las rectas

En este apartado se analizan las repuestas de los estudiantes a las tareas correspondientes a los

indicadores 1,2 y 3 de esta categoria.
5.5.1 Indicador 1

Asocia el punto de intercepto de dos o tres graficas de la representacion cartesiana, con el punto

en el cual los valores de las variables relacionadas coinciden.
Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

e Indicar el significado del punto “e” en el que se cortan las dos gréaficas correspondientes a
los recipientes A y B, teniendo en cuenta la representacion cartesiana dada (Anexo 1, pag.

181, pregunta 1.4)



95

[P

e Indicar el significado del punto “g” en el que se cortan las dos graficas correspondientes a
los resortes A y B, teniendo en cuenta la representacion cartesiana dada (Anexo 1, pag.
181, pregunta 1.4)

e Indicar qué informacion ofrecen los puntos “a” y “b” de la representacion cartesiana dada

(Anexo 1, pag. 189, pregunta 3 y 4)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 24 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.4 de la situacion dos de llenado.), 25
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.4 de la situacion tres Ley de Hooke) y 26
(Respuestas de los tres sujetos a preguntas 3 y 4 de la situacion cuatro de movimiento),

respectivamente, que se encuentran en el anexo nimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se encontrd que el caso nivel alto
comprende que el punto donde se cruzan dos gréaficas corresponde a la coincidencia en los
valores de las dos variables relacionadas. Aunque inicialmente (en la situacion de llenado) Suj1,
solo relaciond la variable dependiente, en las tareas de las situaciones posteriores si indicd la
coincidencia de los valores en ambas variables relacionadas. En cambio, el caso nivel medio solo
identifica la coincidencia de los valores de la variable dependiente, sin tener en cuenta la
independiente, en el significado que le atribuye al punto donde se cruzan las gréficas. Por su
parte, el caso nivel bajo igualmente solo reconocid la coincidencia de los valores en el punto de
corte de dos gréficas, de la variable dependiente. Ademas, nuevamente ofrece sus respuestas
desde la perspectiva del hecho empirico. Parece ser que los estudiantes omiten la coincidencia de

los valores de la variable independiente en el punto donde se cruzan dos graficas.
5.5.2 Indicador 2

Relaciona los puntos de intercepto con Y con el valor inicial de la variable dependiente.
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Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:

e Indicar cual de los tres recipientes tiene el menor nivel de agua al empezar el llenado,
teniendo en cuenta la representacion cartesiana utilizada en el indicador anterior. (Anexo
1, pag. 180, pregunta 1.2)

e Identificar cual de los dos resortes tiene una longitud menor cuando no estan estirados,
teniendo en cuenta a representacion cartesiana utilizada en el indicador 1 de la categoria

5. (Anexo 1, pag. 180, pregunta 1.2)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 27 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion dos de llenado) y 28
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion tres Ley de Hooke),

respectivamente, que se encuentran en el anexo nimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se puede afirmar que los tres casos
comparan los valores de los puntos de corte con el eje Y en una representacion cartesiana de dos
o tres gréficas e identifican el mayor o menor valor de la variable dependiente estudiada en cada
situacion. El caso nivel alto hace explicito este significado, mientras que los casos nivel medio y

bajo son superficiales en sus justificaciones.
5.5.3 Indicador 3

Identifica la mayor o menor inclinacion de las rectas con la mayor o menor rapidez de

variacion y las asocia correctamente con la situacion experiencial

Las tareas que fueron analizadas para este indicador son las siguientes:
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o Indicar en cudl de los tres recipientes el nivel del agua sube mas rapido a medida que se
vierte el contenido de los baldes, teniendo en cuenta la representacion cartesiana utilizada
en el indicador 1 de la categoria 5 (Anexo 1, pag.181, pregunta 1.3)

o Indicar cudl de los dos resortes se estira con mayor facilidad, teniendo en cuenta la
representacion cartesiana utilizada en el indicador 1 de la categoria 5. (Anexo 1, pag. 181,

pregunta 1.3)

Las respuestas de los tres casos en los que se focalizo el estudio se encuentran registradas en
las tablas 29 (Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.3 de la situacion dos de llenado) y 30
(Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.3 de la situacion tres Ley de Hooke),

respectivamente, que se encuentran en el anexo nimero 3.

Analizada la informacion en las tablas mencionadas, se puede afirmar que los estudiantes de
este grado asocian la rapidez de cambio con la longitud de las lineas de la representacion grafica.
De modo que la mayor o menor longitud de la gréafica indica la mayor o menor razén de cambio

en cada situacion

Por lo tanto, en esta categoria consistente en interpretar la representacion cartesiana de dos o
tres gréficas, los tres sujetos comprendieron el punto de intercepto de dos o tres graficas como el
punto en el cual los valores de las variables relacionadas coinciden. Sin embargo, les hace falta
identificar la mayor o menor inclinacién de las rectas con la mayor o menor rapidez de variacién

y asociarla correctamente con la situacion experiencial.
5.6 Sintesis de resultados por categoria

En la tabla 9 de las paginas siguientes se presenta una sintesis de los resultados obtenidos en

cada categoria.
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Categoria

Indicadores

Interpretacion de las comprensiones

6.1 Categoria uno:
Relacion de la forma de
covariacion con
caracteristicas del
fenémeno

6.2 Categorias dos:
Interpreta
representaciones
tabulares

Indicador 1: Reconoce que existen
formas de covariacion tales que a
incrementos iguales de una de las
variables se tienen incrementos iguales
de la otra y que hay otras formas de
covariacion en la que no se da esto

Indicador 1: Por simple inspeccién de
los valores de las variables reconoce
cuando la covariacion es lineal y asocia
este hecho con la situacién experiencial y
descarta las representaciones tabulares de
otros tipos de covariaciones

Indicador 2: Identifica una forma de
correspondencia entre los valores de las
variables lo que le permite continuar con
los valores siguientes (el valor n+1) a
partir de un par de valores dados (el
valor n)

Indicador 3: Asigna valores nuevos a
partir de otros valores ya conocidos
mediante procesos de interpolacion y
extrapolacion, en caso de covariaciones
que dan lugar a una razén de cambio
constante y reconoce que esto no se
puede hacer en caso de otras formas de
covariacion que dan lugar a una razén de
cambio variable

En términos general los estudiantes de este grado en la situacion de llenado muestran
gue asocian correctamente que en un recipiente cuya seccion trasversal es constante a
lo largo de su altura, la variacién del nivel del liquido es constante a medida que se
llena y que, si esta seccidn trasversal varia, la forma de variacion de la altura del
nivel del agua no es constante. Parece que la familiarizacion que el estudiante tiene
con el hecho empirico ofrece apoyos intuitivos para diferenciar la forma de variacion
del nivel del liquido en los dos casos, no todos expresan estas diferencias en términos
de covariacién de incrementos que seria un indicador de acceder a la comprension de
la covariacion. Algunos estudiantes al intentar explicar la covariacion recurren a otras
magnitudes que no son estudiadas en el fenémeno, es como si para algunos
estudiantes existe una dificultad de diferenciar las variables, presentandoseles como
una globalidad indiferenciada.

Mientras los sujetos se representen el problema directamente ligado a la forma de los
recipientes no solo pueden entender cuando es constante la variacién de la altura del
nivel del agua y cudndo no; también, pueden saber, en muchos casos, que el valor
crece mas rapido si la seccion transversal se reduce y menos rapido si la seccion
transversal se amplia; sin embargo, esta conquista no es garantia de que pueda pasar
de estos hechos a analizar la forma de covariacion a partir de la representacion
tabular. Sin el apoyo de la informacion que adiciona el hecho empirico, algunos
estudiantes, como el caso de nivel bajo, tiene grandes dificultades. Este hecho se da
quiza porque hacerlo a partir de los valores de las variables sin referencia de la
situacion empirica requiere tomar conciencia, al menos, del hecho de que la
constancia de variacion equivale a que a incrementos iguales de una de las variables
corresponden incrementos iguales de la otra.

Los estudiantes utilizan procedimientos sucesivos (aditivos) para encontrar valores
nuevos a partir de los valores de una presentacion tabular. Agregan sucesivamente a
un par de valores dados el incremento correspondiente a cada variable para obtener el
nuevo valor, por eso el método se agota cuando se trata de valores muy lejanos a los
dados en la tabla. En estos casos, en las formas mas avanzadas introducen la
multiplicacion simple a partir del valor unitario y en algunos casos utilizan la regla de
tres. Pero este Gltimo procedimiento los conduce a error cuando la covariacion no es
proporcional. Los estudiantes no usan la razén de cambio para realizar los calculos,
quiza porque esto requiere comprender una nueva covariacion (ya no entre los
valores de las variables) sino entre los incrementos de los valores de las variables.
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6.3 Categoria tres:
analiza representaciones
cartesianas

6.4 Categoria cuatro:
Reconoce cuando se da
la constancia de la razén
de cambio y cuando no

6.5 Categoria cinco:
Interpreta la
representacion cartesiana
de dos o tres gréficas: el
punto de intercepto de
las dos o tres gréficas, el
interceptocon Y, y la
mayor 0 menor
inclinacion de las rectas

Indicador 1: Ubica puntos especificos
en el plano cartesiano, demarcando las
correspondientes parejas ordenadas.

Indicador 2: Establece escalas y registra
correctamente los valores en ellas.

Indicador 3: Reconoce a partir de la
forma de la grafica (recta o no) la
covariacion lineal o no de las dos
variables asociadas.

Indicador 4: Asocia la mayor o menor
inclinacion de la recta con la mayor o
menor razén de cambio (rapidez del
cambio de la variable dependiente con
relacion a la independiente)

Indicador 5: Anticipa la posible forma
de la grafica que representa la
covariacion a partir de las condiciones de
la situacion

Indicador 1: Relaciona el valor de la
razén de cambio con el incremento de
una variable respecto a la otra y reconoce
su significado en la situacion

Indicador 1: Asocia el punto de
intercepto de dos o tres gréficas de la
representacion cartesiana, con el punto
en el cual los valores de las variables
relacionadas coinciden.

Los estudiantes ubican correctamente puntos en el plano cartesiano, asociandolos a
los valores de las variables relacionadas. A partir de valores dados en la
representacion tabular identifican correctamente los pares ordenados
correspondientes en la grafica. Unos estudiantes asocian la forma de la grafica (recta
0 curva) con la forma de covariacién, pero entendida ésta como que se da 0 no que a
incrementos iguales de una variable corresponde incrementos iguales de la otra, sin
que se llegue a asociar con que la idea de que la recta representa la constancia de la
razon de cambio y la no recta representa variacion de ésta. Algunos estudiantes,
como el de nivel bajo, al asociar la grafica con el fenémeno empirico muestra que
puede anticipar el sentido del incremento (cada vez se incrementa con mayor —0
menor-rapidez)

Los estudiantes asocian el intercepto de la gréafica con el eje Y con las condiciones
iniciales del fenémeno que se representa.

De igual forma algunos estudiantes logran relacionar la inclinacion de la recta en una
covariacion lineal para algunos fenémenos (el de llenado), pero esto no es garantia
para que lo extienda a otros fendmenos. Por ejemplo, los sujetos de nivel medio y
alto, en la situacion de movimiento (distancia recorrida y tiempo de recorrido, en
movimiento con velocidad constante) interpretan la longitud del segmentos de recta
en una grafica cartesiana con la mayor o menor rapidez del movil.

Para los estudiantes resulta dificil comprender el significado de la constancia de la
razén de cambio, aunque los tres sujetos de estudio asocian la razén de cambio
constate con situaciones de tipo covariacional lineal. En el caso Sujl se puede
afirmar que comprende la raz6n de cambio como la razén entre incrementos
correspondientes., mientras que el Suj3, realmente no maneja la razén de cambio, él
interpreta la covariacion apoyandose, como se ha dicho, en la situacién empirica. Y
otros sujetos, como el del nivel medio, solo se orientan por la idea que a incrementos
iguales corresponden incrementos iguales.

Los datos estudiados permiten afirmar que el caso nivel alto comprende que el punto
donde se cruzan dos gréficas corresponde a la coincidencia en los valores de las dos
variables relacionadas. Aunque se puede apreciar una sutil diferencia en sus
compresiones. En casos como el sujeto de nivel alto, entienden que el punto de corte
equivale a la igualdad de los valores de las dos variables del fendmeno estudiado. En
otros casos, parece que no se toma conciencia de este hecho y algunas veces se
afirma la igual de valores de una de las dos variables pero no de ambas, es como
estos sujetos no lograran coordinar las dos variables y centraran la atencion en una de
ellas.

Origen: Fuente Propia
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6 DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las evidencias y el analisis presentado en el capitulo anterior y en el anexo #3 hacen posible
aseverar algunos aspectos con respecto a las comprensiones que se observaron en los estudiantes
en las situaciones abordadas de covariacion lineal. Por un lado, es posible afirmar que, aunque en
términos generales los estudiantes de este grado dan muestra de ser capaces de identificar, en los
fendmenos estudiados, que algunas magnitudes permanecen constantes y que otras varian, y,
ademas, que hay covariaciones entre ellas, en algunos casos, como el estudiante del nivel bajo,
presentan dificultad para diferenciar unas magnitudes de otras. Cuando tratan de ponerlas en
relacion para definir si las variaciones de una tienen como efecto variaciones en otra, caen en el
error de afirmar la covariacion porque introducen otra magnitud distinta al par que se estudia.
Podria decirse que, en un comienzo, los estudiantes reconocen los cambios de las magnitudes,

pero al hablar de las relaciones entre los cambios, éstas aparecen como un todo indiferenciado.

También se evidencia que para los estudiantes es un gran apoyo intuitivo el fenémeno que se
va a estudiar, de ahi que la mayor o menor familiaridad que tengan con el fendmeno le va a ser
de gran ayuda para establecer alguna medida cualitativa de cambio. Podra decir cosas tales como
si la covariacion es directa (si aumenta una la otra también o si disminuye una la otra también),
inversa (si una aumenta la otra disminuye o viceversa) e, incluso, puede ir un poco mas alla,
tener intuicion de que una magnitud varia de forma constante o no, tomando como referencia el
fendmeno. Sin embargo, estas intuiciones no significan que tengan resuelta la cuantificacion de
la covariacion, es decir, que sean valores que a incrementos iguales de una de las variables se
dan incrementos iguales de la otra y, mucho menos, que sean conscientes, de la constancia de la

razén de cambio.
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Por otra parte, los estudiantes no usan la razon de cambio para realizar los calculos que se
requieren para encontrar valores nuevos, ellos recurren a procedimientos mas intuitivos
(agregaciones sucesivas o, de multiplicacion simple, para ello utilizan el valor unitario). En sus
procedimientos de calculo, no aparece la razén de cambio, lo cual puede ser indicador de que los
estudiantes realmente no han logrado acceder a la comprension de la variaciéon del cambio, sino
maés acceden a la comprension de la correspondencia del cambio de una magnitud con relacion a
la otra. En otras palabras, los estudiantes no usan la razén de cambio para realizar los calculos,
quiza porque esto requiere comprender una nueva covariacion, ya no entre los valores de las

variables, sino entre los incrementos de los valores de las variables.

Este estudio también ofrece evidencia de que, en términos generales, los estudiantes
relacionan las variables de los fendmenos con puntos especificos del plano cartesiano. Ahora
bien, no asocian la forma de la gréfica (recta o curva) con la constancia o variacion de la razon
de cambio. Mas bien, relacionan las gréficas rectas con el tipo de covariacion en el que a
incrementos iguales de una variable corresponden incrementos iguales de la otra y las graficas
curvas con aquella covariacion en la que no se presenta este hecho. Ademas, en algunos
fendmenos asocian la inclinacion de la recta en una covariacion lineal. Sin embargo, no
necesariamente lo hacen extensivo a otros fendémenos. Posiblemente, como ya se dijo antes, la
mayor o menor, familiaridad con las caracteristicas del hecho empirico quiza le permiten hacer o

no este tipo de relaciones.

Por otra parte, en la interpretacion de la representacion cartesiana de dos graficas, para los
estudiantes el punto de interseccion de estas refiere a una igualdad de valores de una misma
variable. Sin embargo, en algunos casos, como el estudiante de nivel alto, reconocen esta

igualdad de valores en las dos variables relacionadas, mientras en otros casos, no lo hacen,
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consideran este hecho como indicador de la igualdad de valores para solo una de las variables,

dejando de lado la coordinacion de las dos variables relacionadas.

Por consiguiente, al referenciar el objetivo general de la presente investigacion, orientado a
describir las comprensiones de covariacion en eventos del contexto fisico, que demuestran los
estudiantes de grado noveno del Colegio Tomas Carrasquilla I.E.D y conforme a los resultados
obtenidos en el analisis realizado, mencionamos a continuacion aspectos relevantes y
concluyentes que pueden estar sujetos a futuras discusiones. Para esto, se relacionaran algunas
posturas tedricas que subyacen especificamente al estudio del fenémeno de la comprension y a la
perspectiva covariacional de la funcidn lineal. Ya que estos dos pilares tedricos, demarcan en la
presente propuesta de investigacion, elementos alternativos y dindmicos que pueden ser
considerados una buena herramienta de aproximacién a la conceptualizacién del objeto

matematico funcion lineal.

Por consiguiente, en el disefio e implementacion de la secuencia didactica, se abordaron
situaciones dindmicas, que involucraron la covariacion y el cambio de magnitudes, a partir del
estudio de eventos propios del contexto fisico, tomando en consideracién las posturas
sustentadas por autores como Vasco y Carlson, quienes han desarrollado, estudios relacionados
con el pensamiento variacional, asociando el concepto de funcion, como modelo matematico

que involucra la covariacion a través de varios registros de representacion.

De manera particular, a continuacion, se mencionan algunos de los resultados obtenidos por
estos dos referentes, los cuales convergen tacitamente, con los alcances de la presente

investigacion.
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Por ejemplo, Vasco (2006), afirmo:

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una forma de pensar
dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal
manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariacién de cantidades de la misma
o distinta magnitud en los subprocesos recortados de la realidad. (p. 138)

Por su parte Carlson (1998) refiere la nocion de razonamiento covariacional, a partir de
proponer un marco conceptual que describe las acciones mentales involucradas al aplicar
razonamiento covariacional cuando se interpretan y representan funciones asociadas a eventos
dinamicos, reportando que estudiantes de alto desempefio en un curso de calculo, al razonar
sobre cantidades covariantes, demuestran construir imagenes de la variable dependiente de una
funcidn, que cambia simultaneamente con el cambio imaginado de la variable independiente y en
algunas situaciones eran capaces de construir imagenes de la razén de cambio. Es asi, como
desde Carlson et al. (2003), se define el razonamiento covariacional como “las actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las

formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”. (p.124)

De ahi que, tanto estos autores, como el presente trabajo, configuren una reflexion sobre la
importancia de analizar patrones de cambio en varios contextos, para que los estudiantes

comprendan las diferentes situaciones en las que interviene el concepto de variacion.

Propuesta, que se ratifica en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y los
Estandares Basicos de Competencias Matematicas (2006), los cuales frente al desarrollo del
pensamiento variacional, infieren indiscutiblemente, el alto nivel de trascendencia que tiene para
los estudiantes, el analizar fendmenos que relacionan procesos de variacion entre dos
magnitudes y que posteriormente pueden ser representados en diferentes registros, con el objeto
de distinguir lo que cambia de lo que permanece constante y las posibles regularidades que se

pueden generar en el anlisis de una situacion dinamica (Vasco, 2006).
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Por consiguiente, en la secuencia didactica se abordaron cuatro eventos fisicos que
relacionaron situaciones de covariacion lineal proporcional, covariacion lineal no proporcional y
covariacion no lineal, las cuales sustentan la definicion dindmica del concepto de funcion, el cual
a través de la historia ha evolucionado, al punto de inferir las interpretaciones clasicas que

relacionan el estudio del movimiento.

En este sentido, el apoyarnos en esta definicion, justifico la viabilidad de exponer algunos
elementos o rasgos de la funcion, a través de la puesta en escena de actividades de covariacion,
logrando proyectar las consideraciones de Dolores y Salgado (2009), quienes en su
investigacion, orientan a los estudiantes a realizar acciones que los conlleven a involucrarse con
preguntas como: ¢qué cambia?, ;cuanto cambia?, ;coémo cambia?, ;a qué razon cambia? y
¢como se comporta globalmente la grafica?, por lo tanto cada una de las tareas disefiadas en la
secuencia didactica, involucré diferentes tipos de representacion de la funcion (tabular, grafico
simbolico...) que gradualmente permitieron vislumbrar los elementos de las situaciones

dindmicas de tipo covariacional sustentadas por Vasco (2006):

o Coordinar el cambio de una variable con respecto a la otra
o Coordinar la direccion del cambio de una variable con respecto a la otra
e Coordinar la cantidad de cambio de una variable respecto a la otra

o Coordinar la razén de cambio de una variable respecto a otra

Esto con el fin de reconocer la funcién lineal, como un modelo matematico que involucra la
covariacion entre las magnitudes asociadas a situaciones problema en contextos fisicos, las

cuales favorecen la comprension significativa de este objeto matematico.

De esta manera, la categorizacion de las comprensiones que se observaron en los estudiantes

durante el desarrollo de la secuencia didactica estuvo fundamentada desde los elementos tedricos
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que postula Perkins (1999), frente a la concepcién del fendmeno de la comprensién, el cual
relaciona la habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que los estudiantes saben.
Es decir, el comprender la covariacion lineal, relaciono la capacidad de los estudiantes, de
desempefiarse flexiblemente en relacidn con el tépico: explicar, justificar, extrapolar y aplicar el

concepto, de diversas maneras, que van mas alla del conocimiento y la habilidad rutinaria.

De ahi, que el problema de categorizar las comprensiones se refiri¢ directamente a la
observacion y clasificacion de la informacion suministrada por los estudiantes en sus respuestas
escritas y orales, las cuales permitieron perfilar las comprensiones que ellos demostraban,
mediante la identificacion de esos desempefios flexibles, que daban cuenta de acciones
determinantes, que iban mas alla de la memorizacion y la rutina, es decir el analisis concentro su
atencion en identificar lo que Sierpinska (1990) denomina la calidad de las comprensiones,
pues efectivamente el ejercicio de evaluar las comprensiones involucro, vislumbrar las acciones
asociadas al pensamiento covariacional, como un sistema de conocimientos y creencias acerca
del mismo, y se evaluo el nivel de consistencia existente, entre las respuestas de los estudiantes
con la teoria aceptada, adicionalmente a ello se intentd determinar una marca de transferencia
(intra-inter) con el animo de rastrear si se superaban aquellas formas de comprension basadas en

esquemas inconsistentes o los denominados obstaculos epistemoldgicos.

En este sentido la presente investigacion, trabajé sobre una aproximacion indirecta,
integradora, basada en la observacion cuidadosa de los desempefios relevantes de los tres casos
de andlisis, frente a las situaciones dinamicas de tipo covariacional del contexto fisico, que buscé
la operatividad entendida como capacidad para proporcionar instrumentos validos y fiables para

la descripcion de las comprensiones.
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En esta linea, se disefié la matriz de categorias de analisis, como un medio que nos permitio
describir las comprensiones que se pueden alcanzar, cuando los estudiantes se involucran en el
desarrollo de tareas de covariacion lineal, reconociendo que dentro de la estructura conceptual de
la funcidn lineal hay un aspecto fundamental, del cual debemos dar referencia y es el
razonamiento covariacional, entendido como cada una de “las actividades cognitivas implicadas
en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada

una de ellas cambia con respecto a la otra” (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, 2003).

En consecuencia, la presente investigacion, tras observar los desempefios de comprension,
asociados a las acciones cognitivas, implicadas en la coordinacion y comparacion de dos
magnitudes que covarian, deja de manifiesto, varios aspectos que se pueden convertir en
precedentes para futuras discusiones o investigaciones, a continuacion, se detallaran algunos de

ellos.

En cuanto a la experiencia, consideramos que la secuencia didactica que se disefié e
implement6é como herramienta, permiti6 analizar desde la investigacion cualitativa las
producciones escritas y verbales de los estudiantes para llegar a describir y entender las
comprensiones que ellos tienen, a la vez se convierte en un insumo importante para propiciar en
los estudiantes de cualquier grado de secundaria el desarrollo del pensamiento variacional

teniendo como eje principal la covariacion, la razén de cambio y el concepto de funcion.

Por otro lado, se evidencia la necesidad de proponer y trabajar la covariacién haciendo uso de
situaciones cercanas a los estudiantes, que permitan abordar lo covariacional de forma distinta
durante su trayectoria escolar desde edades tempranas, con experiencias sencillas y enriquecedoras,
resaltando la necesidad de este en la vida cotidiana de cada individuo. Para asi, ir acercando al

estudiante al concepto de funcién y no necesariamente esperar hasta grado noveno, en este nivel ya
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es importante que ellos dominen de manera mas clara algunos conceptos previos y necesarios para
abordar el concepto de funcion y poder potencializar mejor la comprension en este concepto y poder

abordar con mayor facilidad los relacionados con el calculo.

Tambien, los resultados del presente estudio, pueden ser tomados como un referente importante
que permiten disefiar tareas de covariacion como también una propuesta de ensefianza pertinente para
el aprendizaje del concepto de funcion, ya que ,estos mostraron que este tipo de tareas permite
desarrollar habilidades en los estudiantes para alcanzar un pensamiento de tipo variacional, haciendo
un acercamiento significativo a lo que proponen los lineamientos curriculares y los estandares

basicos de matematicas.

Otro gran alcance fue lograr integrar la forma de proponer un acercamiento al concepto de
funcidn lineal desde la secuencia didactica propuesta con el identificar y describir las
comprensiones de los estudiantes desde la observacion detallada de sus desempefios, ambos
justifican la necesidad de garantizar una manera de ensefiar que favorezca la comprension

matematica que les permita a los estudiantes aplicar el conocimiento.
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ANEXOS
Anexo 1: SECUENCIA DIDACTICA

Titulo: Comprension del conocimiento de situaciones de covariacion
Propositos generales
e Propositos de investigacion

Objetivo General: Identificar y describir las diferentes formas como los estudiantes
comprenden las situaciones de covariacion expuestas en una serie de tareas que se proponen
resolver a lo largo de la secuencia didactica identificando las relaciones de correspondencia entre
las magnitudes asociadas a cada situacion y analizando el comportamiento de la razén de cambio

entre ellas.
Objetivos especificos

e ldentificar qué comprensiones iniciales tienen los estudiantes acerca de situaciones

covariacionales y como lo relacionan a su contexto real.

o Categorizar las comprensiones de los estudiantes en la construccion del significado de la

funcién lineal.

e Describir las maneras cémo relacionan la razén de cambio con las diversas formas de

representacion de la covariacion.
e Analizar el uso de las distintas formas de representacion de la funcion lineal.
e Propositos de ensefianza

Objetivo General: Que los estudiantes resuelvan con flexibilidad diferentes y diversos
problemas relacionados con eventos de tipo covariacional y asocien dicho proceso a su

contexto real.
Objetivos especificos:

o Fortalecer los desemperios en los que se evidenciaron dificultad en el desarrollo de la

prueba inicial.
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e Orientar a los estudiantes en la identificacion de los tres tipos de covariacion: lineal no
proporcional, lineal proporcional y no lineal, a partir de situaciones contextualizadas que

modelan estas representaciones.

e Guiar a los estudiantes en la comprension de la covariacion lineal de un evento
covariacional, influenciandolo a tener un desarrollo flexible de sus habilidades y

conocimientos.

e Contribuir a que los estudiantes determinen patrones de comportamiento en las diferentes

situaciones de andlisis de tipo covariacional.

e Proponer una serie de actividades de comprension que permitan al estudiante flexibilizar

sus conocimientos y demostrar la utilidad de sus aprendizajes.
Descripcion global de la secuencia

Prueba inicial: Se aplica una prueba diagnéstica cuyo objetivo principal es evaluar las
comprensiones iniciales de los estudiantes, clasificando los tipos de razonamiento que relacionan
en el desarrollo de la actividad, para rastrearlos durante la solucion de la secuencia didactica y
reportar si se mantienen o cambian, permitiéndonos determinar si mejoran la calidad de sus

comprensiones o0 no.

SESION NOMBRE DE LA DESCRIPCION GLOBAL DE LA SESION.
SESION

1 Explorando la relaciéon | En esta sesion se involucra al estudiante en un proceso de
entre la variacion de la | modelacion que relaciona la covariacion lineal entre la
altura del nivel del altura del nivel del agua en la probeta respecto al
agua en una probetay | incremento sucesivo de la cantidad de monedas que se
la cantidad de introducen en ella, la situacion de andlisis relaciona un
monedas que se ejemplo claro de covariacion lineal proporcional.
introducen.

2 Estudiando la En esta sesion se pretende involucrar al estudiante en un
variacion de los analisis con mayor grado de complejidad al que se estudio
incrementos en la en la sesion numero uno. Se considera la misma experiencia
situacion de de las probetas con las monedas pero se cambian de forma
depositado de de los recipientes que se emplearan, esto permite ahondar
monedas en probetas en la reflexion de la covariacion, que para este caso sera
de forma diferente. lineal no proporcional y no lineal.
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3 Construyendo la En esta sesion se orienta al estudiante a determinar el
nocion de razén de resultado del cociente que relaciona la variacion de los
cambio. incrementos de las magnitudes asociadas, que seréa

constante o variable segun el tipo de covariacion. El
principal propdsito que se persigue con esta sesion es, que
ellos identifiquen que, a incrementos iguales de una
variable, se tienen incrementos iguales de la otra variable,
por tanto, la razén de cambio bajo estas condiciones es
constante, del mismo modo, mientras que cuando a
incrementos iguales en una variable no se presentan iguales
incrementos en la otra la razon de cambio es variable.

Guia Esta guia pretende evaluar la calidad de las comprensiones adquiridas por los

Evaluativa | estudiantes después de desarrollar las sesiones 1, 2, y 3, y en esa misma medida,

N°1 determinar como han cambiado sus percepciones respecto al ejercicio diagnostico
propuesto en la prueba inicial.

4 Comprobando la En esta sesion se propone un ejercicio de retroalimentacién
covariacion lineal en de la guia evaluativa, que se desarrollara en grupo, con el
situaciones de llenado. | &nimo de que los estudiantes compartan sus respuesta y las

validen argumentativamente con sus comparieros, lo que
permitird medir el grado de consistencia de las respuestas
expuestas en la guia evaluativa.

5 La covariacion lineal y | En esta sesion se empleara la ley de Hooke, a partir de
la Ley de Hooke observar la simulacion de un sistema masa resorte y

analizar el comportamiento de las variables que se
caracterizan en este evento fisico, determinando asi las
relaciones de correspondencia entre el alargamiento del
resorte y la cantidad de pesos que se suspenden de él.

Guia Esta segunda guia evaluativa, se aplica con el objetivo de determinar la transferencia

Evaluativa | que es capaz de hacer el estudiante cuando analiza simultdneamente la situacién de

N°2 llenado y la ley de Hooke, permitiendo de esta manera caracterizar las comprensiones
alcanzadas por el estudiante con el desarrollo de las actividades ya propuestas.

6 Covariacion lineal en | En esta sesion se le propone al estudiante una situacion
eventos que relacionan | novedosa que permite relacionar la covariacion lineal
movimiento. proporcional, la covariacion lineal no proporcional y la

covariacién no lineal, con el animo de generar mas
actividades de comprension, que puedan llevar al estudiante
como afirma Perkins mas alla de lo que sabe.

Guia En esta guia el estudiante revelara sus comprensiones en la relacién entre diferentes

Evaluativa | registros de representacion de la covariacion, al analizar esta nueva situacion, del

N°3 mismo modo se determinara el nivel de transferencia de los razonamientos l6gicos

evidenciados durante el proceso.
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PRUEBA INICIAL3

La figura muestra un recipiente que se esta llenando. El liquido cae de una llave que se abre
segun se desee, pero durante el llenado no se modifica la abertura de la llave esto con el fin de
permitir pasar la misma cantidad de liquido cada segundo.

A | Altura del nivel de agua a
medida que se va llenando el
recipiente

B | Longitud del chorro de agua
(la medida que va desde la

B boca del grifo o la llave hasta
3 que desaparece porque hace
contacto con el liquido que ya
esta en el recipiente

C | Diametro del recipiente

D | Cantidad de agua a medida
que se va llenando el
recipiente

E | Altura del recipiente

F | Tiempo transcurrido mientras
va cayendo el liquido en el

recipiente

Utilice la informacion proporcionada para contestar las preguntas que se formulan a

continuacion.

% Esta prueba se elabor6 en el seminario Construccién del pensamiento Numeérico dirigido por el profesor
Jorge Castafio G. Maestria de Educacion (I semestre de 2017). Pontificia Universidad Javeriana
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En la tabla aparecen las letras A, B, C, D, E, F. En cada caso diga si los valores que representa

cada letra varian o permanecen constantes mientras el llenado del recipiente. Justifique cada

respuesta dada.
Valores Escriba si Justifique su respuesta
representados | cambian o no los
Por valores de la
medida

A ('la altura del
nivel de agua)

B (longitud del
chorro de agua)

C (didmetro del
recipiente)

D (cantidad de
agua)

E (la altura del
recipiente)
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2. A continuacién, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga si los valores de alguna

de las medidas cambian a medida que cambian los valores de la otra medida, o si por el

contrario los valores de estas medidas no se relacionan entre si. Justifique la respuesta.

Valores representados
por

Escriba si una medida
cambia o no con los
cambios de la otra
medida

Justifique su respuesta

A (altura del nivel de agua)
y C (diametro del

recipiente)

A (altura del nivel de agua
y E (altura del recipiente)

D (cantidad de agua) y
C (diametro del recipiente)

C (diametro del recipiente)
y E (altura del recipiente)

B (longitud del chorro) y
D (cantidad de agua)

E (altura del recipiente) y
F (tiempo transcurrido)
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3. A continuacién, se presentan tres tablas en las que se escriben valores de A (altura del nivel
de agua) y F (tiempo transcurrido), escoja la tabla que representa los valores de A, y F que
corresponden a una posible experiencia de llenado de un recipiente que tiene la misma forma
del que se mostré en la figura inicial. En cada caso escriba Si 0 No segun corresponda y

justifique su respuesta.

3.1
Valores de A (dadoencm) | 1,2 2,5 3,9 54 7,0
Valores de F (dadoen Seg) |1 2 3 4 5
Justifique su respuesta:

3.2

Valores de A (dadoencm) |14 2,8 4,2 5,6 7,0
Valores de F (dado en Seg) | 2 4 6 8 10

Justifique se respuesta:

3.3

Valores de A (dadoencm) | 1,8 1,6 1,4 1,2 1,0
Valores de F (dadoen Seg) |1 2 3 4 5

Justifique su respuesta:
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4. En un experimento que no tiene nada que ver con la situacién de llenado que se viene
estudiando se toman los datos que aparecen en las tablas, a partir de estos datos observe como
varian las medidas y complete la tabla con los valores que considera toman las medidas a

partir de los valores que se dan.

4.1
Valores de W (dado en cm) 4 8 12
Valores de M (dado en cm) 56 52 48
4.2
Valores de X (dado en cm) 36 72
Valores de Y (dado en Seg) 4 8

5. Si se sabe que la medida B (la longitud del chorro de agua) en un momento dado mide 26 cm
y que el valor de A (altura de nivel del agua) correspondiente es 34 cm, ¢cuanto mediré el
valor de A cuando se reduce a la mitad el valor de B?

Justifique su respuesta

6. Juana realiza dos observaciones en dos momentos diferentes del proceso de llenado, las

medidas que reporta en cada caso son:
Observacion 1. La medida A (la altura del nivel de agua) es 15 cm

Observacion 2. El tiempo transcurrido es 3 veces la cantidad de segundos que habian

transcurrido al hacer la primera observacion.

¢Cuanto medira la altura del agua en la segunda observacion?




Justifique su respuesta

119

7. Utilice la tabla para contestar las preguntas 7.1y 7.2

Valores de A (dado en cm)

2,2

44

6,6

8,8

11,0

Valores de F (dado en Seg)

4

10

7.1 ¢Qué altura alcanza el nivel del agua cuando han transcurrido 4 segundos de llenado?

Justifique se respuesta:

7.2 ¢ Cuanto tiempo debe transcurrir para que el nivel del agua alcance 5,5 cm de altura? Escribe

el procedimiento seguido.




8. De las cuatro gréaficas, seleccione la que considera que representa correctamente la forma
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como cambian los valores de la medida A (altura del nivel del liquido a medida que cambia F

(el tiempo de llenado).

Grafica 1

(altura del nivel del agua en cm)

F
(Duracién en segundos)

(altura del nivel del agua en cm)

Grafica 2

F
(Duracién en segundos)

Grafica 3

(altura del nivel del agua en cm)

F
(Duracién en segundos)

(altura del nivel del agua en cm)

Grafica 4

F
(Duracién en segundos)

Justifique su respuesta:
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9. La gréfica representa los valores que va tomando D (cantidad de agua) a medida que cambian

los valores de F (al tiempo de llenado). Utilice la grafica para contestar las preguntas 9.1y 9.2

D

100 {-——=—————mm e
80 f-——-mmmmmmmm e
60 f--—-—-—-—mmmm -

404---—-------—--

Cantidad de agua en mililitros

204------

oF--—mmmm = =
IR e

O

NF------

10 12

my

Tiempo de llenado en segundos

9.1 ;Qué cantidad de agua hay en el recipiente cuando han transcurrido 4 segundos de llenado?

Justifique su respuesta:

9.2 ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para en el recipiente haya 70 mililitros de agua?

Justifique su respuesta:
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10. Represente en el plano los valores de la tabla y trace la grafica

Valores de A (dado en cm) 1,4 2,8 4,2 5,6 7,0
Valores de F (dado en seg) 2 4 6 8 10
A |
£ 10
(&)
£
oL 8
ol
<
K]
E 6
L
=
f o
S 4
<
E
=L 2
2 4 6 8 10 12 =
F

Tiempo de llenado en segundos

11. ¢Qué pasa con la forma como cambia A (Altura del nivel del agua) a medida que cambia F

(tiempo de llenado) si se utilizan recipientes mas delgados o0 mas gruesos?

Justifique su respuesta:
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12. La grafica muestra la forma como van cambiando los valores de A (Nivel del agua) a
medida que cambian los valores de F (el tiempo de llenado), en ese mismo dibujo trace otra
grafica que represente la misma variacion de los valores de A con relacion a F, pero si se

trata de llenar un recipiente méas delgado que el que se ha venido utilizando.

A

100 f-—=—=—==—====—mmmmmmmmmm -
BOf -
60 ----------mmm -

404----------— -

Altura del nivel del agua en cm

204------

1} Sttt
[ R

o e ettt

NEF ===z

10 12

my

Tiempo de llenado en segundos

Justifique su respuesta:
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Sesion N° 1

1. Nombre de la
sesion

Explorando la relacidon entre la variacion de la altura del nivel del agua en una
probeta y la cantidad de monedas que se introducen.

2. Fecha de
implementacion

13 de febrero de 2018

3. Descripcion
global de la
sesion

En esta sesion se plantea a los estudiantes una situacion de covariacion lineal, la
cual consistente en considerar una probeta cilindrica, que contiene inicialmente
determinada cantidad de agua, que alcanza un nivel de altura de 40mm de
longitud. A esta probeta se van depositando 1, 2, 3, ... monedas en forma
secuencial. El proposito es analizar la correspondencia en la variacion de las
magnitudes asociadas (variacion de la altura del nivel del agua y nimero de
monedas depositadas).

4. Objetivos de
aprendizaje de
los estudiantes

Al finalizar la sesion los estudiantes

e Identificaran la forma como varia el nivel del agua a medida que se
introducen 1, 2, 3, ... monedas.

e Reconoce que cuando la probeta es cilindrica ocurre que existen
incrementos constantes de altura para variaciones constantes de la cantidad
de monedas introducidas.

¢ Identifica una forma de correspondencia entre los valores de la altura del
nivel del agua y la cantidad de monedas introducidas, de forma que le
permite continuar con los valores siguientes (el valor n+1) a partir de un
par de valores dados (el valor n)

5. Objetivos de
ensefianza

Guiar al estudiante a reconocer y caracterizar particularidades especiales en una
situacion de covariacion.

Descripcion de
actividades de la
sesion

Momentos

Momento 1. Presentacién de la situacion problema.

En plenaria se explica la situacion a los estudiantes y se discute sobre las
descripciones y explicaciones que ofrecen al responder la pregunta sobre la
relacion de variacion entre la altura del nivel del agua respecto al depdsito de 1,
2,3, ... monedas.

Formulacion de la situacion problema:

Considerar una probeta cilindrica que contiene cierta cantidad de agua, como lo
muestra la figura.
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Se le van depositando de manera sucesiva 1,2, 3, ... monedas de $1000

El estudiante debe identificar cuales magnitudes permanecen constantes y
cuales cambian a media que se realiza la experiencia. Por ejemplo, el didmetro
de la probeta, la cantidad de agua, el nivel de la altura de la longitud del agua y
el nimero de monedas que se introducen.

NOTA 1. En este momento se busca que aparezcan diferentes posiciones de los
estudiantes. No se trata ofrecer soluciones y, en tanto sea posible, que aparezcan
diferentes respuestas, con la intencion de suscitar un interés por ejecutar
posteriormente una experiencia para resolverla.

NOTA 2. En las graficas cartesianas se trazan curvas continuas, a pesar de que
si se quiere ser estrictos se puede considerar que la variable nimero de monedas
es discreta. Sin embargo, este es un aspecto que en este momento no se busca
hacer diferenciar a los estudiantes, ademas, bien podria pensarse en una cantidad
no entera de monedas (p. €j. 1,82 monedas). (15 minutos)

Momento 2. Anticipaciones de los estudiantes En este momento, los estudiantes
de forma individual anticipan lo que ellos consideran que deben evidenciar las
representaciones tabular y cartesiana, que modelan la relacion entre las dos
variables asociadas. Para ello resuelven la guia No 1y las preguntas 1, y 2 (15
minutos)

Momento 3. Trabajo colectivo, para discutir las respuestas dadas en el trabajo
individual

Los estudiantes comparten sus respuestas y buscan conseguir un acuerdo. (20
minutos)

Momento 4. Realizacion de la experiencia y comparacién de predicciones con
los resultados obtenidos. (40 minutos)

Momento 5. Puesta en comun. Algunos socializan los resultados obtenidos y se
discute sobre ellos (20 minutos)

Tiempo estimado: 1 hora y 50 minutos

Materiales Probetas cilindricas, monedas de la misma nominacidn, agua, fotocopias de la
actividad a realizar en la sesion, lapiz, regla.
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SESION N° 1

EXPLORANDO LA RELACION ENTRE LA VARIACION DE LA ALTURA DEL
NIVEL DEL AGUA EN UNA PROBETA'Y LA CANTIDAD DE MONEDAS QUE SE
INTRODUCEN

ESTUDIANTE:

Piense en una situacién como la siguiente: Se tiene una probeta que contiene cierta cantidad de

agua, como lo muestra la figura.

>

Imagine que se van depositando de manera sucesiva 1,2,3... monedas de $1000, ;qué sucede con

la altura del nivel del agua a medida que va introduciendo cada moneda?

Justifique su respuesta:

La figura muestra una probeta, en la que la altura del nivel del agua es 40 mm. Si se deposita en
el recipiente consecutivamente 1,2,3, etc. monedas de $1000, la altura del nivel del agua se

incrementa.

Utilice la informacion proporcionada para contestar las preguntas que se formulan a

continuacion.
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TRABAJO INDIVIDUAL

1. Analice el cambio que existe entre altura del nivel del agua respecto a la cantidad de monedas
depositadas y seleccione la tabla de datos que, segun su criterio, relaciona mejor la variacion

entre estas dos cantidades.

A.
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4
Altura del nivel del agua (mm) 40 38 36 34 32
B.
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4
Altura del nivel del agua (mm) 0 2 4 6 8
C.
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4
Altura del nivel del agua (mm) 40 42 44 46 48
D.
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4
Altura del nivel del agua (mm) 40 42 43 47 52

La tabla de datos que mejor representa la variacion es:

Indique para cada tabla si los valores corresponden a una posible experiencia de depositado de

monedas de la misma denominacion en una probeta.

Justifique su respuesta.
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2. Seleccione la gréafica que considere representa mejor la forma como varia la altura del nivel

del agua con relacion a la cantidad de monedas depositadas.
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Numero de monedas Numero de monedas

La grafica que mejor representa la variacion es:

Indique para cada grafica si los valores corresponden a una posible experiencia de depositado de

monedas de la misma denominacion en una probeta.

Justifique su respuesta.




TRABAJO COLABORATIVO

Grupo No

NOMBRES:
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Complete la siguiente tabla, con la ayuda de sus comparieros de grupo y describa que argumentos

comunes y no comunes se relaciona en cada una de las selecciones realizadas.

Acuerdos y desacuerdos con relacién a las tablas.

Tabla

Acuerdos

Desacuerdos

A

La tabla(s) que el grupo considera representa(n) correctamente la forma como la altura del nivel

del agua varia a medida que varia el nimero de monedas depositadas es (son):

Justifiquen su respuesta:




Acuerdos y desacuerdos con relacion a las graficas.
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Grafica

Acuerdos

Desacuerdos

La grafica(s) que el grupo considera representa(n) correctamente la forma como la altura del

nivel del agua varia a medida que varia la cantidad de monedas es(son):

Justifiquen la respuesta:
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EXPERIENCIA

Ahora van a realizar la experiencia para ver realmente como varia la altura del nivel del agua a

medida que se introducen 1, 2, 3, ... monedas en la probeta.
Materiales: Probeta, monedas de $1000, agua y cinta métrica.
Procedimiento: Vierta 20 ml de agua en la probeta.

Introduzca una moneda de $1000 en la probeta y registre en la tabla de datos que aparece a
continuacion la nueva medida de la altura del nivel del agua. Repita el mismo procedimiento
hasta completar cinco monedas. Utilice la escala de medicion en milimetros que aparece anexada

a la probeta.

1. Complete la tabla

, Altura del nivel del
NUmero de monedas

agua (mm)
0 40
1
2

2. Grafique en el plano cartesiano los valores registrados en la tabla anterior. Utilice una escala

[}

de 10 en 10 y en el eje “x” represente el nimero de monedas y en el eje “y” altura del nivel

del agua.
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3. Comparen la tabla seleccionada inicialmente, segun los acuerdos y desacuerdos que se
construyeron de manera grupal, con la tabla obtenida en la experiencia y escriba si coinciden

0 no. Expliquen por qué se da esta coincidencia o no.

4. Comparen la grafica seleccionada inicialmente, segun los acuerdos y desacuerdos que se
construyeron de manera grupal, con la obtenida en la experiencia y escriba si coinciden o no.

Expliquen por qué se da, o no esta coincidencia.




TRABAJO EN CASA
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1. Las siguientes graficas cartesianas presentan dos rectas correspondientes a dos probetas Ay B

iguales. Cual de estas gréficas es correcta si se sabe que la cantidad inicial de agua en la

probeta B, es el doble de la de A y las monedas que se van introduciendo en las probetas son

de la misma denominacion.

Cantidad de monedas

A.
© ©
3 3
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o ©
o o]
© ©
o) K]
2 2
< [
o o]
© ©
e o
=} 35
= =
< <
Cantidad de monedas Cantidad de monedas
C.

©

2 3
© &
S o
) S
E —
= g
c c
© ©
© o
S ©
3 =]
k= =
< <

Cantidad de monedas

Justifique su respuesta:
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2. A partir de la siguiente grafica, responda cada una de las preguntas propuesta a continuacion.

Altura del nivel
del agua
aa

a0
36
32
28
24
20
16
12
=1

a

e}

=} 1 =1 1 a =1 = 7 = = 10 11

a) ¢Cudl es la altura del nivel del agua en la probeta cuando ain no se introducido monedas?

Justifique su respuesta:

b) ¢Cuél es la altura alcanzada del nivel del agua cuando se introducen 5 monedas?

Justifique su respuesta:

c) ¢Cual es la altura alcanzada del nivel del agua cuando se introducen 8 monedas y media?
Nota: Admita que las monedas se pueden fraccionar.

Justifique su respuesta:

d) Trace en la misma grafica la recta que representaria la variacion de la altura a medida que se
introducen monedas en caso de que las monedas que se usaran sean mas pequefias que las que
fueron usadas. Asuma que la probeta es la misma y que la altura inicial del agua es la misma.
Justifique su respuesta:
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Sesion N° 2

1. Nombre de la
sesion

Estudiando la variacion de los incrementos en la situacion de depositado de
monedas en probetas de forma diferente.

2. Fecha de
implementacion

21 de febrero de 2018

3. Descripcion
global de la
sesion

En esta sesion se plantea a los estudiantes la misma situacion de covariacion
lineal presentada en la sesion 1, relacionada con una probeta que contiene una
cantidad de agua que alcanza una determinada altura, a la que se van depositando
consecutivamente monedas de la misma denominacion. Se estudia el incremento
del nivel del agua a medida cuando se depositan las monedas. En esta ocasion, se
busca que los estudiantes se den cuenta que el incremento del nivel del agua,
ademas de ser constante, puede ser mayor o menor dependiendo del tamafio o
nimero de monedas o del diametro de la probeta. Finalmente, se pretende que
contraste los resultados obtenidos con la probeta es cilindrica con un

Erlenmeyer.

4. Objetivos de
aprendizaje de
los estudiantes

Al finalizar la sesién esperamos que los estudiantes logren:

e Identificar que cuando la probeta no es cilindrica, el incremento de la altura
del nivel del agua no es constante.

e Reconocer que el incremento de la altura del nivel del agua en una probeta
cilindrica, ademas de ser constante, es mayor si la probeta es de menor
diametro y menor si es de mayor diametro y dar razones adecuadas de por
qué se produce este hecho.

e Identificar que cuando se cambia la denominacion de las monedas, el
incremento de las alturas del nivel del agua puede ser mayor o menor por la
variacién del volumen y dar razones adecuadas de por qué se produce este
hecho.

5. Objetivos de
investigacion

Esta sesion tiene el proposito de ofrecer una experiencia que ilustre una forma de
covariacién no lineal y que se pueda comparar con la situacion de covariacién
lineal analizada en la sesion 1.

Preguntas de
investigacion

¢Qué comprensiones tienen los estudiantes al momento de contrastar una
situacion de covariacion lineal con otra de covariacion no lineal?

Descripcion de
actividades de la
sesion

Momentos

El desarrollo de la sesion esta propuesto en seis momentos, los cuales son:

Momento uno: Este momento sera de trabajo individual, se pretende que el
estudiante analice e identifique algunos elementos de una gréfica doble, la cual
representa la variacion del nivel del agua a medida que se le depositan monedas
de la misma denominacion en dos probetas de diferentes diametros. Ademas, se
realizard una plenaria en la que se expongan las conclusiones obtenidas de este
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gjercicio y del planteado en la tarea para la casa asignada en la sesion 1 (25
minutos)

Momento dos: En este momento se formula la siguiente situacion problema.

Imagine que se hace la misma experiencia de la sesion anterior pero ahora se
cambia la forma de la probeta. En lugar de ser de forma cilindrica ahora tiene
forma parecida a la de un cono.

o

L *

En este momento se busca que los estudiantes identifiquen que el incremento de
la altura del nivel del agua a medida que se depositan las monedas en una
probeta no cilindrica, no es constante. Ademas, pueda seleccionar el registro
tabular y grafico que representa esta situacion. (25 minutos)

Momento tres: Este momento sera de trabajo grupal, se pretende que cada grupo
Ilegue a algunos acuerdos sobre las conclusiones obtenidas de la situacion
anteriormente planteada. (15 minutos)

Momento cuatro: Se hard una puesta en comun en la que se socialicen algunas
conclusiones importantes obtenidas en la situacién planteada. (15 minutos)

Momento cinco: Este momento sera de trabajo individual. Se les planteara a los
estudiantes la situacion del depositado de monedas representada de forma
tabular. Se busca gue estudien los incrementos que se producen en una de las
variables cuando se hace cambio en la otra y de esta manera introducir la nocién
de razén de cambio. (20 minutos)

Momento seis: De manera grupal, se llegaran a conclusiones sobre los
incrementos del nivel del agua en dos representaciones tabulares presentadas en
el ejercicio individual presentada en el momento anterior. (10 minutos)

Tiempo estimado: 110 minutos

Materiales Fotocopias de la actividad a realizar en la sesion, lapiz, borrador, tajalapiz y
regla
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SESION N° 2

ESTUDIANDO LA VARIACION DE LOS INCREMENTOS EN LA SITUACION DE
DEPOSITADO DE MONEDAS EN PROBETAS DE FORMA DIFERENTE.

ESTUDIANTE:

TRABAJO INDIVIDUAL

Considerando el trabajo desarrollado en la sesion N° 1.

Analice la siguiente gréafica que representa la variacion de la longitud del agua cuando se le

depositan sucesivamente monedas de $1000 a las probetas Ay B
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Cantidad de monedas
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Indique si cada uno de los siguientes enunciados es falso o verdadero y justifique su respuesta

segun corresponda para cada caso:

ENUNCIADO

JUSTIFICACION

La probeta A tiene inicialmente mas
cantidad de agua.

La probeta B experimenta un menor
incremento en la longitud del agua,
porque su diametro es mayor.

Las graficas cortan en el eje Y, en un
mismo punto, porque la cantidad inicial
de agua es la misma.

La probeta A tiene su grafica méas
inclinada porque experimenta un mayor
incremento en la longitud del agua
debido a que su diametro es menor.

La inclinacion de las graficas de ambas
probetas depende de la cantidad de agua
inicial.

Determine si las variables cavarian o no y explique por qué:

e El didametro de la probeta y la cantidad de agua inicial:

e El incremento de la longitud del agua y el nimero de monedas que se sumergen en la

probeta

e El tamafio de las monedas y el diametro de la probeta.

e La cantidad de monedas y el tamafio de la probeta.
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TRABAJO COLABORATIVO

Socialice con sus comparieros los resultados de la tarea asignada y los ejercicios de
retroalimentacion expuestos anteriormente y consigne en el siguiente cuadro las conclusiones

que a su criterio son importantes para explicar la variacion de la longitud del agua de la probeta a

la cual se le sumergen monedas consecutivamente.
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TRABAJO INDIVIDUAL

Imagine que se hace la misma experiencia de la sesion anterior pero ahora se cambia la forma de

la probeta. En lugar de ser de forma cilindrica ahora tiene forma parecida a la de un cono

1. De las siguientes gréaficas escoja la que considera que representa mejor la forma como varia la

altura del nivel del agua a media que se introducen monedas de la misma denominacion en la

probeta.
a a b a
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2. De las siguientes tablas escoja la que considera que representa mejor la forma como varia la

altura del nivel del agua a medida que se introducen en la probeta monedas sucesivamente

A.
Altura del nivel del agua (mm) | 30 32 32 36 40 46
Cantidad de monedas 0 1 2 3 5 8
B.
Altura del nivel del agua (mm) | 30 32 33 35 39 44
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4 5
C.
Altura del nivel del agua (mm) | 30 32 34 36 36 36
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4 5
D.
Altura del nivel del agua (mm) | 30 29 27 25 18 15
Cantidad de monedas 0 1 2 3 4 5

Justifique su respuesta:
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3. Considerando que después de realizar la experiencia de la sesion N°1 se logré demostrar que

la gréafica que mejor representa la variacion de la altura del nivel del agua respecto al nimero

de monedas que se introducen en la probeta es:

Nivel del agua

S 1
Cantidad de monedas

Responda las siguientes preguntas:

e Si se duplica la cantidad de agua inicial de la probeta antes de depositar cualquier moneda

y el resto de la experiencia se desarrolla en las mismas condiciones, seleccione la gréfica

gue mejor representara esta situacion.

B. C. D.

Ninguna de las
anteriores

>

L

Nivel del agua
Nivel del agua
Mivel del agua

t T T
Cantidad de monedas Cantidad de monedas

Cantidad de monedas

Justifique su respuesta:




e Si se cambia la denominacién de las monedas y en vez de usar monedas de $1000,

usamos monedas de $50, lo més probable es que la grafica sea:
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>

Nivel del agua

Cantidad de monedas

B.

Nivel del agua

Cantidad de monedas

C.

Mivel del agua

Cantidad de monedas

D.

Ninguna de las
anteriores

Justifique su respuesta:
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TRABAJO COLABORATIVO

Teniendo en cuenta lo desarrollado en los tres pasos anteriores enuncie los acuerdos a los que

Ilego con sus comparfieros de grupo en:

1. Acuerdos en la seleccion de la gréafica del punto 1:

2. Acuerdos en la seleccion de la tabla del punto 2.

3. Acuerdos en la seleccion de las gréficas del punto 3.
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TRABAJO INDIVIDUAL

La siguiente tabla de datos se obtuvo de una experiencia como la realizada en la sesion anterior.

Altura del nivel del agua
(mm)

0 40
1 42
2 44
3 46
4
5
6

Cantidad de monedas

48
50
52

1. Conteste las siguientes preguntas:

e ;De qué valor a que otro cambia la altura del nivel del agua si se pasa de tenar 3a 5

monedas?

Justifique su respuesta:

e ;De qué valor a qué otro cambia la altura del nivel del agua si se pasa de tener 2 a 6

monedas?

Justifique su respuesta:




INCREMENTO DE LA CANTIDAD DE MONEDAS

Cuando el valor de la cantidad de monedas cambia de un valor a otro sedira que se ha
producido un INCREMENTO EN ELVALOR del nimero de monedas.

Por ejemplo. Si el valor del nimero de monedasinicialmente es 3 y después cambia al valor
de 5 monedas se dira que el valor del nimero de monedas se ha incrementado 2 monedas.

Si se representa por “n” la cantidad de monedas, podemos representar por An el incremento
de la cantidad de monedas.

INCREMENTO DE LA CANTIDAD DE MONEDAS es igual a la resta
Valor final de la cantidad de monedas (nf) MENOS valor inicial de la cantidad de monedas

(ni)

An =nf—ni=5monedas -2 monedas = 3 monedas.

o

Este incremento puede ser negativo si “n” pasa de un valor mayor a uno menor. Por

ejemplo el nimero de monedas cambia de 3 a 1. En esta caso ( 4n)

An=nf-ni=1moneda—3 monedas =-2 monedas.
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INCREMENTO DEL VALOR DEL NIVEL DEL AGUA
De forma semejante se define el incremento de la altura de nivel del agua
Representemos por:
Ai el valor inicial de la altura del nivel del agua
Af el valor inicial de la altura del nivel del agua

AA el incremento de la altura del nivel del agua
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Considerando la informacion expuesta anteriormente:

e Calcule el incremento de la altura del nivel del agua cuando el nimero inicial de la

cantidad de monedas es 4 y cambia a 6.

Justifique su respuesta:

e Calcule incremento de la altura del nivel del agua cuando el nimero inicial de la cantidad

de monedas es 5 y cambiaa 1

Justifique su respuesta:

2. Complete la tabla siguiente y responda las preguntas
TABLAN°1
A B C D E F
Cantidad final Cantidad Incremento Altura final Altura inicial Incremento
de monedas inicial de del valor de la | del nivel del del nivel del | del valor de la
(nf) monedas cantidad de agua agua altura del
(ni) monedas Af Ai nivel del agua
An AA
4 2 48 44
6 4 52 48
8 6 56 52
10 8 60 56
12 10 64 60




Observe y analice las columnas C y F ;Qué puede concluir al respecto?
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3. Complete esta nueva tabla, en la que se ha cambiado el incremento de los valores de la

cantidad de monedas.

TABLA N° 2
A B C D E F
Cantidad final Cantidad Incremento Altura final Altura inicial Incremento
de monedas inicial de del valor de la | del nivel del del nivel del | del valor de la
(nf) monedas cantidad de agua agua altura del
(ni) monedas Af Ai nivel del agua
An AA
4 1 48 42
7 4 54 48
10 7 60 54
13 10 66 60
16 13 72 66

Observe las columnas C y F ;Qué puede concluir al respecto? ¢Ocurre lo mismo en las tablas No

1y No.2? (A qué cree que se debe esto?
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TRABAJO COLABORATIVO

Comparen los valores de las tablas No 1. y No 2. y verifiquen si coinciden o no, corrijan en caso
de ser necesario. Conversen sobre las conclusiones que obtuvieron de los resultados de las dos
tablas y registrelas a continuacion.
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TRABAJO EN CASA

Supongamos que las monedas se pueden fraccionar y que se realiza la experiencia en una probeta

cilindrica.

1. Completar la tabla

Cantidad de monedas | Altura del nivel del agua
(en mm)
0 50
58
15
2 66
2,5
3
3,25
3,5
3,75
4
51
52

2. Cuanto se incrementa el nivel del agua en la probeta
a) Si la cantidad de monedas pasa de 3 monedas a 5
b) Si la cantidad de monedas cambia de 5,1 a 5,2
c) Si la cantidad de monedas cambia de 2,5a 1,5

3. Cuénto se incrementa la cantidad de monedas
a) Si el nivel del agua para de 74 mm a 86 mm
b) Si el nivel del agua para de 90 cm a 80 cm

4. Cuanto se incrementa el nivel del agua en la probeta si la cantidad de monedas pasa de 6 a 87
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Sesion N° 3

1. Nombre de la | Construyendo la nocion de razén de cambio
sesion

2. Fecha de 28 de febrero de 2018
implementacion

3. Descripcion En la sesion anterior los estudiantes constataron que a incrementos iguales de la
global de la cantidad de monedas se obtienen incrementos iguales de la longitud del nivel del
sesion agua en probetas cilindricas y que esta condicion no se cumple para la probeta no
cilindrica. Por tanto, se espera que el estudiante caracterice las condiciones
correspondientes a una covariacion lineal y una no lineal.

Una vez se constate que en las covariaciones no lineales los incrementos iguales
de monedas no relacionan incrementos iguales de altura en el nivel del agua, se
introduce el concepto de razén de cambio a partir del calculo del mismo, para
verificar que esta es constante cuando la probeta es cilindrica y que no lo es
cuando la probeta tiene forma no cilindrica (de forma mas precisa, cuando la
probeta tiene una forma tal que la seccidn transversal no es constante).

4. Objetivos de [ Al finalizar la sesién esperamos que los estudiantes logren:
aprendizaje de

. e Relacionar caracteristicas generales que permitan crear la nocién de razon
los estudiantes

de cambio

e Calcular larazén de cambio en una situacion en la que las medidas covarian
de forma lineal, ademas que identifiquen que esta permanece constante a lo
largo del proceso.

5. Objetivos de | Esta sesidn tiene el propdsito de ofrecer a los estudiantes situaciones sencillas
investigacion relacionadas con la experiencia de la probeta y las monedas que le permitan crear
la nocién de razon de cambio y comprender que esta puede ser constante o no
segun las caracteristicas de la probeta.

Describir las respuestas y explicaciones que los estudiantes tienen al momento de
determinar la razon de cambio de las situaciones planteadas para asociarlas con
la comprension del conocimiento de la razén de cambio.

Preguntas de ¢Cudl es la relacion contextual del concepto de razon de cambio, con las
investigacion situaciones de tipo covariacional.?




152

Descripcion de | Se da continuidad a la situacion de analisis de la probeta buscando que los
actividades de la | estudiantes calculen la razén de cambio que existe entre la variacion de los
sesion incrementos en una probeta cilindrica y una no cilindrica.

Momentos El desarrollo de la sesion esta propuesto en tres momentos, los cuales
corresponden a socializacion del trabajo en casa, trabajo grupal y plenaria.

Momento uno: Socializacion del trabajo en casa

Se pretende gue de manera general se socialice la tarea de casa con el objeto de
la finalidad evidenciar los avances sobre el aprendizaje comprensivo del
concepto razén de cambio. (15 minutos)

Momento dos: Trabajo grupal

Se pretende gue los estudiantes identifiquen como es el incremento tanto del
namero de monedas como del nivel del agua a partir de los intervalos dados en
cada una de las situaciones propuestas para la probeta cilindrica(A) y la no
cilindrica(B), de la misma manera que identifiqguen como es el cociente entre
estos dos incrementos y comparen los resultados para generar conclusiones (60
minutos)

Momento tres: Plenaria

Se pretende que cada grupo exponga los resultados y conclusiones del trabajo
realizado, para de esta manera conceptualizar sobre la razon de cambio. (30
minutos)

Tiempo estimado: 105 minutos

Materiales Fotocopias de la actividad a realizar en la sesion, lapiz, regla.
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SESION N° 3
CONSTRUYENDO LA NOCION DE RAZON DE CAMBIO

NOMBRES:

TRABAJO COLECTIVO

GRUPO N°

(A QUE SE HA LLEGADO HASTA EL MOMENTO?

Recuerden que hemos venido trabajado la forma como varia la altura del nivel del agua
(A) en una probeta a medida que se van introduciendo 1,2,3, ... monedas (la cantidad de
monedas se representa por n). ¢ Qué hemos aprendido?

Que la altura del nivel de agua sube de forma constante a medida que
se introducen 1, 2, 3, ... monedas, pero que esto sucede cuando la probeta tiene
forma de cilindro y que en casos en los que la probeta tiene la forma como la del
dibujo la altura no sube de forma constante (a medida que se van depositando
monedas el nivel del agua sube mas rapido).

También aprendimos que en el caso de probetas cilindricas se cumple
que para incrementos iguales de la cantidad de monedas (An), corresponden
incrementos iguales de la altura (AA). Recordar los resultados de las tablas 2 y 3
de la guia No 2 de la clase anterior.

En esta seccion vamos a estudiar qué sucede con la variacion de AA con relacion a los
An, cuando las probetas no son cilindricas.
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1. A continuacidn, se dan tres graficas a, b y ¢ y tres formas de probetas A, B, y C. Estudien cual

gréafica va con cual probeta. Justifiquen su respuesta.

»
>

Altura nivel del agua

\ 4

Numero de monedas

Altura nivel del agua

A 4

Numero de monedas

Altura nivel del agua

Numero de monedas

Justifique su respuesta:




2. Latabla representa los valores que alcanza el nivel del agua en dos probetas diferentes a
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medida que se introducen en ellas 1, 2, 3, ... monedas de la misma denominacién. La probeta

A tiene forma de cilindro y la B no

TABLAN° 1
Cantidad de monedas | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Altura que alcanzael | 15 19 23 27 31 35 39 43 47
aguaen la probeta A
Altura que alcanzael | 15 23 30 36 41 45 48 50 51
aguaen la probeta B

Elaborar en un mismo sistema de ejes cartesianos las graficas correspondientes a la variacién de

la altura del nivel del agua con relacion a la cantidad de monedas en las dos probetas.

55 1
50 +
a5 +
40 +
35 4
30 +
25 +
20 +
15 1
10 +

-

X: Cantidad de monedas

y: Altura del agua
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3. En las tablas siguientes se representan las variaciones de los incrementos de las alturas (AA)

para incrementos de la cantidad de monedas (An). Con base en los datos de la tabla N°1

complete las tablas N°2 y N°3.

TABLA N° 2. Probeta A

A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Altura final Altura Incremento
final de inicial de | del valor de | del nivel del | inicial del | del valor de
monedas monedas la cantidad agua nivel del la altura del
(nf) (ni) de monedas Af agua nivel del
An Al agua
AA
4 2
6 4
8 6
10 8
12 10
TABLA No 3. Probeta B
A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Altura final Altura Incremento
final de inicial de | del valor de | del nivel del | inicial del | del valor de
monedas monedas la cantidad agua nivel del la altura del
(nf) (ni) de monedas Af agua nivel del
An Al agua
AA
4 2
6 4
8 6

4. Comparen las tablas N° 2 y N° 3, ;qué puede decirse de la forma como varia AA para las

variaciones de An?

Justifiquen la respuesta:
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5. Tengan en cuenta la forma de la probeta B y respondan la siguiente pregunta

[ Siempre ocurrird que para An constantes los AA no serdn constantes, sin importar de qué

tamano sea An y en qué intervalo se tome este incremento?

Justifiquen su respuesta.

6. ¢Si se cambia el valor de los incrementos de n, modificaria las conclusiones a las que llegé en
el punto 4? Elabore dos tablas semejantes a 2 y 3 en las que el incremento del nimero de
monedas sea 3. ;Qué pueden decir?

TABLA N° 4. Probeta A

A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Altura final Altura Incremento
final de inicial de | del valor de | del nivel del | inicial del | del valor de
monedas monedas la cantidad agua nivel del la altura del
(nf) (ni) de monedas Af agua nivel del
An Al agua

AA




TABLA N° 5. Probeta B
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A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Altura final Altura Incremento
final de inicial de | del valor de | del nivel del | inicial del | del valor de
monedas monedas la cantidad agua nivel del la altura del
(nf) (ni) de monedas Af agua nivel del
An Al agua
AA

¢ Qué conclusiones pueden sacar?

7. A las tablas 2 y 3 anexen una nueva columna G, en la que calculen la razén AA/ An. Esta

razon se acostumbra a llamar RAZON DE CAMBIO, precisamente para indicar en este caso

que es la razon a la que aumenta la altura del nivel del agua por cada unidad (en este caso

cada moneda)

Probeta A @

Probeta B




TABLA N° 6. Probeta A. Razén de cambio

A B C D E F G

Nf ni An =nf - ni Af Al AA= Af— Al R=AA/ An
4 2

6 4

8 6

10 8

12 10

TABLA N° 7. Probeta B. Razdén de cambio

A B C D E F G

Nf ni An=nf-ni Af Ai AA= Af - Ai R=AA/ An
4 2

6 4

8 6

8. Enlas tablas 6 y 7 compare la columna que corresponde a G, ¢,qué conclusion pueden sacar?

9. ¢Larazon de cambio cuando la probeta es cilindrica (A) cambia cuando se cambia el tamafio
de los intervalos? ¢ Sucede lo mismo cuando la probeta no es cilindrica? Expliquen a qué se

debe esta diferencia
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GUIA EVALUATIVA N°1
SITUACION DE LLENADO UNO

ESTUDIANTE:

TRABAJO INVIDIVUAL

En esta guia le pedimos resolver algunas preguntas que le ayudara a identificar lo que usted ha

aprendido.

1. Las preguntas de este numeral hacen referencia la experiencia de estudiar la forma como varia
el nivel del agua en una probeta cuando se introducen 1, 2, 3, ... monedas
1.1 Estudie las siguientes afirmaciones y diga cual o cuales son correctas

Afirmacion uno. Cuando la forma de la probeta es cilindrica a medida que se introducen 1, 2, 3,

... monedas el nivel del agua sube de forma constante. Justifique

Afirmacion dos. Cuando la probeta tiene forma como alguna de las iméagenes de la figura, en la
que la seccidn transversal cambia de tamafio, el nivel del agua NO sube de forma constante.

Justifique

A B C

La parte sombreada representa la seccion transversal en las figuras
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Afirmacion tres. Cuando la forma como varia el nivel de agua con relacion al nimero de
monedas es constante, ocurre que para incrementos iguales en la cantidad de monedas se

producen incrementos iguales en el nivel del agua. Justifique

Afirmacion cuatro. Si una probeta tiene la forma como la de la imagen A de la figura de arriba,
le puede corresponder una tabla como.

Cantidad de monedas 1 2 3 4 5 6 7

Nivel del agua (en cm) 50 8,0 10,5 12,5 14,0 15 15,5

Justifique su respuesta:
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Afirmacion cinco. Si una probeta tiene la forma como la de la imagen C de la figura de arriba, le

puede corresponder una grafica como. Justifique

Nivel del
agua
en cm.

>

Cantidad de monedas

Afirmacion seis. Cuando la forma como varia el nivel de agua con relacion al nimero de

monedas es constante, ocurre que la razon de cambio (AA/ An) es constante. Justifique

1.2 Imagine que se tiene una probeta cilindrica tan alta como sea necesario. En una experiencia
como estas que se viene estudiando en la que se sumergen monedas en una probeta se tiene

esta informacion:
a) La razon de cambio AA/ An es constante y vale 5 cm/moneda
b) Cuando se han introducido 4 monedas el nivel alcanzado por el agua es 27 cm

¢ Con esta informacién se podria calcular el nivel que alcanzaria el agua cuando se hayan

introducido 41 monedas?
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2. Imagine ahora que se realiza una experiencia como la de la probeta, pero un poco diferente.
Esta nueva experiencia consiste en que se llenan tanques que tienen formas como las de los

dibujos.
A B C

\_/
Para hacer el llenado, se usa un balde. Se llena el balde y su contenido se vierte en el recipiente.

Esta operacion se hace 1, 2, 3, ... veces hasta llenar totalmente el tanque (asocie al eje horizontal

la cantidad de baldes que se vierten y al eje vertical el incremento en la altura del nivel del agua)

2.1 Dibuje la forma que considera tendria la gréfica cartesiana si el tanque es como A

Altura nivel del agua

Cantidad de baldes depositados
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2.2 Dibuje la forma que considera tendria la grafica cartesiana si el tanque es como B

Altura nivel del agua

Cantidad de baldes depositados

2.3 Dibuje la forma que considera tendria la grafica cartesiana si el tanque es como C

Altura nivel del agua

Cantidad de baldes depositados

2.4 Para cual o cuéles de las formas A, B o C se puede decir que la razon de cambio altura del

nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos es constante y para cudl o cuéles esta razén no

lo es.
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Sesion N° 4

1. Nombre de la
sesion

Comprobando la covariacion lineal en situaciones de llenado

2. Fecha de
implementacion

06 de marzo de 2018

3. Descripcion
global de la
sesion

En esta sesion se plantea a los estudiantes un ejercicio de retroalimentacion de la
guia evaluativa N°. 1 “Situacion de llenado uno”, con el objeto de validar los
procesos de accion y reflexion, asociados al analisis e interpretacion de la
covariacién objeto de estudio.

En grupo deben argumentar cada una de las justificaciones expuestas en el punto
1.1 de la guia evaluativa, en el que se sugeria analizar seis afirmaciones que
debian ser caracterizadas como falsas o verdaderas segun el criterio de los
alumnos.

De esta misma manera se solicita al grupo de estudiantes justificar y acordar una
respuesta colectiva si es posible, de las preguntas 1.2 y 2 de la guia evaluativa
con la intencion de identificar si reconocen que las variaciones de tipo
cuantitativo caracterizadas, indican incrementos o disminuciones de las
magnitudes asociadas al llenado y en consecuencia definir el grado de claridad
gue alcanza el estudiante en determinar que la variacion observada se le puede
asociar un nimero, que da cuenta de la razén de cambio.

4. Objetivos de
aprendizaje de
los estudiantes

Al finalizar la sesidn esperamos que los estudiantes logren:

e Reconocer los incrementos constantes y los incrementos no constantes a
partir de la forma y caracteristicas del recipiente que se utiliza.

e Ubicar puntos especificos en el plano cartesiano, demarcando las
correspondientes parejas ordenadas.

e Identificar el rango de valores que configuran la relacién que existe entre el
depdsito de baldes de agua en un tanque y el respectivo incremento en el
nivel del agua que se genera.

e Obtener nuevos valores a partir de los valores ya conocidos y extraer
conclusiones infiriendo informacién desconocida, de representaciones
tabulares y cartesianas.

5. Objetivos de
investigacion

Esta sesion tiene el propdsito de:

Definir las actividades personales y colectivas en las que los estudiantes pueden
afianzar los conocimientos que van adquiriendo a lo largo del proceso para
mejorar su compresion de la situacion de llenado.

Preguntas de
investigacion

¢Pueden los estudiantes diferenciar que a la situacién de covariacion analizada
subyacen registros tabulares, representaciones graficas y simbolizaciones?
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Descripcion de | Esta sesion se divide en tres momentos. El primero es de trabajo individual con
actividades de la | la aplicacion de la guia evaluativa, el segundo trabajo grupal de socializacion y
sesion andlisis de respuestas y tercero plenaria.

Momentos Momento uno: Trabajo individual.

Esté definida como una primera guia evaluativa del proceso de investigacion, en
la que se plantean dos situaciones de covariacional lineal, que relacionan el
llenado de tres recipientes de distinta forma.

La primera situacion corresponde al llenado de tres probetas con 1, 2, 3, ...
monedas, mientras que la segunda situacién corresponde al llenado de tres
tanques con 1, 2, 3, ... baldes con agua donde cada situacion se relaciona con
estudiar la forma como varia el nivel del agua. (40 minutos)

Momento dos: Trabajo colectivo

Se espera que los estudiantes conformen grupos de tres, con la finalidad de
socializar el trabajo realizado en el momento uno, para posteriormente establecer
acuerdos y desacuerdos para cada una de las situaciones abordadas. (40
minutos)

Momento tres: Plenaria.

Algunos estudiantes ponen en comun los resultados obtenidos y se discute sobre
ellos. (40 minutos)

Tiempo estimado: 120 minutos

Materiales Fotocopias de la sesion, lapiz, regla, esferos.




SESION N° 4
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COMPROBANDO LA COVARIACION LINEAL EN SITUACIONES DE LLENADO.

TRABAJO COLECTIVO

1. Relnase con dos compafieros mas y registre a continuacion los acuerdos o desacuerdos a los

que llegaron los integrantes de su grupo con relacion a la solucion de la guia evaluativa para

el punto 1.1.

AFIRMACION

ACUERDOS

DESACUERDOS




2. Registre a continuacion las respuestas del ejercicio 1.2 de cada uno de los estudiantes
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Estudiante

Respuesta a
la pregunta
1.2

Ventajas de
la respuesta

Desventajas
de la
respuesta

Sugerencias
del grupo

Respuesta
grupal




A continuacion, enuncie las consideraciones tenidas en cuenta para la seleccion de la

respuesta grupal.
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3. Socialice con sus compafieros la solucién del punto 2. Y complete la siguiente tabla.

PREGUNTA

ACUERDOS

DESACUERDOS

2.1

2.2

2.3

2.4
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A continuacion, evidencie las respuestas que consideran son correctas después de hacer la

socializacion:

Justifique el acuerdo:

2.1 3
2
;Caj;\tidj;d d:e D;Tdsfs delposlitadlos .
Justifique el acuerdo:
2.2 2
é
lCa;ﬂid;d d'e béldels de'pos'itad'os '
Justifique el acuerdo:
2.3 3
2

Cantidad de baldes depositados

Justifique el acuerdo:

2.4
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Sesion N° 5

1. Nombre de la | La covariacion lineal y la Ley de Hooke
sesion

2. Fecha de 07 de marzo de 2018
implementacion

3. Descripcion En esta sesion se plantea a los estudiantes una situacién de tipo covariacional
global de la lineal relacionada con la ley de Hooke, en la que se presenta una simulacién que
sesion permitird estudiar la relacion entre el alargamiento de un resorte, la cual se
produce en relacion con la fuerza aplicada por suspender determinado nimero de
pesos sobre él, evidenciando el incremento proporcional de este alargamiento
también llamado elongacion del resorte. Seguido a la exploracién del simulador
se solicita a los estudiantes responder y justificar algunas preguntas que se
relacionan con la rigidez y alargamiento del resorte al suspender 1, 2, 3, ... pesos
en él. Luego se propone dos situaciones donde se involucran estos conceptos con
la finalidad de llegar a establecer relaciones entre la variacion entre en el
incremento del valor de la cantidad de pesos y el incremento del valor del
alargamiento del resorte desde las caracteristicas propias del resorte.

Posteriormente se considera una situacion con el alargamiento de un caucho para
relacionar las variaciones no lineales.

Finalmente se realizard una plenaria.

4. Objetivos de | Al finalizar la sesion esperamos que los estudiantes logren:
aprendizaje de

. e Comprender que la elongacion del resorte incrementa en la misma medida
los estudiantes

cada vez que se le aplica fuerzas iguales.

e ldentificar que el alargamiento del resorte varia de forma constante con
relacién a la fuerza aplicada por el peso que se le suspende al resorte.

e Comprender que la ley de Hooke es una forma de variacion lineal semejante
a lo estudiado en el caso de la experiencia de la probeta y de llenado.

5. Objetivos de | Esta sesion tiene el propdsito de:

investigacion - . . .,
9 e Identificar las formas como los estudiantes relacionan la variacion del

alargamiento de un resorte con relacion al valor de la fuerza aplicada al
suspenderse un peso en el resorte.

Preguntas de ¢Pueden los estudiantes establecer relaciones entre la experiencia de la probeta y
investigacion la experiencia del resorte? En caso de ser asi, ;Qué elementos relacionan y cémo
los relacionan?
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Descripcion de | Esta sesion se divide en tres momentos. EI primero consiste en trabajo
actividades de la | individual, el segundo de trabajo grupal y el tercero de plenaria.
sesion Momento uno: Trabajo individual.

Momentos N ., . .,
Este momento inicia con la presentacion del simulador y la exploracion del

mismo, posteriormente cada uno estudiara algunas preguntas y situaciones
relacionadas con la simulacion, experimentando a su vez con un resorte en el
planeta tierra y en la luna donde se compara lo que sucede con la variacién del
alargamiento del resorte ubicado en cada una de estos dos lugares. (40
minutos)

Momento dos: Trabajo grupal.

Se estudia dos situaciones, una con un resorte y la otra con un caucho con la
necesidad de asociar los valores de los incrementos del alargamiento del resorte
0 caucho, a los correspondientes incrementos de los pesos suspendidos, para
llegar a reconocer y relacionar los incrementos constantes con el resorte y los
incrementos no constantes con el caucho. (40 minutos)

Momento tres: Plenaria.

Algunos estudiantes ponen en comdn los resultados obtenidos y se discute sobre
ellos. (40 minutos)

Tiempo estimado: 120 minutos

Materiales Sala de sistemas, simulador portable, televisor, fotocopias de la actividad a
realizar en la sesion, lapiz, regla.
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SESION N° 5
LA COVARIACION LINEAL Y LA LEY DE HOOKE

ESTUDIANTE:

TRABAJO INDIVIDUAL

A continuacion, la docente le presentara una simulacion de un sistema masa resorte la cual

encontraran en el siguiente enlace http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-

lab_en.html
Después de realizar la exploracion del simulador conteste las siguientes preguntas:

1. Si consideramos un resorte de rigidez R al que se sujeta un peso W. Indique si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas y justifique su respuesta.

e Si consideramos un resorte de rigidez R en el planeta tierra y le sujetamos la mitad del

peso inicial (; ), el alargamiento se duplica.

e Si al resorte de rigidez R le sujetamos el doble del peso inicial (2W), el alargamiento se

reduce a la mitad.

e Sial resorte le duplicamos la rigidez (2R) y le sujetamos el peso W, el alargamiento no

cambia.

e Sial resorte le reducimos la rigidez a la mitad (g) y le sujetamos el doble del peso (2W), el

alargamiento se cuadruplica.

e Sinos llevamos el resorte de rigidez R a la luna y le colocamos el peso W el alargamiento

del resorte aumenta respecto al planeta tierra.



http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-lab_en.html
http://phet.colorado.edu/sims/mass-spring-lab/mass-spring-lab_en.html
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e Sinos llevamos el resorte de rigidez R a Jupiter y le colocamos el peso W el alargamiento

del resorte disminuye respecto al planeta tierra.

2. Considere cada una de las siguientes situaciones y responda.

A. Si se tiene un resorte de rigidez R en el planeta tierra y le sujetamos sucesivamentel, 2, 3,

... pesos W de igual valor, se evidenciara un alargamiento del resorte que denominaremos

AX, el cual corresponde a la diferencia, de la posicion final X¢respecto a la posicién

inicial Xj, es decir, (AX= Xt Xi). Si de la experiencia obtenemos la tabla de datos No.1

completar la tabla No. 2

TABLAN°1
Cantidad de pesos 0 2 3 5
Alargamiento del resorte 0 8 12 16 20
TABLA N° 2
A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Alargamient | Alargamient | Incremento
final de inicial de | del valor de | o final del | oinicial del | del valor del
pesos pesos la cantidad resorte resorte alargamient
(Wf) (Wi) de pesos (Xf) (Xi) o del resorte
(AW) AX
2 1
3 2
4 3
5 4
6 5

Si se repite la experiencia de la situacion del literal A, pero en la luna. La tabla de valores que

relaciona el alargamiento del resorte respecto al nimero de pesos es:
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TABLA N°3
Cantidad de pesos 0 2 3 5
Alargamiento del resorte 0 4 6 10
Con la anterior informacion complete la tabla nimero 4.
TABLAN° 4
A B C D E F
Cantidad Cantidad Incremento | Alargamient | Alargamient | Incremento
final de inicial de | del valor de | ofinal del | oinicial del | del valor del
pesos pesos la cantidad resorte resorte alargamient
(Wf) (Wi) de pesos (Xf) (Xi) 0 del resorte
(AW) AX
2 1
3 2
4 3
5 4
6 5

3. Al comparar la tabla No. 2 con la tabla No. 4. ;Qué sucede con la variacion AW vy la variacion

AX para el resorte ubicado el en planeta tierra y el resorte ubicado en la luna? ;Existe alguna

relacion entre estos dos eventos fisicos?

Justifique su respuesta
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4. Elaborar en un mismo sistema de ejes cartesianos las graficas correspondientes a la variacion
de los pesos respecto al alargamiento del resorte de las dos situaciones antes enunciadas.

(Asocie al eje horizontal la cantidad de pesos y al eje vertical el alargamiento del resorte)

Alargamiento del resorte

i

Cantidad de pesos
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TRABAJO COLECTIVO

Observe que la siguiente figura muestra un resorte al cual se le colocan 1,2,3, ... pesos

sucesivamente, provocando que el resorte incremente su alargamiento.

3 Pesos

Ahora analizaremos la misma situacion en la que se relaciona la cantidad de pesos respecto al

alargamiento del resorte, utilizando resortes de menor y mayor rigidez.

1. ;Qué pasa con la variacion del alargamiento del resorte (AX) a medida que se le colocan 1,2,

3, ...pesos en un resorte de menor rigidez?

2. Lasiguiente gréafica representa la forma como varia el alargamiento del resorte respecto a la

cantidad de pesos que se le adiciona.

-»

Alargamiento del resorte

Cantidad de pesos
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La grafica que mejor representa la variacion entre la cantidad de pesos y el alargamiento que
experimenta el resorte de menor rigidez es

A. B. C. D.

Alargamiento del resarie
Alargamiento del resorta
Alargamiento el resorts
Alargamiento del resorte

Cantiaan aa pasne Cantidad de pesos Cantidad de pesos Cantigaa ge pesos

Justifique su eleccion

3. Al realizar una experiencia con un resorte se obtuvieron los siguientes datos

Cantidad de pesos 0 2 4 6

Alargamiento del resorte 0 1 2 3

Si se utilizara un resorte de mayor rigidez proponga una tabla con los posibles valores que se
obtendrian

Cantidad de pesos

Alargamiento del resorte

4. Lasiguiente tabla (N° 5) corresponde a la relacion entre la cantidad de pesos que se le sujeta a
un resorte y a un caucho

Cantidad de pesos 0 2 4 6 8 10

Alargamiento del resorte 0 8 16 24 32 40

Alargamiento del caucho 0 2 4 8 16 32
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a.) Complete la tabla N°6 considerando la variacion entre la cantidad de pesos y el

alargamiento del resorte

TABLA N°% RESORTE

A B C D E F G

Wi Wi AW = Wf -Wi Xf Xi AX=Xf - Xi R=AW/ AX
4 2
6 4
8 6

10 8

b.) Complete la tabla N°7 considerando la variacion entre la cantidad de pesos y el
alargamiento del caucho
TABLA N°7 CAUCHO

A B C D E F G

Wi Wi AW = Wf -Wi Xf Xi AX= Xf - Xi R= AW/ AX
4 2
6 4
8 6

10 8

c.) En las tablas 6 y 7 compare la columna que corresponde a “G”, ;Qué conclusiones puede

sacar?

d.) ¢Qué significado tiene el valor de la columna “G” para cada una de las situaciones

analizadas?




GUIA EVALUAT

IVA N° 2.

LLENADO DOS Y RESORTES

NOMBRE:

1. Las graficas representan los resultados de dos experiencias distintas, la primera hace
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referencia al llenado de tres recipientes de formas distintas y la segunda a la variacion de la

longitud de dos resortes distintos.

A

B.

Conteste las preguntas a partir de las graficas.

En cada caso justifique su respuesta

Gréficas correspondientes al
llenado de tres recipientes A, By C de
formas distintas

Gréficas correspondientes a la
variacion de la longitud de dos
resortes distintos

Recipiente C

Recipiente B

d Recpeente A

Altura del nivel del agua

2]

Cantidad de baldes vertidos

o
]

Longitud del resorte
Q

Resorte B

Resorte A

Cantidad de pesos

1.1 ¢ Qué se puede decir de la
forma de los tres recipientes?

1.1 ¢ Qué se puede decir de las
caracteristicas de los dos resortes?

1.2 ¢Cuél de los tres recipientes
tiene el menor nivel de agua al empezar
el llenado?

1.2 ;Cual de los dos resortes
tiene una longitud menor cuando no hay
alargamiento en el?
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1.3 ¢En cual de los tres
recipientes el nivel del agua sube mas
répido a medida que se vierte el
contenido de los baldes?

1.3 ;{Cual de los dos resortes se
estira con mas facilidad?

1.4 ;Queé significado tiene el
punto “e” en el que se cortan las dos
gréaficas correspondientes a los
recipientes Ay B?

1.4 ;Qué significado tiene el
punto “g” en el que se cortan las dos
graficas correspondientes a los resortes
Ay B?

1.5 ¢Larazon de cambio entre
la altura del nivel del agua y la cantidad
de baldes vertidos es constante en el
recipiente C?

1.5 ;La razon de cambio entre la
longitud del resorte y la fuerza aplicada
es constante en ambos resortes?

1.6 Indique a qué grafica
podria corresponder una de las dos
tablas que se presentan a continuacion:

Tabla A

1.6 Indique a qué grafica
podria corresponder una de las dos
tablas que se presentan a continuacion:

Tabla A

Cantidad 0 2 5 8 11 Cantidad 0 2 4 6 9
de baldes de pesos
Altura 2 4 12 18 24 Longitud 0 18 30 42 60
nivel del del
agua resorte

Tabla B Tabla B
Cantidad 0 2 5 8 11 Cantidad 0 1 4 6 3
de baldes de pesos
Altura 0 4 10 16 22 Longitud 6 12 30 42 60
nivel del del
agua resorte
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Sesion N° 6

1. Nombre de la
sesion

Covariacion lineal en eventos que relacionan movimiento.

2. Fecha de
implementacion

13 de marzo de 2018

3. Descripcion
global de la
sesion

En esta sesion se plantea a los estudiantes situaciones de covariacional lineal,
relacionadas con el movimiento, en donde se relacionan los incrementos
constantes con la velocidad constante y los incrementos no constantes con la
velocidad variada.

A partir de gréaficas y enunciados se estudiaran situaciones donde intervienen
distancias, velocidades, puntos de corte para situacién con dos moviles y razon
de cambio para finalmente establecer diferencias y semejanzas que pueden
caracterizar a partir de las situaciones propuestas. Para ello es necesario que el
estudiante de manera grupal estudie cada una de las situaciones propuestas
relacionandolas con el trabajo que se desarroll6 en las sesiones anteriores.

Finalmente, de manera individual se consideran dos situaciones en las que
intervienen tres y dos automdviles y para ello se relacionan representaciones
tabulares y cartesianas, para que a partir de ellas los estudiantes den respuesta a
algunas preguntas.

4. Objetivos de
aprendizaje de
los estudiantes

Al finalizar la sesion los estudiantes

e Reconoceran la funcion lineal como un modelo matematico que involucra la
covariacién y el cambio de magnitudes, a partir situaciones propias de
diferentes contextos.

e Asocien el corte de las representaciones cartesianas con dos o tres graficas,
con el punto de encuentro de dos moviles respecto al mismo intervalo de
tiempo.

e Relacionen el punto de intercepto con Y, con la posicion inicial de los
moviles.

e Identifiquen la mayor o menor inclinacion de las rectas con el valor de la
velocidad.

5. Objetivos de
ensefianza

Esta sesion tiene el proposito de:

e Identificar la forma como los estudiantes relacionan los incrementos
constantes con la velocidad constante y los incrementos no constantes con la
velocidad variada.

e Identificar la forma como los estudiantes asocian el punto de corte de las
representaciones cartesianas con dos o tres graficas, con el punto de
encuentro de dos maviles respecto al mismo intervalo de tiempo.
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Descripcion de | En esta Gltima sesidn el estudiante trabajara inicialmente de manera grupal y
actividades de la | posteriormente de manera individual para desarrollar la guia evaluativa N° 3,
sesion teniendo presente el trabajo desarrollado a lo largo de la secuencia.

Momentos Momento uno: trabajo grupal

Se proponen cuatro situaciones relacionadas con el movimiento, en donde cada
grupo las estudiard a partir de la razon de cambio y la representacion graficay
tabular utilizando rapidez, distancia y velocidad. (40 minutos)

Momento dos: Guia evaluativa N° 3

Se les propone a los estudiantes dos situaciones con dos y tres moviles donde se
espera dé cuenta de manera general de lo trabajado a lo larga de la secuencia
didactica. (40 minutos)

Tiempo estimado: 80 minutos

Materiales Fotocopias de la actividad a realizar en la sesion, l&piz, regla, colores.




SESION N° 6
COVARIACION LINEAL EN EVENTOS QUE RELACIONAN MOVIMIENTO

TRABAJO COLECTIVO

1. Completa la tabla a partir de la siguiente informacion
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Unos soldados marchan en linea recta a razon de 3 metros cada segundo

Tiempo (seg) 5 11 18 25 100

Distancia (m) 12 27 60 81

R=Distancia/Tiempo

¢ Qué observa que sucede con la R=Distancia/Tiempo

Justifique su respuesta

2. Ordena de mayor a menor rapidez cada uno de los siguientes movimientos: un cuerpo A
recorre X metros en t segundos, mientras:

a.) B recorre la misma distancia en la mitad del tiempo.

b.) C recorre la mitad de la distancia en el mismo tiempo.
c.) D recorre la mitad de la distancia en la mitad del tiempo
d.) E recorre el doble de la distancia en la mitad del tiempo

e.) F recorre la mitad de la distancia en el doble del tiempo.



185

La siguiente grafica describe el movimiento de dos automdviles A y B.

Maovil A

Movil B
140

120

100

80

60

Distancia en Kilometros

40

20

Tiempo en horas

3. A partir de la informacién de la gréafica responda las siguientes preguntas

A. ¢Cual movil recorre mayor distancia?

B. ¢Qué representa el punto de corte de la gréafica?

C. ¢Cual mavil tiene mayor velocidad?

D. ¢En el momento que inicia la observacién qué relacion hay entre los dos mdviles?
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4. A continuacion, se presenta una tabla de valores que relaciona los datos que describen el

movimiento de dos moviles.

TABLA N° 1
Tiempo (horas) 0 1 2 3 4 5
Distancia recorrida movil A 0 40 80 120 160 200
(Km)
(Dlisr;[]e;nua recorrida moévil B 5 o5 195 625 3125 15625
A. Considerando la informacion suministrada en la tabla No. 1 complete la tabla No.2 para el
movil A
TABLA N° 2
A B C D E F G
Incremento | Incremento | Incremento | Incremento | Incremento | Incremento Razo6n de
final de inicial de del valor final de la | inicial de la | del valor de cambio
tiempo tiempo del tiempo distancia distancia la distancia | R=Ad/ At
tf ti At df di Ad
1 0
2 1
3 2
4 3
5 4

B. Considerando la informacion suministrada en la tabla No. 1 complete la tabla No.3 para el

movil B
TABLA N° 3
A B C D E F G
Incremento | Incremento | Incremento | Incremento | Incremento | Incremento Razén de
final de inicial de del valor final de la | inicial de la | del valor de cambio
tiempo tiempo del tiempo distancia distancia | ladistancia | R= Ad/ At
tf ti At df di Ad
1 0
2 1
3 2
4 3
5 4
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5. Si compara la columna G de las tablas No. 2 y No.3 que puede concluir.

6. Represente en el siguiente plano cartesiano las gréaficas correspondientes a los méviles Ay B

Distancia
1
T

Tiempo

7. De acuerdo a la informacién obtenida en las tablas No. 2 y No. 3 y en el plano cartesiano

responde las siguientes preguntas:

A. ;Los mdviles A y B se encuentran en algin momento de su desplazamiento? De ser

afirmativa su respuesta indique en qué tiempo se presenta dicho encuentro.

B. ¢Qué magnitud fisica asocia los resultados de la columna G?

C. ¢Qué semejanzas y diferencias puede caracterizar en los movimientos analizados?




MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME

NOMBRE:

GUIA EVALUATIVA N°3
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La tabla da informacion de la distancia recorrida por tres automoviles que viajan en la misma

direccion a medida que transcurre el tiempo. La medida de la distancia de los tres autos se toma

desde un mismo punto a la salida de una ciudad. Los tres autos parten al mismo tiempo.

TABLA N°1

Tiempo (horas) 0 1 2 3 4 >
Distancia automovil A 10 20 30 40 50 60
(km)

Distancia automovil B 0 20 40 60 80 100
(km)

Distancia automovil C 5 10 25 50 85 130
(km)

1. ¢Para cudl o cuéles de estos carros se puede afirmar que para incrementos iguales de tiempo

se tienen incrementos iguales de la distancia?
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2. Relacione cada grafica con el auto que le corresponde

')
Distancia
(Km)

Tiempo
(horas)

Justifique su respuesta:

3. ¢Qué informacion ofrece el punto b de la grafica?

4. ¢Qué informacién ofrece el punto a de la grafica?
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5. ¢Para cudl o cudles de los tres carros se pude afirmar que a incrementos iguales del tiempo no

corresponden incrementos iguales de la distancia? Justifique su respuesta

6. ¢Para cudl o cudles de los tres carros se pude afirmar que la razon de cambio entre las

distancias y los tiempos es la misma?

7. ¢Cudl es la distancia a la que se encuentra el mdvil B cuando ha transcurrido 5 horas y media?

8. ¢Cual es la distancia a la que se encuentra el moévil A cuando ha transcurrido 46 horas?
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9. Un movil que se desplaza con velocidad constante describe el siguiente movimiento.

A

Distancia

>

Teniendo en cuenta la informacion de la grafica, para cada caso diga si la afirmacion es falsa o

Tiempo

verdadera y justifique su respuesta:

e EIl movil lleva una menor velocidad en el recorrido A.

e EIl movil experimenta una mayor velocidad en el recorrido C

e EIl movil tiene una velocidad cero en el recorrido B




Anexo 2: MATRIZ DE CATEGORIAS DE ANALISIS

Tabla 1

Categorias de anélisis
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Categoria Formulacién general de Variacion de la altura del Variacion del Variacion de la longitud
los indicadores nivel del agua en un alargamiento de un resorte de la distancia recorrida por

recipiente respecto a respecto a incrementos un movil respecto a
incrementos iguales de iguales de pesos que se incrementos iguales de tiempo
depdsito de monedas o de suspenden de él
depdsito de agua

Relaciona 1. Reconoce que existen formas e Reconoce que cuando la e Reconoce que en el caso de e Reconoce que cuando un

formas de de covariacion tales que a probeta es cilindrica o tiene alargamiento de un resorte movil se desplaza con

covariacion con
caracteristicas

del fendmeno.

Interpreta
representaciones
tabulares

incrementos iguales de una
de las variable se tienen
incrementos iguales de la otra
y que hay otras formas de
covariacion en las que no
esto sucede

. Por simple inspeccion de los

valores de las variables
reconoce cuando la
covariacion es lineal y asocia
este hecho con la situacion
experiencial y descarta las
representaciones tabulares de
otros tipos de covariaciones

una seccion transversal de area

constante ocurre que hay
incrementos constantes de
altura para variaciones
constantes de la cantidad de
monedas introducidas, y que
esto no ocurre en el caso de
probetas en que la seccién
trasversal no es constante.

e Dada una representacion

tabular, por simple inspeccion
asocia la situacion de llenado

con la covariacion directa (una

de las variables aumenta a
medida que aumenta la otra),

razon por la que descarta otros

tipos de covariacion

ocurre que hay incrementos
constantes de su elongacion
para variaciones constantes
de la fuerza aplicada

e Dada una representacion
tabular, por simple
inspeccidn asocia la

situacion de alargamiento de
un resorte con la covariacion

directa (una de las variables
aumenta a medida que
aumenta la otra), razén por

la que descarta otros tipos de

covariacion

velocidad constante ocurre
que hay incrementos
constantes de la longitud de la
distancia recorrida para
variaciones constantes de
tiempo y que esto no ocurre
en el caso de que la velocidad
sea variable

e Dada una representacion
tabular, por simple
inspeccidn reconoce que las
que representan la relacion
entre la longitud de la
distancia recorrida por un
movil y el tiempo
transcurrido tiene que
mostrar una covariacion
directa (una de las variables
aumenta a medida que
aumenta la otra), razén por
la que descarta otros tipos
de covariacion
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Interpreta
representaciones
cartesianas

2. Identifica una forma de *

correspondencia entre los
valores de las variables lo
que le permite continuar con
los valores siguientes (el
valor n+1) a partir de un par
de valores dados (el valor n)

3. Asigna valores nuevos a °
partir de otros valores ya
conocidos mediante procesos
de interpolacion y
extrapolacion, en caso de
covariaciones que dan lugar a
una razén de cambio
constante y reconoce que esto
no se puede hacer en caso de
otras formas de covariacion
gue dan lugar a una razon de
cambio variable

1. Ubica puntos especificos en °
el plano cartesiano,
demarcando las
correspondientes parejas
ordenadas.

2. Establece escalas y registra °
correctamente los valores en
ellas.

Identifica una forma de
correspondencia entre los
valores de la altura del nivel
del agua y la cantidad de
monedas introducidas, de
forma que le permite
continuar con los valores
siguientes (el valor n+1) a
partir de un par de valores
dados (el valor n)

Obtiene nuevos valores a
partir de los valores ya
conocidos (mediante
interpolacion y
extrapolacion) en caso de
recipientes que dan lugar a
una razén de cambio
constante y reconoce que
esto no se puede hacer en
caso de otros recipientes que
dan lugar a una razén de
cambio variable

Ubica puntos especificos en
el plano cartesiano,
demarcando las
correspondientes parejas
ordenadas.

Establece escalas y registra
correctamente los valores en
ellas.

e |dentifica una forma de
correspondencia entre los
valores de la elongacion del
resorte y la cantidad de pesos
que se sujetan de él, de forma
que le permite continuar con
los valores siguientes (el valor
n+1) a partir de un par de
valores dados (el valor n)

e Obtiene nuevos valores a
partir de los valores ya
conocidos (mediante
interpolacion y extrapolacion)
en caso de resortes que dan
lugar a una razén de cambio
constante y reconoce que esto
no se puede hacer en caso del
caucho que da lugar a una
razén de cambio variable

e Ubica puntos especificos en el
plano cartesiano, demarcando
las correspondientes parejas
ordenadas

e Establece escalas y registra
correctamente los valores en
ellas.

e |dentifica una forma de
correspondencia entre los
valores de la longitud de la
distancia recorrida y los
incrementos de tiempo, de
forma que le permite
continuar con los valores
siguientes (el valor n+1) a
partir de un par de valores
dados (el valor n)

e Obtiene nuevos valores a
partir de los valores ya
conocidos (mediante
interpolacién y extrapolacion)
en caso de moviles que llevan
una velocidad constante la
cual da lugar a una razon de
cambio constante y reconoce
que esto no se puede hacer en
el caso de mdviles con
velocidad variable que dan
lugar a una razén de cambio
variable

e Ubica puntos especificos en el
plano cartesiano, demarcando
las correspondientes parejas
ordenadas.

e Establece escalas y registra
correctamente los valores en
ellas.
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Reconoce
cuando se da la
constancia de la
razén de cambio
y cuando no

3. Reconoce a partir de la forma

de la gréfica (recta 0 no) la
covariacion lineal o no de las
dos variables asociadas.

. Asocia la mayor o menor

inclinacion de la recta con la
mayor 0 menor razén de
cambio (rapidez del cambio
de la variable dependiente
con relacién a la
independiente)

. Anticipa la posible forma de

la gréfica que representa la
covariacion a partir de las
condiciones de la situacion

. Relaciona el valor de la razén

de cambio con el incremento
de una variable respecto a la
otra y reconoce su
significado en la situacion

Reconoce a partir de la
forma de la gréfica (recta o
no) la covariacion lineal o no
de la altura del nivel del agua
y la cantidad de monedas
introducidas y los asocia de
forma correcta a la forma del
recipiente en el que se realiza
la experiencia.

Asocia la mayor o menor
inclinacion de la recta con el
mayor o menor rapidez del
cambio de la altura del nivel
del agua

Anticipa la posible forma de
la gréfica que representa la
covariacion a partir de
caracterizar la formay el
diametro de la probeta o del
recipiente de llenado.

Relaciona el valor de la
razén de cambio a la mayor
o la menor rapidez del
cambio de la altura del nivel
del agua, reconoce las
caracteristicas del recipiente
que la hacen constante o no.

e Reconoce a partir de la forma

de la gréfica (recta 0 no) la
covariacion lineal o no de la
elongacion del resorte y la
cantidad de pesos que se
suspende de él y los asocia de
forma correcta a la accion del
campo gravitacional en el que
se encuentra el resorte 0 a la
rigidez del mismo

e Asocia la mayor o menor

inclinacion de la recta con la
mayor o menor rigidez del
resorte o la mayor o menor
influencia del campo
gravitacional

e Anticipa la posible forma de la

grafica que representa la
covariacion a partir de
caracterizar la rigidez del
resorte y la longitud inicial del
mismo en su estado de
equilibrio.

o Relaciona el valor de la

razén de cambio a la mayor
o0 la menor elongacion del
resorte, reconoce las
caracteristicas del resorte 0
el caucho que la hacen
constante o no.

e Reconoce a partir de la forma
de la gréfica (recta 0 no) la
covariacion lineal o no de la
longitud de la distancia
recorrida por el movil y el
tiempo transcurrido y los
asocia de forma correcta a la
velocidad constante.

e Asocia la mayor o menor
inclinacion de la recta con la
mayor 0 menor la mayor o
menor velocidad del mévil

e Anticipa la posible forma de
la gréfica que representa la
covariacion a partir de
caracterizar la velocidad
constante o variable del
automovil.

e Relaciona el valor de la razén
de cambio a la mayor o la
menor rapidez del cambio de
la longitud de la distancia
recorrida, reconoce las
caracteristicas de la velocidad
del movil que la hacen
constante o no.
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Interpreta la
representacion
cartesiana de dos
o tres gréficas: el
punto de
intercepto de las
dos o tres
graficas, el
intercepto con Y,
y la mayor o
menor inclinacion

de las rectas.

1.Asocia el punto de intercepto

2.

de dos o tres gréficas de la
representacion cartesiana,
con el punto en el cual los
valores de las variables
relacionadas coinciden

Relaciona los puntos de
intercepto con Y, con el valor
inicial de la variable
independiente.

. Identifica la mayor o menor

inclinacion de las rectas con
la mayor o menor rapidez de
variacion y las asocia
correctamente con la
situacion experiencial.

e Asocia el punto de intercepto

de dos o tres graficas de la
representacion cartesiana,
cuando las dos o tres
probetas registran la misma
altura del nivel del agua
respecto a la misma cantidad
de monedas introducidas en
ellas.

Relaciona el punto de
intercepto con Y, con la
altura del nivel del agua
inicial en las probetas.
Identifica la mayor o menor
inclinacion de las rectas con
el diametro de las probetas

Asocia el punto de
intercepto de dos o tres
gréficas de la representacion
cartesiana, con el punto en el
cual dos o tres resortes
registran igual alargamiento
respecto a la misma cantidad
de pesos suspendidos en
ellos.

Relaciona el punto de
intercepto con Y, con la
longitud inicial del resorte.

Identifica la mayor o menor
inclinacion de las rectas con
la rigidez de los resortes y
con el efecto del campo
gravitacional en el que se
encuentran.

e Asocia el punto de intercepto

de dos o tres graficas de la

representacion cartesiana, con
el punto de encuentro de dos

0 tres maviles respecto al
mismo intervalo de tiempo.

e Relaciona el punto de
intercepto con Y, con la
posicion inicial de los
maviles.

e Identifica la mayor o menor
inclinacion de las rectas con
el valor de la velocidad.

Origen: Fuente propia
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Anexo 3: ANALISIS

Como se dijo en el capitulo anterior, se realizaran varios tipos de anélisis. Por un lado, el
andlisis de tipo cualitativo, consistente en estudiar las producciones de los tres casos en los que
se focalizaron las observaciones. Para ello, se recurrird a dos tipos de informacion, a saber, las
producciones de estos casos en las guias individuales y pruebas a lo largo del desarrollo de la
secuencia didactica y las entrevistas en profundidad que se realizaron en los diferentes momentos
para complementar la informacion escrita. Este analisis cualitativo consta de dos componentes:
a) un analisis intrasujeto en el que se trata de captar el cambio producido en cada caso a lo largo
de la secuencia didactica en actuaciones que sirven de evidencia para las categorias de analisis ya
definidas y b) un andlisis intersujeto, consistente en comparar las producciones de los tres casos,
de forma que se puedan identificar posibles semejanzas o diferencias. Este tipo de anélisis se
complementara con otro, de tipo un poco mas cuantitativo, de caracter descriptivo; para este tipo
de analisis se toman las respuestas de todos los estudiantes del curso en los que se desarrollé la
experiencia didactica, identifican formas tipicas de respuestas en algunas tareas y se comparan

con las ya encontradas en los tres casos de estudio.

Para obtener la informacion, se tomé de una prueba inicial y cuatro situaciones: a) la prueba
inicial elaborada en comun acuerdo dentro del seminario construccion del pensamiento numérico
dirigido por el profesor Jorge Castafio, director de este trabajo. La situacion de esta prueba
consiste en verter agua de forma constante a un recipiente hasta llenarlo y se estudia la forma de
variacion de la altura del nivel del agua con relacion al tiempo de llenado. b) una situacion en la
que se estudian dos casos: en primer lugar, la forma como varia el nivel del agua en una probeta
cuando se introducen 1,2,3,... monedas, teniendo en cuenta formas diferentes de las probetas

(cuando tiene una forma tal que la seccion transversal es constante, por ejemplo, un cilindro; y
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cuando esta seccidn transversal es variable, por ejemplo, un cono); en segundo lugar, la forma
como varia la altura del nivel del agua en recipientes de diferentes formas a medida que se
vierten 1,2,3,... baldes para su llenado. A estos dos casos los denominamos Situacion de llenado
uno (S1). ¢) una situacion en la que se parte de la representacion cartesiana de la relacion entre la
altura del nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos de tres recipientes distintos, a la cual
denominamos situacion de llenado dos (S2); d) una situacion en la que se estudia la longitud de
dos resortes distinto con respecto a la cantidad de pesos que se suspenden de los mismos a partir
de la representacion cartesiana de esta relacion, a la cual denominamos situacion de Ley de
Hooke (S3) y e) la situacion cuatro corresponde al estudio de la distancia de un mévil a un punto
a medida que este se desplaza (se compara cuando se desplaza con velocidad constante y con

velocidad variable), a la cual denominamos situacion de movimiento (S4)
Todas las producciones de los sujetos aqui mencionadas se relacionan en los anexos 4.
Categoria uno: Relaciona la forma de covariacién con caracteristicas del fenémeno

En la situacion uno de llenado los tres casos relacionan la constancia o no de la variacion de la
altura del nivel del agua con la forma del recipiente que se llena. Si es cilindrica, reconocen que
la altura aumenta de forma constante para variaciones iguales de la variable independiente (1, 2,
3, monedas) y en caso de que la forma no sea cilindrica consideran que la altura no varia de
forma constante. Sin embargo, los enunciados que elaboran los tres sujetos para justificarlo
guardan algunas diferencias que posiblemente pueden poner en evidencia comprensiones
distintas. A continuacion, se presentan respuestas a dos de las tareas relacionadas con esta

categoria.

En primer lugar, cuando en la situacion de Illenado uno se les solicita indicar si es correcta o

no la afirmacion: cuando la forma de la probeta es cilindrica a medida que se introducen 1, 2, 3,
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... monedas, el nivel del agua sube de forma constante (apartado S1, pregunta 1.1 afirmacion

uno), se obtienen las respuestas de la tabla 1.

Tabla 1
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1, Afirmacion uno de situacion de llenado uno
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Es correcto Es correcto Es correcto
“---Su incremento siempre sera “...porque el peso de las monedas  “porque su medida no cambia,
constante y uniforme, asi que a es constante y la forma del siempre esta derecha”
medida que le agreguen monedas recipiente es de una forma en la (Evidencia 3).

crecera uniformemente” cual sube en un mismo nivel”

(Evidencia 1). (Evidencia 2).
Origen: Fuente propia

Se aprecia una diferencia en la forma de enunciar del Suj1 con relacion a los otros dos. El
Sujl hace referencia de forma explicita a que los incrementos seran constantes, mientras que
Suj3, aungue también reconocen que en un recipiente de forma cilindrica el nivel de agua sube
de forma constante, no explicita que se trata de incrementos. Podria decirse que el Suj3 razona
apoyandose mas en el hecho empirico, mientras que el Sujl ofrece una explicacion méas

independiente de ésta

Respuestas a la pregunta de si es correcta a 0 no la afirmacion: cuando la probeta tiene forma
como alguna de las imagenes de la figura (el recipiente A de forma de cono truncado, el B
esférico y C cono truncado invertido), en la que la seccidn transversal cambia de tamafio, el nivel

del agua NO sube de forma constante (apartado S1, pregunta 1.1 afirmacion dos)

En lo posible se ha mantenido el escrito original de estudiante, se ha cambiado agregando o quintado
algun signo de puntuacién para facilitar su comprensidon. Cuando se encuentran errores ortograficos se han
hecho las modificaciones necesarias. El texto en manuscrito se encuentra en el anexo citado.
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Tabla 2
Respuestas de los tres sujetos a Pregunta 1.1, afirmacion dos de situacion uno de llenado uno
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Si [es correcto] Si [es correcto] Si [es correcto]
« li A “...porque la forma de las probetas ~ “si, porque si nos fijamos en la
[i.ﬁ(.:rpe?rﬁglrifoe d:}?i?ﬁ%g q ge n no son las mismas y hacen que probeta A empieza a subir
varie su constante” (Evidencia 5). aumentando de a poquito y luego

monedas] si puede ser el mismo,
pero la altura, o sea, su incremento
ya no sera igual, ya no tiene el
mismo incremento como seria en la
probeta cilindrica” (Evidencia 4).

empieza a subir bastante, en
cambio en la probeta B empieza a
subir mucho, cambia y luego sube
otra vez...” (Evidencia 6).

Origen: Fuente propia

Nuevamente se constata que los tres casos reconocen que en recipientes que tienen una forma
en la que cambia la seccion transversal, el aumento de la altura del nivel del agua no es
constante. El Suj1 mantiene una enunciacion en términos de la variacion (en este caso no
constante) del incremento de la altura, mientras que el Suj3 contintia haciendo descripciones del

cambio apoyandose en el hecho empirico, sin recurrir a la idea de incrementos.

En la prueba inicial, los tres sujetos coinciden en afirmar que la medida de la altura del nivel
del agua varia y que ésta se relaciona con el tiempo de llenado. En las dos tareas relacionadas
con este aspecto: a) en la que se le solicita que determine si la medida de una magnitud dada
varia o permanece constante a lo largo del desarrollo del fendmeno (llenado del recipiente), para
el caso de la magnitud <altura del nivel del agua>y b) en la que se pide si la variacion de la
altura del nivel del agua esté relacionada con las variaciones del tiempo de llenado (apartado
prueba inicial, pregunta 1 y 2), los tres sujetos estudiados ofrecen las respuestas de la siguiente

tabla
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Tabla 3

Respuestas de los tres sujetos a preguntas 1y 2 de prueba inicial
Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Tarea a. Indicar ~ Si [varia] Si [varia] “Si cambia”

si la medida de
la altura del
nivel del agua
varia o
permanece
constante

Tarea b. Indicar
si la variacion
de la medida de
la altura se
relaciona con la
variacion de la
medida del
tiempo de
llenado

“porque a medida que va
cayendo mayor cantidad de
agua, aumenta su altura. Por
la forma del recipiente, la
altura sube” (Evidencia 7).

Si [se relacionan]

“Claro que cambia, porque
entre mas tiempo, mas agua
caerd y crecera la altura”
(Evidencia 10).

“porque entre mas se va
Ilenando el recipiente, mas
altura tiene el agua”
(Evidencia 8).

Si [se relacionan]
“Digamos: uno abre el
chorro de agua mas y el
agua cae mas rapido,
entonces el tiempo
transcurrido va a ser mas
corto porque sube méas
rapido, entonces si varia”
(Evidencia 11).

“porque cada determinado
tiempo, el agua va a subir de
nivel, excepto si sierran el
grifo o la llave” (Evidencia
9

Si [se relacionan]

“Esto si cambia porque si
aumentamos la cantidad de
agua que entre, va a
transcurrir menos tiempo”’
“...si cambiamos la probeta,
se va a demorar mas tiempo,
pero eso también depende
de la cantidad que esté
botando el chorro”
(Evidencia 12).

Origen: Fuente propia

Aunque los tres casos coinciden en afirmar que la magnitud altura del nivel del agua tiene un

valor variable a lo largo del fendmeno y que éste se relaciona con la variacion del tiempo de

Ilenado transcurrido, en las justificaciones de los sujetos de nivel medio y nivel bajo en la

segunda tarea hacen referencia a variaciones de las condiciones del fendmeno. Contrario a lo que

se le indicaba en la pregunta, varian la cantidad de agua vertida por unidad de tiempo y no

analizan las dos variables en cuestion para indicar su relacion, sino que relacionan la altura del

nivel del agua con la cantidad de agua vertida en la unidad de tiempo. Esto puede leerse como

que, al empezar el proceso didactico, en este nivel cualitativo, algunos estudiantes ain no

diferencian totalmente las relaciones entre las variaciones de una magnitud con relacion a las

otras, es decir, las relaciones entre magnitudes, aparece como una globalidad que no se

diferencian totalmente.
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De los 19 estudiantes que participaron en el estudio, 7 mas reconocen que la altura del nivel
del agua varia durante el proceso de llenado al igual que los 3 casos de estudio. En lo que
respecta a la segunda tarea, 9 estudiantes mas, al igual que el caso sujeto nivel alto, reconocen la
relacion entre la variacion en el tiempo transcurrido, 3 mas modifican condiciones del fendmeno
como lo hacen los sujetos de nivel medio y bajo. Por ejemplo, entre los sujetos que modifican las
condiciones, el Suj4 dice: “la medida del vaso va cambiando a medida que el chorro del agua
cae” y Suj5 dice: “si la llave se modifica, la altura también cambiara y el tiempo serd mas corto”
(Evidencias 13 y 14, respectivamente). De este modo, no relacionan la altura del nivel del agua
con el tiempo transcurrido bajo las mismas condiciones del fenémeno estudiado, sino que
relacionan los cambios de las magnitudes altura y tiempo en las condiciones que alteran (por

ejemplo, tiempo de llenado en dos recipientes diferentes).

Los datos estudiados con relacion a esta categoria <<relacion de la forma de covariacion con
caracteristicas del fendbmeno>> permiten afirmar que los estudiantes de este grado aunque
pueden identificar en este fendmeno que la altura del nivel del agua cambia y pueden
relacionarla con el tiempo de llenado, algunos no explicitan la relacion de covariacién e incluso,
algunos casos hacen referencia a otras magnitudes y modifican las condiciones iniciales del
fendmeno cuando se les pide relacionar la altura del nivel del agua a medida que el tiempo ha
transcurrido. Pareciera que para unos estudiantes existe una dificultad de diferenciar las
variables, estas se presentan como una globalidad indiferenciada que en algunos casos los

estudiantes de este nivel todavia no logran diferenciar completamente.
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Categoria dos: Interpreta representaciones tabulares

Indicador 1: Por simple inspeccion de los valores de las variables reconoce cuando la
covariacion es lineal y asocia este hecho con la situacion experiencial y descarta las

representaciones tabulares de otros tipos de covariaciones

En la situacion uno de llenado se pide relacionar la representacion tabular en el caso en que la

forma del recipiente que se llena es

Afirmacion cuatro. Si una probeta tiene la forma como la de la imagen A de la figura
de arriba, le puede comresponder una tabla como. Justificar.

Cantidad | 1 2 3 4 5 6 7 £
de
monedas

Nivel del | 5.0 8,0 10,5 12,5 14,0 15 15,5
agua (en
cm)

Gréfical. De secuencia didactica, preguntal.l afirmacién cuatro de situacion uno de llenado uno. Fuente propia

El caso de nivel medio considera que la tabla puede corresponder a este hecho y aunque los
casos nivel alto y bajo, coinciden en que la tabla no corresponde al fendmeno, las razones son

distintas. La tabla ilustra las respuestas dadas.

Tabla 4
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1, afirmacion cuatro de situacion uno de llenado uno
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“Falso, porque en esa probeta va a “Es correcto porque, aunque el “No, porque tendra que empezar
haber un decrecimiento y los datos  incremento no sea constante aumentando menos porque la
de esta tabla solo ascendiendo tenemos que ver también como estd  probeta es ancha en la parte inferior
siempre los datos” (Evidencia 15). ~ formada la probeta y ver que la y flaca en la parte superior por lo
forma en la parte de arriba es mas cual en la tabla nunca se muestra
angosta” (Evidencia 16). eso” (Evidencia 17).

Origen: Fuente propia
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El sujeto de nivel alto termina confundiendo el valor decreciente de la seccidn transversal de
la probeta con el hecho de que hay que esperar que los valores de la altura han de decrecer. Esta
respuesta contrasta con las justificaciones dadas en las preguntas de la primera categoria, en las
que parece tener claras estas relaciones. Sin embargo, en aquellas preguntas se requeria decidir
sobre la constancia o no de la variacion, aqui hay que involucrar no solo la constancia del
cambio, sino el sentido de la variacién, los incrementos de la altura no son constante para
incrementos iguales del tiempo sino, ademas, hay que decidir que éstos disminuyen con el
tiempo. En otras palabras, el valor de la altura se incrementa, pero su incremento es cada vez
menor. Y este sujeto termina confundiendo y expresa que los datos de la altura que muestra la
tabla crecen cuando, segun él, deberian decrecer. El sujeto de nivel bajo, contesta correctamente,
considera que la tabla NO representa correctamente la relacion entre las dos variables, ya que por
ser la probeta mas ancha en la parte inferior tiene que aumentar menos que en la parte superior
que es menos ancha y parece tener claro que esto no lo muestra la tabla. El sujeto de nivel medio
contesta incorrectamente, aunque refiere que la parte superior es mas angosta no cae en la cuenta

que, precisamente por este hecho, los incrementos han de crecer.

Hechos como este empiezan a insinuar la dificultad que tienen los estudiantes para pasar a
evaluarla constancia o no del cambio de altura a valorar la variacion de la magnitud del cambio.
Mientras los sujetos se representen el problema directamente ligado a la forma de los recipientes
pueden entender cuando es constante y cuando no. Es mas, pueden saber que el valor crece mas
rapido si la seccion transversal se reduce y menos rapido si la seccion transversal se amplia, pero
pasar de ahi a analizar el problema sobre los valores de las variables sin el apoyo de la

informacion que adiciona el hecho empirico genera dificultades mayores.
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En la prueba inicial se puede asociar una tarea similar en la que se solicita escoger la tabla de
valores que representa la relacion entre la altura del nivel del agua (A) y el tiempo transcurrido
(F) en una posible experiencia de llenado en un recipiente de forma cilindrica. Para cada una de

las tres tablas planteadas se debia justificar su escogencia o0 no escogencia.

Opcion 1

Valores de A (dado en cm) 1,2 2,5 3,9 54 7,0
Valores de F (dado en seg) 1 2 3 4 5
Opciodn 2

Valores de A (dado en cm) 1,4 2,8 4,2 5,6 7,0
Valores de F (dado en seg) 2 4 6 8 10

Opcidn 3

Valores de A (dado en cm) 1,8 1,6 1,4 1,2 1,0
Valores de F (dado en seg) 1 2 3 4 5

Los tres sujetos coinciden en afirmar que la segunda tabla presentada es la que corresponde a
una posible experiencia de llenado en un recipiente de forma cilindrica. Sin embargo, los
enunciados que elaboran para justificarlo guardan algunas diferencias, que posiblemente pueden

poner en evidencia comprensiones distintas.

Los tres sujetos estudiados ofrecen las siguientes respuestas:

Tabla 5
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 3 de prueba inicial.
Opciones Suj1 (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Opcién 1 No corresponde No corresponde No corresponde
“debido a que pasa cada “No es la que corresponde “en la tabla, los segundos
segundo y no es uniforme, porque la cantidad del chorro  estan bien, pero el agua y las
porque va aumentando asi: de agua no es el mismo y la medidas estan mal, tienen
de 1,2a2,5=1,3, luego de 2,5 cantidad no es la misma” que subir la misma cantidad
a3,9esl4yasiva “no aumentaban [altura del de acuerdo con los segundos”

aumentando, no es uniforme,  nivel del agua] la misma (Evidencia 20).
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asi que esta no es”
(Evidencia 18)

medida en cada segundo (...)
el chorro esté abierto en una
medida, si cae la primera
tiene que caer la segunda los
mismos centimetros”

(Evidencia 19)
Opcio6n 2 Si corresponde Si corresponde Si corresponde
“porque es uniforme lo que “Los segundos son “Esta tabla est bien ya que
aumenta por segundo, por el constantes y los valores de la  sube la misma cantidad de
tiempo, a medida que va otra medida también, agua en cada segundo dado”
pasando el tiempo (los aumentan en la misma (Evidencia 23)
segundos) aumenta 1,4 cm medida cada centimetro en
siempre. Esto significa que cada segundo”
es constante” (Evidencia 21)  (Evidencia 22)
Opcidn 3 No corresponde No corresponde No corresponde

“porque a medida que va
pasando el tiempo va
disminuyendo de 0,2 mm, lo
que significa que puede ser
constante, pero disminuye y
asi no es el ejemplo”
(Evidencia 24)

“No es la que corresponde
porque el tiempo y la
cantidad de agua no es la
misma”

“los valores de los segundos
también son continuos, pero
los valores de milimetros no
son los mismos, van
disminuyendo”

(Evidencia 25)

“los segundos se muestran
bien, pero si vemos en la
tabla, el valor del agua no se
presenta correctamente”
(Evidencia 26)

Origen: Fuente propia

El sujeto nivel alto considera los valores de las variables implicadas, su variacion, el valor de
los incrementos y ademas la direccion de los incrementos (por eso rechaza la opcion tres: “...10
que significa que puede ser constante, pero disminuye y asi no es el ejemplo”’). Por su parte, los
sujetos nivel medio y nivel bajo parecen fundar sus respuestas en el hecho de que observan las
sucesiones de los valores de las variables por aparte (los de tiempo y los de la altura) y sélo se
interesan por verificar si tienen variacion constante. Estas respuestas parecen poner en evidencia
que estos sujetos, en especial los casos Suj2 y Suj3, a partir de la representacion tabular valoran
las constancias de la variacion de las dos sucesiones (la de los valores de las dos variables) y esto
les basta para decidir si corresponde 0 no a las variaciones constantes que ellos esperan de las

dos variables por tratarse de un recipiente cilindrico
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Al comparar con las respuestas de estos tres casos con los del curso, se encuentra que 4
estudiantes mas del curso reconocieron cuando la covariacion es lineal y cuando no, a través de
la inspeccion de los valores de la tabla y la relacidn entre estos y la experiencia de llenado de un
recipiente cilindrico de forma parecida a lo que hicieron los sujetos 2 y 3. Por ejemplo, Suj5 con
respecto a la primera tabla dada afirma: “al sumar el primero con el segundo da 2,4 y tendria que
dar 2,5, no son iguales los resultados”, con respecto a la segunda tabla dice que si corresponde
porque “al sumar 1,4 y 1,4 da 2,8 y sumando el primero y el segundo dar el resultado de la
tercera...” y en relacion a la no escogencia de la tercera tabla dice porque “... no corresponden
los resultados porque no son iguales. Ademas, al contrastar las respuestas de algunos sujetos se
nota que, al parecer, aunque los sujetos reconocen, a partir de los valores de la tabla la
covariacion lineal, no expresan sus justificaciones en los mismos términos. Por ejemplo, Suj9,
respecto a los valores de la segunda tabla dada, afirma que “si es constante y 16gico porque cada
segundo que pasa, se llena 1,4 cm de agua” y Sujl14 dice “Si es porque cada segundo cae la
misma cantidad de agua por segundo” (Evidencias 27 y 28). Suj9 lo hace en términos de los
valores de los incrementos y Suj14 lo hace en términos de las variaciones en los valores. Aunque

este Ultimo reconoce la constancia de las variaciones, no indica el valor de estos.

Por su parte, el resto de estudiantes del curso utilizan un criterio en el que alteran las
condiciones planteadas del fendmeno o determinan si los valores dados, a su parecer, serian
acordes a la experiencia real del fendmeno. Por citar un caso Suj16 con respecto a la primera
tabla dada, considera que no corresponde porque “puede que la altura del agua sea mas que 7
[cm] en 5 segundos porque pude que el chorro sea mas rapido o mas lento”. También, Suj12 con
respecto a la primera tabla dada dice que “1,2 segundos si corresponde, [pero] el resto [de

valores de la tabla] no corresponden, ya es muy extremo” (Evidencias 29 y 30).
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Por consiguiente, los datos estudiados en este indicador <<por simple inspeccién de los
valores de las variables reconoce cuando la covariacion es lineal y asocia este hecho con la
situacion experiencial>> permiten afirmar que los estudiantes de este grado valoran la constancia
de los valores de las dos sucesiones, de las dos variables, sin tener en cuenta la razon de los
incrementos. Segun parece, los sujetos identifican la constancia o no de las variables y
comprenden el crecimiento o decrecimiento del valor siempre y cuando asocien la informacion al

hecho empirico.
Indicador 2y 3

Indicador 2: Identifica una forma de correspondencia entre los valores de las variables lo que
le permite continuar con los valores siguientes (el valor n+1) a partir de un par de valores dados

(el valor n)

Indicador 3: Asigna valores nuevos a partir de otros valores ya conocidos mediante procesos
de interpolacion y extrapolacion, en caso de covariaciones que dan lugar a una razén de cambio
constante y reconoce que esto no se puede hacer en caso de otras formas de covariacion que dan

lugar a una razén de cambio variable

En la situacion de movimiento, se plantean dos tareas de asignar nuevos valores a partir de la

informacion de la siguiente representacion tabular

Tiempo (horas) 0 1 2 3 4 5
Distancia automovil A (km) 10 20 30 40 50 60
Distancia automovil B (km) 0 20 40 60 80 100
Distancia automovil C (km) 5 10 25 50 85 30
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Se plantean dos tareas en las cuales se pide a) la distancia a la que se encuentra el mévil B

cuando han transcurrido 5 horas y media y b) la distancia a la que se encuentra el movil A

cuando han transcurrido 46 horas (apartado S4, preguntas 7 y 8).

Los tres sujetos indican el valor solicitado, asociando los valores dados en la tabla de la

relacion entre distancia y tiempo de los dos autos a la covariacion lineal proporcional, sin

identificar que los valores de uno de los dos autos corresponden a una covariacion lineal no

proporcional

A continuacion, se relacionan las respuestas de los tres sujetos estudiados:

Tabla 6

Respuestas de los tres sujetos a preguntas 7 y 8 de la S4 movimiento.
Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Tarea a. Su respuesta es 110 km. Se encuentra en 120 “110 km porque el automovil
Indique la “estd incrementando [la “cinco horas y media va aumentando de 20 en 20 y
dist:gncia ala distancia] de 20 en 20 [km] pongamoslo aqui (escribe este  si sacamos la mitad de 20 es

Ue se (...) entonces cuando llegue a  valor al lado del 5 de la 10, por lo cual si estuviera

gncuentra el 6 [horas, la distancia serd] tabla), como va constante, corriendo dos horas seria 120,
movil B 120. (...) Cinco y medio es la  sucesivamente va pero estamos hablando de una
cuando han mitad entre cinco v seis, aumentando veinte, yo s6lo le  hora y media lo cual seria 110

transcurrido 5
horas y media

Tarea b.

Indique la
distancia a la
que se
encuentra el
movil A
cuando han

entonces [la distancia cuando
t=5,5 horas] seria 110 [km]o
también seria hacer una regla
de tres que seria como lo mas
rapido: en 5 horas hay 100
km, ¢en cinco[horas] y
medio, cuantos km habra?”
(Evidencia3l).

110
S 100
Sla =

Multiplica 100 por 5,5 y el
resultado lo divide en cinco.
El resultado es 110 km.

Su respuesta es 511,11 km.
“...el movil A siempre va a
incrementar de 10 en 10. (...)
6 [horas] serd 70 [km], 7
[horas], sera 80[km], 8
[horas] sera 90[km] y 9
[horas] sera 100[km].
Entonces yo cogi este, el 9,

“m

sumé veinte y ya” (Evidencia
32).

En la tabla de valores, al lado
del daltimo valor de la
distancia escribe 120,
teniendo en cuenta que los
incrementos son de 20 km y
al lado del Gltimo valor del
tiempo escribe 5, 5 horas, sin
tener en cuenta el valor de los
incrementos del tiempo.

460 km

“solo lo multipliqué [46 por
10]” (Evidencia 35).

Tiene en cuenta que el valor
del incremento es el mismo,
10 km, y lo multiplica 46
horas, sin tener en cuenta que

kilémetros” (Evidencia 33).
Encuentra el punto medio del
intervalo de distancias
[100,120] km, teniendo en
cuenta que 5,5 corresponde al
punto medio los tiempos
correspondientes, [5,6] horas

“porque si tenemos en cuenta,
el automévil va aumentando
de10en10ysi
multiplicamos 46 * 10 nos
daria 460 kilometros”
(Evidencia 36).

Tiene en cuenta que el valor
del incremento es el mismo,
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transcurrido como era 100, como para que  cuando t=0, la distancia es 10 10 km, y lo multiplica 46

46 horas fueran mas exactos los datos,  km. horas, sin tener en cuenta que
para hacerlo mas rapido (...) cuando t=0, la distancia es 10
si en 9 horas hay 100 km (...) km.

en 46 horas, ;cuanto habra?
(...) 46 por 100 dividido en
9” (Evidencia 34).

Bl o8 3 fatancie s que 5o i o i A it a s |

q, 100 v S
Yh

0 d

Después de encontrar que
para 9 horas corresponde 100
Km, resuelve la regla de tres
9 horas para 100 km, para 46
horas cuantos, por eso
multiplica 100 por 46 y el
resultado lo divide en 9. El
resultado es 511,11 km

Origen: Fuente propia

Ninguno de los tres casos distingue que el caso del movil B el valor de la variable dependiente
es cero al iniciar el movimiento mientras que en el movil A no lo es. En la pregunta referida al
movil B, el sujeto de nivel alto, indica que cada hora aumenta 20 km y que como se trata de
media hora solo agrega 10 km a los 100 km correspondientes al valor de 5 horas, valores que se
pueden obtener directamente de la tabla. Este mismo sujeto muestra que también que puede
asociar la pregunta al procedimiento de regla de tres. El sujeto de nivel bajo realiza las cuentas
de forma similar al primer procedimiento del sujeto 1. El sujeto 2 se limita a agregar a 100 km la
distancia que recorria por movil en la siguiente hora, pasando por alto que solo es media hora. En
la segunda pregunta, la referida al movil A, combina dos formas de proceder, en la primera suma
a los 10 km iniciales, los 10 km de cada una de las primeras 9 horas —Entonces yo cogi este, el
9, como era 100, como para que fueran mas exactos los datos, ...- 'y después aplica regla de tres,
confundiendo el hecho de que a las 9 horas el mdvil esté a una distancia de 100 km con el hecho

de que cada 9 horas recorre 100 km, que es la condicién de la regla de tres. Los otros dos sujetos
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se limitan a reducir el problema a una multiplicacion simple, sin tener presente los 10 km

iniciales.

Ademas de los errores de los procedimientos de calculo en la segunda pregunta es que el

sujeto 1, aunque incurriendo en error, tiene presente el valor inicial (0 min, 10 km), mientras que

los otros dos casos lo pasan por alto. Pareciera que los estudiantes asimilan el problema a un

esquema de multiplicacion simple (si cada hora recorre 10 km en 46 ...).

A esta tarea, se le puede asociar una pregunta similar de la prueba inicial en la que se solicita

que, a partir de los datos dados en la tabla, indique el tiempo que debe transcurrir para que el

nivel del agua alcance 5,5 cm de altura (apartado prueba inicial, pregunta 7.2)

Valores de A (dado en cm)

2,2 4.4

6,6 8,38 11,0

Valores de F (dado en seg)

2 4

6 8 10

La tabla muestra los procedimientos utilizados

Tabla 7

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 7.2 de la prueba inicial

Sujl (alto)

Suj2 (medio)

Suj3 (bajo)

Ly, W Cpr 11
y (T - CA)

5

“Se hace una regla de tres y si en
4,4 cm pasaron 4 segundos,
jcuantos habra en seis? A simple
vista sdlo se ve que es un segundo
mas” (Evidencia 37).

Multiplica 5,5 por 4, obtiene 22 y
divide este resultado por 4,4 y el
cociente es 5 segundos

“llegué hasta 1,1 entonces lo sume
y me dio 5,5 segundos, después lo
sume a los 4 segundos que nos
habian dado al inicio y me dio [5,1]
segundos”. (Evidencia 38).

“Transcurre 5 segundos, porque si
sacamos la mitad de 4,4 y 6,6 nos
va a dar 5 segundos [que es el
tiempo medio entre el tiempo de
4,4 cmy el de 6,6 cm de altura] ya
que se encuentra en la mitad de
ellos” (Evidencia 39).

Al determinar que el incremento de
4,4a55esdel,1, utiliza este
valor como incremento en el
tiempo y por eso a 4 segundos le
suma 1,1. De modo, que responde
que para que el nivel del agua
alcance una altura de 5,5 cm deben
transcurrir 5,1 segundos

Origen: Fuente propia
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El caso nivel alto, al igual que en la tarea de movimiento, utiliza la regla de tres para dar el
valor solicitado. De este modo, se va haciendo notable el intento del caso nivel alto de utilizar
algunas herramientas matematicas que ha obtenido en su recorrido escolar, aunque en algunas
ocasiones no sea acertado tal uso. Por su parte, los sujetos de nivel medio y bajo nuevamente
recurren a un célculo aritmético aditivo considerando la constancia y el valor de los incrementos
de acuerdo a los valores dados en la tabla. Sin embargo, el caso nivel medio asume que el

incremento que se da en la altura del nivel del agua debe ser el mismo en los valores del tiempo.

Los datos estudiados en este indicadores:<< identifica una forma de correspondencia entre los
valores de las variables lo que le permite continuar con los valores siguientes (el valor n+1) a
partir de un par de valores dados (el valor n)>>y <<asigna valores nuevos a partir de otros
valores ya conocidos en caso de covariaciones que dan lugar a una razon de cambio constante>>
permiten constatar que los estudiantes de este grado asignan valores nuevos a partir de la
representacion tabular, usando procedimientos intuitivos, son procediendo de forma aditiva, esto
se ve mas claro en los casos en que los valores nuevos se pueden obtener por intrapolacién o si
hay que extrapolar el valor nuevo es cercano al ultimo de la tabla. Asi, a partir del patrén que
identifican pueden continuar con los valores siguientes en la sucesion, a partir de un valor n. Si el
valor nuevo es muy lejano a valores de la tabla, introducen o multiplicacion simple (valor
unitario por nimero de unidades) o regla de tres, en el caso en que la tabla represente valores en
covariacion directamente proporcional tienen éxito, pero si no es asi, los lleva error. Parece
entonces que los estudiantes para efectos de estos calculos, determinan y usan el patron de
cambio entre los valores, pero pasan por alto la diferencia de registros tabulares con el par (0,0) y
(0, y) y se impone, en estos casos, el esquema de multiplicacion simple y el procedimiento de

regla de tres.
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Categoria tres: Interpreta representaciones cartesianas
Indicadores 1y 2

Indicador 1: Ubica puntos especificos en el plano cartesiano, demarcando las

correspondientes parejas ordenadas.
Indicador 2: Establece escalas y registra correctamente los valores en ellas.

En la prueba inicial encontramos dos tareas asociadas a estos aspectos enunciados en los
anteriores indicadores, en las cuales se solicitaba a) utilizar la siguiente representacion grafica
para indicar la cantidad de agua que hay en el recipiente cando han transcurrido 4 segundos y el

tiempo que debe transcurrir para que haya 70 mililitros de agua en el recipiente

Cantidad de agua en mililitros

Tiempo de llenado en segundos

Gréfica 2. Tomada de prueba inicial.

y b) representar en la grafica los valores de la siguiente tabla

Valores de A (dado en cm) 1,4 2,8 4,2 5,6 7,0

Valores de F (dado en seg) 2 4 6 8 10
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Altura del nivel del agua en cm

2 4 6 8 10 12

F

Tiempo de llenado en segundos

Gréfica 3. Tomada de prueba inicial

En la primera tarea los tres casos utilizan las parejas ordenadas de la representacion grafica
dada para indicar que cuando han transcurrido 4 segundos, la cantidad de agua en el recipiente es
40 ml y que deben transcurrir 7 segundos para que la cantidad de agua en recipiente sea de 70
ml. En cuanto a la segunda tarea los tres sujetos se aproximan a la representacion cartesiana
correcta de los valores dados en la representacion tabular de la altura del nivel del agua a medida
que transcurre el tiempo. No obstante, son notables algunas diferencias en las enunciaciones de

los tres casos.
Las respuestas de los tres sujetos se relacionan a continuacion:

Tabla 8
Respuestas de los tres sujetos a preguntas 9 y 10 de la prueba inicial
Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)




214

Tarea a.

Indique la
cantidad de
aguaen el
recipiente
cuando haya
transcurrido 4
segundos y el
tiempo
transcurrido
cuando
haya70 ml en
el recipiente

Tarea b.

Represente en
la gréfica los
valores de la
tabla dada.

“hay 40 ml en cuanto a la
cantidad de agua cuando han
transcurrido 4 segundos”
(Evidencia 40).

- s
c)() ol /\,.( 9

30 -

= —"&Qurdﬁ
“Se hace una regla de tres o
simplemente se ve en la
grafica”
Han transcurrido 7 segundos
cuando hay 70 ml en el
recipiente.

n

ura del nivel del agua en

Al

Tiempo de llenado en segundos

(Evidencia 43).

“40 porque va aumentando 40
ml” (Evidencia 41).

“7 segundos deben transcurrir
para que haya 70 ml de agua
en el recipiente”

Tiemoo de lienado en segundos

La gréafica dada como
repuesta es la que se
encuentra menos inclinada,
que une los puntos
demarcados (Evidencia 44).

“40 ml porque la gréfica
muestra que en 4 segundos se
llena 40 ml” (Evidencia 42).
“para que el recipiente
contenga 70 ml de agua deben
transcurrir 7 segundos porque
si nos fijamos, en la mitad de
60y 80 se encuentra 70 y en
la mitad de 6 y 8 se encuentra
7

F

Tiempo de llenado en segundos

(Evidencia 45).

Origen: Fuente propia

Los tres casos aciertan en decir que en 4 segundos transcurridos la cantidad de agua en el

recipiente es de 40 ml y que deben transcurrir 7 segundos para que la cantidad de agua en el

recipiente sea 70 ml. Ahora bien, el caso nivel medio no enuncia el criterio que tuvo en cuenta

para dar su respuesta. Sin embargo, los casos nivel alto y bajo coinciden en explicitar que la

informacién la da la grafica, es decir, tiene en cuenta los puntos cartesianos y le dan significados

a los mismos. Ademas, el caso nivel alto explica que también se pudo usar una regla de tres en la

gue toma una de las parejas ordenadas y, reconociendo la proporcionalidad entre las dos

magnitudes relacionadas, halla el valor solicitado.

En lo concerniente a la segunda tarea, el caso Sujl hace una modificacién a la escala indicada

en la grafica, que esta de dos en dos unidades y él le ubica el entero que falta entre cada par de
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valores sefialados en esta y asi la escala queda de 1 en 1. Al parecer, asi se le facilita ubicar los
seis puntos coordenados, de los cuales se ubica en uno. Por su lado, los casos Suj2 y Suj3
demarcan los valores dados en la representacion tabular utilizando la escala dada y ademas traza

la linea que una los puntos demarcados.

Los datos analizados en los indicadores: << ubica puntos especificos en el plano cartesiano,
demarcando las correspondientes parejas ordenadas>> y << establece escalas y registra
correctamente los valores en ellas>> indican que los estudiantes de este curso, dan significado a
los puntos coordenados de la representacion grafica asociandolos a los valores de las variables
relacionadas. Ademas, a partir de valores dados en la representacion tabular pueden demarcar
correctamente los pares ordenados correspondientes en la gréafica. Por otro lado, cuando les dan
la escala en el plano cartesiano, los casos Suj2 y Suj3 ubican correctamente los valores utilizando
la escala dada y en el caso Sujl la adapta de manera que pueda obtener méas precision en la

ubicacidn de las parejas ordenadas.

Indicador 3: Reconoce a partir de la forma de la gréfica (recta o no) la covariacion lineal o

no de las dos variables asociadas.

En la situacion uno de llenado se pide relacionar la representacion cartesiana en el caso en que

la forma del recipiente que se llena es:



216

Afirmacion cinco. Si una probeta tiene la forma como la de la imagen C de la figura
‘de arriba, le puede corresponder una grafica como. Justifique

Nivel del
agua
encm.

Cantidad de monedas

Gréfica 4. De la secuencia didactica, preguntal.l. afirmacion cinco de situacién uno de llenado. Fuente propia

Aunque los casos Sujl y Suj2 coinciden en que la gréfica corresponde al fendmeno, las
razones dadas son distintas. Ver tabla 9 en la pagina siguiente

El caso de nivel alto aduce dos razones, una, que tiene que ver con la relacion entre la forma
curva de la grafica e incrementos no constantes y la otra con la direccion de las variaciones (...
pero va ascendiendo”). Este sujeto comprende que esta tarea implica determinar la constancia o
no de la variacién y al encontrar que los datos no crecen constantemente, hecho que corresponde
a la forma variable de la seccion transversal, le es suficiente para determinar que la forma de
parabola de la representacion grafica corresponde a la forma del recipiente presentado. Sin
embargo, le falta comprender que esta tarea implica, ademas de reconocer la no constancia de los
incrementos, tener en cuenta si la variacion de estos disminuye o0 aumenta, lo cual tampoco tuvo
en cuenta en las justificaciones dadas en el indicador dos de la categoria dos. El caso de nivel
medio considera que la grafica puede corresponder a este fendémeno, porque simplemente se
limita a relacionar la forma del recipiente con la forma de la linea de la grafica. No tiene en

cuenta la no constancia de los incrementos ni el sentido de variacion de estos. Por su parte, el



caso Suj3 da su respuesta en términos de lo que sucede en el fendbmeno y reconoce que los

aumentos del nivel del agua en el recipiente presentado, son mayores inicialmente.

Tabla 9

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1 afirmacion cinco de situacién uno de llenado uno

Sujl (alto)

Suj2 (medio)

Suj3 (bajo)

“Verdadero, porque tiene un
incremento no constante, pero va
ascendiendo, lo que en la grafica
seria una parabola” (Evidencia
46).

“Es correcta porque la forma de
la probeta y como aumenta el
agua se asimilan a la grafica”
(Evidencia 47).

Indica que no es correcta 'y
realiza la representacion
cartesiana que considera la
correcta.

/

“[la parte inicial de la gréfica]
nos muestra que va aumentando
mas cantidad y luego, empieza a
subir menos”

Con respecto a por qué no
comienza en cero, el estudiante
dice:

“tendria que empezar con cierta
cantidad de agua porque [...] si la
probeta no tiene agua y le
metemos monedas ¢,como va a
aumentar la cantidad de agua?”
(Evidencia 48).

Origen: Fuente propia
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Ademas, comprende gue es necesario un nivel de agua al iniciar el llenado para que se dé la

condicion del aumento del nivel del agua a medida que se le introducen monedas. Pensar en la

situacion fenomenoldgica le permite comprender otros elementos, como en este caso el

intercepto con el eje Y.

Los casos nivel alto y nivel medio reconocen que cuando la grafica no es una recta, la

covariacion entre las dos variables relacionadas no es lineal. Solo acuden a la variacién no

constante de los incrementos para indicar la correspondencia a gréaficas de lineas no rectas, sin

hacer distincion entre estas. El sujeto nivel bajo por su parte, al pensar en términos de la

experiencia del llenado, acierta en el sentido de la variacion de los incrementos.
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En la prueba inicial se puede asociar una tarea relacionada, en la que se solicita escoger la
grafica que representa la forma de variacion de la altura del nivel del agua y el tiempo
transcurrido en una experiencia de Ilenado en una probeta de forma cilindrica. Las cuatro

opciones presentadas son las siguientes:

Grafica 1 Grafica 2

>
>

altura del nivel del agua en cm
(altura del nivel del agua en cm)

£
(Duracién en segundos) F
(Duracién en segundos)

(altura del nivel del agua en cm)
(altura del nivel del agua en cm)

3
(Duracién en segundos) B

(Duracién en segundos)

Gréfica 5. Tomada de prueba inicial pegunta 8.

A continuacion, se relaciona las respuestas de los tres sujetos estudiados:

Tabla 10
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 8 de la prueba inicial.
Suj1 (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“Es la grafica 4 porque “Es el grafico 4 porque es el que “Grafica 3 porque nos muestra
. mas se acomoda (...) La altura del ~ desde el segundo cero y va
como su aumento es uniformeenla . ;
- nivel del agua empezaba en una subiendo de acuerdo a la altura del
representacion de una recta no . - . : "
. P , medida, entonces iba subiendo, agua y es mejor para ubicar. Esta
tiene ningun tipo de parabola, por P e o .
entonces [la grafica 3] no me también se puede utilizar si la

la constancia de todas las medidas,

. . convencio mucho, hacia lo mismo, medida es estable” (Evidencia 51).
son constantes” (Evidencia 49). ( )

pero la figura, la vasijita tenia que
ser mas diferente. Entonces la
acomodé mas como al ejemplo que
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estaban dando [forma cilindrica del
recipiente] y escogi la 4”

Una de las investigadoras le
solicita explicar cual seria la
grafica si el recipiente no tuviera
forma cilindrica (le hace un dibujo)
la estudiante responde: “seria [la
grafica 3] porque va subiendo, pero
tiene diferente forma que [la
grafica 4]” (Evidencia 50).

Origen: Fuente propia

En esta tarea, las justificaciones de los casos Sujl y Suj2 (nivel alto y medio) son similares a
las dadas en la situacion de Ilenado uno, pues relacionan la covariacion lineal con gréficas de
lineas rectas. El Suj1 hace el analisis en términos de la constancia de los incrementos y Suj2
asociando la forma del recipiente con la forma de la linea de la gréfica. La respuesta del caso
Suj3 (nivel bajo) muestra que al inicio de la secuencia didactica el estudiante no relaciona la
forma de la covariacién de las variables asociadas (lineal o no) a partir de la forma de las graficas

(recta 0 no). En cambio, en la situacion 1 (de llenado uno) lo pudo hacer.

Al comparar las respuestas de estos casos con los otros estudiantes del curso se encuentran
respuestas semejantes. Tres estudiantes seleccionan la grafica 4 y otros tres la grafica 3
(Evidencias 52 y 53). También, se encuentran 4 estudiantes que seleccionan la gréficaly la

grafica 2, pero no ofrecen con claridad el criterio de seleccion.

Los datos analizados indican que, al inicio de la secuencia didactica, la mayoria de los
estudiantes del curso no tiene un criterio correcto de asociacion entre la situacion de llenado y la
representacion grafica correspondiente. Quienes ofrecen la respuesta correcta no ofrecen razones
en lo que incluya que a incrementos iguales del tiempo corresponden incrementos de la altura del
nivel del agua. Se encuentran algunos estudiantes que seleccionan una curva creciente
precisamente por el hecho de mostrar que la altura va creciendo. Pero incluso otros seleccionan

las otras opciones dando muestras de no leer la dindmica de la relacion que muestra la grafica.
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En una tarea semejante en la situacion 2 (llenado dos) en la que se pedia describir las

caracteristicas de los recipientes, a partir de las graficas dadas (apartado S2, pregunta 1.1)

i Recipiente C
% Recipienie B
3 d Recipsenie A
§ a e

C

b

Cantidad de baldes vertidos

Grafica 6. Tomada de guia evaluativa dos, situacion de llenado dos

Los tres casos de estudio relacionan la forma recta de la gréfica con recipientes de forma

cilindrica y la grafica que no es recta con el recipiente no cilindrico.

Las respuestas de los tres sujetos a esta tarea se relacionan a continuacion

Tabla 11

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1 de la situacién de llenado dos.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“su llenado [del recipiente A] es “tienen diferente forma [los Realiza los siguientes dibujos y
uniforme, por eso esta en recta, recipientes], empiezan con valores  asocia las lineas rectas con los
[con respecto] a C, crece, pero no iniciales distintos, tienen la recipientes Ay B y la linea curva
de manera uniforme [y con cantidad de baldes con el recipiente C y hace la
respecto a] B esta creciendo vertidos[iguales]” (Evidencia 55). diferencia entre el Ay el B cuando
uniformemente la altura, los datos ~ Realiza los siguientes dibujos dice que el A “esta aumentando
son iguales, el incremento es segun las gréaficas dadas, sin menos cantidad de agua que [el
constante” (Evidencia 54). indicar el criterio utilizado. BJ” (Evidencia 56).

—

B
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A larecta A asocia una vasija mas
ancha que a la B seguramente por
tener presente la mayor inclinacion
de la recta B.

Origen: Fuente propia

El caso Sujl relaciona la forma recta de la grafica con una variacion uniforme de altura (su
llenado [del recipiente A] es uniforme, por eso esta en recta) y la curva con una variacion no
uniforme (C, crece, pero no de manera uniforme. Los sujetos 2 y 3 ofrecen razones en términos

de la asociacion directa que establecen con el mayor o menor ancho del recipiente.

En una tarea analoga a ésta en la situacion 3 (ley de Hooke) en la que a partir de grafica se
pedia describir las caracteristicas de los resortes (apartado S3, pregunta 1.1) los tres sujetos, al
parecer, relacionan las gréaficas rectas con la constancia de las variaciones del alargamiento del

resorte con respecto a la cantidad de pesos que se suspenden de él.

La tabla muestra las respuestas ofrecidas por los tres sujetos

Tabla 12

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1 de la situacién 3 Ley de Hooke.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“los datos siempre seran constantes, “En el resorte dependiendo del peso ~ “los datos siempre seran constantes,
para que sean [rectas las gréficas] se estiraba, se alargaba para que sean [rectas las graficas]
significa que tienen un crecimiento  dependiendo del peso, de la significa que tienen un crecimiento
constante, [...] va subiendo [rigidez] y dependiendo del espacio  constante, [...] va subiendo
constantemente” (Evidencias 57). donde estaba; si estdbamos en la constantemente” (Evidencias 59).

tierra el resorte iba a estar mas
alargado y cuando estabamos en la
luna el resorte iba a estar menos
alargado” (Evidencias 58).

Origen: Fuente propia
El caso Sujl y Suj3 hacen explicito que la forma recta de las graficas implica una constancia

en los incrementos de las variables. Sin embargo, el caso Suj2 no hace explicita esta relacion. En

este caso, sus apreciaciones ponen en evidencia que comprende la relacion de dependencia entre
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las variables asociadas. Sin embargo, no hace explicita la constancia de las variaciones de las

variables.

Con relacion a la tarea de los moviles se pedia relacionar cada grafica con el movimiento del

auto que se mostraba en la representacion tabular dadas (apartado S4, pregunta 2)

Distancia
(Km)

Tiempo
(Horas)

Gréfica 7. Tomado de situacion 4 de movimiento rectilineo
En esta tarea, los tres sujetos relacionan las gréficas rectas con los automdviles Ay B y la que

no es recta con el C. La tabla muestra las respuestas ofrecidas por los tres sujetos. Ver tabla 13

en la pagina siguiente.

El caso Suj1 toma como principal criterio de analisis el intercepto con Y, aunque indica que la
forma de la gréfica (se puede ver por el ascenso) también seria otro indicador para asociar los
autos con sus correspondientes graficas. Por su parte, el caso Suj2, al parecer utiliza como Unico
criterio de asociacion entre los autos y su representacion grafica el intercepto con el eje Y. En
cuanto al caso Suj3 hace mencidn de la constancia o no de los incrementos y teniendo en cuenta
la variacion de los mismos y, por tanto, la forma de las graficas, asi como también
complementando este criterio con el de los interceptos con Y, realiza la respectiva relacion entre

los autos y su representacion cartesiana.
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Tabla 13

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2 de la situacién 4 de movimiento.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“[relacionando los puntos de corte ~ “Esta linea [recta que parte del “yo elegi que el automovil B [la
con Y de las gréficas con los origen] seria el automoévil B (...) recta que parte del origen], era el
valores iniciales de la tabla] laque  porque la distancia empieza desde  que iba subiendo de 10 en 10. El A
empieza en cero es B (...), la que cero (...), la distancia del seria [la recta que no parte del
le sigue, es cinco (sefala el automavil C seria [la grafica que origen] porque empieza en 10 km y
intercepto con Y de la grafica que no es recta] y la [otra gréfica del el C seria [la gréafica no recta] por
es una curva) (...) y la mayor intercepto de mas arriba] seria A” lo que va aumentando cinco, diez,
(sefala el intercepto de méas valor)  (Evidencia 61). veinticinco, cincuenta”
serfa 10. Y esta que esta en el (Evidencia 62).

medio es C, y también se puede ver
por el ascenso (...) pero para
sacarlo més rapidamente es por la
inicial” (Evidencia 60)

Origen: Fuente propia

Uno de los criterios utilizados para interpretar la representacion grafica es el analisis de
interceptos con Y para realizar la asociacion entre los autos y sus graficas correspondientes. Esto
se puede deber a que esta tarea, se resuelve mas rapidamente con los valores de la variable
dependiente, cuando la independiente es cero, pues se facilita mas hacer el analisis en la tabla de
un solo valor por variable en cada auto, que en lugar de analizarse la covariacién lineal o no, con
todos los valores. Sin embargo, los casos nivel alto y bajo son conscientes ademas que la forma
de la gréfica revela la constancia o no de los incrementos y de acuerdo a ello también se puede

hacer la asociacion.

Por lo tanto, teniendo en cuenta los hallazgos mencionados en la comprension de las
representaciones cartesianas, se puede declarar que el sujeto nivel alto persiste en asociar la
constancia de los incrementos con la forma de la grafica y los sujetos nivel medio y bajo
comprenden la representacion cartesiana desde las condiciones fenomenoldgicas, asociando
caracteristicas propias del hecho empirico con la forma de la gréfica. Ahora bien, en la situacion
4 (de movimiento) los casos focalizados ademas de tener en cuenta la constancia o no de los

incrementos y, por ende, la forma de la grafica, utilizaron un criterio adicional que fue los
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interceptos con el eje Y, pues permite que el procedimiento sea mas rapido en la medida en que,
en los datos dados en la tabla identifican el valor inicial de la variable dependiente. Por lo tanto,
sus comprensiones son encaminadas a procesos simplificados, utilizando como vias de solucién

aquellas que les permitan diferenciar de manera rapida las representaciones cartesianas.

De este modo, se hace evidente el progreso de los tres casos al transcurrir la aplicacion de la
secuencia didactica, especialmente en los sujetos nivel alto y bajo. El caso Sujl (nivel alto),
amplia su perspectiva de una representacion gréfica, pues en la Gltima situacion tiene en cuenta
la constancia o no de los incrementos de las variables, asi como el criterio de los interceptos,
mostrando asi una comprensién mas abarcadora. Por su parte, el caso Suj3 inicialmente no
interpretaba correctamente la representacion cartesiana de la relacion de dos variables de una
situacion, que paulatinamente fue comprendiendo, pasando de una comprension en términos del
hecho empirico a una comprension en términos de la variacion de los incrementos y los valores

de los interceptos con Y y su significado en la situacion.

Indicador 4: Asocia la mayor o menor inclinacion de la recta con la mayor o menor razén de

cambio (rapidez del cambio de la variable dependiente con relacion a la independiente)

En la situacion uno de llenado se les solicita dibujar la forma que considera tendria la gréafica

cartesiana si el tanque es como el de la siguiente figura dadas (apartado S1, pregunta 2.3)

C

Tabla 14
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2.3 de la situacion uno de llenado.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
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23 Dbuelafr i iia s ok

: “porque
“Si la recta esta mas pegada al [eje] ; va aumentando menos [que en el
x significa que [...] esta tanque A]...en la C [la grafica es
ascendiendo mas lento, o sea, hay ) diferente] por lo que es méas grande
alglin punto en que la recta va a ) ] ; y su capacidad de recibir agua es
ascender mucho y va a crecer, pero  (Evidencia 64). mayor” (Evidencia 65).
mas lento que €l [tanque] A”
(Evidencia 63).

Origen: Fuente propia

En el caso Sujl, se evidencia que comprende la relacion de los incrementos de las variables,
altura del nivel del agua y cantidad de baldes depositados, como constantes, ademas, tiene en
cuenta el hecho de que la gréfica parte del origen dado a que cuando se han depositado cero
baldes de agua en el tanque su nivel de altura es cero. También, reconoce la inclinacion de la
recta (si la recta estd mas pegada al [eje] x), y la asocia con la razén de cambio, realizando su
andlisis a partir de las caracteristicas de la grafica, pues indica que la inclinacién cada vez méas
cercana al eje x implica una rapidez menor que la del recipiente A. Se aprecia una diferencia en
la forma de enunciar del caso Suj3 con relacion al caso nivel alto. EI Suj3 igualmente comprende
la relacion entre la inclinacion de la recta y la rapidez de cambio de la altura del nivel del agua
con respecto a la cantidad de baldes depositados. No obstante, su comprensién es en términos de
las caracteristicas de los tanques que se usan en el fendmeno del llenado (es més grande y su
capacidad de recibir agua es mayor). Por su lado, el caso Suj2, comprende que la inclinacién de
la recta cada vez mas cercana al eje x indica que la rapidez de cambio es cada vez menor en el
recipiente C. Sin embargo, su grafica indica que asume que cuando comienza el proceso de

llenado, el tanque contiene alguna cantidad de agua.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a una tarea semejante a la Situacion 1 (situacion de

llenado uno) en la Situacion 4 (de movimiento rectilineo uniforme).
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En la tarea se solicitaba indicar el valor de verdad de cada una de las afirmaciones dadas a

partir de la siguiente representacion gréfica de un movil que se desplaza con velocidad constante

(apartado S4, pregunta 9).

Grafica 8. Tomado de situaciéon 4 movimiento rectilineo

El caso Sujl deja en evidencia la asociacion que hace entre la inclinacion de la recta y la

rapidez de cambio de la distancia recorrida del auto respecto al tiempo, lo que se constituye en la

velocidad que lleva. Por su parte, los casos Suj2 y Suj3 no relacionan la inclinacién de las rectas

con la velocidad del mévil. Mas bien, asocian la longitud de cada recorrido con la velocidad.

Las repuestas de los tres casos se relacionan a continuacion.

Tabla 15

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 9 de la situacion cuatro de movimiento

Tarea

Sujl (alto)

Suj2 (medio)

Suj3 (bajo)

Afirmacion 1:

El moévil lleva una
menor

velocidad en el
recorrido A.

Afirmacion 2:

El movil
experimenta una

Falso

“En el recorrido A no tiene
su mayor velocidad. [En el
recorrido C si la tiene]
porque tiene el ascenso mas
rapido” (Evidencia 66).

Verdadero

“porque es la que mas esta
empinada, eso significa que
su ascenso esta siendo
mayor. [Entre mas inclinada

Falso

“Lleva mayor velocidad”
“el recorrido de la distancia
de la flecha es mas larga”
(Evidencia 67).

Falso
“Recorre menor velocidad”
(Evidencia 70).

Verdadero

“porque para ganar mas
velocidad el automovil
deberia llevar mucho mas
impulso”

“Si la linea fuera mas larga
Ileva menos velocidad y si
fuera més corta tendria mas
velocidad, por lo que hace
el recorrido mas rapido”
(Evidencia 68).

Verdadero

“Porque ya habia llevado un
gran impulso. Por lo cual el

auto va ganando mucha méas
velocidad” (Evidencia 71).
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mayor velocidad la recta] esta [pausando el

enel recorrido C  auto], esta constante, no
incrementa [incrementa
poco]” (Evidencia 69).

Afirmacion 3: Verdadero Falso Falso
s “porque esta asi [de forma “El moévil tiene un término “si estuviera en una
El movil tiene una . v o . e :
. horizontal]” (Evidencia 72). medio velocidad cero, el auto no
velocidad cero en Qs . , "
Seria cero este [punto: el deberia estar andando

e R 2 origen del plano], porque no  (Evidencia 74).

tendria [longitud]. Este si
tiene, el B” (Evidencia 73).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl indica que entre mas inclinada esté la recta mayor sera la rapidez de la distancia
recorrida con respecto al tiempo (su ascenso esta siendo mayor). De este modo, reconoce que la
razon entre la distancia y el tiempo en cada uno de los recorridos es constante, pero ademas
identifica que es mayor entre mas inclinada esté la recta y entre menos lo esté, es menor la razon
de cambio. Por su parte, el caso Suj2 no asocia la velocidad del movil con la inclinacién de la
recta, sino con la longitud de la recta de cada recorrido. De esta manera, para Suj2 en el recorrido
A la velocidad es mayor, tomando como criterio que es la recta de mayor longitud y el recorrido
C es donde la velocidad es menor, por ser la recta de menor longitud. Ademas, afirma que la
velocidad seria cero en el punto de origen de la representacion cartesiana, pues la longitud del
recorrido seria nula. Igualmente, el caso Suj3 relaciona la longitud de las rectas de los recorridos
con la velocidad. Sin embargo, sus declaraciones indican que concibe el fendmeno como la
salida de un auto de un punto de partida para llegar a un destino, considerando que el auto no es
posible que se halla detenido, pues al ver la continuidad de las lineas para el significan
continuidad en el movimiento real del auto. De este modo, en las comprensiones de Suj3 falta
relacionar los incrementos de las distancias con respecto a los incrementos de los tiempos de un

recorrido y comparar esta relacion con los otros recorridos.
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Por consiguiente, en este indicador se puede considerar que en la situacion del llenado de los
tanques los tres casos relacionan la inclinacion de la recta con la mayor o menor rapidez de
Ilenado del recipiente. Al parecer, esta relacion se pudo hacer gracias a las caracteristicas del
fendmeno de llenado tales como el tamafio de la seccidn transversal de los recipientes, que al
hacerse visibles les sugeria pensar en la razon entre los incrementos de la altura del nivel del
agua y los incrementos de los baldes vertidos de un tanque con respecto a otro. Ahora bien, en la
situacion de movimiento rectilineo uniforme en un movil se les dificulté més esta relacién a los

sujetos 2 y 3 asociaron la velocidad del movil con la longitud de la recta de cada segmento.

Indicador 5: Anticipa la posible forma de la gréfica que representa la covariacion a partir de

las condiciones de la situacion.

Las dos tareas relacionadas con este indicador consisten en a) dibujar la forma que considera
tendria la gréafica cartesiana si el tanque es como el de la figura A y b) dibujar la forma que

considera tendria la grafica cartesiana si el tanque es como el de la figura B

En la situacion uno de llenado, los tres casos relacionan la grafica cartesiana recta con la
covariacion de la altura del nivel del liguido y el tiempo de llenado en el caso en que el
recipiente que se llena tenga la forma cilindrica y en caso de que la forma sea de cono truncado
(invertido) relacionan la covariacién con la forma curva. Sin embargo, en el segundo caso se

evidencian formas diferentes de comprender la situacion de un sujeto a otro.

A continuacion, se presentan las respuestas de los tres casos en dicha tarea:



229

Tabla 16.
Respuestas de los tres sujetos a preguntas 2.1y 2.2 de la situacion uno de llenado.

Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)

Tarea a: Hy i

Dibujar la !

forma que I

tendria la _

grafica [ " “iria aumentando la misma

cartesiana si ... .. (Evidencia 76). cantidad, por lo cual tendria

el tanque es Si 1? f orma [del recipiente ue ir asi [recta], subiendo”

como el de es] cilindrica [corresponde a] ?Evi dencia 77) ’

la figura A una.recta_en el plano™ '
(Evidencia 75).

Tareab: Sia . T

Dibujar la

forma que /

tendria la il

gerlérl’g?ana si “la hubiera hecho mas (Evidencia 79) e .

eltanque es  inclinada en [la parte inicial empéezeclj aumentando més,

comoel de  delaarafica] que [se va pero desde un punto cero,

la figura B llenando] mas rapido y luego [...] aumenta dos centimetros,
[en la parte final de la dos, dos,dosyva
gréfica] se va formando una disminuyendo” (Evidencia
curva” (Evidencia 78). 80).

Origen: Fuente propia

En lo que respecta a la representacion grafica del recipiente no cilindrico, solo el caso Suj3
comprendid, ademas de la no constancia de los incrementos, el sentido de la variacion de los
mismos y esto le permitio representar la representacion grafica correcta. No obstante, en los
casos Sujl y Suj2 no lo hicieron correctamente. El caso de Sujl solo tuvo en cuenta que al no ser
cilindrica la forma del recipiente, la representacion cartesiana corresponderia a una parabola y
aunque indica que la rapidez de cambio es mayor en la primera parte del llenado del recipiente
por su forma mas angosta en la parte inferior, continua su argumento teniendo en cuenta
solamente que el resto de la grafica debe corresponder a una parabola, la cual solo asumen en el
sentido en el que la dibujd. Por su parte, Suj2 parece considerar que cuando se inicia el llenado,
el recipiente ya contienen una cantidad de agua, pues el intercepto con Y de la gréafica no es cero,

ademas, al igual que Suj1, no tiene en cuenta el sentido de la variacion de los incrementos.



230

Con los datos estudiados con relacion al indicador <<anticipa la posible forma de la gréafica
que representa la covariacion a partir de las condiciones de la situacion>> se constata que los tres
casos anticipan la forma de la representacion grafica adecuada cuando el recipiente es cilindrico,
teniendo como referente dicha forma o la constancia de los incrementos en las variables
relacionadas. Ahora bien, cuando el recipiente no es cilindrico, el caso Suj3 comprende que la
representacion cartesiana corresponde a una curva con el sentido correcto de las variaciones de
los incrementos. Mientras que Sujl y Suj2 no aciertan en la representacion cartesiana porque
solo se limitan a asociar la forma no cilindrica del recipiente con la no constancia de los

incrementos sin tener presente el ritmo del crecimiento.

Categoria cuatro: Reconoce cuando se da la constancia de la raz6n de cambio y cuando

no

Indicador 1: Relaciona el valor de la razén de cambio con el incremento de una variable

respecto a la otra y reconoce su significado en la situacion.

En la situacion uno de llenado se presentan tres tareas relacionadas con la razén de cambio y

su significado en las condiciones del fendmeno

En primer lugar, se les solicita indicar si es correcta a o no la afirmacion: cuando la forma
como varia el nivel del agua con relacion al nimero de monedas es constante, ocurre que la
razon de cambio AA/AN (incrementos en altura del nivel del agua/incrementos en nimero de

monedas) es constante.
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Tabla 17.

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.1afirmacion tres de la situacién uno de llenado uno.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“Verdadero, si AA y AN es “no es correcta, porque en Es correcto
constante, por clara razon ejemplos anteriores a veces el “si metemos una moneda va a
también lo seria la razén de nivel del agua y de monedas era aumentar lo mismo a si metemos
cambio debido a que es A4 constante y a veces no era en dos monedas”
dividido por AN” (Evidencia 81).  delta de Ay en delta de N” “aumentaria lo mismo la altura

(Evidencia 82). del agua con la cantidad de
monedas que se entren [...[; si
metemos una moneda aumenta 3
cm, pero si metemos dos monedas,
va a aumentar seis, [...] esta

aumentando lo mismo”
(Evidencia 83).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl, relaciona la constancia de los incrementos en las variables altura del nivel del
agua y numero de monedas con la constancia en el resultado de la division de los incrementos de
la variable dependiente y los de la independiente. De este modo, relaciona la razon de cambio
con el proceso aritmético que implica la division de las dos variables de la situacion. Por su lado,
Suj3 relaciona la constancia de los incrementos de las variables con la razén de cambio constante
a través del anélisis de la situacion desde el hecho empirico, tomando en consideracion que el
aumento de la altura del nivel del agua es en la misma cantidad por cada moneda que se
introduce. Ahora bien, Suj2, no asocia la constancia de los incrementos de las dos variables con

la razon de cambio constante.

En segundo lugar, se les solicita que indique si es posible calcular el nivel que alcanzaria el
agua cuando se hayan introducido 41 monedas en una probeta cilindrica, si se conocen la

siguiente informacion:

a) Larazon de cambio AA/AN es constante y vale 5¢cm /moneda
b) Cuando se han introducido 4 monedas el nivel alcanzado por el agua es27 cm

A continuacion, se presentan las respuestas de los tres casos a esta tarea.
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Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion uno de llenado.

Sujl (alto)

Suj2 (medio)

Suj3 (bajo)

Es posible. El nivel alcanzado es

Es posible. El nivel alcanzado es

Es posible. El nivel alcanzado es

de 276.75 cm

“deberia estar en 20 [cm la altura
del nivel del agua] y no en
27[como lo indicaba la segunda
informacién dada], entonces yo
dije, bueno hagamos la division
27/4, queda 6,75/ ...] a medida que
se le vaya incrementando una
moneda va a aumentar 6.75, [...]
la razén de cambio pues es la
division, [...Jentonces lo que hice
fue multiplicar 41 por 6.75 y me
dio 276,75 (Evidencia 84).

de 3002 cm

Suma incrementos constantes de
cinco en la medida del nivel del
agua al incrementar"una moneda.

Comete estos errores: Repite dos
veces el incremento para 11
monedas

i
i

Ay

-

" #
Realiza erradamente el algoritmo

de la suma para cantidades
mayores a 100, obteniendo, por

ejemplo
- F

Asi, erradamente llega a que, para

41 monedas ingresadas el nivel del

agua alcanza 3002 cm
(Evidencia 85).

de 212 cm

“... [sequn la informacion dada en
el literal A, se aumenta] cinco cm
por cada moneda [ ...] entonces
seria 41 por 5 [...] y si tenemos en
cuenta lo de la [informacidn dada
en el literal B], cuando se han
introducido cuatro monedas, el
nivel del agua ha alcanzado 27 cm.
El 7cm es con lo que inicia el agua
[...] si se lo sumamos [al 205, el
resultado es], 212 la altura del
nivel del agua” (Evidencia 86).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl reitera su comprension de la razén de cambio constante como la constancia en la

division de los incrementos de la variable dependiente con respecto a la independiente. Sin

embargo, en esta segunda tarea no da la respuesta acertada porque no identifica que la

covariacion de la tarea analizada es de tipo lineal no proporcional. Por su parte, el caso Suj3

ademas de relacionar el valor de la razén de cambio con la constancia de los incrementos de una

de las variables con respecto a la otra, identifica que la covariacion caracteristica de la tarea en

cuestion es de tipo lineal no proporcional. Por su lado, el caso Suj2 en esta tarea si asocia el valor
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de la razon de cambio correctamente con las caracteristicas de la situacion. No obstante, al

utilizar un proceso aditivo, que es extenso, comete errores en sus calculos.

En cuanto a la tercera tarea, relacionada con la razon de cambio y su significado en la
situacion de llenado uno, se les solicita indicar para cuél o cuéles de las formas A, B o C, de los
siguientes recipientes, se puede decir que la razon de cambio altura del nivel del agua y la

cantidad de baldes es constante y para cual o cuéles no.

A B

Se relacionan seguidamente las respuestas de los tres casos

Tabla 19

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 2.4 de la situacién uno de llenado uno.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“ParalaAylacC, larazénde “Tanque A, si es constante porque  “son constantes en la A y en la C,
cambio es constante porque el A4 la forma del tanque hace que el ya que [la A tiene forma de cubo] y
y AN es constante, asi que la razén  incremento pueda acomodarse y la A es un cilindro, entonces
de cambio sera igual. En cambio, sea constante. aumentaria lo mismo. En cambio,
para la B no lo seria porque su Tanque B, no es constante porque  la B empieza con una mayor
incremento AN no es constante, o la forma del tanque hace que el cantidad y luego empieza a
sea que su razén de cambio no lo incremento varie. cambiar su subida”
serd” (Evidencia 87). Tanque C si es constante porque el ~ (Evidencia 89).

tanque siempre se queda de una
misma forma” (Evidencia 88).

Origen: Fuente propia

Los tres sujetos reconocen que en los tanques A 'y C la razon de cambio de la altura del nivel
del agua con respecto a la cantidad de baldes vertidos es constante y para el tanque B no se
presente este hecho. El caso Sujl, al parecer recurre a la interpretacion que hace de la razon de

cambio constante como el resultado constante de la division del valor de los incrementos de una
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variable con respecto a la otra. En cambio, los casos Suj2 y Suj3 solo tienen en cuenta la
variacion constante o no de los incrementos de las variables sin establecer la relacion de los

incrementos de una de las variables con respecto a la otra.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a tareas semejantes a esta de llenado (situacion 1)
en una situacion similar de llenado (situacion 2). En la tarea, se les solicita que indiquen si la
razon de cambio entre la altura del nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos es constante o
no en el recipiente C de la representacion cartesiana dada, usada en la categoria 3 (indicador 5)
(Evidencias 46-48 y 54-56, apartados S1 y S2, preguntas No 1.1 afirmacion cinco y 1.1

respectivamente).

Los tres sujetos indican que la razon de cambio de la altura del nivel del agua con respecto a

la cantidad de baldes vertidos no es constante para la representacion cartesiana del recipiente

Tabla 20
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.5 de la situacion dos de llenado.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)

No es constante la razén de cambio  No es constante la razén de cambio  No es constante la razon de cambio
“los datos no van a ser los mismos  El recipiente C tendria la siguiente
por lo que suben, yo me guio mas forma

“los datos no son
constantes ”’(Evidencia 90)

por la forma, por el &ngulo de la \
linea. Como este, [el recipiente A ) \
cuya grafica es una linea recta], e

serian datos constantes, digamos,
suben al mismo valor digamos.

Pero en esge, [el reci 'Ie,me C] “como la boquilla es diferente va
representado por una linea curva R TS el

€omo que no [serian constantes]” (Evidencia 92).
(Evidencia 91).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl determina la no constancia de la razon de cambio, al recurrir al Gnico criterio de
la no constancia de los incrementos, al parecer le es suficiente reconocer que la variacion de los
datos no es constante para que el resultado de la division entre los incrementos de las dos

variables asociadas tampoco lo sea. En los casos Suj2 y Suj3, nuevamente, identifican la
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constancia o no de las variaciones de la altura del nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos

para determinar si la razon de cambio es 0 no constante.

Por otra parte, en la situacion de la ley de Hooke (situacion 3), se da paso a estudiar las
respuestas de los estudiantes, relacionadas con identificar la constancia o no de la razon de
cambio. En la tarea se les solicitaba indicar si la razon de cambio entre la longitud del resorte y la

fuerza aplicada es constante en ambos resortes de la representacion cartesiana dada.

Los casos Sujl y Suj3 indican que la razon de cambio entre la longitud del resorte y la fuerza
aplicada es constante en los dos resortes representados en la gréfica cartesiana dada. Por su parte,

Suj2 indica que la razén de cambio no es constante.

Tabla 21
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.5 de la situacion tres Ley de Hooke.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Si es constante la razén de cambio ~ No es constante la razén de cambio  Si es constante la razén de cambio
“por i I bos” “No entendi” “la cantidad de peso “Si es constante, solo que una
por eso estan en rectda ambos de los resortes creo que no varia,  tiene mayor rigidez”

(Evidencia93). pero la longitud por el peso creo (Evidencia 95).

que si varia” (Evidencia 94).

Origen: Fuente propia

En las enunciaciones de los sujetos 1 y 2 se puede evidenciar que asocian la recta de la
representacion cartesiana a la covariacion de la longitud de los resortes con respecto a las fuerzas
porque es constante la razon de cambio entre estas dos magnitudes. En cuanto al caso Suj3,
ademas muestra explicitamente que la mayor o menor inclinacion de la recta, cada resorte
dependiendo de la mayor o menor rigidez. Nuevamente, el caso Suj2, no establece relacion de
los incrementos constantes de la longitud de los resortes con respecto a los incrementos en la
cantidad de pesos que se suspenden de estos, por lo que al parecer no comprende la nocion de

razén de cambio.
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Ahora se da paso a estudiar las respuestas a tareas semejantes en la situacion de movimiento
rectilineo uniforme (situacion 4). En una primera tarea, se les solicita que indiquen para cuél o
cudles de los tres carros se puede afirmar que la razén de cambio entre las distancias y los
tiempos es igual, tomando en cuenta la informacién dada en el registro tabular, esta tarea

corresponde al anexo 1, pagina ___, pregunta

Las respuestas dadas por los tres casos fueron las siguientes

Tabla 22.

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 6 de la situacion cuatro de movimiento.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“la Ay la B, que tienen una razéon ~ Para los automéviles Ay B Para el auto B
de cambio iguales, constantes” “porque en el A siempre su “el auto By el A, pero si hubiera
v .. . constante ha ido aumentando 10 empezado desde cero [...] si
réﬁesrz ialivilrieréﬁw‘;i{[?aialz final [S& il6metros, en la B ha sido 20 km,  hubiera empezado desde cero
. 14 final” pero en la C la distancia del hubiera un incremento constante”
—I(Evi denciacgog)e tempo jina automévil empieza aumentando (Evidencia 98).

' Skm, [...] ya después 15, después

halla los incrementos de la sucesivamente, [...]. Razon de

distancia y el tiempo, luego hace la cambio seria como los datos van
division y afirma que la razon de cambiando” (Evidencia 97).
cambio es 10 para el mévil A, que

para el movil B se presentaria lo

mismo.

Origen: Fuente propia
El caso Sujl, nuevamente recurre al calculo aritmético de la razon de cambio, haciendo la

division entre el incremento en la distancia y el incremento en el tiempo transcurrido. Por su

parte el caso Suj2 solo acude a la constancia de la variacion de la variable dependiente para
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indicar constancia en la razon de cambio. Suj3, por su lado, acude a la constancia de los
incrementos y asocia este hecho a la razon de cambio. Sin embargo, sigue manifestando como
condicion de constancia en los incrementos que el valor de la variable dependiente sea cero

cuando el de la independiente también lo es.

En una segunda tarea, se pedia identificar el o los carros para los que se puede afirmar que
para incrementos iguales de tiempo se tienen incrementos iguales de distancia, y en las que no se

puede hacer tal afirmacion, a partir de la siguiente representacion tabular

Tiempo (horas) 0 1 2 3 4 5
Distancia automovil A (km) 10 20 30 40 50 60
Distancia automavil B (km) 0 20 40 60 80 100
Distancia automovil C (km) 5 10 25 50 85 130

La tabla muestra las respuestas ofrecidas por los tres sujetos

Tabla 23
Respuestas de los tres sujetos a preguntas 1y 5 de la situacion cuatro de movimiento.
Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Seleccionar Contesta que los carros Ay “es el automovil B porque “Los autos (4) y (B) siempre
los carros en B [...] el tiempo empezaba en van aumentando la velocidad
los que se “para el A tiene un cero, la distancia del cada hora por lo cual se
puede afirmar  incremento de 10 kmy el B automovil tiene que empezar  encuentran en la misma
que para que aumenta de 20 en 20” también en cero y tiene que hora”
incrementos (Evidencia 99). ir aumentando “...este empieza con 10 km
iguales de sucesivamente, con su [el auto A] y este empieza
tiempo se constante de tiempo”’ con cero [el auto B], luego
tienen (Evidencia 100). se encuentran acé [cuando
incrementos t=1 hora] este aumenta a 20
iguales de la km hora [el auto A], cuando
distancia ya en primera hora cuando

el automovil B tiene la
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misma distancia” (Evidencia
101).

Seleccionar Contesta C Autos Ay C Contesta B

los carros en “C. Para el carro C no tiene  “... deberia incrementar [la “los automoviles [Ay C]

los que no se incrementos iguales, por eso  distancia del auto A], cero, empiezan su recorrido en 10
puede afirmar  en la gréfica tiene forma de diez, como en esta [el cero de y en 5 cuando el tiempo esta
que para pardbola” (Evidencia 102). la distancia del auto B] yen  en cero, pero el automévil B
incrementos esta [distancia de auto C]Jnos empieza en ceroy va

iguales de dice que en el tiempo cuando  aumentando su velocidad al
tiempo se estan en cero han recorrido  mismo tiempo”.

tienen va alguna distancia” “va aumentando [el auto B]
incrementos (Evidencia 103). la velocidad al mismo
iguales de la tiempo, 2, 4, 6, 8, 10 (se
distancia equivoca, los valores son 20,

40, 60, ...) En cambio, aca [

auto A] se supone que el
cambio tendria que empezar:
cero (realza la voz), diez,
veinte, treinta, cuarenta,
cincuenta, y asi
sucesivamente” (Evidencia
104).

Origen: Fuente propia
El caso nivel alto indica que los incrementos de distancia y tiempo son constantes para los

autos A 'y By especifica su valor. Y para el auto C indica la no constancia de los incrementos y

la asocia con la representacidn cartesiana que no corresponde a una linea recta.

El caso nivel medio, al parecer escoge, en la primera tarea, el carro B porque considera que
cuando el tiempo es cero la distancia también es cero y se da una constancia en los incrementos.
En la segunda tarea, selecciona los autos A 'y C como aquellos en los que a incrementos iguales
de tiempo no corresponden incrementos iguales de distancia porque, cuando el tiempo es cero la
distancia no es cero (“...en el tiempo cuando estan en cero han recorrido ya alguna distancia”).
Al parecer relaciona la constancia de incrementos cuando se incrementa el mismo valor en las
variables siempre y cuando se comience desde cero, tanto en la variable independiente como en

la dependiente.
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En el caso del nivel bajo, aunque las respuestas que ofrece no parecen ser muy consistentes,
se aprecia nuevamente la confusion del caso nivel medio, exigir que la distancia sea cero para
tiempo igual cero, para aceptar que a incrementos iguales de una variable corresponden

incrementos iguales de la otra.

Comparando con la estadistica del curso, de los 19 estudiantes que participaron en el estudio,
5 més identifican que en los carros A 'y B se cumple que, a incrementos iguales de tiempo, se
tienen incrementos iguales de distancia, al igual que el caso nivel alto y para el auto C no se
presenta la constancia de incrementos. Por ejemplo, Suj9 dice: “para el carro A y B tienen
incrementos iguales de tiempo y de distancia” y para el auto C, “en la tabla y la grafica, no
muestran incrementos constantes de tiempo y distancia”. Por otro lado, 13 estudiantes, incluidos
los casos nivel bajo y medio, no son consistentes en el criterio aplicado para indicar los autos en
los que se cumple que a incrementos constantes de tiempo se tienen incrementos constantes de
distancia y en los que a incrementos constantes de tiempo NO se tienen incrementos constantes
de distancia. Por citar un caso, Suj19 indica que en los autos A y B se cumple que a incrementos
iguales de tiempo se tienen incrementos iguales de distancia porque “empiezan con numeros
parecidos” y ante la pregunta ;para cudl o cuales de los autos se cumple que a incrementos
iguales de tiempo no se tienen incrementos iguales de distancia?, su respuesta es: “Si es verdad
ya que el incremento del tiempo no tiene nada que ver con la distancia” (Evidencias 105 y 106).
Por lo tanto, la mayoria de estudiantes del curso no fueron consistentes en el criterio aplicado
para determinar si la constancia de una de las magnitudes implicaba constancia o no en la otra

magnitud relacionada.

Por consiguiente, con respecto a la categoria <<reconoce cuando se da la constancia de la

razon de cambio y cuando no>> se deja en evidencia que los tres sujetos asocian la razén de
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cambio constate con situaciones de tipo covariacional lineal. Sin embargo, en sus comprensiones
se dilucidan elementos diferentes de su implicitos en su significado. Para el caso Sujl se puede
afirmar que comprende la razén de cambio como la razon entre incrementos correspondientes.

El caso Suj3, en ocasiones coordina el valor del incremento de la variable dependiente respecto a
la independiente, pero no como razon (como proceso aritmético) sino, al parecer, apoyandose en
el contenido empirico de la tarea, incluso, aunque reconoce la constancia de los incrementos de
cada variable por aparte, niega la constancia de la razon de cambio, porque el punto inicial de la
tabla no es (0,0). El caso Suj2 le falta hacer la coordinacion entre el valor de estos incrementos,

solo tiene en cuenta la constancia de las variaciones de las variables, sin correlacionarlas.

Categoria cinco: Interpreta la representacion cartesiana de dos o tres graficas: el punto
de intercepto de las dos o tres gréficas, el intercepto con Y, y la mayor o menor inclinacién

de las rectas

Indicador 1: Asocia el punto de intercepto de dos o tres gréaficas de la representacion

cartesiana, con el punto en el cual los valores de las variables relacionadas coinciden.

En la situacion de llenado dos (Situacién 2) los tres casos relacionan el punto de intercepto de
dos gréficas de la representacion cartesiana con el punto en el cual los valores de la variable
dependiente coinciden. A continuacion, se presentan respuestas a una tarea relacionada con

interpretar en puntos de intercepto de dos o tres graficas.

Se les solicita indicar el significado del punto “e¢” en el que se cortan las dos graficas
correspondientes a los recipientes A y B, teniendo en cuenta la siguiente representacion

cartesiana.

Recipiente C

Recipiente B

Reciprente A
d

Altura del nivel del agua

(¢}
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Grafica 9. Tomada de situacion dos de llenado.

Tabla 24
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.4 de la situacién dos de llenado.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“este punto significaria un punto “en el punto “e” el recipiente A y “en algun tiempo del llenado los
en el que se encontraron, los dos el recipiente B tienen la misma dos recipientes tuvieron que tener
[recipientes] quedaron con [...] la  altura del nivel del agua” la misma cantidad [refiriéndose a
misma altura, a pesar de la (Evidencia 108). la altura del nivel del agua]”
forma...” (Evidencia 107). (Evidencia 109).

Origen: Fuente propia

Los tres casos asocian ese punto a la coincidencia de la altura del nivel del agua de los dos
recipientes, sin tomar en consideracién que la cantidad de baldes vertidos también le corresponde
el mismo valor. Ahora bien, el caso Suj3 no toma en consideracion la variable independiente,
pero indica la coincidencia de la altura del nivel del agua en un mismo tiempo, involucrando esta
otra magnitud. Al parecer, su comprension de la tarea es desde la dptica de la situacion real y

por eso vincula otros elementos que en esa tarea no se requieren.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a una tarea semejante a esta de llenado (situacion 1)
en la situacion de ley de Hooke (situacion 3). En la tarea se les solicita indicar el significado del
punto “g” en el que se cortan las dos gréficas correspondientes a los resortes A y B, teniendo en

cuenta la siguiente representacion cartesiana:

Resorte B

Resorte A

Longitud del resorte
o
Q

Cantidad de pesos
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Gréfica 10. Tomada de situacion tres Ley de Hooke

Tabla 25
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.4 de la situacion tres Ley de Hooke.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“es el punto donde el resorte Ay el  “el punto de interseccion de ‘g’ “El punto en el que se encuentran
resorte B llegaron a la misma significa [...] que la longitud del los dos resortes”
longitud” resorte es la misma [...] en este

“... digamos, cuando se aniadio punto [el *g’}” (Evidencia 111).

cinco pesos llegaron a 30 [cm],
entonces ambas estan en esa
longitud” (Evidencia 110).

Al realizar el dibujo dice: ““en
algln tiempo los dos resortes se
van a encontrar” (Evidencia 112).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl indica que el punto de corte entre las dos graficas correspondientes a los resortes
Ay B pertenece al punto en el que los valores de la longitud de los resortes y la cantidad de
pesos que se suspenden de él coinciden en los dos resortes. En esta tarea acude a la
representacion grafica y a los elementos implicitos de este registro de representacion para dar el
significado del punto de corte de las dos gréficas, lo cual no tuvo en cuenta en la tarea semejante
a esta en la situacion de llenado. Por su parte, el caso Suj2, asocia el punto de corte de estas dos
gréaficas con el punto en el que los dos resortes tienen la misma longitud. De este modo,
nuevamente asocia al significado de este punto de corte el valor en el que coincide la variable
dependiente de la situacion, sin tener en cuenta la independiente. Y en cuanto al caso Suj3,
también tiene en cuenta solamente la coincidencia en el valor de la variable dependiente, sin
tomar en consideracion la independiente. Ademas, Suj3 ofrece su explicacion desde el fendmeno

real, lo que ilustra con el dibujo de los resortes a una misma longitud.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a dos tareas semejantes a esta de ley de Hooke

(situacidn 3) en la situacion de movimiento rectilineo uniforme (situacion 4). En la tarea se les
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solicita: a) indicar qué informacion ofrece el punto “b” y b) indicar qué informacion ofrece el

[P 2]

punto “a” de la siguiente representacion cartesiana:

-
Distancia
(Km)

b
a
Tiempo
(horas)
Gréfica 11. Tomada de situacién cuatro de movimiento.
Tabla 26.
Respuestas de los tres sujetos a preguntas 3 y 4 de la situacion cuatro de movimiento.
Tarea Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
Tarea a: “la recta A y la parabola C “en este punto han “que en alguna parte el
. se cruzan, en un tiempo transcurrido la misma automovil A y el automdvil C
Indicar la indicado ti la mi ; ; - 1qan |
informacion indicado tlener_l amisma distancia, [...] el automovzl_A se encuentran en a gun lugar
distancia” (Evidencia 113). v el automovil C” (Evidencia  de su recorrido” (Evidencia
que ofrece el 114) 115)
punto “b” ' '
Tarea b: “es lo mismo, pero en cambio  “el automovil A y el “los dos carros, el Ay B, se
Indicar la esen el punto C, o sea, es el automovil B han transcurrido  encontraron en un punto
informacion punto en el que en el mismo en ese punto la misma antes de llegar a [su
tiempo tienen la misma distancia” (Evidencia 117). destino] ” (Evidencia 118).
que ofrece el ) . .
a0 distancia, en el ejemplo de
punto “a

[estar los autos en] la
carretera, [...] en este punto

se cruzan [los autos]”
(Evidencia 116).

Origen: Fuente propia

En el caso Sujl relaciona el punto de corte entre las dos graficas como el punto en el que los
dos automoviles en el mismo tiempo han llegado a la misma distancia, haciendo relacion al valor
en el que coinciden las dos variables asociadas. Por su lado, Suj2 solo denota la coincidencia del
valor de la distancia de los dos automoviles relacionados en las graficas que se cruzan. Y en el
caso Suj3, pensando en términos de la realidad del fenédmeno, asocia este punto de corte como el

punto del recorrido en el que se encuentran el par de autos asociados a las gréaficas.
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Los datos estudiados con relacion a este indicador < <asocia el punto de intercepto de dos o
tres graficas de la representacion cartesiana, con el punto en el cual los valores de las variables
relacionadas coinciden >> permiten afirmar que el caso nivel alto comprende que el punto donde
se cruzan dos gréficas corresponde a la coincidencia en los valores de las dos variables
relacionadas. Aunque inicialmente (en la situacion de llenado) Suj1, solo relaciond la variable
dependiente, en las tareas de las situaciones posteriores si indicé la coincidencia de los valores en
ambas variables relacionadas. En cambio, el caso nivel medio solo identifica la coincidencia de
los valores de la variable dependiente, sin tener en cuenta la independiente, en el significado que
le atribuye al punto donde se cruzan las gréficas. Por su parte, el caso nivel bajo igualmente solo
reconocio la coincidencia de los valores en el punto de corte de dos graficas, de la variable
dependiente. Ademas, nuevamente ofrece sus respuestas desde la perspectiva del hecho
empirico. Parece ser que los estudiantes omiten la coincidencia de los valores de la variable

independiente en el punto donde se cruzan dos graficas.

Indicador 2: Relaciona los puntos de intercepto con Y con el valor inicial de la variable

independiente.

En la situacion de llenado dos (Situacién 2) los tres casos relacionan el punto de intercepto
con Y con el valor inicial de la variable dependiente. A continuacién, se presentan respuestas a

una tarea relacionada con el punto de intercepto con el eje Y.

Se les solicita indicar cudl de los tres recipientes tiene el menor nivel de agua al empezar el

llenado, teniendo en cuenta la representacion cartesiana utilizada en el indicador anterior.

Los tres sujetos comprenden que el recipiente B comienza con menor altura del nivel del agua
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Tabla 27
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion dos de llenado.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
EL recipiente B “El recipiente B. Lo deduzco por EL recipiente B “empieza menor
“ol cort Yes el micial ver la grdfica” que todos estos [los otros dos
el corte con Tes efagua micid (Evidencia 120). interceptos con Y]’
que tienen todas las rectas, [...] (Evidencia 121)

entonces el B es el que inicia con
menor [...]. El que inicia con
mayor altura del nivel del agua es
el A, porque inicia mas alto que
todos” (Evidencia 119).

Origen: Fuente propia

El caso Sujl explicita que el corte con el eje Y se refiere al valor inicial de la altura del nivel
del agua y compara los interceptos de las tres graficas y comprende que el de menor valor es el
correspondiente al recipiente B. Por su parte, Suj2 compara los puntos de corte que ve en la
grafica y reconoce que el del recipiente B indica que el nivel del agua al empezar el llenado era
menor con respecto a los otros dos recipientes, aunque no explicita los elementos de la gréfica
gue toma en cuenta para su respuesta. Igualmente, Suj3 asocia el punto de corte de menor valor a

aquel que corresponde al recipiente B, aungue no ofrece mayores explicaciones.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a una tarea semejante a esta de llenado dos
(situacidn 2) en la situacion de ley de Hooke (situacién 3). En la tarea se les solicita identificar
cuél de los dos resortes tiene una longitud menor cuando no estan estirados, teniendo en cuenta a

representacion cartesiana utilizada en el indicador 1 de la categoria 5.

Tabla 28

Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.2 de la situacion tres Ley de Hooke
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
EL resorte B “El resorte B, por verlo en la EL resorte B

grdfica” (Evidencia 123). “porque estd empezando desde

el B inicia mas bajo que el A mas bajo” (Evidencia 124).

(Evidencia 122).

Origen: Fuente propia
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Los tres sujetos indican que el resorte B es el que tiene una longitud menor cuando no hay
alargamiento en el. Suj1 y Suj3 indican que es asi porque es el punto mas bajo, el que estd méas
cerca al punto de origen del plano cartesiano, luego de comparar los dos interceptos con Y. En
cuanto a Suj2 al parecer, también hace la comparacion entre los interceptos que ve en la gréfica y
selecciona el correspondiente al recipiente B. De manera que, los tres sujetos justifican

superficialmente su respuesta.

Los datos estudiados con relacion al indicador << relaciona los puntos de intercepto con Y
con el valor inicial de la variable dependiente >> permiten afirmar que los tres casos comparan
los valores de los puntos de corte con el eje Y en una representacion cartesiana de dos o tres
graficas e identificar el mayor o menor valor de la variable dependiente estudiada en cada
situacion. El caso nivel alto hace explicito este significado, mientras que los casos nivel medio y

bajo son superficiales en sus justificaciones.

Indicador 3: Identifica la mayor o menor inclinacién de las rectas con la mayor o menor

rapidez de variacién y las asocia correctamente con la situacion experiencial

En la situacion de llenado dos (Situacién 2) los tres casos no identifican la mayor o menor
inclinacion de las rectas con la mayor o menor rapidez de variacion y no las asocian
correctamente con la situacién experiencial. A continuacién, se presentan respuestas a una tarea

relacionada con interpretar la mayor o menor rapidez de cambio en la situacion dada.

Se les solicita indicar en cual de los tres recipientes el nivel del agua sube més réapido a
medida que se vierte el contenido de los baldes, teniendo en cuenta la representacion cartesiana

utilizada (ver gréafica 9) en el indicador 1 de la categoria 5.
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Tabla 29.
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.3 de la situacién dos de llenado.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
El recipiente C El recipiente C El recipiente C

“tiene mayor alargamiento la “pues empezo con mas cantidad de

depena;e d«? lfzf?rma;%aero Ser}),e linea” (Evidencia 126). agua y terminé con menos baldes”
que su crecimiento serd mayo (Evidencia 127).

(Evidencia 125).

Origen: Fuente propia
El caso Suj1 no da una justificacion clara de su eleccion, mientras que los casos Suj2 y Suj3

relacionan la mayor o menor rapidez de cambio con la longitud de la linea de la representacion

grafica.

Ahora se da paso a estudiar las respuestas a una tarea semejante a esta de llenado dos
(situacion 2) en la situacion de ley de Hooke (situacién 3). En la tarea se les solicita indicar cuél
de los dos resortes se estira con mayor facilidad, teniendo en cuenta a representacion cartesiana

utilizada en el indicador 1 de la categoria 5.

Tabla 30
Respuestas de los tres sujetos a pregunta 1.3 de la situacion tres Ley de Hooke.
Sujl (alto) Suj2 (medio) Suj3 (bajo)
“el resorte B como se Ve en la “el resorte B seria el que tiene “el de menor rigidez” (Evidencia
gréfica es el que tiene mayor mayor longitud, pues se estira 130).
alargamiento” (Evidencia 128). mas” (Evidencia 129).

Origen: Fuente propia
Los sujetos 1 y 2 seleccionan el resorte B aduciendo que tiene mayor estiramiento. Por su

parte, Suj3 nuevamente recurre a los hechos para dar cuenta de una propiedad que supone

coordinacion.

Los datos estudiados con relacion al indicador << identifica la mayor o menor inclinacion de
las rectas con la mayor o menor rapidez de variacion y las asocia correctamente con la situacion

experiencial >> permiten aseverar que los estudiantes de este grado asocian la rapidez de cambio
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con la longitud de las lineas de la representacion grafica. De modo que la mayor o menor

longitud de la gréafica indica la mayor o menor razon de cambio en cada situacion

Por lo tanto, en esta categoria consistente en interpretar la representacion cartesiana de dos o
tres gréficas, los tres sujetos comprendieron el punto de intercepto de dos o tres graficas como el
punto en el cual los valores de las variables relacionadas coinciden. Sin embargo, les hace falta
identificar la mayor o menor inclinacién de las rectas con la mayor o menor rapidez de variacion

y asociarla correctamente con la situacion experiencial.
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Anexo 4: EVIDENCIAS DE RESULTADOS DE ANALISIS

Se utilizan algunos codigos para hacer referencia a cada uno de los sujetos que intervienen, asi: DM: docente Monica, DY docente
Yully, DS: docente Sandra, 1A: Sujeto 1A, 21: Sujeto 21 y 3H: Sujeto 3H.
Tabla 1: Sujeto 1 A.

TAREA EVIDENCIA RESPUESTA ESCRITA RESPUESTA VERBAL OBSERVACION

1. En la tabl: n las letras A, B, C, D, E, ’
Prueba 7 D catia lowra varian @ permanecen conslantes mientras Categoria 1

iniCiaI el llenado del recipiente. Justifique cada respuesta dada. IndicadOI’ 1
Pregunta 1 ‘;4 | Somian
por o no los

Justifique su respuesta /‘

valores.
de la

medida
A (la altur: S S TR g BT
ALl Bl | Forque o meddo ge jwi wa
Uyendo Muger Condhdod de
| QYo Gumopid su altura@. por
‘ Wookeiro del veapienie La
S Allud’ Tune ‘

L

Pregunta 2 10

A continuacién, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga si los Categoria 1
valores de alguna de las medidas cambian a medida que cambian los valores
de la olra medida, o si por el contrario los valorss de estas medidas no se .

relaclonan anie i Jostque b robpasia Indicador 1

["Valores representados | Escriba si “Justifique su respuesta
por | uma
medida
| cambia o
nnnnn

Pregunta 3 18 e £ Bt PT I FT I I e £ Categoria 2
Opcién 1 . iane L—? Indicador 1

1 2 3 4 5
on Segundos) | l
Justifique su respuesta: T ) I
MO, A0 et e qada wwqunde y nU €
UINOIMR | Ppane gy LUNErlondl 057
de 42w 28 :0,3  luewo de 2,50 34 es 1Y
{‘; Wy wumnlypdy , pe O Unifeim@ , o Yo @jla nues,
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Pregunta 3
Opcidn 2

Pregunta 3
Opcién 3

Pregunta 7.2

Pregunta 8

21

24

37

49

3.2

Valores de A (dado | 1,4 28 laz2 56 7.0
en cm) R |
| valores de F {dade | 2 4 6 8 10
| en Segundos) . | N

[Justifique su respuesta:

) \
| 'sf esa e, foque of umfelme 1¢ See Gumdpja

: da G o
[P sequad, pu 0 Liemey,  © medide  Gu v

siempg,  CHo signfita g g5 (or(lantL,
33

[Valores de D (dado | 1.8 16 4 (12 (10
| en mi}
Valoras de F (dado 2 3 0 5

_en Seg}

pusurdo 01 hempo Ll Jgowik)  aumenta 1;4(»»‘

Pu‘sﬁﬁ?ue"su respuesta: i

NG, pugee U meddd Gue v pconde e
fempe  va  duminuyende  de o 02 lo
Gue  fignifica que © pyede i (tnilonie  fei0
| Unmitoye  y GO no op el Pi@mpl,

7.2 ¢ouanto iempo debe transcurrir para que el nivel del agua alcance
5.5 cm de allura? Escriba el procedimiento seguido

ST 1 Se ko ung regl do 3
o rm T A 9 5en dd em Py gn
4 Seguedih,  (winlel Rebiar
. on sis O Sireie wila
15 e ue e W B oun
J wCYunde g

Unifgrme @0 (G eP(PRRleCion  de vra (et ™0

tere megn 1p0 dO foohdla,  pu (@ @ iloroa
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Tiermpa de lenado en segundos
a.1. £ Qué cantidad de agua hay en el recipiente cuando han transcurrido

4 segundos de llenado?

guondo  kor ligrstvinde 4 S buy  HUal en wenks
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Pregunta 10 43 A | Categoria 3
g 10 Indicador 1y 2
s s
®
) 1
s . o
CREN S
1 | !
2 4 3 8 10 12
Tiempo de llenado en segundos
Situacion 1 1 ( ‘ ” Wv"lf, >0l H\(l/’ﬂ\mt (iomole e ¢ 1A: “Correcto, porque el incremento siempre sera Categoria 1
¢ enll 1 1% | M D\ q 1l o - o .
Llenado uno WY ‘W(; s AL T el mismo en cuanto a incremento del incremento de Indicador 1
Pregunta 1.1 iy W vont R A et - laaltura[...]”
Afirmacion ' ) § 1o m e B . L . .
uno Gonde @10 Onilonte 7 L'Pv‘.ian,‘ G’_‘L {‘UQ DM: Pues piensa en la situacion [...], ;siempre serd

1 S oot constante?
Mm@ Guo d0 o QYIRGwen  Mnot Ligie , , ’
4% SRR 1A: “Pues siempre sera constante y conforme asi
i ‘fJ\Fx“@\j‘\{}\‘fg cambiara a medida se le agreguen mas monedas
siempre constantemente, entonces digamos la
probeta si td, si tu pones [...] si esta de forma
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Afirmacion
dos

Afirmacion
tres
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cilindrica, significa que siempre va crecer de igual
forma, siempre de la misma cantidad”

1A:Si, eso es lo que yo dije, lo que siempre vamos
a ver es que cuando esta cilindricamente va a crecer
constantemente, porque depende mucho de la forma
no, en cambio esta como inicia (sefialando la C), se
va a ver un incremento, pero digamos aqui en esta
parte (sefiala la parte sombreada de C) va a ser
constante tal vez, pero cuando empiece a crecer y
empiece a crecer ya no sera constante, porque va
aumentar y ya no sera lo mismo, igual que en el
circulo aqui va ser menor (parte baja de la probeta),
aqui va ser mayor (parte media de la probeta, [...]

0 sea, va ascender y a descender.

DM: si th en el plano cartesiano dibujaras como
queda la gréafica cuando es cilindrica, como queda
aqui (sefialando las graficas A, B, y C, [...] mas o
menos como que gréaficas te daria.

1A: pues a ver, digamos que esta es la grafica (traza
el cuadrante uno del plano) la cilindrica siempre
estara recta, bueno y depende si esta en cero [...]
(sefialando la A) esta inicia del mayor a, bueno
digamos que inicia en cero, si inicia en cero va
iniciar del mayor, o sea, va crecer va crecer, pero a
medida que, o sea se va volver mas chiquita. Va
ascender, pero se va volver mas chiquita. Y esta
digamos iniciamos mas grande (sefiala la C) esta
inicia mas grande y empieza es hacer esto (traza
grafico en el plano) [...] todas estas (sefiala las tres
probetas) son forma de parabola y estas que son
cilindricas son rectas)

“Yo puse falso, (lee la respuesta dada), o sea si la
probeta es cilindrica el incremento si es sera
constante [...], el incremento no siempre va ser
igual, el incremento depende de la forma.”

Categoria 1
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1
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“Falso, porque en esta probeta debe haber un
decrecimiento, aca (sefiala probeta A), va haber un
decrecimiento va tener una cantidad de agua mayor
y a medida que va creciendo, aunque se le van
aumentando unas monedas, van hacerse mas
chiquitos va a disminuir, entonces habréa un
decrecimiento, entonces la tabla estaria bien si
iniciara en 15 y terminara en 5, pero pues no asi no

es. [...]

En esta es en la que yo dije que me habia
equivocado, ya me acorde, pues porque si va crecer,
porque claro que tiene que crecer, digamos aca
inicia en 5, entonces el crecimiento siempre sera
mayor, por ejemplo, aca de a tres, entonces de a tres
YO puse gue esta tabla estaba bien. O sea, no va
decrecer, sino que va seguir creciendo”

“Verdadero porque el vasito como es asi mas o
menos (lo dibuja en el papel) aca va tener un
aumento (sefiala la parte inferior de la probeta), es
mas facil llenar esta parte entonces va ser mas
rapido llenar, pero mire que va creciendo y ya no
esta en recto, igual constante y sé€ que va [...]los
datos, bueno si hubiera una tabla significaria que
los datos acé (sefiala la grafica cartesiana) van
medio constantes y se diferencia mucho porque es
mas facil llenar esta parte que esta (sefialando el
dibujo de la probeta)”

Categoria 2
Indicador 1

Categoria 3
Indicador 3
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Pregunta 1.2

Pregunta 2.1

84

75

“Lo que hice fue, o sea, la probeta es cilindrica,
significa que el crecimiento siempre sera igual,
entonces aqui lo que nos dice es que a medida que
se le va metiendo una moneda va aumentando de 5
en 5 (dibuja la probeta e indica el nivel de 5 en 5),
cuenta 5,10,15, pero lo que dice es que cuando se
le han introducido cuatro monedas el nivel
alcanzado por el agua es 27 cm, entonces yo dije
bueno si fuera como de 5 en 5 como dice que es,
entonces acé seria 20, 25, entonces una, dos, tres
cuatro, entonces acé en cuatro monedas segun lo
que dice que vale a 5 cm, entonces deberia estar en
20 y no en 27, entonces yo dije bueno hagamos la

divisién, 27 /4 queda 6,7 . 6,75, ya la habia hecho.

Entonces yo dije, bueno lo que vamos hacer, es que
cuando haya una moneda va haber 6,75 para ser
mas exactos, cuando haya dos, va ver, y cuando
haya cuatro monedas va haber 27. Vamos a ver si
es lo que dice, a medida que se le vaya
incrementando una moneda, va aumentar a 6,75. Y
la razén de cambio ya, no es este incremento, si, no
y la razén de cambio pues es la division o sea es
esta division. [...] entonces lo que hice fue
multiplicar 41 X 6,75y me dio 6, 73 6,75 y porque
tiene este incremento, porque es lo que yo
considero, [...]”

“Si la forma era cilindrica iba ser una recta en el
plano”

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 3
Indicador 5
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Pregunta 2.2

Pregunta 2.3

Pregunta 2.4

78

63

87

fowa |

(47

“Acé dice que tiene o sea esta parte(sefiala la parte
baja de la probeta) es mas chica y es mas dificil de
llenar y empieza en cero y bueno va teniendo su
ascenso pero no es tan rapido, la verdad la habia
hecho algo asi como, como la deje inclinada porque
esta parte es més dificil de llenar (sefiala la parte
baja del plano), esta parte es mas facil de llenar
(sefiala la parte superior de la probeta) y esta parte
es mas dificil de llenar (sefiala la parte superior de
la grafica que realiza [...]”

“Bueno lo mismo que la A, o sea si es cilindrico,
por decir asi, si es recto, tiene la misma forma se va
Ilenar constantemente, pero digamos esto que es
més amplio (sefiala la probeta), es mas dificil de
llenar, entonces lo que yo hice es si la recta esta
mas pegada al corte x significa que esta
ascendiendo mas lento, ojala algun punto de la recta
va ascender mucho y va crecer, pero es mas lento
que el A. [...] dependiendo del cierre (didmetro)”

“Yo puse lo que hemos dicho muchas veces, si es
cilindrica es constante, si es cuadrado, pero tiene
siempre la misma forma de para arriba es constante,
y la B no va ser constante si la forma es asi”

Categoria 3
Indicador 5

Categoria 3
Indicador 4

Categoria 4
Indicador 1
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Situacioén 2
Llenado dos

Pregunta 1.1

Pregunta 1.2

54

119
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Categoria 3
Indicador 3

“Bueno, que se puede, digamos en la A, que es de
las probetas se puede ver que digamos el recipiente
A depende 0 sea como es su recta, se puede ver que
se podria decir que su forma es asi (dibuja el
recipiente que esta a la derecha en la foto), o sea es
cilindrica, pero es gruesa porque va ascendiendo,
pero muy despacio. El recipiente B se puede ver
que su, su forma es cilindrica y delgada ¢por qué?
Porque pues el agua, la altura del nivel del agua va
creciendo més rapidamente, que pues las otras
(dibuja el recipiente del centro, que esta en el
dibujo de la foto). Y el recipiente C se podria decir
que su forma es por decirlo asi por la forma en que
esta en la gréafica (dibuja un tercer recipiente con
forma no cilindrica)”

Categoria 5
Indicador 2

Al: “Bueno con las probetas se puede ver que, o
sea la inicial casi siempre es igual porque las rectas
parten de un mismo punto, las lineas, pero se puede
ver digamos que tienen una altura inicial ya dada
¢no? Entonces digamos eh, el B seria el que inicio
con menos

DM: ¢menos qué?
Al: “Menos agua”

DM: ah o sea es la cantidad de liquido inicial que
hay en el recipiente

Al: “Si. Este inicio (sefiala el punto de intercepcion
con el eje Y del recipiente B), el corte con Y es el
agua inicial que tienen am todas las rectas, todas las
que estan en la gréfica, entonces el B es el que
inicia con menor, pues se ve pues que tiene mayor
crecimiento que el A ¢no? El que inicia con mayor
altura del nivel del agua es el A, porque inicia mas
alto que todos, significa que inici6 con la mayor
cantidad de altura, pero a pesar de que inicia con la
mayor, pues se ve que el B es mucho mayor. Y
digamos el C esta después del B"
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Categoria 5
Indicador 3

“yo puse que pues, la verdad te diria que es el B
porque esta en forma de recta, pero digamos se
puede ver en la grafica que el que mayor esta, tiene
mayor crecimiento es el C porque va subiendo, yo
diria que es el C, esta subiendo como de forma, o
sea mas, mas rapido que el B. Porque el B digamos
si completamos la gréfica iria aca(extiende la recta
del recipiente B), en cambio aca (sefiala, sombrea la
grafica del recipiente C y lo extiende un poco) no
sé, yo siento que subiria mas rapido, creo”

Categoria 5
Indicador 1

Al: “O sea, significa el punto donde se cruzan A 'y
B, o sea donde, en la grafica hay un punto en donde
llegan a la misma altura, ambos estan en la misma”.

DM: pero en cuanto a la situacion real, de los
recipientes que tu estas llenando, depositando
baldados de agua, ¢cémo lo asocias este punto de
corte de esta situacion?

Al: “Que llega un punto, yo lo pondria que
digamos que llega un punto en el que ambas, 0 sea
a pesar de la forma, ambas tienen la misma
cantidad, o sea, siempre van a tener la misma
cantidad de agua porque va a ser constante la
misma cantidad de agua, que se va echando, pero, o
sea este punto significa que esto es la altura ;no?
(sefala el eje Y). Este punto significaria un punto
en el que se encontraron, los dos quedaron con la
misma, en el mismo, la misma altura, a pesar de la
forma y todo. Pues aca se ve que el B tiene mayor
crecimiento y el A no, pero igual este es el punto
donde ambas quedaron con la misma cantidad de
agua, de, o sea de la misma altura”.

“Yo diria que es como el cambio que tiene cada
una”. La estudiante justifica que para el resorte la
razén de cambio es constante por que los
incrementos de los valores asociados al
alargamiento y a los pesos cambian

Categoria 4
Indicador 1
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Situacion 3

Ley de
Hooke

Pregunta 1.1

Pregunta 1.2

Pregunta 1.3

Pregunta 1.4
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proporcionalmente, lo que no sucede en el caucho
el cual tiene razon de cambio variable”

DM: La docente refiere la pregunta 1 de la sesion
5, en la hay seis afirmaciones las cuales pueden ser
verdaderas o falsas y se solicita a los estudiantes
indicar la respuesta con su respectiva justificacion.
Afirmacion numero 2. “Si al resorte de rigidez R le
sujetamos el doble del peso inicial, ahora vas a
duplicar el peso ¢El alargamiento se reduca a la
mitad?

Al: “Falso, eso seria lo que pasaria en el primero si
se quita la mitad del peso se reduciria, pero ahora
como estamos es afiadiendo el doble el
alargamiento se duplicaria, por eso es falso”

Al: “El alargamiento del resorte A no es igual al
del B, ya que el resorte A es mas grueso, o tiene un
resorte mas grueso”

“La inicial podria verse afectado por el resorte, yo
lo diria asi por la forma del resorte, 0 sea digamos
este que esta con menos alargamiento podria
decirse ” “cuando no hay alargamiento el B es mas
bajo”

“Se ve que es el B a pesar de que haya iniciado con
menor, el resorte B como se ve en la grafica es el
que tiene mayor alargamiento”

“Es el punto donde el resorte A y el resorte B
llegaron a la misma longitud”

Categoria 3
Indicador 3

Categoria 5
Indicador 2

Categoria 5
Indicador 3

Categoria 5
Indicador 1
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DM: La docente referencia la pregunta 4.4 de la Categoria 4
sesion 5 que relaciona la raz6n de cambio para un Indicador 1
resorte y un caucho a los que se les aplica la misma

fuerza. “Si yo te digo a ti razoén de cambio, ti en

que piensas, a que asocias el concepto razon de

cambio”

Al: “Yo diria que es como el cambio que tiene
cada una ” La estudiante justifica que para el
resorte la razén de cambio es constante por que los
incrementos de los valores asociados al
alargamiento y a los pesos cambian
proporcionalmente, lo que no sucede en el caucho
el cual tiene razon de cambio variable”

Al: “El A y el B porque el aumento era siempre Categoria 4
igual [...] aumento sucesivo, [...] como constante, Indicador 1
digamos este (sefiala el A) siempre va ir de 10 en

10y este (sefiala el B) de 20 en 20 pueda que tengan

inicios distintos y todo, pero en cambio el C (lo

sefiala, mientras dice) aca aumenta 5, aca aumenta

15, aca aumenta, aca aumenta 25, aca aumenta 35 y

pues es muy cambiante, [...]”

Al: “siempre iniciando por digamos esta es la Categoria 3
inicial no, (encerrando los valores iniciales para los Indicador 3
tres autos, en las tablas de datos), esto es la inicial

(encierra los puntos de corte de cada grafica sobre

el eje y), esto bueno, la que inicia en cero es B,

después por obvia razén se saca la conclusion de

que esta es B (indica la primera grafica de arriba

hacia abajo), la que le sigue es cinco (encierra el

segundo punto sobre el eje y), entonces esta es

mayor que esta (encierra el primer punto sobre el

eje de arriba hacia abajo y luego el segundo punto),

entonces la mayor seria diez (toco el primer punto

sobre el eje y) entonces ponemos aca que la mayor

es A, y esta que esté en el medio (indica el punto en

la gréfica) es esta.
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Pregunta 3

Pregunta 4

Pregunta 5

Pregunta6

113

116

102

96
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y pues también se puede ver por el ascenso, pero
para sacarlo mas rapido se mira pues por la inicial”

Al: “Es cuando la recta A y la parabola B se
cruzan, en este momento, en un tiempo indicado
tiene la misma distancia, en un punto pude que
cambien, pero en este punto tienen la misma, el
mismo tiempo la misma distancia. [...] se
encuentran los dos, en una misma distancia y en un
mismo tiempo”

Al: “Lo mismo, es lo mismo, pero en cambio es en
el punto C, o sea, es el punto en el que en el mismo
tiempo tienen la misma distancia”

Al: “Dije que era el C porque digamos el tiempo
siempre va aumentar de uno en uno, entonces es
constante ese incremento, en cambio como acabe de
explicar el automovil C no va tener constante,
digamos, seria uniforme al tiempo, si creciera o sea,
digamos de cinco en cinco seria, pero como este no
lo hace por eso es que no es constante al tiempo”

ALl: “Bueno la razén de cambio es el incremento
[...], lo que era el incremento final dividido la
distancia [...] digamos 2 y 4, entonces el tiempo
final seria 2 y la distancia final seria 20, entonces se
divide [...] entonces la razon de cambio es 10 y si
lo hacemos con A 'y B su razén de cambio seria
constante su razén de cambio podemos ver que
nunca seré igual que el B, en cambio el C la razén
de cambio podemos ver que nunca va ser
constante”

Categoria 5
Indicador 1

Categoria 5
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1
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Pregunta 7

Pregunta 8

Pregunta 9

Afirmacion
1

Moévil A
Pregunta 9

Afirmacion
2

Moévil C
Pregunta 9

Afirmacion
3

Moévil B

31

34

66

69

72

Al: “Bueno sin regla de tres podemos ver [...] esta
incrementando de 20 en 20, pues cuando llegue a 6
va tener un incremento de 20 entonces va estar en
120 como ya lo tenia acd, y si lo sacamos pues
tenemos que hacer un cinco y medio, [...] de seis y
cinco y medio es la mitad entre cinco y seis, lo que
seria 110 o también se puede hacer una regla de tres
si o que un poco mas rara

Al: “El movil A podemos que va incrementar
siembre va incrementar de 10 en 10 entonces 6 sera
70, 7 sera 80. 8 serd 90 y 9 serd 100, entonces yo
cogi este el 9, como que era el 100 como para que
fueran mas exactos los datos o sea para hacerlo mas
rapido. Bueno, yo cogi el 9 que era 100, entonces y
puse, si en nueve horas hay cien kilometros, y
pregunta en 46 horas ;Cuanto habra? Y pues 46 x 6

/9yya.[...]”

“Falso, porque en el recorrido A no tiene Su mayor
velocidad, [...] en el C porque tiene el ascenso mas
rapido”

Al: “Verdadero, porque es la que esta mas
empinada”

Al: “Verdadero, porque esta asi (traza una recta
horizontal)”

Categoria 2
Indicador 3

Categoria 2
Indicador 3

Categoria 3
Indicador 4

Categoria 3
Indicador 4

Categoria 3
Indicador 4
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Tabla 2: Sujeto 2I.

TAREA EVIDENCIA RESPUESTA ESCRITA RESPUESTA VERBAL OBSERVACION

caso diga si ic ,
Prueba 8 1. En la tabla aparecen las letras A, B, c. D, E F.En cada 25 1ienlra Categona 1
. e . valores que representa cada letra varian o permanecen constante: ¢
|n|C|a| el llenado del recipiente. Justifique cada respuesta dada. |ndlcad0r 1
['Vale T Escriba si | Justifique su respuesta
Pregunta 1 o i
por ono los
valores |
dela |
medida | |

A (Ia altura de!
nivel de agua /

Categoria 1

P reg Unta 2 1 1 2. Acontinuacién, se dan algunos pares de medidas. pars cads caso diga s ks
valores de alguna de las medidas cambian a medida que cambian ks valores.
de Ia otra medida, o si por el contrario los valores do ostas Medikias no se | d i d 1
entre si. Justifique la ndicaaor
[ Valores representados | Escriba sl Justifique su respuesta
por

_en Segundos) 1

Pregunta 3 19 ?&*‘é‘n;g&;t{iaaaqu’ N Categoria 2
opcion 1 v 7 % |° Indicador 1
RS

Justifique su respuesta;
N ) 4

Categoria 2

Pregunta 3 22 v CTTmEE LG
Opci()n 2 [Valores da F({@ade |2 1a G "B 0 Indicador 1
en Segundos) | 1 e
Justifique su respuesta 5 7‘7‘ R
Nwwe\ ( \ \ WACIATY de\
(AN (o)
33 - | 1
Categoria 2

Pregunta 3 25 anorlal de D (dado 18 16 | 1,«5 1.2 1,0
- J Indicador 1

Valores de F (dado | 1 "2 [ 3 4 5

opcion 3 akie

Justifique su respuesta:
N & 0 QR (©Heend@ pOr Que el Tem|
Cuwmdod  del agua (\)P(*g « ';UNG e
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Pregunta 7.2 38 Categoria 2
Indicador 3
Pregunta 8 50 Categoria 3
Indicador 3
7 Gréfica 4 '
'—‘"—"-E; i s
% T
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N
o
&
Pregunta 9 41 Categoria 3
RS Indicador 1y 2

Cantidad de agua € miitros

i
£y i
Tiempo de llenado en segundos

F

9.1. 4Qué cantidad de agua hay en el recipiente cuando han
4 segundos de llenado?

|°O PO @ N QLMONTORAD 40 vaal




264

Pregunta 10 44 A Categoria 3
Ko // Indicador 1y 2
“ 74
* 7
A
7 4 10 12 F
Tiempo de llenado en segundos
Situacion 1 2 E4 (o TR : Categoria 1
TR WL Indicador 1
Llenado uno oy ol et
Uyl ¥ | ]
Pregunta 1.1 . [
Afirmacion b
uno E
Afirmacién 5 Categoria 1
dos Indicador 1
Afirmacion 82 Y Categoria 4
tres ‘ s Indicador 1
Afirmacion 16 €5 ©nea0 for qe ange el ing I, Tener Categoria 2
cuatro e N 3 Indicador 1
Afirmacion 47 £ @eco P g (0 M e [0 ProbeTa J oMy aumom Categoria 3
cinco d ag e dmion o [ geti

Indicador 3
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Pregunta 1.2

Pregunta 2.1

85
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DY: La docente hace referencia a la pregunta 1.2 de Categoria 4
la guia evaluativa, de la cual hace la lectura para la Indicador 1
estudiante, enfatizando en la pregunta y la

informacion suministrada.

21: “Pues yo si creo que es posible, yo calculando
hay més o menos, calcule como he, como cada que
aumento de una moneda era de 5 cm, entonces fui
incrementando hasta que llegue a 41monedas y me
dio 3002 cm.

Indica en la hoja los célculos que realiz6 a lo cual
explica que inicio el conteo desde cuatro monedas
con una altura de 27 cm y que fue sumando de 5 cm a
cada moneda y asi sucesivamente, hasta llegar a
41monedas, ademas responde que el significada que
tiene para ella el hecho de sumar cinco monedas se
debe a que cada moneda vale Scm”

La docente en la entrevista hace referencia a la sesion Categoria 3
1 de la secuencia didactica y su respectiva actividad Indicador 5
de casa. En la sesion 1 encamina la entrevista a las

preguntas que tienen que ver con la anticipacion de la

tabla de datos y con la representacion cartesiana,

cuya informacion es la que tomaremos para

comprender en esta pregunta la respuesta dada por la

estudiante.

DY: [...] jcual de esas cuatro tablas crees que
corresponde a esa situacion del depositado de
monedas y la relacion con la altura del nivel del
agua? [...] jmuy bien! ;Por qué no podria ser esta
tabla A?

21: “Porque en la tabla, bueno la cantidad de
monedas es constante, pero la altura del nivel del
agua no es la misma, no va subiendo en la misma
medida”

DY: okey ¢Y qué esta pasando mas bien con la altura
del nivel del agua en esa tabla?
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Pregunta 2.2

Pregunta 2.3

79

~o)
wq cle)

Al

fA\OD

21: “Se varia, digamos, se varia, no es la misma,

[...I”

DY: ¢Por qué no seria la B?

21: “[...] porque hay empieza en cero, [...]”
DY: ;Qué significaria el hecho de que ...?

21: “Que no tiene ningun nivel del agua y que no
tiene monedas”

Categoria 3
Indicador 5

Categoria 3
Indicador 4
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Pregunta 2.4 88 Tnace Al & (of SO0 Choe o)
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DY: La docente enfatiza en las caracteristicas de la
situacion 2.4 a medida que hace lectura de la misma
referenciando cada uno de los tres tanques y su forma
de llenado

Categoria 4
Indicador 1

21: “Bueno, en el tanque A, me parece que es
constante por la forma del tanque, que hace que el
incremento pueda acomodarse a la constante,
entonces [...] el tanque es como cilindrico, entonces
el constante va a ser mas medido, los baldes que sea.

Entonces en la B, pues el tanque no me parece que
sea como constante porque la forma del tanque hace
que el incremento varie, entonces este es el tanque
(sefiala en la fotocopia al tanque B), entonces no es
como en la misma forma, entonces vamos [...] va en
una medida como tan baja que va subiendo |[...]

Bueno, y en el tanque C, si es constante porque
bueno, el tanque aqui se ve como que tiene volumen,
pero su forma nunca cambia, y es como empieza
bajo, y sigue asi, su constante va variando
sucesivamente”

La docente le solicita a la estudiante que indique la
forma del recipiente

Categoria 3
Indicador 3

21: Claro, seria en, pues en ejercicios anteriores habia
como un cuadrito asi (dibuja un recipiente) pues yo
creeria que es el A

e —

El C seria como, un recipiente diferente, como el que
tu nos habias dicho, algo asi (realiza el dibujo)
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Pregunta 1.2 120

Y en la C seria como normal (usa tono de correccion

de lo dicho), en la B seria como cilindrica, como la

que tu nos habias puesto, como la probeta (realiza el
dibujo)

La docente DM lee la pregunta 1.2 textualmente de la
guia y la estudiante responde:

21: “Pues el B”
DM: Para ti seria el recipiente...
21: “B”

La estudiante creia que se habia confundido y luego
verifica que no es asi. Se mantiene en que su
respuesta es B

DM: cuando empiezo a hacer el llenado el que
monos agua inicialmente tienen es....

21: “El recipiente B”
DM: O sea que el que mas tiene agua, ¢quién es?

21: “El recipiente A”

Categoria 5
Indicador 2
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Pregunta 1.3 126 2 21: “El recipiente C” Categoria 5
Reoj\plente G (U AL Indicador 3

DM: (P 57
AP0 1V Hutd {Por qué

21: “Tiene mayor alargamiento (desliza el esfero

SN o 12y gan i

S “)Q J QIO ‘N\M sobre la gréafica del recipiente C). Bueno, empieza en
X W’ OO diferente esto, pero el sube mas rapido (subraya la

linea del recipiente C) digamos, en el A tiene la
misma (sefiala un recorrido horizontal con su mano)
la misma longitud entonces podria decirse que el C es
mas largo que el ##### ese es el que creo tiene mayor
altura del nivel del agua”

Pregunta 1.4 108 ' 10 21: “En este punto (remarca el punto “e”), en estos Categoria 5
DUe. éen \&Q p\}\ puntos (también remarca el punto “d”) yo creo que la Indicador 1
i To W altura del nivel del agua es la misma en los
‘?\ N\UQ\ & ‘J recipientes, entonces en este punto (sefiala el punto
; i N\ SMD e N ‘&0 > “d”) en el “d” el recipiente C y el reciente A tienen la
' il 1 U tx misma altura del nivel del agua y aqui en el punto “e”
Q S\ Qe At Q»A st el recipiente Ay el recipiente B tienen el mismo
altura del nivel del agua”
Pregunta 1.5 91 i : \ ~11.\ey wr DM: ¢Larazon de cambio entre la altura del nivel del Categoria 4
LA co N\du(\}‘ d e ) > RY agua y la cantidad de baldes vertidos es constante? Indicador 1
combiun™ f;,—-‘)_j::) la A Acuérdate queé era la razon de cambio: la variacion

T e 2 entre la diferencia en la altura el nivel del agua con la

Jet ayi 210 pof W diferencia en la cantidad de baldes que se estan

tomo depositando. ;Sera que la raz6n de cambio aqui es
constante (recorre con el esfero la grafica del
recipiente C)? Si, no y ¢por qué?

21: “Creo que no, no es constante porque pues, el
nivel del agua, pues no cambia creo, pues los datos, si
hace la figura, los datos no van a ser la mismos por lo
que suben, yo me guio mas por la forma, por el
angulo de la linea. Como este (sefiala la grafica del
recipiente A, que es una linea recta cuyo grado de
inclinacion es casi paralela al eje x) seria datos
constantes, digamos, suben al mismo valor digamos.
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Pero en este (sefiala la linea curva del recipiente C)
como que no”

Situacién 3 58 ' P 5 1. La docente hace referencia al evento fisico del Categoria 3
AYY Ml N QOO MY resorte y a partir de la consideracion del mismo Indicador 3
Ley de SV SRS |V - WA Lo
Hooke a s N genera la siguiente pregunta”
INTOXWQCO\ON U G \d A var :
Pregunta 1.1 o e WK T -y DM: ¢ Qué variables se relacionan y que encuentras
' WONJITUD O O VNS en particular entre dichas variables?
DL O N X 1ot b A 21: “En el resorte dependiendo del peso se estiraba,
N €M YISt IR A) . .
. vy . o se alargaba dependiendo del peso de la gruesidad de
VATIOOOEY O VAl su resistencia y dependiendo del espacio donde

estaba si estabamos en la tierra el resorte iba a estar
mas alargado y cuando estabamos en la luna el
resorte iba a estar menos alargado.

2. La docente trae a consideracién la guia evaluativa
y pregunta sobre las caracteristicas de los resortes
que se relacionan en una grafica en el plano
cartesiano.

21: “La longitud del resorte es la misma, pero, pues
como no después de tanto tiempo el alargamiento en
un punto”

DM: La docente relaciona a continuacion la situacion
de llenado que se encuentra en la misma guia y luego
vuelve sobre la gréfica de los resortes y pregunta
seflalando el eje Y “Este corte que hay en el eje Y
qué informaciéon me dara de los resortes”

21: “creo que la f tiene mayor longitud y la e empieza
con mayor cantidad, pero tiene menor longitud una
tiene méas alargamiento mas longitud” La estudiante
dibuja dos resortes de diferente longitud.

DM: La docente sefiala los dibujos y manifiesta le
muestra respecto a la grafica cual seria el resorte que
corresponderia a cada linea.
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21: “Relaciona el resorte de mayor longitud al punto
de corte f sobre el eje Y y el resorte de menor
longitud al punto de corte e que esta sobre el eje Y”

DM: La docente afirma “esta es la situacion del
resorte sin ponerle ningin pesito”

21: “No ya se le ha puesto peso”
DM: “La misma cantidad de pesos a ambos”
21: “No no no diferente”
DM: “A cual le has puesto mas peso ahi”
21: “A la £’ La estudiante invierte su respuesta y
afirma que es mas grueso”
Pregunta 1.2 123 ) - , DM: (Cudl de los dos resortes tiene una longitud Categoria 5
et menor cuando no hay alargamiento? Indicador 2

21: “hay si me equivoqué yo puse la f cuando era la
B”

Pregunta 1.3 129 DM:_ ¢ Cudl de los dos resortes se estira con mas Cat_egoria 5
t {Qr\,\ \’j 10 !'\7@ Q “‘ 9 e § facilidad? Indicador 3
‘ oy F,, 21: el 7
SQ T \(‘M‘ﬁ ; ‘I'?t 0O & DM: Acuérdate que el resorte es A y B”
O ‘?*-»' \ } 21: La estudiante corrige “cuando sea f es B, el

resorte B seria el que tiene mayor longitud pues se
estira mas”
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Pregunta 1.4

Pregunta 1.5

Situacion 4
Movimiento

Pregunta 1

Pregunta 2

Pregunta 3

111

94

100

61

114

LD\}Z ©N E’QQ

Lo

veloy TR

e \u|gzu<,g O\

AN

MIQ €

sy AL
LY WOAL) EY
1\\“;’,"‘]&\ WVl

Distancia

(Km)

oy

Tiempo
(Horas)

DM: ;Qué significado tiene el punto g en el que se
cortan las graficas correspondientes a los resortes A 'y
B?

21: “El punto de interseccion de g significa pues para
mi que la longitud del resorte es la misma”

DM: ¢La razon de cambio entre la longitud del
resorte y la fuerza aplicada es constante en ambos
resortes?

21: “La cantidad de peso de los dos resortes creo que
no se los varia, pero la longitud por el peso creo que
si varia.”

“[...] para mi el automovil B, porque digamos, en el
tiempo en horas dice cero, uno, dos, tres cuatro cinco,
en la distancia del automovil dice también empieza
desde cero, cuando hay cero horas hay cero
distancia recorrida, heee, inicia bien, tiene su
constante veinte, cuarenta, sesenta [...]”

“Para mi esta linea (sefiala la que parte de cero) seria
el auto B porque la distancia del automovil B
empieza desde cero, y en la grafica el punto de inicio
de esta linea es cero. Esta linea (toco la otra recta) el
automovil A y esta el automovil C (sefiala la
curva).[...] teniendo en cuenta el punto de inicio de
la grafica en donde empieza”

“Pues para mi es aquel en el que esta linea [...] las
dos lineas en este punto han transcurrido la misma
distancia (marca el punto sobre la grafica) [...] el
automovil A y el automdvil C, en este punto han
transcurrido la misma distancia”

Categoria 5
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 3
Indicador 3

Categoria 5
Indicador 1
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Pregunta 4

Pregunta 5

Pregunta 6

Pregunta 7

Pregunta 8

117

103

97

32
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21: “Que en el automdvil a y el automovil B han
transcurrido en ese punto la misma distancia”

D1: Que ellos hayan trascurrido la misma distancia,
¢podria pensarse que en el camino se encuentran?

21: “Dandole la imaginacion pues si [...] si podria
decirse”

21: “Pues volviéndonos a la tabla los incrementos
iguales de tiempo serian cero, uno, dos, tres, cuatro,
cinco”

En la distancia el automévil A, no me parece que es
la misma, porque mirando el tiempo la distancia
tendria que ser cero, entonces empieza diez, veinte,
treinta, cuarenta, cincuenta, sus kilémetros si son
consecuentes, pero no empieza como deberia ser,
heee, los kilémetros.

DM: ¢Para ti la respuesta es?
21: “AyB”
21: “En la B, como ya te habia dicho el tiempo ha

transcurrido es cero y en la distancia a transcurrido
cero., y entonces empieza como deben ser cero, [...]”

D1: Sea, si en el tiempo cero no esta distancia cero,
no cumple la condicién de que tenga razén de cambio
constante

Categoria 5
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 4
Indicador 1

Categoria 2
Indicador 3

Categoria 2
Indicador 3
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Pregunta 9 67 El moyvillleva una menor velocidad en el recorrido A. DM: Para ti, ¢el movil A lleva una menor velocidad Categoria 3
- 0 1OVQ  MONS  VeIoCiiGig) en el recorrido? Indicador 4
Movil A

21: “Para mi lleva la mayor velocidad porque ha
transcurrido gran distancia desde su punto de partida”

Pregunta 9 70 El movil experimenta una mayor velocidad en el recorrido C DM: (El movil C es el que experimenta una mayor Categoria 3
Mévil C HolO e wondl \JRlockiud  velocidad? Indicador 4

21: “Yo a pesar de que escribi esto me equivoque,
[...] si tuviera mayor velocidad tendria mayor
distancia, y en esta no lleva mayor distancia”

Pregunta 9 73 E movil tiene una velocidad cero en el recorrido B DM: ¢El mdvil tiene una velocidad cero en B? Categoria 3
. 20 o) WOVl 1ono 1 Tomind w0 . . Indicador 4
Moévil B 21: “Pues no, seria, porque como su, como Ya la linea

nos muestra ya tiene una dicha distancia entonces ya
tiene un recorrido, entonces mira, una velocidad cero
estaria en el punto de partida todavia [...]”

DM: Entonces para ti Isabella, la longitud de esta
linea ta la relacionas directamente con la velocidad

21: <Y con la distancia”

DM: Si la longitud de la linea es mayor es porque
recorrié mayor distancia, y si la longitud es mas
pequefita [..]

21: “Si sefiora”
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TAREA EVIDENCIA
Prueba 9
inicial

pregunta 1

Pregunta 2 12

Pregunta 3 20
opcion 1

RESPUESTA ESCRITA

T IR RN

D, E, F.En cada caso uga >

= < latras A, B, C. D, & |
15 16 Wi sperecen g tra varian o pcnn.\nccan constantes mienl

es epresenta cada le
g e cada respuesta dada.

el llenado del recipiente Justifiqu

| Escriba si | Justifique su respuesta

Valores

ropresentados | cambian

por | o no los
valores
de la
medida

A (1a altura del

nivel de agua)

2 Acontinuacién, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga sl los
valores de alguna de las medidas cambian a medida que cambian los valores
de la otra medida, o i por el contrario los valores de estas medidas no se
relacionan entre si. Justifique la respuesta.

Valores representados | Escriba si Justifique su respuesta
por una
medida |
cambia o ‘
no con
los
camblos |
de la otra
medida

A (altura del nivel de |
| agua) y F (tempo ‘

| transcurrido) Bl o |
‘ |
31, ’\s(.{ 0 . ==
[Valores de A (dado | 1.2 F“ 28 1. 38— [5 "|7.o ‘
 en cm) | | ONg el
Valores de F (dado | 1 2 3 s = ‘ 5 |
en Se 1 =
R 2 6 R A8 IR
[Justifique su respuesia il
a W fabla | Teve oo b ‘ L=

(¢ aaua

RESPUESTA VERBAL

OBSERVACION

Categoria 1
indicador 1

Categoria 1
indicador 1

Categoria 2
indicador 1
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Pregunta 3 26
opcion 3

Categoria 2
indicador 1

Pregunta 8 51 Categoria 3

indicador 3
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Pregunta 10 45 Categoria 3

indicador 1y 2
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Situacion 1
llenado uno

Pregunta 1.1

Afirmacion
uno

Afirmacion
dos

Afirmacion
tres

Afirmacion
cuatro
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3H: “si, (lee la produccion escrita), como explico

aca, si metemos lo mismo, digdmosle, le metié una
moneda aumentaba 2cm, dos monedas aumentan 2
cm con otras aumentan 2, 2, 2, asi sucesivamente”.

DS: aqui cuando ta dices “aumentar la misma
cantidad”, ;te refieres a esto?

3H: “si porque en caso de que sea una probeta
cilindrica aumentaria lo mismo [...] aumentaria lo
misma siempre y cuando tenga siempre una
capacidad igual, [...] que sea recto”

3H: “no, (lee la produccion escrita), como nos
podemos dar cuenta aqui esta probeta en la parte
inferior es mas ancha y en la parte superior es mas
angosta”

DS: como relacionas tu eso que dices ahi con estas
cantidades para asegurarlo.

3H: “por lo cual la tabla nunca nos muestra eso, si
nos damos cuenta, digamos aumenta 5¢cm, 5, 8, 3
aqui aumenta 2, esta disminuyendo, luego 2 otra
vez, luego 2 no luego 1,5, luego 1y luego 5 cm. Por
lo cual estd aumentando menos acé (sefiala parte
superior de la probeta) y aca estd aumentando mas

Categoria 1
indicador 1

Categoria 1
indicador 1

Categoria 4
indicador 1

Categoria 2
indicador 1




279

(sefiala parte inferior de la probeta), o sea la
primera parte estaria bien 5, 8 10, y aca ya esta

[L.]"

DS: sea que tu dices que debe inicial un aumento
minimo y a medida que se van agregando monedas
el nivel debe ir aumentando mucho mas que al
comienzo. Y que eso lo evidencias en los valores
que se dan.

3H: “si”

Afirmacion 48 O DR G ¢ T : 3H: “no, (lee la produccioén escrita), o sea, esta es la Categoria 3
cinco 08\ :\w\(f" JonCa swa | probeta si [...] como nos damos cuenta tendria que indicador 3
L VOV \Q Qo ezt poddiapac P > !
AU i ; i empezar aumentar mas, y luego va bajando, por lo
l cual la gréafica quedaria asi (dibuja la de la
/ produccion escrita) por lo que va aumentando mas,
b nos damos cuenta esta nos muestra que esta
aumentando mas cantidad y luego empieza a subir
menos”

Pregunta 1.2 86 3H: “partamos de lo que dice, si tenemos en cuenta Categoria 4

esta es la probeta cilindrica (mientras la dibuja) y 4 indicador 1
x5, 4 x 5 nos da 20, y estos 7 seria el agua con la

\ By \

9 ND%%S \;"D(\ \(5 \%;b\ \QOG%%Emm~ que inicia [...] porque si introducimos 40 monedas

3 Mo )b a d teniendo en cuenta lo dicho en a (hace lectura del

©O o da W literal a), teniendo en cuenta que los 7 cm son con

lo que inicia el agua. [...]”

200 SU \ahedaos 4 g vodedas
e @ Qa0 o A o o

DS: con esta informacién si es posible 0 no es
posible identificar la altura del nivel del agua.

3H: “si es posible”

DS: si, es posible, y tu como lo identificarias a
partir de la informacién.

3H: “como, teniendo en cuenta que si aumentamos
tres monedas en la [...] esto nos de 312 como la
altura del nivel del agua”

DS: y como obtienes ese 312
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3H: “[...] vale 5 cm por cada moneda,
multiplicamos 40 monedas, [...]entonces 41
monedas, entonces seria 41 x 5, 205, pero como
dice aqui fue que introduciamos 40 monedas,
teniendo en cuenta lo que dice en la b que aumenta

5[]

DS: bueno no logras recordar como obtuviste el
302, ¢con esto que estas haciendo aca este 205 que
informacién representa para ti?

3H: “pues si lo sacabamos de este modo nos da
205, por lo cual supongo o creo que seria el valor
que nos daria”

DS: 205?

3H: “si porque [...] con esta informacién se podria
tener el valor que aumenta el agua si se introducen
41 monedas, 41, son las 41 monedas que se han
introducido, y si tenemos en cuenta lo de la b que
dice cuando se han introducido cuatro monedas, el
nivel del agua ha alcanzado 27 cm. El 7cm es con
lo que inicia el agua”

DS: ¢y donde dejas esos 7cm?

3H: “;pues donde los dejaria? Pues, los deseche,
pero si se los sumamos a este (sefiala 205) 212 la
altura del nivel del agua”

DS: sea que, si es posible, con esto que haces aqui,
¢y esa altura corresponderia entonces a?

3H: “312”

DS: y entonces que paso aca (sefiala el
procedimiento de las producciones escritas
iniciales)

3H: “la embarre”
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Pregunta 2.1

Pregunta 2.2

3H: “pues como ya lo habia explicado, obviamente Categoria 3
tendria que iniciar con algo, por eso yo cogi, indicador 5
cuando cero empecé con cierta cantidad de agua

(sefala la grafica de su produccion escrita), listo e

iba aumentando la misma cantidad, [...] como lo

podemos ver con la probeta cilindrica que seria casi

lo mismo (traza un nuevo plano y una gréafica) que

esta (refiriéndose a la grafica a) que tendria que

empezar a subir

DS: “tu grafica correcta igual seria la que tienes aca
(sefala la de la produccion escrita inicial) o esta
que estas haciendo aca (sefiala la que esta haciendo
durante la entrevista)

3H: “esta” (sefialando la que estd haciendo durante
la entrevista)

DS: ¢esa?

3H: “si”

DS: ¢aqui que paso? (sefialando la de la produccion
inicial)

3H: “le meti agua que no era necesaria”.

3H: “hago este tipo de representacion, porque, si Categoria 3
nos damos cuenta empieza aumentando mas, pero indicador 5
desde un punto cero, por lo cual en todas las inicie

desde un mismo punto. Entonces tendria que ver,

digamos aumenta 2 cm, 2,2,2, y va disminuyendo

[L.]”
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Pregunta 2.3

Pregunta 2.4 89 24

o

altura del nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos es constante y para cu

——>

se decir que la razdn de cambio
Para cudl o cudles de las formas A, B o C se puede P

esta razon no lo es
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Y \a a o 0 NGIo  enoeces
O0aoT\ 1O NS @I
O —L NPz (X OO WX WO\
@aldad y \Wgo umwo
@b &y VA0

Categoria 3
indicador 4
La docente hace referencia al punto 2 de la guia Categoria 4
evaluativa donde hace una explicacion de la indicador 1

informacién de la misma, enfatizando en la
pregunta 2.4, donde pide al estudiante que responda
a la pregunta

DY: ¢para cual o cuales de las formas a, b o ¢ se
puede decir que la razon de cambio de la altura del
nivel del agua y la cantidad de baldes vertidos es
constante y para cual o cuales esta razén no lo es?

3H: “en las que son constantes esenlaayenlac,
ya que son cubos y la a es un cilindro ... (hace
lectura de lo que escribi6 en la guia)

Si nos fijamos la a es un cilindro y va subiendo la
misma cantidad o sea que es constante (sobre la
figura indica como seria ese aumento del nivel del
agua).

En la c, aca es igualito, digamos que esta
representando un cubito. Y estd aumentando la
misma cantidad de agua. Digamos que se esta
aumentando dos, otros dos, otros dos ... (dibuja el
recipiente y en el realiza trazos internos cada vez
que dice otros dos...) lo mismo que esta pasando en
la a, estd aumentando dos, otros dos, dos, dos, ...

En cambio en la b no seria constante porque esta
aumentando mayor cantidad y cada vez que esta
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Situacion 2
llenado dos

Pregunta 1.1

Pregunta 1.2

Pregunta 1.3

Pregunta 1.4

56

121

127

109

()

\‘. \A\\‘
'\
) \(’f\‘('\ )
2O C
. i
A\
5\
@ QA

subiendo va bajando (va realizando el dibujo
mientras habla), va bajando la cantidad”

Categoria 3
indicador 3

Categoria 5
indicador 2

Categoria 5
indicador 3

Categoria 5
indicador 1
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Pregunta 1.5

Situacién 3

Ley de
Hooke

Pregunta 1.1

59

Y\ OO \\y
(I faaO te

1.la docente refiere la pregunta 1 de la sesion 5, en
la hay seis afirmaciones las cuales pueden ser
verdaderas o falsas y se solicita a los estudiantes
indicar la respuesta con su respectiva justificacion.
Afirmacion namero 2.

DY: si al resorte de rigidez r le sujetamos el doble
del peso inicial, ahora vas a duplicar el peso ¢el
alargamiento se reduca a la mitad?

3H: “eso es falso, el alargamiento depende de la
cantidad del peso, excepto que el resorte tenga mas
rigidez, si por ejemplo tenemos el resorte y
duplicamos el resorte se estira mas, mas no le
resta.”

2.la docente le solicita al estudiante describir el
comportamiento de los resortes que se relacionan
en la grafica.

3H: “se puede decir que el resorte tiene mayor
rigidez o menor rigidez, va variando la capacidad o
va bajando menos”

3.pregunta sefialando la respuesta a la pregunta 1.1
de los resortes “;,qué significa esto, o sea en esta
grafica que podrias decir del resorte a y el resorte
b?

3H: “el resorte a su rigidez es mayor que la del
resorte b.”

Categoria 4
indicador 1

Categoria 3
indicador 3
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Pregunta 1.2

Pregunta 1.3

Pregunta 1.4

Pregunta 1.5

124

130

112

95

Loy CORAGOM
‘X"(é C/((Q’ k)(\c”/

1{ el N‘(.i\‘:/)\ \’l(}(‘dQé{

DY: ;cual de los dos resortes tiene una longitud
menor cuando no hay alargamiento en éI?

3H: “el que tiene una menor longitud es el resorte
que tiene una mayor rigidez”

DY: ¢para la situacion cual seria el que cumple esa
condicién?

3H: “el b, seria el b”
DY: ;como sabes hay en la grafica que es el b?

3H: el estudiante sefiala en la gréafica el punto de
corte del eje y para el resorte b y dice “porque esta
empezando desde mas abajo”

DY: ;cual de los dos resortes se estira con mas
facilidad?

3H: “el de menor, el de menor rigidez”

“El punto en el que se encuentran los dos resortes
por ejemplo” toma papel y lapiz para dibujar la
justificacién a la pregunta y dibuja dos resortes de
igual longitud que una con una linea horizontal y
afirma “en algiin momento los dos resortes se van a
encontrar.”

En este momento, la docente referencia la pregunta
2 de la sesion 5 que relaciona la raz6n de cambio
para un resorte al que se le aplica la misma fuerza,
ubicandolo en el planeta tierra y en la luna. La
docente le solicita al estudiante contemplar una
comparacion entre esta situacion y las condiciones

Categoria 5
indicador 2

Categoria 5
indicador 3

Categoria 5
indicador 1

Categoria 4
indicador 1
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en las que se presentaria este mismo evento en las
probetas.

3H: el estudiante reconoce que la razén de cambio
es igual para los dos resortes e identifica que la
diferencia de valores en esta magnitud, se debe
especificamente al valor de la gravedad de la tierra
y la luna. Cuando establece la comparacion,
acertadamente relaciona la probeta de forma
cilindrica, para la razén de cambio que genera el
resorte que esta en la tierra, pero las condiciones
que asocia de comparacion para el resorte de la luna
no corresponde, ya que considera de nuevo la
misma probeta cilindrica que dibujo previamente
con la diferencia de acotar que para esta
circunstancia la probeta tendria menor cantidad de
agua inicial.

Situacion 4 101 a0 T Y @) Sapi OUML0LG “Para el auto a y el b, pero teniendo en cuenta que Categoria 4
movimiento 0 oadad @da o\a o (¢ el auto a esta empezando con, o sea cuando los indicador 1

0 L@« o PUiya Q- carros no van ni con un kilémetro, el carro a ya

habia empezado con 10 kilometros, pero su

aumento es constante, y para el auto b seria que

empieza cuando esta en cero, empieza en cero

kilémetros, y luego va aumentando de 2 en 2[...] de

20 en 20”

Pregunta 1

Pregunta 2 62 ) “Pues si tuvimos en cuenta el auto que es el b Categoria 3
5 (sefala en la gréafica la recta que parte de cero), que indicador 3
es el que empieza desde cero ya seria mas facil,
® acsc) s seriael automovil b porque empieza desde cero y

va aumentando su velocidad de 2 en 2 [...] y el auto

a seria este (sefiala la gréfica recta que no parte de

cero)”

Distancia
(Km) P N Q

Tiempo
(Horas)
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Pregunta 3

Pregunta 4

Pregunta 5

Pregunta 6

Pregunta 7

Pregunta 8

115

118

104

98

33

36
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“Es que en alguna parte el automdvil a y el
automovil ¢ se encontraron”

“Es que los dos carros el ay b se encontraron en un
punto antes de llegara[...]”

“Para el ¢, aqui me equivoque y puse el b, porque
puse en b porque si nos fijamos los automoviles
empiezan sus recorridosen 10 yen 5 [...]el ¢
porque empiezan 5, 10, 15, a porque empieza
aumentando 5, 10, 25, lo cual deberia ser 15 [...]”

“El auto b y el a pero si hubiera empezado desde
cero [...] si esto (sefiala la tabla de datos para el
auto a) hubiera empezado desde cero hubiera un
incremento constante que seria el 10 lo pasariamos
acé (sefiala los valores dados en la tabla 'y
cuenta)10, 20, 30, 40 y 50”

“110 kilometros, porque el automovil va
aumentando de 20 en 20 y si sacaramos la mitad de
20, la mitad de 20,es por lo cual si estuviera
corriendo 2 horas seria 120, pero estamos hablando
de una hora y media lo cual seria 110, porque la
mitad de 20 es 10 lo cual esto estaria haciéndolo en
media hora”

- “460 porque si tenemos en cuenta el automovil va

aumentando de 10 en 10. Y si multiplicamos 46 por
10 nos daria 460 kilometros. [...] y lo multiplique
como lo dije aqui 46 por 10”.

Categoria 5
indicador 1

Categoria 5
indicador 1

Categoria 4
indicador 1

Categoria 4
indicador 1

Categoria 2
indicador 3

Categoria 2
indicador 3
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Pregunta 9 68 EImovil leva una menor velocidad en el recomdo A. e “Hay que tener en cuenta una cosa que yo tuve en Categoria 3
Mévil A ‘{ e XK\K\ QNQXX \Q\\:{hﬂ \%\Q,\C\UQ cuenta a acé, y fue que para ganar velocidad el indicador 4
o ; = ' carro necesitaba impulso, lo cual que si la linea era
mas larga era que el carro iba mas lento. Pero si era
mas corta el carro iba mas rapido [...] por eso digo
que el movil a iba mas lento para ganar impulso”
(sefiala la grafica)
Pregunta 9 71 “Verdadero porque al ganar mas velocidad el Categoria 3
Movil C automovil deberia llevar mas impu.lso... verdadero indicador 4
porque ya habia llegado a un gran impulso por lo
cual el auto ha ganado mucha mas velocidad”
Pregunta 9 74 “Falso porque si tuviera una velocidad cero el carro Categoria 3
Movil B deberia quedarse estéatico y lo estatico lo presentaria indicador 4

cOmo un punto no mas”
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TAREA EVIDENCIA SUJETO RESPUESTA ESCRITA OBSERVACION
Fr_ugba 13 Suj4 2. A continuacién, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga si los Categoria 1 Indicador
inicial valores de alguna de las medidas cambian a medida que cambian los valores 1

requnta 2 de la otra medida, o si por el contrario los valores de estas medidas no se
preg relacionan entre si. Justifique la respuesta.
Valores representados | Escriba si Justifique su respuesta
por una
medida
cambia o
no con
los
cambios
de la otra
medida
:\ (Uaalt)uraFd(eﬁlerr\ri‘v;cl) de §: CQ(‘“b\'% PO( UR \Q,
tg - i e dede de\ \QUEO 'Na Combrand o
ranscurrido) :
@~ba |Arrdde gk el choto del .
Ague Cre
Pregunta 2 14 Suj5 2. A continuacién, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga si los

valores de alguna de las medidas cambian a medida que cambian los valores
de la otra medida, o si por el contrario los valores de estas medidas no se
relacionan entre si. Justifique la respuesta.

Valores representados | Escriba si Justifique su respuesta
por una
medida
cambia o
no con
los
cambios
de la otra
medida
A (altura del nivel de e \ ( \ P
agua) y F (tiempo o ) ‘
transcurrido) (;j Qa \b\&\ D 1 CN N
A T OED q W\

Categoria 1 Indicador
1
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Pregunta 3 29
Opcién 1

Pregunta 3 30
Opcion 1

Pregunta 3 27
Opcién 2

Suj16

Suj12

Suj9

3.1.
Valores de A (dado 1.2 2.5 3,9 54 7,0
en cm)
Valores de F (dado 1 2 3 4 5
en Segundos)

€h . 5 bf’g(/y%s =4

Justifique su respuesta: (')(/dg ge\on of )}ua* & e rog e %o

v

1€ Qg-fti”;f G e (hovio (¢ ha

oL (0Pl o s fendd,
3.1.
Valores de A (dado | 1,2 25 3.9 5,4 7,0
en cm)
Valores de F (dado 1 2 3 4 5
en Segundos)

Justifique su respuesta:
9 { p

1L ,2 Seanondc ceve ~5 el veor o N
i " e X Yot e P
3.2.
Valores de A (dado 1.4 2,8 4,2 5,6 7,0
en cm)
Valores de F (dado 2 4 6 8 10
en Segundos)

Justifique su respuesta: 57 oY iorﬁc 3 q "ow?@@ por QU Ca-
; 9 ]

da s&«;\mf‘u Ve pudv
lo wat esda kbla

A

. R Al
ae tlene 1,4 oM ée, C«c\«}uq 4 c.r:}(

St QS cor(ediy .

Categoria 2 Indicador
1

Categoria 2 Indicador
1

Categoria 2 Indicador
1
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Pregunta 3
Opcién 2

Pregunta 8
gréafica 4

Suj14

Suj5
Suj

3.2.
Valores de A (dado | 1,4 2,8 4,2 5,6 7,0
en cm)
Valores de F (dado 2 4 6 8 10
en Segundos)

Justifique su respuesta: . ¢ 0o e s o Ladion s

Gl ek werogess Rl Aoy e aYucn

Se9uns o

g

(altura del nivel del agua en cm);

(Dxizradén en segundos)

oo {
s C O 4[ Y’f‘?‘_]‘ > (ﬁ !"1‘ (e) MO €N

S Ve 1Y
[

N\ w—el§ y

1#?: ™

Eledf o grofko 4 o fraves de la duracton de

segondos No  soblendo dﬂ)&@ﬂo\v\?n*@

Categoria 2 Indicador
1

Categoria 3 In
dicador 3
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Pregunta 8
grafica 3

1
i

\)ﬁ ONNO OQ0® el DT v,/ - 0l

I \J \A\J T )
¢ / { )

) M 1 ; : YA
! Y yTals A Taae. o \
0 Qoracon €0 Hquraol re-

i { Vi 1 ', e
1 } ) "~ , S o
! y ‘ ‘. :f\ :‘

Categoria 3 Indicador
Grfica 3 3

A

53 Suj16
Suj9
Suj

(alturd del nivel del agua éncm)

(D{:rsciénj en seg:undos_;)

6TD\F\OO = PO‘ qe VN yophond mMos  dbne OBvere
§ \O ¥ " \ 110w B £ 4
b~ B allyoon de sl okl aguny poi ﬁfi@mbb




Situacion 4
Movimiento

Pregunta 1

Pregunta 5

105

106

Suj19

Suj19
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Yata wes b galle 3 Rr 4R ~et@y pmian log 5@9"“;‘0‘
aweenka la altora &\ pegel del afuey ~ &8 b que eyor fepk
Yo ol caso.

)o 83(0\3@ \c. %(ﬁ Gy Po{q,if ’V.Q ™Mb \k.n% mau)
P, TR R a\Yereedon el C»\\\()IQ\ Qe
agoc Pl Yegdndo

Categoria 4 Indicador
1
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Categoria 4 Indicador
1




