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Resumen

La siguiente investigacion indagd sobre el proceso de modelacién desarrollado por
estudiantes de grado noveno en situaciones de covariacion lineal. En cuanto a la metodologia, se
empled un enfoque de investigacién mixto, que se estructura en dos componentes, uno
cuantitativo y el otro cualitativo.

En el componente cuantitativo se describio el éxito de los estudiantes al abordar
resolucion de situaciones que implican las primeras fases de la construccion de modelos
matematicos. En el cualitativo se refirio detalladamente el proceso de construccion de modelos
que siguen los estudiantes a través de la aplicacion de una secuencia didactica

Los resultados obtenidos muestran que en la modelacion matematica es necesario
involucrar procesos especificos propios del pensamiento variacional y el razonamiento
covariacional, ademas de situaciones del contexto cercano a los estudiantes con el fin de apuntar
a un desarrollo del pensamiento matematico que les posibilite atender y solucionar situaciones de
su entorno empleando la funcion lineal.

Palabras clave: Modelacion matematica, pensamiento variacional, razonamiento
covariacional, funcion lineal, proceso.

Abstract

The following investigation inquired about the modeling process developed by ninth
grade students in situations of linear covariation. Regarding the methodology, a mixed research
approach was used, which is structured in two components, one quantitative and the other
qualitative.

The first is a descriptive type proposing an entry activity whose purpose is to specify the

success of the students when dealing with situations that involve the first phases of the



construction of mathematical models. The second purpose is to detail the process of construction
of models that students follow through the application of a didactic sequence.

The results obtained show that in mathematical modeling it is necessary to involve
specific processes of variational thinking and covariational reasoning, as well as situations of the
students' context in order to point to a development of mathematical thinking that enables them to

attend and solve situations of its environment using linear function.

Keywords:
Mathematical modeling, variational thinking, covariational reasoning, linear function,

process.



Introduccion

El disefio y planeacion de las practicas de ensefianza de las matematicas deben considerar,
en concordancia con los lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) y los estandares
basicos de competencias en matematicas (MEN, 2006), procesos generales como el
razonamiento, la resolucion y planteamiento de problemas, la comunicacion, la modelacion y la
elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos, también conocimientos especificos
del pensamiento numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional; ademas, situaciones del
contexto, ya sean propias de las matematicas, de la vida diaria o de otras ciencias.

Componentes en la estructura curricular del area de matematicas que requieren no limitar
las précticas de ensefianza a la transmision de saberes para una mecanizacién y ejercitacion de
procedimientos, sino ampliar a practicas pedagogicas que permitan a los estudiantes una
reconstruccion significativa de saberes matematicos y el desarrollo de procesos de pensamiento
con los cuales pueden responder a los retos de la sociedad en la que se desenvuelven.

Sin embargo, a pesar de que en los documentos oficiales desde hace dos décadas se
subraya la importancia de cambiar las practicas pedagogicas, aun se presentan procesos de
ensefianza anclados a los métodos tradicionalistas que distan cada vez mas de los propdsitos
educativos mencionados, y como lo manifiesta Agudelo (2007) “la brecha entre las disposiciones
educativas colombianas y las practicas del aula de matematicas continda creciendo a medida que
se expiden nuevas disposiciones y nuevos lineamientos curriculares. Las nuevas disposiciones y
lineamientos educativos se convierten en simple retorica” (p. 59).

Es entonces necesario que nosotros los profesores transformemos nuestras practicas
pedagdgicas a los fines educativos y orientaciones de los documentos oficiales en educacion; toda
vez que, el disefio y planeacion de las practicas de ensefianza de las matematicas no deben

considerar solo procesos generales, procesos especificos y situaciones del contexto, sino que



también, como lo afirma Villa-Ochoa (2009) es necesario que los profesores promuevan “la
elaboracion en interpretacion de modelos, con el &nimo de construir un concepto matematico
dotado de un significado, y con la intencion de despertar una motivacion e interés por las
matematicas debido a que esta area del conocimiento tiene con los problemas del contextoreal de
los estudiantes ” (p. 4-5), por ello que esta investigacion, aunque se centra en el proceso de
modelacidn, lo contextualiza a situaciones de variacion lineal y enfatiza en promover en los
estudiantes el razonamiento covariacional.

Ante este reto pretendimos con esta practica investigativa realizar una experiencia y una
descripcion del proceso de modelacion desarrollados por algunos estudiantes de grado noveno en
situaciones del entorno que presentan covariacion lineal; de tal manera que tanto las situaciones
como las experiencias de aula y los resultados puedan ser utilizados por los compafieros, asi
como plantear posteriores investigaciones con el propdsito de profundizar en el estudio de los
procesos de modelacion que siguen los estudiantes al modelar situaciones contextualizadas que
les ayuden a construir conceptos como el de funcion como modelo de diferentes tipos de
variacion, lo que esperamos pueda coadyuvar al mejoramiento de los aprendizajes de nuestros
estudiantes.

Para lograr este objetivo se adoptd un enfoque de investigacién mixto, definido como "la
integracion sistematica de los métodos cuantitativo y cualitativo en un solo estudio con el fin de
obtener una “fotografia” mas completa del fenémeno” (Chen 2006) citado por Hernandez,
Fernandez y Baptista (2014, p.534), y descrito como aquel que “comienza con una amplia
encuesta con el fin de generalizar los resultados a una poblacion y después, en una segunda fase,
se centra en entrevistas abiertas y cualitativas para conocer los puntos de vista detallados de los

participantes” por Creswell (2009) citado en Castro y Godino (2014, p. 101).



De tal manera que esta investigacion se estructur6 en dos grandes componentes, uno
cuantitativo y el otro cualitativo. EI componente cuantitativo fue de tipo descriptivo, porque “se
busca especificar las propiedades, las caracteristicas y los perfiles de personas, grupos,
comunidades, procesos, objetos o cualquier otro fenomeno que se someta a un analisis”
(Hernéandez et al., 2014, p. 92). Para este componente se considerd las respuestas de los
estudiantes a una prueba de entrada con el fin de cuantificar el porcentaje de exito de ellos al
abordar la resolucion de situaciones que implican las dos primeras fases de la construccion de
modelos matematicos propuesto por Bassanezi (2002).

De otro lado, el componente cualitativo, tuvo como propdsito describir de manera
detallada el proceso de construccion de modelos que siguieron algunos estudiantes participantes
cuando resolvieron las actividades que conformaron la secuencia didactica. En este componente
se utilizo el método de estudio de caso (Stake, 2007) y los datos que se analizaron corresponden a
las respuestas dadas por dos estudiantes a cada una de las tareas propuestas en una secuencia
didactica integrada por tres actividades, dichos datos se complementaron con entrevistas
realizadas a cada uno de los dos estudiantes de los cuales se describe el proceso; instrumentos
que se disefiaron tomando como base las cinco fases para la construccion de un modelo

matematico propuestas por Bassanezi (2002).
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Capitulo 1
1. Preliminares
1.1 Antecedentes
Como el interés de esta investigacion es describir el proceso de modelacion desarrollado
por estudiantes de grado noveno en situaciones de covariacion lineal, se revisaron algunas
investigaciones y articulos cuyas tematicas abordan el estudio de la modelacion matematica asi
como del concepto de funcion y del razonamiento covariacional con el propoésito de establecer
algunos referentes que puedan orientar su desarrollo.
En cuanto a estudios relacionados con la modelacion encontramos las siguientes investigaciones:
Varios son los autores que tematizan la modelacién y sus posibilidades de insercion en los
procesos de ensefianza y aprendizaje escolar. Segun Bassanezi (2002, p. 36) en su libro Ensino-
aprendizagem com modelagem matematica, citando a Blum, Niss y Huntley (1989) afirma que
existen diversos argumentos para utilizar la modelacion como estrategia de ensefianza de las
matematicas:
e Argumento formativo: enfatiza las aplicaciones matematicas y el rendimiento
modelado y resolucién de problemas, como proceso para desarrollar la capacidad en
general y las actitudes de los estudiantes, haciendolos exploradores, creativos y
habiles en la resolucién de problemas relacionados con su realidad.
e Argumento de competencia critica: se centra en la preparacién de los estudiantes para
la vida real como ciudadanos actuantes en la sociedad, competentes para ver, formar
juicios propios, reconocer y entender ejemplos representativos de aplicaciones de

conceptos matematicos.
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Argumentos de utilidad: enfatiza que la instruccién matematica pueda preparar el
proceso del estudiante para utilizar el conocimiento mateméatico como herramienta
para resolver problemas en diferentes situaciones y areas.

Argumento intrinseco: considera que la inclusién de modelado y sus aplicaciones,
proporcionan al estudiante un rico arsenal para entender e interpretar las matematicas
en todas sus facetas.

Argumento de aprendizaje: garantiza que los procesos de aplicacién facilitan al
usuario, el estudiante, comprender mejor los argumentos matematicos, guardar los
conceptos y los resultados y valorar la propia matematica.

Argumento de alternativa epistemoldgica: el modelado también encaja en el Programa
Etnomatematica indicado por D" Ambrosio “que propone un enfoque epistemoldgico
alternativo asociado a una histografia mas amplia. Parte de la realidad y llega, de
manera natural, actuando de esta forma como una metodologia mas adecuada a las

diversas realidades socioculturales (traduccion nuestra, p. 36-37)

Todos estos argumentos apuntan a visualizar la utilizacion de la modelacion de

situaciones del contexto, con la finalidad de propiciar habilidades para que los estudiantes

comprendan matematicamente la realidad, reconceptualicen el significado de los conceptos y

procesos matematicos involucrados y mejoren su interés y actitud hacia las matematicas.

De otro lado, Bassanezi (2002) también muestra que a pesar de los argumentos que

favorecen la inclusién de la modelacién en el aula, existen obstaculos que se deben tener en

cuenta. Tales obstaculos son: instruccionales, para los estudiantes y para los profesores.

Destacando que en las instituciones los curriculos propuestos son rigidos y es responsabilidad del

profesor cubrirlo todo, lo cual puede resultar posible cuando se trabaja la modelacion, pues este
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es un proceso lento y que demanda tiempo. De otro lado, sefiala que los estudiantes y los
profesores no estan acostumbrados a este tipo de trabajo en el aula y por tanto muestran muchas
reticencias a la hora de cambiar sus practicas (p. 37).

Biembengut y Hein (2004) en el articulo titulado “Modelacién matematica y los desafios
para ensefiar matematica” presentan las principales consecuencias de la modelacion matematica
en la ensefianza de las matematicas basadas en una investigacion realizada en el 2001 y 2002 con
un grupo de 30 profesores de varios niveles de ensefianza.

Se planteo a los docentes la implementacion de la modelacion matematica a traves de dos
tipos de abordajes “el primero, le permite desarrollar el contenido programatico a partir de
modelos matematicos aplicados a las mas diversas areas del conocimiento y el segundo orienta a
sus alumnos para que hagan un trabajo de modelaje” (Biembengut y Hein, 2004, p. 108).

Para desarrollar el de contenido programatico, el profesor elige un tema de algun area del
conocimiento que sea de interés para los alumnos y elabora un modelo matematico, o, por el
contrario, elige un modelo matematico aplicado a la fisica, la quimica o cualquier otra area y lo
adapta a sus contenidos a través de siete etapas que se pueden desarrollar durante diferentes horas
de clase. A los profesores se les mostro un ejemplo especifico que podian usar como guia o
incluso adaptarlo a sus clases.

El segundo abordaje tiene como objetivo crear condiciones para que los alumnos
aprendan a investigar y elaboren modelos matematicos para algln area del conocimiento y se va
desarrollando de manera paralela a los contenidos programaticos. Se desarrolla en cinco etapas y
son los mismos estudiantes quienes eligen sus temas.

Al evaluar el proceso y el resultado, los investigadores encontraron ventajas tales como:

En relacion con el modelo guia
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e Permite al estudiante una mejor comprension de los contenidos desarrollados y
mejora el interés que demuestran los estudiantes por las matemaéticas gracias a esa
aproximacion con las areas afin y por su aplicacion.

e Permite mayor seguridad en el profesor ya que puede definir muy bien los tiempos
de trabajo, presentar ejemplos analogos y retomar el modelo director para
resolverlo y evaluarlo.

En relacion con el trabajo de modelacion

e Contribuye al estudiante para que sea el mismo quien actle e investigue, sea capaz
de crear su propio conocimiento con un sentido critico, especialmente en lo que
tiene que ver con la formulacion y la validacién del modelo.

e Permite al profesor estar mas atento a las dificultades de los estudiantes,
aprovechar el desarrollo de modelo para enfatizar gradualmente en los temas y a
su vez modificar criterios e instrumentos de evaluacion.

Las principales dificultades se centran en la formacion de los profesores ya que durante su
formacion, rara vez reciben orientacion sobre la modelacion ni como pueden usar este
procedimiento en la ensefianza formal. Para los estudiantes, debido a la vivencia constante en la
ensefianza tradicional, la modelacion les genera cierta resistencia ya que es un método que
requiere mayor empefio y trabajo en los estudios, la investigacion y la interpretacion del contexto
(Biembengut y Hein, 2004).

Algunas de las conclusiones a las que llegaron estos investigadores es que aungue el
proceso de modelacién como metodologia no es la Gnica forma de superar los problemas en las
aulas con respecto a la ensefianza de las matematicas, si representa un avance importante ya que

se deja de transmitir conocimiento a través de técnicas de resolucién y pasa a ser una estructura
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del conocimiento, pero esto implica un mayor trabajo de estudio, investigacion e interpretacion
de contextos tanto para el profesor como para los estudiantes.

El adoptar modelos matematicos en la ensefianza adecuados al entorno y la realidad de los
estudiantes, propicia un mejor desempefio de estos y los convierte en agentes de cambio
(Biembengut y Hein, 2004).

Mancera, Camelo y Perilla (2016) presentaron un articulo donde analizan la creacion y el
desarrollo de un ambiente de modelacién matematica pensado desde una perspectiva socio critica
y el cual fue aplicado en un colegio publico de Bogota con estudiantes de grado undécimo. “La
intencion no es solamente la de desarrollar habilidades en la realizacion de calculos y
procedimientos matematicos, sino también la de posibilitar espacios para que los estudiantes
participen criticamente de la sociedad en que se desenvuelven” (Mancera et al., 2016, p. 72).

Para la aplicacion retomaron a Barbosa (2004) quien propone que los ambientes de
modelacion se pueden presentar a los estudiantes de tres maneras diferentes a las que él denomina
casos. En la primera manera el profesor hace una propuesta de problemas con datos cualitativos y
cuantitativos los cuales no necesitan que los estudiantes busquen informacion adicional. Para la
segunda el profesor propone un marco general en donde son los estudiantes los que definen qué
estudiar y como estudiarlo, para lo cual necesitan de informacion adicional que deben buscar los
mismos estudiantes; especificamente el problema propuesto fue sobre telefonia movil, por ser un
tema de actualidad y que presentaba en el pais una problematica para ese momento y se busca
que los estudiantes propongan un modelo para dar solucién a una situacion determinada y al
mismo tiempo puedan dar cuenta de las consideraciones que tuvieron para construirlo. En la
tercera manera se desarrollan proyectos a partir de problemas no matematicos que los proponen

directamente los estudiantes y que involucra reformular preguntas y resolverlas, entre algunos
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temas que surgieron estaban las dificultades en la conexidn, robo de celulares, duracion de las
baterias, costos de los teléfonos en Colombia y en el exterior, entre otros.

Para el desarrollo del trabajo de aula se organizo a los estudiantes por grupos y a través de
la guia del maestro, quien jugo un papel preponderante en conducir y puntualizar a una posible
pregunta de investigacion y con ayuda de la tecnologia lograron encontrar la forma de traer al
aula problematicas de la realidad de los estudiantes, utilizando la mateméatica como una
herramienta para el analisis y la critica de dicha situacion.

En algunas conclusiones los autores mencionan que “estos ambientes pueden ser
considerados como posibilidades para explorar los papeles que la matematica desempefia en la
sociedad” (Mancera et al., 2016, p.81). Esto implica crear ambientes de modelacion que vayan
mas all& de sélo estar preocupados por la gestion de la clase, sino que permite a los estudiantes el
asumir posicionamientos criticos. Frente a la manera en que se plante6 la actividad, los
estudiantes participaron de forma interesada en la construccion del modelo matematico, debido a
que encontraron un alto grado de identificacion con la problematica abordada ya que los temas
los afectaban directa o indirectamente, comprendiendo la importancia de la reflexion y la critica
de los modelos matematicos y la forma en que se pueden utilizar para la toma de decisiones.
Segun los autores, el maestro “requiere trascender la ensefianza de una matematica lineal y
algoritmica, a una que opte por un proceso en el cual el estudiante tenga otro rol en el que sea
participe de la construccion de su propio conocimiento” (Mancera et al., 2016, p. 82).

Por otro lado, encontramos un articulo de Villa, Gonzalez y Carmona (2018), el cual se
titula “Modelacion y Tecnologia en el Estudio de la Tasa de Variacion Instantanea” donde
presentan un trabajo que tenia como fin reconocer las contribuciones que los contextos y las
tecnologias ofrecen a la comprensién de la tasa de variacion instantdnea como aproximacion a la

derivada en un punto, a través de la modelacion. Los autores mencionan que “las tecnologias

16



digitales cumplen un rol fundamental para la obtencion y andlisis de datos, produccion de
modelos o la validacion y analisis de éstos” (Villa et al., 2018, p. 26). Citando a Arcavi (2008),
sustentan que “los entes modelados no tienen que articularse de forma necesaria a fendmenos
extramatematicos, por lo tanto, situaciones y fendmenos de la misma matematica pueden ser
susceptibles de ser modelados, de esa manera, toda préactica matematica es una practica de
modelaciéon” (Villa et al, 2018, p. 26).

La intervencion se desarrollé por medio de una metodologia cualitativa a traves del
estudio de casos en el cual participaron cuatro estudiantes de precélculo de una universidad
publica de Medellin. En las sesiones planteadas, las estudiantes se dedicaron al estudio de tareas
referidas a la modelacion de fendmenos de covariacion, con el propoésito de analizar el
comportamiento de variables, reconocer patrones y establecer mecanismos que permitieran la
construccion de modelos que representaran la covariacion, todo esto trabajado a través de
planteamientos presentados en software como Modellus y Geogebra que les permitieron recrear
un movimiento uniforme y acelerado. Opinan que “las tecnologias utilizadas involucran la
posibilidad de explorar y coordinar diferentes representaciones, visualizaciones y en el analisis de
datos numéricos” (Villa et al., 2018, p. 32).

Dentro de los resultados del estudio presentan algunas conclusiones como que “existen
estudiantes para quienes la secuencia de refinamientos méas pequefios en la tasa de variacion
media no es suficiente para comprender la tasa de variacion instantanea” (Villa et al., 2018, p.
32). Conclusion opuesta a lo que sefiala Carlson. También concluyen que “En la conjuncion
entre modelacion y tecnologias se constituy6 un sistema de experiencias, significados y
representaciones a través de los cuales la tasa de variacién instantanea cobré sentido para las

estudiantes (Villa et al, 2018, p. 33). Muestran como el material obtenido por el manejo de
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software fue utilizado como insumo para la construccidn de representaciones graficas y
algebraicas del modelo matematico.

Se encuentra otro articulo de Villa (2015) en el cual reporta algunos resultados de un
estudio de caso cualitativo que tenia como fin indagar sobre la manera en que un conjunto de
profesores de educacion secundaria usan la modelacion en la ensefianza de las matematicas y que
uno de los problemas es que “en el caso de la modelacion matematica, los mecanismos generados
parecen ser insuficientes para que se logre una apropiacion e implementacion de este proceso en
las aulas de clase” (Villa, 2015, p. 135). Esto debido a la existencia de barreras diferentes de
indole matematica, pedagogica y hasta personal que la modelacién impone a los profesores.

El articulo hace referencia a una investigacion realizada con cuatro profesores que se
desempefiaban en diferentes niveles de instituciones educativas estatales, formados como
profesores de matematicas y uno de ellos con una especializacion en ensefianza de las
matematicas. Inicialmente los profesores fueron observados en su ejercicio docente, luego se les
aplico un cuestionario, posteriormente se desarrollé una discusion grupal de tres episodios
preparados sobre modelacion y finalmente se les hizo una entrevista. El método adoptado en esta
investigacion fue el estudio de casos dando atencion especial a las verbalizaciones de los
profesores en sus didlogos tanto con los colegas, como con el investigador y con sus estudiantes,
junto con las formas en que reconocen la modelacién dentro del aula y cémo se lleva a cabo.

En las discusiones finales se presenta que “en los profesores analizados en este articulo,
los enunciados verbales (rutinarios) parecen ser una de las principales maneras (quizas la unica)
de establecer relaciones entre las matematicas y la cotidianidad de los estudiantes” (Villa, 2015,
(Villa, 2015, p. 145). Aunque para los docentes es importante que la matematica trascienda la
realidad, generalmente se obvian los contextos culturales de los estudiantes y se queda en

enunciados verbales rutinarios que revisten un contenido matematico en contextos artificiales. Se
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requiere por lo tanto propiciar espacios de formacion tanto para estudiantes como para profesores
que les permita afrontar el componente de la modelacién dentro de la actividad matematica y que
éste mismo debe ser desarrollado en el aula. (Villa, 2015).

Los anteriores estudios de modelacion fueron tomados como base para el desarrollo del
presente trabajo de investigacion.

Dentro de los estudios relacionados con el concepto de funcidn y procesos de modelacion
encontramos los siguientes trabajos y articulos:

Posada y Villa (2006a (MEN, 1998)) presentan un trabajo de maestria titulado “Propuesta
didactica de aproximacion al concepto de funcion lineal desde una perspectiva variacional” el
implementacidn de una propuesta didactica de aproximacion al concepto de funcion lineal a partir
de tres elementos didacticos fundamentales que son: la nocién de variacion, el proceso de
modelacion matematica y los registros semidticos de representacion. Dicha propuesta fue
aplicada a estudiantes de educacion bésica secundaria. Este estudio se basé en el proceso de
modelacion de Bassanezi y aungue tuvo especial trabajo en la segunda fase (abstraccion —
formulacidn), ellos consideran que es en la formulacion donde se debe tener el mayor cuidado
por la implicaciones didacticas y matematicas que tiene, pero sin desconocer la importancia de
las demaés fases. Algunas de las conclusiones de este trabajo son:

« Lafuncién es un concepto que ha evolucionado histéricamente desde la identificacion de
regularidades, razones y proporciones, descripcion de gréaficas hasta llegar a la funcion
como objeto abstracto.

» Para que se pueda alcanzar un buen desarrollo conceptual de la funcion lineal con los
estudiantes, desde una perspectiva variacional, se requiere tener en cuenta aspectos tales
como: la identificacion de las relaciones de dependencia entre dos magnitudes, la

cuantificacion de la relacion mediante tabla de valores, la identificacion de la razén de
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cambio constante, reconocimiento de la razon de cambio constante como elemento que

identifica las funciones lineales, la comprension de la funcion lineal como un modelo que

atrapa la covariacién entre dos magnitudes, la identificacion de la proporcionalidad simple
directa como un caso particular de funcion lineal importante en la modelacion de variados
fendmenos y la identificacion de las caracteristicas de una funcion lineal desde los
diferentes registros de representacion.

« Desarrollar un enfoque de modelacion matematica requiere largos periodos de tiempo y
por lo tanto debe ser una tarea emprendida desde los primeros afios de escolaridad
(Posada y Villa, 2006a)

Como conclusion del trabajo afirman que: “En sintesis, una buena comprension del
concepto de funcion, implica pensarlo como un modelo matematico de relaciones de variacion,
apoyado en los diferentes sistemas semioticos de representacion” (Posada y Villa, 20064, p. 178).

Villa (2008) realizé una investigacion en cooperacién entre el programa de educacion
formal para adultos del Instituto Técnico Metropolitano y la Universidad de Antioquia, bajo el
titulo “El concepto de funcion en las matematicas escolares”, en la cual se retoma la tesis
propuesta por Posada y Villa (2006a) en donde se afirma que una didactica del concepto de
funcién debe abordar los aspectos de la variacion, la modelacion y los sistemas de representacion.
Con base en este planteamiento se construye una propuesta didactica que pretende potenciar el
entendimiento de algunos aspectos de la funcion lineal y cuadratica (Villa, 2008, p. 245).

Este autor disefié una actividad contextualizada en la fisica, mas precisamente en la caida
libre de un objeto. Esta es una situacion de variacion cuadrética que le permite iniciar la
construccion del concepto de funcion de este tipo y propone tres momentos para que los
estudiantes de manera progresiva analicen las caracteristicas de la funcion. En el primer momento

se pretende que los estudiantes realicen descripciones cualitativas escritas en lenguaje
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matematico, reconozcan algunas cantidades que intervienen en la caida libre de un objeto tales
como la altura del objeto, la velocidad con la que cae, la aceleracion, entre otras, orientandolos
hacia el reconocimiento de relaciones de dependencia entre ellas y empleen lenguaje matematico
y diversos sistemas de representacion.

En el segundo momento plantea una guia experimental, en donde con materiales
apropiados determinan tiempo, velocidad y distancia y asi recopilar informacion en tablas, a
partir de ellas se hace una grafica en el plano cartesiano y por medio de ésta se debe identificar
caracteristicas de la razon de cambio. En el tercer momento se utiliza la simulacion del fenémeno
en un software, con el cual los estudiantes pueden generar relaciones entre las magnitudes y asi
construir un modelo algebraico.

Cada uno de los tres momentos fue disefiado con el objetivo de seguir a grosso modo las
fases del proceso de modelacion propuestas por Bassanezi (2002). Finalmente, dentro de algunas
conclusiones de la investigacion, Villa plantea que es posible alcanzar un buen desarrollo
conceptual de la funcion desde una perspectiva variacional a través del proceso de modelacion.

Por otra parte, a nivel internacional encontramos a Lopez y Sosa (2008) quienes
presentaron un articulo que corresponde a una investigacion realizada con el fin de identificar
factores que influyen en las dificultades conceptuales y procedimentales en el aprendizaje de
funciones en estudiantes de bachillerato. También reportaron factores de caracter cognitivo,
epistemoldgico y didactico que influyen en los estudiantes en cuanto al aprendizaje del concepto
de funcion.

La investigacion se llevo a cabo en tres etapas, en la primera hicieron una revision
documental en busca de las préacticas de ensefianza y la evolucion del concepto de funcion. En la
segunda etapa se elaboraron unos cuestionarios, los cuales se basaron en los errores reportados

por otras investigaciones sobre las nociones e ideas de funcion, y en la tercera etapa se analizaron
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e interpretaron los resultados obtenidos en la implementacion de los instrumentos anteriores a los
estudiantes de bachillerato de un colegio de Yucatan.

En las conclusiones se pueden resaltar algunas, como la que menciona que los literales
empleados tanto en las ecuaciones como en las funciones suelen ser las mismas, por lo que es
necesario presentar problemas con literales que tengan significados distintos cuando se trate de
variables y cuando se trate de incognitas. Otra conclusion, es que la utilizacion de diferentes
sistemas de representacion para la funcion de forma aislada o sin articulacion, no favorece en el
estudiante la construccion del concepto de funcién. De igual manera se afirma que al dar la
definicion mediante conjuntos, se limita y esconde el caracter variacional que posee la funcion.
Finalmente se menciona que los estudiantes generalmente son capaces de reconocer las variables
que intervienen en un fenémeno, sin embargo, se les dificulta plantear un fenGmeno de caracter
variacional (Lépez y Sosa, 2008).

Estas investigaciones y articulos han sido parte fundamental en la estructuracion del
presente trabajo porque nos indican que desde hace rato se viene hablando de la modelacion vy el
curriculo.

Algunos de los estudios relacionados con el razonamiento covariacional consultados son:

El trabajo de investigacion de grado de maestria que Gomez (2015) realizé con
estudiantes de grado noveno, profundizando en el estudio de producciones escritas y verbales,
cuando estos abordan tareas asociadas al desarrollo del pensamiento variacional, especificamente
uso la propuesta de niveles y acciones mentales de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y Hsu (2003).

Algunas conclusiones a las que llegd con este trabajo se pueden resumir como:

» Los niveles de razonamiento covariacional de Carlson, parecen describir el razonamiento
presentado por los estudiantes en el estudio de situaciones relacionadas al cambio y la
variacion.
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« El planteamiento de tareas y el uso de las simulaciones permitieron lograr desarrollo del
pensamiento variacional.

» El uso de software dinamico facilita en los estudiantes hacer cambios de representacion.

«  Preguntar por ¢qué cambia?, ;como cambia? y ¢cuanto cambia? fue de vital importancia
para originar la evolucion en el razonamiento, de esta manera el estudiante estuvo en
constante reflexion sobre sus procesos de pensamiento y esto le permitio validar y
justificar los procesos de cambio y variacion que consideraba en la produccion escrita y la
experimentacion de las tareas (Gémez, 2015)

Otros autores como Grueso y Gonzalez (2016) disefiaron una propuesta de aula, la cual se
aplico a estudiantes de grado noveno, para el estudio de la funcién a través situaciones de
covariacion dentro de eventos dindmicos, asume como marco tedrico y metodologico los
Modelos Tedricos Locales (MTL), propuestos por Filloy (1999), cuyas componentes son el de
competencia formal, el de ensefianza, el de cognicion y el de comunicacion, los cuales se
fundamentan en la observacion experimental y la replicabilidad de disefios experimentales.

La propuesta intent6 potencializar, a través de tareas de covariacion, el desarrollo del
pensamiento variacional propuesto por el MEN (2006). Dentro de dichas tareas de covariacion, se
estudio el concepto de funcion a través del uso y articulacion de diversos registros de
representacion. Después de la implementacion, se caracterizaron y analizaron las actuaciones de
los estudiantes segun los niveles de covariacion de Carlson et al. (2003), los sistemas
matematicos de signos y los aspectos matematicos involucrados. Se desarrollé también un
analisis de dos textos escolares en los cuales encontraron que si bien proponen contextos de
fendmenos de cambio para el estudio de la funcion lineal en las definiciones explicitas se excluye
ese contexto dindmico y se restringe a un enfoque conjuntista, donde prima la correspondencia

entre dos conjuntos y la representacion por parejas ordenadas en el plano cartesiano.
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Algunas de las conclusiones a las que llegaron estos autores son:

El desarrollar tareas en torno a la covariacion permitié que los estudiantes, a través de
preguntas especificas, obtuvieran avances en las formas de razonamiento que usaban,
evidenciando un acercamiento a nociones asociadas al concepto de funcion y de esta
manera se llegd a clasificarlos en un nivel N3 de razonamiento covariacional propuesto.
A partir de los resultados de los estudiantes se pudo afirmar que la mayoria de ellos
identifico, describio e interpretdé adecuadamente el significado de los cambios de una
variable y los cambios de otra, lo cual implicé un comportamiento asociado a la accion
mental 3 (AM3) que a su vez da cuenta de la coordinacion cuantitativa de los cambios de
una variable con los cambios en la otra.

Respecto a los sistemas semioticos de representacion, los estudiantes evidenciaron poco a
poco a través del desarrollo de las tareas un mayor dominio de los distintos registros, por
ejemplo, para poder esbozar las graficas, acudian al uso del software, que les proporciona
representaciones dindmicas y maltiples registros como el tabular, lenguaje simbolico o
algebraico, y el grafico. El uso sistémico de estos registros permitié que la mayoria de los
estudiantes lograran sustentar verbalizaciones asociadas a las formas de cambio, la
direccion de los cambios y la cuantificacion de ellos.

Al trabajar la funcion desde la concepcion de relacion de dependencia y no con base en
graficas y tablas a partir de expresiones algebraicas, permitié transformar en los
estudiantes el concepto de que la funcion es una correspondencia como consecuencia de
calculos algoritmicos mediados por una regla de asignacion.

Finalmente pudieron afirmar, por las actuaciones de los estudiantes, que el concepto de

funcion se puede y se deberia trabajar a partir de tareas de covariacion ya que estas

24



permiten observar el comportamiento dindmico que subyace a dicho concepto (Grueso y

Gonzalez, 2016).

Las anteriores referencias han sido tenidas en cuenta en el desarrollo del presente estudio
y nos permitiran describir el proceso de modelacion a partir de las acciones mentales que
muestren los estudiantes cuando abordan la resolucion de situaciones del entorno que presentan
covariacion lineal.

1.2 Planteamiento del problema

Desde nuestros inicios como profesores de matematicas en la educacion basica y media
nos ha interesado realizar practicas de ensefianza que conduzcan al desarrollo del proceso de
modelacion en nuestros estudiantes. Interés suscitado no sélo por su uso en ciencias o en otras
disciplinas para tomar decisiones o predecir comportamientos en fendmenos fisicos o cientificos,
sino también por realizar practicas pedagdgicas que se enmarquen en los propdésitos educativos
del pais plasmados en los lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) y en los
estandares basicos de competencias en matematicas (MEN, 2006), asi como para estar alineados
con los requerimientos de las pruebas estandarizadas de tipo nacional o internacional.

En los lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) se asevera que el desarrollo
del proceso de modelacién debe ser continuo y progresivo en toda la educacion basica y media,
potenciandolo junto con cada uno de los cinco pensamientos en el estudio de situaciones
problemaéticas propias del entorno escolar o de la cultura matematica. Siguiendo la propuesta de
Hans Freudenthal (1977), se considera que la construccion de un modelo inicia con una situacion
problematica del contexto real, prosiguiendo con una formulacion matematica de la misma, luego
con el planteamiento del modelo teniendo presente que los objetos de la situacion seran
representados con objetos matematicos y que las relaciones entre los objetos de la situacion seran

correspondidas mediante relaciones matematicas, posteriormente, se debe proceder a la
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validacion del modelo, para finalmente predecir comportamientos o tomar decisiones utilizando
el modelo validado.

En MEN (2006) se considera que ¢l proceso de modelacion o matematizacion “puede
entenderse como la deteccidn de esquemas que se repiten en las situaciones cotidianas, cientificas
y matematicas para reconstruirlas mentalmente” (p. 53), indicando que aunque no hay una tnica
manera de llegar a modelar situaciones, este proceso requiere decidir que variables y relaciones
entre ellas son importantes segun la situacion o problema a trabajar, para luego construir modelos
que la representen y realizar predicciones que se validaran en consideracién con dicha situacion;
requerimientos que presentan estrecha relacion con las fases en la construccion de modelos
descrita en los lineamientos curriculares.

Estos dos documentos orientadores también indican que, aungue el proceso de
modelacion se puede potenciar al estudiar objetos matematicos especificos de cada uno de los
cinco pensamientos matematicos u otros campos del saber, es en el desarrollo del pensamiento
variacional, y sus respectivos objetos matematicos de estudio, donde este proceso toma prioridad
y relevancia; planteamiento, que coincide con la postura de Vasco (2006) ya que este autor define
el pensamiento variacional como una forma de pensar dinamica cuyo proposito rector es “tratar
de modelar los patrones que se repiten en la covariacion entre cantidades de magnitud en
subprocesos de la realidad” (p. 6).

También se observa que el proceso de modelacién es un componente de evaluacién en
pruebas de caracter internacional como las pruebas del Programa para la Evaluacion
Internacional de Alumnos (PISA), y en pruebas de caracter nacional como las SABER realizadas
por el Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion (ICFES).

En las pruebas PISA, en concordancia con marcos teoricos de PISA 2003, para el area

matematicas, se busca evaluar la competencia matematica del estudiante. Definiendo ésta como:
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La aptitud de un individuo para identificar y comprender el papel que desempefian las
matematicas en el mundo, alcanzar razonamientos bien fundados y utilizar y participar en
las matematicas en funcion de las necesidades de su vida como ciudadano constructivo,
comprometido y reflexivo (OECD e INECSE, 2004, p. 28).

Para estructurar la evaluacion PISA contempla tres elementos. Uno de ellos son las
situaciones en los que se situan los problemas, situaciones de caracter personal, educacional o
profesional, publica y cientifica. El segundo, es el contenido matematico a utilizar para
solucionar los problemas, clasificados en cantidad, espacio y forma, cambio y relaciones, e
inferencial. El tercero, las competencias matematicas, refiriéndose a los procesos matematicos
que los estudiantes deben utilizar para resolver problemas (OECD e INECSE, 2004). Es
pertinente aclarar, que PISA aunque considera la matematizacion como el proceso fundamental
para resolver problemas, también incluye otros ocho procesos matematicos.

La matematizacion, segun PISA, es el camino fundamental que se espera utilicen los
estudiantes para resolver los problemas propuestos; proceso que inicia con un problema
enmarcado en la realidad, continuando con la sistematizacion del problema segin conceptos
matematicos, para luego reducir la realidad mediante procedimientos como la consideracion de
cuéles son los rasgos importantes del problema, la generalizacion y la formalizacion, lo cual
permitira continuar con la resolucién del problema en un contexto matematico, para finalizar
analizando la solucion matemaética en el problema enmarcado en la realidad (OECD e INECSE,
2004, p. 30).

Los otros ocho procesos 0 competencias matematicas (pensar y razonar, argumentacion,
comunicacion, construccion de modelos, formulacion y resolucion de problemas, representacion,
empleo de operaciones y de un lenguaje simbolico, formal y técnico, y empleo de soportes y

herramientas) se conciben necesarios y utiles en el proceso de matematizacion.

27



En las pruebas SABER 2016 de matematicas para estudiantes de 3, 5, 9 y 11 la evaluacion
de los estudiantes se articula considerando el campo del saber y el campo de los procesos, los
cuales se definen en correspondencia con los estandares basicos de competencias en matematicas
y los lineamientos curriculares de matematicas del Ministerio de Educacion Nacional. EI campo
del saber, denominado componentes, esta conformado por lo aleatorio, lo espacial-métrico y lo
numérico-variacional. El campo de los procesos, denominado competencia, estd compuesto por la
comunicacion, el razonamiento y la resolucién. De esta articulacidn surgen unos resultados de
aprendizajes y sus respectivas evidencias con los cuales se realiza un informe detallado para cada
institucion educativa participante en la evaluacion.

Hasta aqui observamos que tanto los lineamientos curriculares de matematicas, como las
pruebas de tipo internacional y nacional comentadas anteriormente definen

para la estructuracién curricular o el disefio de los tipos de tareas en las pruebas,
respectivamente, tres tipos de componentes esenciales, expresados en términos de los
lineamientos, el componente de los procesos generales, el de los procesos especificos y el del
entorno.

Componentes que conducen a que en el disefio o planeacion de las practicas de ensefianza
de las matematicas deban incorporarse no solo procesos generales como el de la modelacién, sino
que es necesario involucrar también procesos especificos, por ejemplo, los propios del
pensamiento variacional; ademas, situaciones del contexto de los estudiantes; con el fin de
apuntarle a un desarrollo del pensamiento matematico que posibilite a los estudiantes atender y
solucionar situaciones de su entorno.

Condiciones que nos llevan a complejizar nuestro interés por practicas de ensefianza que
conduzcan a nuestros estudiantes al desarrollo del proceso de modelacién de situaciones del

entorno que involucren la covariacion lineal; ya que para el noveno grado de la educacion bésica
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secundaria, espacio en el que desarrollamos nuestras practicas educativas en el 2017, el proceso
de modelacion se debe desarrollar integrando el objeto matematico funcion, y sus clases como
son la cuadratica, la lineal o la afin. Estas Gltimas nos conducen al estudio especifico de la
covariacion lineal.

Atendiendo a estos requerimientos, se analiza el informe en las pruebas SABER 2016,
especificamente el correspondiente a grado noveno de 2016 en la Institucion Educativa Distrital
Colegio El Porvenir, y especialmente los resultados relacionados con el componente de variacion
y el proceso de modelacién. Los resultados indican que en la competencia comunicacion el 78%
de los estudiantes no reconoce el lenguaje algebraico como forma de representar procesos
inductivos, el 74% de los estudiantes no usa ni relaciona diferentes representaciones para modelar
situaciones de variacion, el 71% de los estudiantes no establece relaciones entre propiedades de
las gréficas y propiedades de las ecuaciones algebraicas, el 65% de los estudiantes no identifica
caracteristicas de graficas cartesianas en relacion con la situacién que representan. En la
competencia razonamiento el 72% de los estudiantes no usa representaciones ni procedimientos
en situaciones de proporcionalidad directa e inversa, el 49% de los estudiantes no interpreta
tendencias que se presentan en una situacién de variacion; y en la competencia resolucién el 70%
de los estudiantes no resuelve problemas en situaciones de variacion con funciones polindGmicas y
exponenciales en contextos aritméticos y geométricos. Datos que permiten evidenciar que un
gran porcentaje de esta poblacién no obtiene los niveles de desempefio esperados en el area de
matematicas.

Considerando estos resultados nos dimos a la tarea de reconocer en el plan de estudios,
propuesto por la Institucion Educativa Distrital Colegio El Porvenir para estudiantes de grado
noveno en el 2016, qué se propone en especifico para la ensefianza y el aprendizaje tanto del

proceso de modelacion como del desarrollo del razonamiento de covariacion lineal. Para el
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primero identificamos que plantean que el estudiante al terminar el primer periodo debe
interpretar, plantear y resolver problemas que se modelen como ecuaciones lineales de primer
grado, y para el tercer periodo modelar situaciones concretas mediante funciones cuadraticas y
solucionarlas por los métodos grafico o analiticos. Para el desarrollo del razonamiento de
covariacion lineal, no fue posible identificar propositos encaminados a tal fin en ninguno de los
periodos, pero si se observan propdsitos encaminados a estudiar la funcion lineal o afin, empero
de manera estatica. Ademas, no se encontraron documentos institucionales que muestren la
propuesta y el proceso de ensefianza empleado para lograr estos aprendizajes en los estudiantes.

Teniendo presente propositos en las orientaciones educativas para el area de matematicas
del Ministerio de Educacion Nacional en torno al proceso de modelacion y el desarrollo del
pensamiento variacional, ademas, de las tendencias en las pruebas de tipo internacional y de tipo
nacional, declarados hace méas de una década, en contraste con los resultados de nuestros
estudiantes del grado noveno del 2016 en la prueba nacional y considerando que el plan de
estudios de la institucion educativa a pesar de que contempla ensefiar a los estudiantes a modelar,
plantea el estudio de funciones de primer, segundo grado y exponenciales de manera estatica,
surge la necesidad de proponer un proceso de ensefianza en el que se promueva el desarrollo del
proceso de modelacion de situaciones del entorno que presenten covariacion lineal, en estudiantes
de grado noveno de 2017 en la jornada tarde de la Institucion Educativa Distrital Colegio El
Porvenir.

Considerando la situacion descrita hasta este punto, se plantea la siguiente pregunta que
orientara este trabajo de investigacion ;Como desarrollan el proceso de modelacion algunos
estudiantes, de grado noveno de 2017 de la jornada tarde de la Institucion Educativa Distrital
Colegio El Porvenir, cuando abordan la resolucién de situaciones del entorno que presentan

covariacion lineal?
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1.3 Justificacion

El disefio y planeacion de las practicas de ensefianza de las matematicas deben considerar,
en concordancia con los lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) y los estandares
basicos de competencias en matematicas (MEN, 2006), procesos generales como el
razonamiento, la resolucién y planteamiento de problemas, la comunicacion, la modelacion y la
elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos, también procesos especificos del
pensamiento numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional; ademas, situaciones del
contexto, ya sean propias de las matematicas, de la vida diaria o de otras ciencias.

Componentes en la estructura curricular del area de matematicas que requieren no limitar
las précticas de ensefianza a la transmision de saberes para una mecanizacién y ejercitacion de
procedimientos, sino ampliar a practicas pedagogicas que permitan a los estudiantes una
reconstruccion significativa de saberes matematicos y el desarrollo de procesos de pensamiento
con los cuales pueden responder a los retos de la sociedad en la que se desenvuelven.

Sin embargo, a pesar de que en los documentos oficiales desde hace dos décadas se
subraya la importancia de cambiar las practicas pedagogicas, aun se presentan procesos de
ensefianza anclados a los métodos tradicionalistas que distan cada vez mas de los propdsitos
educativos mencionados, y como lo manifiesta Agudelo (2007) “la brecha entre las disposiciones
educativas colombianas y las practicas del aula de matematicas continda creciendo a medida que
se expiden nuevas disposiciones y nuevos lineamientos curriculares. Las nuevas disposiciones y
lineamientos educativos se convierten en simple retorica” (p. 59).

Es entonces necesario que nosotros los profesores ajustemos nuestras practicas
pedagdgicas a los fines educativos y orientaciones de los documentos oficiales en educacion; sin
embargo, el disefio y planeacion de las préacticas de ensefianza de las matematicas no deben

considerar solo procesos generales, procesos especificos y situaciones del contexto, es necesario,
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“analizar las razones estructurales de los problemas de comprension con los cuales se enfrenta la
mayoria de alumnos de todos los niveles de ensenanza” (Duval, 2004). Es por ello que esta
investigacion, aunque se centra en el proceso de modelacién, lo contextualiza a situaciones de
variacion lineal y enfatiza en promover en los estudiantes el razonamiento covariacional.

Ante este reto pretendemos con esta practica investigativa realizar una experiencia y una
posterior descripcion del proceso de modelacion desarrollados por algunos estudiantes de grado
noveno en situaciones del entorno que presentan covariacion lineal; de tal manera que tanto las
situaciones como las experiencias de aula y los resultados puedan ser utilizados por los
compafieros, asi como plantear posteriores investigaciones con el propdsito de profundizar en el
estudio de dificultades que manifiestan algunos estudiantes al modelar situaciones con estas
caracteristicas, lo que esperamos pueda coadyuvar al mejoramiento de los aprendizajes de

nuestros estudiantes.
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1.4 Objetivos
1.4.1 Objetivo General
Describir el proceso de modelacion desarrollado por estudiantes, de grado
noveno de 2017 de la jornada tarde de la Institucion Educativa Distrital Colegio El
Porvenir, cuando abordan la resolucion de situaciones del entorno que presentan
covariacion lineal.
1.4.2 Obijetivos Especificos

e Disefiar e implementar una secuencia de actividades que promuevan en los
estudiantes la aplicacion de las fases del proceso de modelacion de situaciones del
entorno que presentan covariacion lineal.

e Describir la manera como dos estudiantes de grado noveno producen modelos
matematicos en la solucion de situaciones del entorno que presentan covariacion
lineal.

e Establecer el desarrollo del proceso de razonamiento covariacional que logran los
dos estudiantes cuando resuelven situaciones del entorno que presentan covariacion

lineal.
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Capitulo 2
2. Referentes tedricos

En este capitulo se presentan las ideas tedricas que sustentan la caracterizacion de los
procesos de modelacion desarrollados por en estudiantes de grado noveno al enfrentarse a tareas
de cambio y variacién, apoyados en la vision didactica de la modelacién matematica propuesta
por Bassanezi, mencionada por Posada y Villa (2006a) y en el marco conceptual para el
razonamiento covariacional planteado por Carlson et al (2003).

Aceptamos con Bassanezi (2002) que [...] a modelagem consiste na arte de transformar
situacOes da realidade em problemas matematicos cujas solucdes devem ser interpretadas na
linguagem do mundo real (p. 16), en tal sentido se acepta que la idea de modelacién como
construccién de modelos matematicos para explicar fendmenos del mundo real no es nuevay se
constituye en lo que para algunos autores se denomina la matematica aplicada. Es por ello que
segun Bassanezi (2002), la modelacion puede ser entendida tanto como un método cientifico de
investigacion como una estrategia de ensefianza-aprendizaje.

Para caracterizar estos dos modos de entendimiento de la modelacion, Villa-Ochoa (2009)
elabora una tabla en la que se muestra algunos aspectos que permiten la diferenciacion entre
modelacién como actividad cientifica y modelacion como estrategia de ensefianza y aprendizaje,
en tanto posibilita la construccion de conceptos matematicos en el aula de clase.

Tabla 1. Algunas diferencias entre el proceso de modelacion en las ciencias y como recurso en
las aulas de matematicas.

Como herramienta en el aula de

Criterio Como actividad Cientifica
clase
Propdsito del modelo Se construye a partir del andlisis  Se elabora para construir un
de alguna situacion para intentar  concepto matematico con
explicar algin fendmeno o significado. Tiene como
solucionar un problema objetivo despertar el interés del
estudiante por su caracter

aplicativo
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Los conceptos matematicos ~ Emergen a través de la Se consideran en la planeacion y

abstraccion y analisis del seleccion del contexto de acurdo
fenémeno a los propositos de la actividad.
Contextos Problemas que no han sido Problemas preparados y
abordados coherentes con el propésito
educativo.
Otros factores Ambientes propios de la ciencia ~ Se presentan en el aula como
donde se aplica. Casi siempre situaciones cotidianas o
son externos a factores aplicaciones en otras ciencias.
educativos

Fuente: adaptacion de tabla. Tomado de Villa Ochoa (2009, p. 6-7)

Aunque hay una gran diferencia entre estas dos aproximaciones, tal como se deduce de la
lectura de la tabla anterior, el autor afirma que la modelacion en las matematicas escolares tiene
sus fundamentos en la actividad del matematico que se encarga de aplicar y construir modelos,
gue emergen en contextos que no han sido abordados, para explicar fenémenos naturales,
resolver problemas de otras ciencias y para poder avanzar en teorias o ciencias.

El interés por la modelacién matematica y su relacion con los procesos de ensefianza de
las matematicas, ha sido abordado en mdaltiples investigaciones que muestran la existencia de
diversas posibilidades para su concrecion. Villa-Ochoa (2012) presenta diferentes perspectivas
desde las cuales se pueden asumir dichas relaciones:

Como una estrategia de los seres humanos para la explicacion y produccion del
conocimiento, y también para el aprendizaje (D' Ambrosio, 2009); como una herramienta
didactica (Biembengut y Hein, 2004), como una competencia y una herramienta para desarrollar
competencias matematicas (Z6ttl, Ufer, y Reiss, 2011), como una herramienta para posicionarse
de manera critica frente a las demandas sociales y democraticas (Skovsmose, 1999), entre otros
(Villa Ochoa, p. 211).

2.1. La modelacion en la ensefianza — aprendizaje de las matematicas.

La definicién dada por Bassanezi y Biembengut (1997, p. 14) como el método de
ensefianza- aprendizaje que utiliza el proceso de modelacidn en cursos regulares, sirve de
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referente para esta investigacion, razon por la cual se plantean a continuacion aspectos teoricos
relacionados con la modelacion como recurso didactico y la modelacion como proceso
constitutivo del pensamiento matematico.

Siguiendo a Vasco (2003) aceptamos que

La modelacion es pues el arte de producir modelos. Por eso, la modelacién matematica es

el arte de producir modelos matematicos que simulen la dindmica de ciertos subprocesos

que ocurren en la realidad. Se trata de un proceso de deteccion, formulacion y proyeccion
de regularidades por medio de la creacion de un artefacto mental, un sistema con sus
componentes, transformaciones y relaciones, cuyas variables covarian en forma que
simulen las regularidades de la covariacion de los fendmenos o procesos que se intenta

modelar (Vasco C. , 2003, pag. s.p).

2.1.1. La modelacion planteada como recurso didactico.

La modelacion en las matematicas escolares, tal como lo menciona Villa Ochoa (2009),
tiene sus fundamentos en la actividad del matematico que se encarga de aplicar y construir
modelos, que emergen en contextos que no han sido abordados, para explicar fenémenos
naturales, resolver problemas de otras ciencias y para poder avanzar en teorias o ciencias. El
educador en matematicas promueve la elaboracién de modelos para construir un concepto
matematico con significado, con la intencion de despertar el interés y motivacion por las
matematicas “debido a la relacion que esta area del conocimiento tiene con los problemas del
contexto real de los estudiantes” (Villa Ochoa, 2009, p. 5).

Asumir estos planteamientos implica para los profesores un cambio en sus practicas ya
que no se trata de proponer problemas de aplicacion sino de:

desafiar a los estudiantes en el uso de matematica para describir y analizar algin

fendmeno de sus vidas diarias con el fin de (1) motivar el trabajo con matematica, (2)
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establecer raices cognitivas solidas para la concepcion, por parte del alumno, de algunos

conceptos matematicos basicos, y (3) experimentar a la matematica como medio para

describir, analizar y ampliar la comprension de situaciones de la vida diaria” (Blomhgj,

2004, p. 26).

Es decir, la modelacion se introduce al aula de clase en tanto “el interés no solo debe estar
en la simple construccion del modelo sino también, en la ganancia conceptual y educativa que
adicionalmente permite este proceso” (Posada y Villa, 2006a, p. 78), es decir que el propdsito de
construir un modelo es promover el uso de sistemas conceptuales y las representaciones
intervinientes, ya que como afirman Posada y Villa (2006a), citando a Lesh (2003).

Desde una perspectiva cognitiva, modelar implica suponer que el ser humano interpreta

sus experiencias usando sistemas conceptuales internos o construidos, cuya funcion es

seleccionar, filtrar, organizar y transformar la informacién obtenida o inferir patrones y

regularidades que se encuentra, en ocasiones, mas alla de lo visible. Por tal motivo al

enfrentarse con situaciones complejas usa algin modo de representar y expresar sus ideas
que va desde el lenguaje hablado, diagramas, metaforas, simulaciones hasta sofisticados

sistemas simbolicos matematicos (Posada y Villa, 2006a, p. 78).

De otro lado, el desarrollo de una actividad de modelacion en la clase involucra un
conjunto de acciones que involucran la formulacion, sistematizacion, traduccion, matematizacion,
interpretacion y evaluacion (Blomhgj, 2004), acciones que configuran un Ciclo de Modelacién,
ya que, como afirma el autor, el proceso de modelacion no puede considerarse como lineal sino
ciclico.

Para Villa-Ochoa (2009) dicho ciclo, inicia con la determinacion del fendmeno o
problema, que es observado y sujeto a procesos de experimentacion para poder profundizar en su

comprension y busqueda de datos, se identifican algunos factores involucrados, porque no es
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posible contar con todos, se construye un modelo después de simplificar y hacer suposiciones que

eliminen alguno de esos factores. Con el modelo construido se generan todos los analisis posibles

y se emplean las herramientas matematicas para construir una solucion de tipo tedrico de donde

surgen las conclusiones y estas se someten a evaluacion y validacion.

Bassanezi, citado en Posada y Villa (2006a), sostiene que la modelacién matematica es un

proceso dinamico “la modelacion es un arte de transformar situaciones de la realidad en

problemas matematicos con interpretaciones en el lenguaje normal” (Posada y Villa, 20064, p.

74). Para la construccion de un modelo Bassanezi (2009) formula las siguientes cinco actividades

intelectuales o fases de construccion, visualizadas en la tabla 3

Tabla 2. Fases de construccién de un modelo propuestas por Bassanezi.

Fase

Caracteristicas

Fase 1.
Experimentacion

Actividad donde se obtienen los datos y se adoptan las técnicas y métodos
estadisticos. Es esencialmente actividad de laboratorio.

Fase 2. Abstraccion.

Procedimiento que debe llevar a la formulacion de modelos matematicos.

Se emplean algunas etapas:

a. Seleccion de las variables (bien definidas). Identificar las variables
que describen y controlan la evolucidn del sistema.

b. Problematizacién o formulacion a los problemas tedricos en un
lenguaje propio del que se esté trabajando. Formulacién del problema
con enunciado bien explicito. EI problema se vuelve pregunta
cientifica cuando explica la relacion entre las variables.

c. Formulacion de hipétesis. Direccionan la investigacién. Se pueden dar
de varios modos: observacién de casos, observacion de hechos,
comparacion de otros estudios, deducciones Idgicas, experiencias
personales y analogia de sistemas (dos sistemas son analogos cuando
se pueden representar por el mismo modelo matematico).

d. Simplificacion. Se restringe el fenémeno y se aisla solamente el
campo de estudio (no se pueden considerar todos los detalles).

Fase 3. Resolucioén

El lenguaje verbal es sustituido por lenguaje matematico coherente
(funciones/ ecuaciones). Esta fase depende de la Fase 2. Abstraccion.

Fase 4. Validacion.

Proceso de aceptacion o no del modelo que se ha propuesto. Las hipotesis
y los datos son confrontados, comparando las soluciones obtenidas con los
valores obtenidos en el sistema real. “Un buen modelo es aquel que tiene
capacidad de prevision de nuevos hechos o relaciones insospechadas”
(Posada & Villa, 2006, pag. 77)

Fase 5. Modificacién

Algunos aspectos ligados al problema pueden generar que el modelo sea
aceptado o no. Las razones pueden estar entre el uso de hipotesis falsas, la
obtencién de datos errados, la insuficiente informacion, la aparicion de
mas variables que las ya establecidas o el descubrimiento de algo nuevo
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Fuente: Informacion adaptada de Posada y Villa (20064, p. 75-78)

Para el cumplimiento de nuestro objetivo de investigacion se toman estas fases para
describir el proceso que siguen los estudiantes cuando resuelven una situacion de covariacion.
Sin embargo, dado que se seleccioné como modalidad de trabajo en el aula que el profesor
presentara la situacion inicial, los analisis iniciaran en la fase de abstraccion.

2.1.2. La modelacion como proceso constitutivo del pensamiento matematico.

La modelacion es considerada, tanto en los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) como
en los Estandares Basicos de Competencia (MEN, 2006), como uno de los procesos matematicos
que se propone desarrollen los estudiantes en su transito por la educacién basica. Asumiendo
posturas tedricas fundamentadas en la Educacion Matematica Realistica en estos documentos se
propone que los estudiantes aprendan matematicas "haciendo matematicas™ actividad que debe
contribuir a la formacién de ciudadanos matematicamente competentes.

A fin de integrar estas consideraciones al curriculo de matematicas se considera necesario
que las situaciones problema, como contextos de aprendizaje de las matematicas, giren en torno a
la modelacién de situaciones que vinculen estrechamente el mundo real con las matematicas, en
particular que retomen contextos cotidianos significativos para los estudiantes, ya que “es
necesario relacionar los contenidos de aprendizaje con la experiencia cotidiana de los alumnos,
asi como presentarlos y ensefiarlos en un contexto de situaciones problematicas y de intercambio
de puntos de vista” (MEN, 1998, p. 35).

Por otro lado, en los Lineamientos curriculares (MEN, 1998) se define el proceso de
modelacion como, “el proceso completo que conduce desde la situacion problematica real
original hasta un modelo matematico” (Lineamientos, 1998, p. 98), es decir, como un ciclo que
comprende: la seleccion de una situacion problematica real, la formulacion del problema, la

construccién del modelo, la prediccion y la validacion, representado mediante la imagen 1.
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Imagen 1. Elementos basicos de la construccion de modelos. Grafica propuesta por Freudenthal.
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Fuente: MEN, IinearrEnfos curriculares: matematicas (1998, p. 97)

Complementado lo ya expuesto en los Estandares Basicos de Competencia (MEN, 2006)
se define modelo como:

Un sistema figurativo mental, gréafico o tridimensional que reproduce o representa la

realidad en forma esquematica para hacerla méas comprensible, es decir un buen modelo

debe permitir al estudiante efectuar manipulaciones o transformaciones sobre la situacion,
explorar diferentes alternativas de solucidn, asi como la conjeturacién y verificacion de

estas soluciones” (MEN, 2006, p. 52).

Apostando por las delimitaciones anteriores, se puede afirmar que la modelacion y la
resolucion de problemas son consideradas en estos dos documentos como los procesos méas
relevantes para lograr la formacién de ciudadanos matematicamente competentes, razén por la
cual es necesario hacer diferenciaciones y precisiones sobre cada uno de ellos. Sefiala Villa
Ochoa (2009), la modelacion es una actividad que aborda el proceso de construccion de modelos
a partir de problemas de la realidad, mas aun, es como una forma de describir las relaciones entre
la realidad y las matematicas, presentando a la modelacion como un proceso vinculado con la

solucién de problemas “aplicaciones de las matematicas a fendmenos del mundo real” (Villa
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Ochoa, 2009, p. 17), en este sentido se concluye que la resolucion de problemas guarda estrecha

relacién con la solucion de problemas.

A pesar de ello, este autor manifiesta que también se han tipificado algunas diferencias

que son mas de tipo teodrico que de efectos practicos en el aula de clase. En la siguiente tabla se

establecen criterios donde se evidencian puntos en comun y diferencias entre el proceso de

modelacion y solucion de problemas.

Tabla 3. Algunos elementos que caracterizan los procesos de modelacion, planteamiento y

resolucion de problemas.

Criterios Modelacién Matematica Resolucion de Problemas

Son contextos reales, los cuales Pueden ser contextos reales, pero

< dependen del entorno también, pueden ser contextos

?L;J sociocultural de los estudiantesy  redisefiados y artificiales. Pueden

8 de las demas ciencias. Son ser contextos extra o intra-
contextos extra matematicos. matematicos.
El estudiante es sometido a En ocasiones, los datos son
procesos de experimentacion, presentados a estudiantes en

§ indagacidn, blusqueda de datos, situaciones simplificadas, por

é’ abstraccion y simplificacion, entre  tanto, los procesos de

“12 otros. experimentacion, establecimiento

de datos, y simplificacion son un
poco més limitados

Como proceso, la modelacion Como proceso, la resolucion de
matematica es recursiva y ciclica.  problemas incorpora una mirada
Se desarrolla a través de una serie  regresiva del problema (suponer el
de fases en donde el estudiante problema resuelto). Es un proceso
debe interpretar, abstraer, recursivo i ciclico que requiere
simplificar, construir el modelo, analizar la situacion; identificar lo
interpretar matematicamente relevante en ella; establecer

§ dicho modelo y luego, a la luz del  relaciones entre sus componentes

§ problema inicial, debe darse una y con situaciones semejantes;

E evaluacién del modelo, y de formarse modelos mentales de ella

acuerdo con esto puede darse una
reformulacion del modelo. La
validacion es interna y/o externa.

y representarlos externamente en
distintos registros, formular
distintos problemas, posibles
preguntas y posibles respuestas
que surjan a partir de ella.

La validacion es generalmente
interna.
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Al abordar problemas cotidianosy  Posibilita la construccion de
del entorno social y cultural de los  conocimientos y del pensamiento
estudiantes, permite una matematico de manera flexible,
resignificacion de la realidad contextualizada, con sentido y
objetiva por parte del estudiante, significado.
de manera tal que le posibilite
asumir una actitud frente a las
situaciones de la cotidianidad.
Aporta elementos para responder
a la pregunta clésica ¢para qué
sirven las matematicas?

Fuente: Tomada de Villa Ochoa, (2009, p. 14-16)

Argumentos

Como se ha venido mencionando, esta investigacion toma la modelacion como “Un proceso muy
importante en el aprendizaje de las matematicas, que permite a los alumnos observar, reflexionar,
discutir, explicar, predecir, revisar y de esta manera construir conceptos matematicos en forma
significativa” (Villa Ochoa, 2009, p. 12), que posibilita ademas reconocer vinculos entre el
mundo real, contextos significativos de los estudiantes y las matematicas asi como desplegar
procesos cognitivos tales como el razonamiento, la comunicacion, la visualizacion vy, la

elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos, entre otros.

2.2. El pensamiento variacional y el razonamiento covariacional.

Varias son las aproximaciones a la definicion de pensamiento variacional, por ejemplo,
para Vasco (2002) es “una manera de pensar dinamica, que intenta producir mentalmente
sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que covarian en forma semejante a
los patrones de covariacion de cantidades de la misma o distintas magnitudes es los subprocesos
de la realidad” (p. 104), y aclara que:

El objeto del pensamiento variacional es pues la covariacion entre cantidades de

magnitud, principalmente las variaciones en el tiempo, y su propdsito rector es tratar de

modelar los patrones que se repiten en la covariacion entre cantidades de magnitud en

subprocesos de la realidad (Vasco, 2002, p. 104)
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Por tal razén afirma que el pensamiento variacional trata de desarrollar la habilidad de los
individuos para captar qué varia, con qué varia y cOmo varia, es decir, que en una situacion
particular el interés recae en captar en un primer momento lo que cambia, lo que permanece
constante y los patrones que se repiten. En un segundo momento la atencidn se dirige a la
produccién de modelos mentales cuyas variables internas interactian de manera que reproducen
las covariaciones detectadas, para continuar en un tercer momento, con echar a andar o correr
esos modelos propuestos para ver qué resultados producen.

A continuacion, menciona el autor, estd el momento en el que se comparan los resultados
con lo que ocurre en el proceso que se trata de modelar, para después llegar al momento de
revisar y reajustar el modelo y finalizar con la formulacion simbolica del sistema mental
empleando palabras, graficos o simbolos, y si hay tecnologia disponible, se inicia el momento de
calcular con esa formulacién, para luego comparar los resultados con el proceso modelado y
llegar a la reformulacion del modelo. Asi Vasco (2002) explica que:

Para mi, el principal propdésito del pensamiento variacional es la modelacion y no es

propiamente la resolucion de problemas ni de ejercicios. Al contrario, para mi, los

mejores problemas o ejercicios deberian ser desafios o retos de modelar algin proceso

(Vasco C., 2002, p. 105).

De otro lado el autor afirma que, un problema del desarrollo del pensamiento variacional
en el aula es que al tratar de precisar verbalmente o tratar de construir la representacion grafica
del modelo “‘se paraliza la covariacidn y distraen la atencion hacia la forma estatica de la grafica”
(Vasco, 2002, p. 104) impidiendo que se aprecie que cuando se tiene o se hace un modelo
imaginativo se imagina para imitar la situacion para tratar de percibir la variacion en el tiempo,
para luego estudiar la covariacion de una variable con otra y notar que una permanece quieta

mientras la otra se mueve, activando el pensamiento variacional.
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Por tal razén se concluye que para lograr desarrollar habilidades, conceptos y procesos
inmersos en este tipo de pensamiento es necesario proponer tareas que conlleven a establecer
competencias y habilidades en contextos de cambio y variacion:

Debe apuntar al desarrollo de elementos procedimentales y conceptuales en el trato de la

matematica y en este caso al desarrollo del pensamiento variacional. En consecuencia esta

debe apuntar a que el estudiante tenga la posibilidad de plasmar, comunicar, verbalizar o

representar simbolicamente la identificacion de las magnitudes dependientes e

independientes en una relacion funcional, organice la informacion en tablas que permitan

reconocer y cuantificar el cambio respecto a los procesos de covariacion (Gémez, 2015, p.

21)

Como también sefiala Gomez (2015) se hace necesario sugerir que la tarea también tenga
elementos didacticos que posibiliten dar cuenta de criterios de analisis en la modelacion de la
misma situacion, dando cuenta de: la identificacion y seleccion de las magnitudes variables y
constantes, variacion y covariacion de las variables y la produccién de representaciones
simbolicas, gréaficas o tablas que respalden los procesos de covariacion. Lo importante, para este
autor, es que la tarea posibilite reconocer y analizar “la capacidad del reconocimiento de la
variacion” (Gomez, 2015, p. 22) para asi tener en cuenta la identificacion de las variables, las
relaciones entre las magnitudes que intervienen, la descripcidn y coordinacién del cambio de una
cantidad de magnitud respecto a otra magnitud.

En relacion con el razonamiento covariacional, se define como “las actividades cognitivas
implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en
que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (Carlson et al., 2003, p. 124) quienes
construyen un marco conceptual donde se muestra la caracterizacion del desarrollo de este

pensamiento a partir cinco acciones mentales y cinco niveles de razonamiento de la covariacion.
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Estos elementos serviran como medio para clasificar los comportamientos de los estudiantes

cuando se ven enfrentados a tareas de covariacion (Gomez, 2015).

Las acciones mentales son un instrumento que permite clasificar los comportamientos que

tienen los estudiantes cuando desarrollan tareas asociadas al proceso de covariacion. Los

comportamientos y producciones que presenten los estudiantes sefialaran caracteristicas

relacionadas al pensamiento variacional y seran las inspeccionadas o como aclara, “la habilidad

de razonamiento covariacional de un individuo, relativa a una tarea particular, se puede

determinar s6lo examinando el conjunto de comportamientos y acciones mentales exhibido

mientras responde a esa tarea”(Carlson et al., 2003, p. 127).

Tabla 4. Acciones mentales del marco conceptual para la covariacion.

Accion Descripcion de la accion mental Comportamientos
Mental
AM1 Coordinacion del valor de una variable con  Designacidn de los ejes con indicaciones
los cambios de otra verbales de coordinacion de las dos variables
(ejemplo: y cambia con cambios en x)
AM2 Coordinacion de la direccion del cambio Construccion de una linea recta creciente.
de una variable con los cambios en laotra  Verbalizacion de la consciencia de la
variable direccién del cambio del valor de salida
mientras se consideran los cambios en el valor
de entrada
AM3 Coordinacion de la cantidad de cambio de  Localizacion de puntos/construccion de rectas
una variable con los cambios en la otra secantes.
variable Verbalizacion de la consciencia de la cantidad
de cambio del valor de salida mientras se
consideran los cambios en el valor de entrada
AM4 Coordinacion de la razén de cambio Construccion de rectas secantes contiguas para
promedio de la funcién con los el dominio.
incrementos uniformes del cambio en la Verbalizacion de la consciencia de la razén de
variable de entrada cambio del valor de salida (con respecto al
valor de entrada) mientras se consideran
incrementos uniformes del valor de entrada
AM5 Coordinacion de la razén de cambio Construccion de una curva suave con

instantanea de la funcién con los cambios
continuos en la variable independiente
para todo el dominio de la funcion.

indicaciones claras de los cambios de
concavidad.

Verbalizacion de la consciencia de los
cambios instantaneos en la razén de cambio
para todo el dominio de la funcién (los puntos
de inflexion y la direccion de las concavidades
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son correctos).
Fuente: informacidn adaptada de Carlson et al. (2003, p. 128)

A partir de los trabajos realizados en investigaciones Carlson et al. (2003) generan
algunas descripciones de acciones mentales que se evidencian en estudiantes en relacion con el
desarrollo del pensamiento variacional y de sus comportamientos asociados. Estas acciones
ayudan a clasificar las producciones que realizan estudiantes de manera verbal y escrita al
enfrentarse a tareas de cambio y variacion, y a observar las habilidades que se puedan sustentar
frente a actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian
mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra, “con su
forma de actuar, registrar y verbalizar la situacién de cambio o variacion” (Gomez, 2015, p. 17) y
como se sefiala “un estudiante se clasifica en un determinado nivel de acuerdo con la imagen
global que parece sustentar a las varias acciones mentales que esa persona exhibe en el contexto
de un problema o una tarea” (Carlson et al., 2003, p. 128).

Ademas, en Carlson et al (2003) se propone un marco conceptual para la covariacion con
cinco niveles de razonamiento. Se describen cinco niveles de desarrollo de las imagenes de la
covariacion, presentadas en términos de las acciones mentales sustentadas por cada una.

Tabla 5. Niveles de razonamiento en el marco conceptual para la covariacion.

Nivel Caracteristicas
Nivel 1 (N1) En el nivel de coordinacidn, las imégenes de la covariacion pueden
Coordinacion sustentar a la accion mental de coordinar el cambio de una variable con
cambios en la otra variable (AM1)
Nivel 2 (N2) En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden
Direccién sustentar a las acciones mentales de coordinar la direccion del cambio

de una de las variables con cambios en la otra. Las acciones mentales
identificadas como AM1 y AM2 ambas son sustentadas por imagenes

de N2.
Nivel 3 (N3) En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las imagenes de la
Coordinacion covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de coordinar la
cuantitativa cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra. Las

acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son
sustentadas por las imagenes de N3.
Nivel 4 (N4) Razén En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacién pueden

47



promedio sustentar a las acciones mentales de coordinar la razén de cambio
promedio de una funcidn con cambios uniformes en los valores de
entrada de la variable. La raz6n de cambio promedio se puede
descomponer para coordinar la cantidad de cambio de la variable
resultante con los cambios en la variable de entrada. Las acciones
mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son sustentadas por
imagenes de N4.

Nivel 5 (N5) Razon En el nivel de razon instantanea, las imagenes de covariacion pueden

instantanea sustentar a las acciones mentales de coordinar la raz6n de cambio
instantnea de una funcién con cambios continuos en las variables de
entrada. Este nivel incluye una consciencia de que la razén de cambio
instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios en la razén de
cambio promedio. También incluye la consciencia de que el punto de
inflexion es aquel en el que la razon de cambio pasa de ser creciente a
decreciente o la contrario. Las acciones mentales identificadas como
AM1 a AM5 son sustentadas por iméagenes de N5

Fuente: informacion sefialada en (Carlson et al., 2003, p. 129)

Se debe agregar que para emplear estos niveles para caracterizar el razonamiento
covariacional de un estudiante, el analisis se debe sustentar en las acciones mentales de ese nivel
y las de los niveles inferiores, esto es, si un estudiante se encuentra en N3 (Coordinacion
cuantitativa) es porque da cuenta de las acciones mentales AM1, AM2 y AM3.

Para lograr recoger evidencias de este tipo de pensamiento es necesario proponer tareas
que les permitan a los estudiantes desarrollar una “comprension mas profunda de las maneras en
que los cambios en las cantidades se pueden representar matematicamente” (Carlson et al., 2003,
p. 122) teniendo presente que algunos estudiantes presentan dificultades para modelar relaciones
de situaciones que involucran razon de cambio de una variable cuando varia continuamente en
una relacion dependiente con otra variable, esta habilidad es la esencial para interpretar modelos
de eventos dindmicos e interpretar conceptos de calculo (Carlson et al., 2003)

Asi mismo, Villa (2006) describe algunas consideraciones para tener en cuenta a la hora
de disefiar tareas en las que se espera desarrollar procesos y emplear conceptos matematicos
donde se identifiquen magnitudes independientes y dependientes, magnitudes variables,

constantes, variacion y covariacion de las variables, organizacion de informacion en tablas para
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reconocer, sustentar y cuantificar el cambio teniendo en cuenta los procesos de covariacion y
Godmez (2015) agrega el “reconocimiento de las relaciones entre las magnitudes que intervienen
en la situacion, la descripcion y coordinacion del cambio de una cantidad de magnitud respecto a
otra magnitud” (Gémez, 2015, p. 22).

Hay que mencionar que Carlson et al (2003) sefiala que es fundamental el concepto de
razon para poder comprender las situaciones dinamicas y su significado en un contexto del
mundo real al definir que primero la razén involucra la construccién de una imagen de cambio en
una cantidad, en segunda instancia, la coordinacion de imagenes de dos cantidades y tercero, la
elaboracion de una Unica imagen de covariacion simultanea de dos cantidades. Asi mismo
indican que la comprension de la nocidn de covariacion implica para el sujeto “mantener en la
mente, de manera simultanea, una imagen sostenida de dos variables de cantidades (magnitudes)”
(Carlson et al., 2003, p. 123).

Apoyados en la vision didactica de la modelacién matematica propuesta por Bassanezi,
especialmente en las fases del proceso mencionada por Posada y Villa (2006a) y en el marco
conceptual para el razonamiento covariacional planteado por Carlson et al. (2003), se describira
el proceso de modelacion seguido por algunos estudiantes de grado noveno cuando se ven
enfrentados a tareas de covariacion.

2.3. Funcién Lineal como modelo matematico de situaciones de variacién lineal

De acuerdo con Posada y Villa (2006b) cuando describen el sentido de variacion en
relacién a un modelo matematico:

[...] aquella apreciacion del cambio en una o varias variables dependiendo del cambio de

otra u otras, y a la nocion de correlacion como la posibilidad de expresar dicha variacion a

través de un modelo funcional, entonces el problema es encontrar, si es posible, una
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funcidn que exprese la variacion entre dichas variables. Esto es, en términos del proceso

de modelacion matematica, formular el modelo (Posada y Villa, 2006b, p. 129).

Por tal razén los autores indican que para reconocer la funcion lineal como un modelo
matematico que expresa variacion lineal es necesario proponer el estudio de situaciones en las
que se interprete el concepto de funcion lineal desde una perspectiva variacional, se utilicen los
registros de representacion grafico y tabular como auxiliares en la formulacion del modelo y se
considere la nocion de razon de cambio constante como un modelo que expresa la variacion entre
las variables involucradas. Esto es asi por cuanto en palabras de los autores:

Es la razon de cambio, en particular las razones de cambio constantes, uno de los pilares

en la consolidacion del concepto de funcion, y finalmente, porque es la razon de cambio

constante, la que nos permitira aproximarnos a una interpretacion alternativa de la funcién
lineal, diferente a la conocida mirada desde la proporcionalidad directa entre dos

cantidades de magnitudes (Villa Ochoa, 2009. p. 95)

De tal manera que la construccion del concepto de funcion lineal, como modelo de la
covariacion entre cantidades de magnitud cuya expresion analitica serd f(x) = ax + b significa
que la cantidad de magnitud dependiente y = f(x) se relaciona con la cantidad de magnitud
independiente X, a través de una forma polindmica de grado uno.

Para el estudio de este tipo de funciones, en lo que se refiere a su aspecto variacional, se
tendran en cuenta los aspectos recomendados por Posada y Villa (2006b):

a. Se hace variar intencionalmente una de las cantidades de magnitud (la independiente que
se denota con x), que se relaciona con el eje horizontal en el plano cartesiano y sera
tambien la primera columna o fila de las tablas. Como la variacion sera convenientemente

establecida, se realizara un analisis de la relacion entre los cambios de la cantidad de
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magnitud x y los cambios percibidos en la variable dependiente y, identificada con el eje
vertical del plano cartesiano y sera la segunda columna o fila de la tabla.

Teniendo la nocion de incremento se estudiara la variacion de una cantidad de magnitud

calculando la diferencia entre dos valores de la misma. Si la variacion es de la variable

independiente esta se denotard como Ax y si es de la dependiente como Ay.

b. A partir del anélisis del cociente entre Ay y Ax, se puede establecer el tipo de funcién que

modela la situacion. Se centra la atencion en los cambios de las variables y se obtendra

entonces que las funciones lineales cumplen con que ese cociente es una constante:

A . , , . , . .
é = a donde a se denominara razén de cambio. Razon de cambio entre cantidades de

magnitudes que al ser constante define a las funciones lineales como f(x) = ax + b con
a # 0,y en particular cuando b es igual a cero es una transformacion, que sirve para
modelar fendbmenos de variacién y cambio ya que “si en particular la primera razon de
cambio es un valor constante entonces el modelo funcional que atrapa la variacion es
lineal” (Posada y Villa, 2006b, p. 136).

En tareas que incluyan los aspectos mencionados en los parrafos anteriores se van
trazando rutas de trabajo en el aula para construir el concepto de funcién lineal como
“forma particular de correlacionar una variacion” (Posada y Villa, 2006b, p. 138) y asi se
podré dar inicio a las generalizaciones de estructuras matematicas donde el interés es
construir modelos para describir matematicamente la variacion y el cambio.

Dandole a la razén de cambio un sentido relevante Posada y Villa (2006b) sugieren

realizar el siguiente conjunto de actividades cuya finalidad sea potenciar la construccion del

concepto de funcion como modelo matematico:

Identificar las cantidades de magnitud pertinentes.
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b. Identificar la posible covariacion entre las cantidades de magnitud (diferencias,
incrementos, razon de diferencias, cantidades de magnitud, entre otras).

c. Organizar la informacién en tablas de valores.

d. ldentificar la razon de cambio constante.

e. Reconocer a la razon de cambio constante como elemento que identifica a la funcion
lineal dado el caso.

f.  Comprender la funcién lineal como un modelo que atrapa la covariacion entre dos
cantidades de magnitud.

g. Identificar la proporcionalidad simple directa como caso particular de la funcion lineal en
la modelacion.

Asi para esta investigacion en la que se ha decidido proponer el aprendizaje de la funcion
lineal como modelo matematico los aportes de Villa Ochoa junto con las fases para la
construccién de modelos matematicos propuesta por segin Bassanezi (2002) seran utilizadas
tanto en el disefio de la secuencia didactica como en el analisis de las producciones de los

estudiantes participantes.
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Capitulo 3
3. Disefio metodologico
3.1 Tipo de estudio.

Considerando que esta investigacion definié como objetivo general describir el proceso de
modelacion desarrollado por estudiantes de grado noveno en situaciones del entorno que
presentan covariacion lineal, se adopt6 un enfoque de investigacion mixto.

Este enfoque es definido como "la integracion sistematica de los métodos cuantitativo y
cualitativo en un solo estudio con el fin de obtener una “fotografia” mas completa del fenémeno”
(Chen 2006) citado por Hernandez, Fernandez y Baptista (2014, p.534), y descrito como aquel
que “comienza con una amplia encuesta con el fin de generalizar los resultados a una poblacion y
después, en una segunda fase, se centra en entrevistas abiertas y cualitativas para conocer los
puntos de vista detallados de los participantes” por Creswell (2009) citado en Castro y Godino
(2014, p. 101).

De tal manera que esta investigacion se estructura en dos grandes componentes, uno
cuantitativo y el otro cualitativo. EI componente cuantitativo es de tipo descriptivo, porque “se
busca especificar las propiedades, las caracteristicas y los perfiles de personas, grupos,
comunidades, procesos, objetos o cualquier otro fendmeno que se someta a un analisis”
(Hernandez et al., 2014, p. 92). Para este componente se consideraron las respuestas de los
estudiantes a la prueba de entrada con el fin de cuantificar el porcentaje de éxito de los
estudiantes al abordar la resolucion de situaciones que implican las dos primeras fases de la
construccion de modelos matematicos propuesto por Bassanezi (2002).

De otro lado, el componente cualitativo, tiene como propdsito describir de manera
detallada el proceso de construccion de modelos que siguen los estudiantes participantes cuando

resuelven las actividades que conforman la secuencia didactica. En este componente se utiliza el
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método de estudio de caso (Stake, 2007) y los datos que se analizan provienen de las respuestas
dadas por los estudiantes a cada una de las tareas propuestas en una secuencia didactica integrada
por tres actividades, dichos datos se complementaron con entrevistas realizadas a cada uno de los
dos estudiantes de los cuales se describio el proceso; instrumentos que se disefian tomando como
base las cinco fases para la construccion de un modelo matematico propuestas por Bassanezi
(2002).

3.2 Poblacién y casos

A continuacion, se describe tanto la poblacién como la muestra (casos) que se
constituyeron en los sujetos participantes en esta investigacion.

3.2.1 Poblacion.

Para este estudio se eligio trabajar con poblacién de la Institucién Educativa Distrital
Colegio El Porvenir, ubicada en la localidad de Bosa de la ciudad de Bogota; colegio que
presenta un proyecto educativo institucional denominado dialogo de saberes para el desarrollo de
talentos con proyeccién a la comunidad. Ademas, otorga el titulo de bachiller técnico en gestion
cultural en la perspectiva de educacion fisica a los estudiantes que culminan alli el nivel once.

En este proyecto educativo se enuncia como mision la formacion integral de sus
estudiantes desde las dimensiones cognitiva, socio afectiva y fisico creativa, promoviendo
ciudadanos éticos, responsables y autbnomos con proyeccion profesional y laboral, con el fin de
ser agentes transformadores de su entorno social y cultural. Ademas, expresa en su vision el
compromiso de direccionar sus acciones para llegar a ser reconocidos a nivel local y distrital
como una institucion educativa de carécter técnico con una propuesta formativa diversificada,
fortaleciendo en los estudiantes los componentes académicos y de convivencia que potenciara la

capacidad de interactuar con su comunidad.
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La institucion educativa tiene dos sedes, con niveles escolares desde transicion hasta
grado once, y cada nivel cuenta con tres cursos en la sede A y dos cursos en la sede B; para una
poblacién matriculada de aproximadamente 5000 estudiantes, con el apoyo de la rectora, ocho
coordinadores, diez orientadores, ocho personas en el equipo administrativo y 182 docentes.

De esta poblacidn, se desarroll6 el trabajo de investigacion con los estudiantes del curso
dos del nivel noveno, en el afio 2017, de la jornada tarde pertenecientes a la seda A. Se considero
esta poblacidn porque es un curso en donde trabaja uno de los autores de esta investigacion, lo
cual facilita espacios y recursos para las intervenciones requeridas.

El curso 902 esta integrado por 34 estudiantes con edades entre los 14 y los 16 afios, de
los cuales 14 son mujeres y 20 son hombres. A consideracion de su docente de matematicas, este
grupo se caracteriza en las clases por una buena disposicidn para realizar y compartir sus
soluciones de las actividades propuestas, por su amabilidad y buen trato con los integrantes de la
comunidad educativa; ademas, una gran parte de los estudiantes cuentan con nucleo familiar
compuesto por mama4, papa y hermanos, sin embargo, hay estudiantes que no conviven con
ninguno de los padres.

3.2.2 Casos.

Para el componente cualitativo se seleccionaron dos estudiantes, a manera de estudio de
caso. Para su seleccion se tomd como criterio el indice de éxito o la cantidad de respuestas
acertadas en la prueba de entrada, asi el estudiante de desempefio alto se seleccion6 porque el
porcentaje de respuestas acertadas estuvo entre el 100 y 90 porciento y el estudiante de
desempefio bajo porque obtuvo entre el 59 y 0 porciento de respuestas correctas. Ademas, otro
elemento para la seleccion fue contar con el consentimiento de los estudiantes y sus padres o

acudientes para poder realizar las entrevistas con sus respectivas grabaciones.
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3.3 Instrumentos

Para esta investigacion se decidié disefiar e implementar tres tipos de instrumentos,
primero fue la prueba de entrada, entendiendo ésta como un cuestionario que permite establecer
el porcentaje de éxito de los estudiantes al abordar la resolucidn de algunas situaciones que se
centran en la realizacion de las dos primeras fases de la construccion de modelos matematicos.
Otro instrumento fue una secuencia didactica, concibiéndola como una serie de tareas
secuenciadas con el propdsito de que los estudiantes construyan modelos matematicos, a la
manera propuesta por Bassanezi (2002). Finalmente, una entrevista semiabierta a cada uno de los
dos estudiantes seleccionados, organizada teniendo en cuenta las respuestas a la serie de tareas
que integran la secuencia didactica y cada una de las cinco fases para la construccion de un
modelo matematico propuestas por Bassanezi (2002).

A continuacion, se describe cada uno de los instrumentos empleados en esta
investigacion.

3.3.1 Prueba de entrada.

Este instrumento (anexo uno) inicia planteando a los estudiantes una situacién en la cual
cae agua, en cantidad constante, de una llave a un recipiente de forma cilindrica. Se utiliza una
imagen de la situacion en la cual se sefialan algunas variables a considerar, ademas, se emplea un
registro tabular que describe lo que representa cada una de las variables en estudio.

El item uno solicita a los estudiantes responder y justificar si los valores de cada una de
las variables sefialadas en la imagen cambian mientras se llena el recipiente. El segundo item
muestra parejas de variables, y pide escribir y justificar si alguno de los valores de una variable se
modifica al cambiar los valores en la otra variable. El item tres muestra tres tablas con valores

que relacionan las variables tiempo y altura del agua en un recipiente y se solicita indicar y
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justificar cual de ellas representa una posible experiencia de llenado de un recipiente que tiene la
misma forma al mostrado en la figura inicial.

El item cuatro muestra dos tablas con algunos valores que relacionan variables ajenas al
experimento y solicita a los estudiantes observar la variacion de estos datos y completar las
tablas. El quinto item, retoma la situacion inicial, e informa una altura del chorro del agua y la
altura del nivel del agua en el recipiente que le corresponde, y pide al estudiante calcular la altura
del nivel del agua en el recipiente al reducir la longitud del chorro a la mitad. EI item seis muestra
dos momentos de observacion en el experimento, el primero indica una altura de 15 cm del agua
en el recipiente sin especificar el tiempo, el segundo manifiesta que se ha triplicado el tiempo,
pero no da el valor de la altura del agua, con el propdsito que el estudiante la encuentre y
justifique su respuesta.

El séptimo item entrega una tabla completa que relaciona tiempo, dado en cantidades
enteras, con altura del agua en el recipiente, dadas en decimales; y solicita, inicialmente, calcular
el nivel del agua a los cuatro segundos, posteriormente, calcular el tiempo necesario para que la
altura del agua en el recipiente sea de 5,5 cm. El item nimero ocho muestra cuatro graficos en el
plano cartesiano y pide al estudiante que sefiale y justifique cual de ellos representa
correctamente la covariacion entre el tiempo y la altura del agua en el recipiente. EI noveno item
entrega una representacion en el plano cartesiano que muestra la covariacion lineal existente entre
el tiempo y la cantidad del agua en el recipiente; solicitando encontrar, partiendo de la grafica, la
altura del agua a los cuatro segundos, y el tiempo necesario para que haya 70 mililitros de agua.

El item numero diez solicita al estudiante una conversion entre registros, pasar de una
tabla de valores, que relaciona el tiempo y la altura del agua en el recipiente, al plano cartesiano,
el cual se entrega con los ejes graduados e indicadores de que representa cada uno de los ejes. El

item once solicita al estudiante describir como cambia la grafica en el plano cartesiano al
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considerar, inicialmente, recipientes mas delgados, y, después, depdsitos mas anchos. El item
doce presenta una grafica en el plano cartesiano mostrando una covariacion lineal entre el tiempo
y la altura del agua en el recipiente, y solicita trazar un grafo que represente una covariacion de
las mismas variables si se utiliza un recipiente méas delgado.

De esta prueba de entrada se utilizan las respuestas a los items tres, cuatro y nueve para
identificar el porcentaje de éxito de los estudiantes en la fase de experimentacion; las respuestas
del item uno para el paso de seleccidn de variables de la fase de abstraccion. Para esta misma
fase, pero en el paso de problematizacidn, en la cual el interés recae en describir el razonamiento
covariacional evidenciado en cada estudiante, se empleara la informacion arrojada en el item dos
para el nivel de direccion; los items cinco, seis y siete para el nivel de coordinacion cuantitativa,
y los items once y doce para el nivel de razon promedio. Para el paso de formulacién de la
hipétesis, y las fases de resolucidn, validacién y modificacion no aplican items en la prueba de
entrada.

El éxito del estudiante se define por el porcentaje de respuestas correctas en intervalos
considerados como alto, medio o bajo obtenido en cada una de las fases de construccion de
modelos; clasificacion, que posibilita la seleccidn de los dos estudiantes.

3.3.2 Secuencia de actividades.

La secuencia de actividades se organizo para ser desarrollada en tres sesiones, que se
organizan en dos momentos, el desarrollo de las actividades y el de socializacién, con el fin de
iniciar la siguiente actividad con respuestas consensuadas y validas. La siguiente tabla describe

las tareas en cada una de ellas.
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Tabla 6. Descripcion de la secuencia de actividades y sus tareas.

Secuencia de Actividades

Actividad 1
Anexo 2

Actividad 2
Anexo 3

Actividad 3
Anexo 4

Descripcion de la actividad

Aborda el proceso de
construccién de modelos
matematicos en la fase de
abstraccioén hasta el nivel
de coordinacion
cuantitativa, fijando la
atencion en la
identificacion del cambio
en la variable dependiente
por cambio de una unidad
en la variable
independiente.

Continta con el proceso de
construccién de modelos
matematicos desde la fase
de abstraccion en el nivel
de coordinacion
cuantitativa, con el fin de
detectar el cambio en la
variable dependiente con
cambios mayores o iguales
a una unidad en la variable
independiente, hasta el
nivel de raz6n promedio del
paso de problematizacién
de la fase de abstraccion.

Se trabaja el proceso de
modelacién matematica
desde el paso de
formulacién de la hipdtesis
de la fase de abstraccion,
continuando con la fase de
resolucion y terminando
con la fase de validacion.

%’ < 'g Procurar que los estudiantes construyeran tres modelos matematicos de situaciones de
29 8 covariacion lineal partiendo de la situacion plasmada en la actividad inicial de la
8 ° 3 secuencia didactica.
NuUmero de 6 9 3
tareas
Iniciar el proceso de Lastareas 1,2y 3 se En Ig ta_rea lseda
construccién de modelos proponen para continuar contlnwdz_:\g al proceso de
matematicos desde Ia fase con el proceso de construp_cmn del modelo
de abstraccin en el nivel constru/cc_non del modelo matematico, para R1.
L L matematico para R1, desde  Lastareas2y 3 se
Finalidad de  de coprd!nauon N3 formularon para seguir con
las tareas ﬁ;’::tti'ft?;;\é?é r?[j%(iucr:r?](tj)ci)c:a Lastareas 4,5y 6 para las mismas fases del .
en una de las variables por avanzar en la construccion ~ proceso de construccion
cambio de una unidad en la del modelo del R3. del m_odelo matematico,
otra Las Fareas 7,8y9para descritas para la tarea 1,
continuar con R2 pero para R3y R2
Completar una tabla que Presenta dos tablas: la
requiere calcular el cambio  primera da unos valores
entre dos tiempos dados, y  para la variable tiempo y se
el cambio entre las alturas debe indicar la altura del
del nivel del agua desde el agua desde el escalon
essetlﬁ) é?:ﬁp;%gg: ;ﬁg:ia?cigde escalon central central para cada uno de
altura del agua a los 4 Posteriormente, calcular la  esos valores, ademas, el
Tarea 1 minutos de lluvia al inicio, ~ razon entre el cambio en las  procedimiento utilizado

dentro de cada uno de los
recipientes R1, R2, R3y
después desde el escalon
central.

alturas del agua desde el
escalén central y el cambio
en los tiempos respectivos,
con el propdsito de avanzar
al tercer nivel (N3),
manifestacion de la razon
de cambio, en el paso de
problematizacion de la fase

para calcularlos y una
justificacion de éste. La
segunda solicita escribir un
procedimiento general que
permita calcular a partir de
la variacion de la cantidad
de minutos transcurridos la
altura del agua desde el
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escalon central.
Finalmente se solicita al
estudiante que verifique la
hipdtesis expresada en
lenguaje matematico
considerando la situacién
inicial, para que de esta
manera se lleve a cabo la
fase de validacion; y de ser
necesario, continuar con la
Gltima fase, la de
modificacion del modelo
matematico.

de abstraccion.

La segunda tarea exhibe
una tabla en la cual se debe
indicar la altura del agua en
cada uno de los recipientes
y la altura del agua desde el
escalon central, sin

Registrar en el plano

cartesiano los cambios Misma organizacion que la

Tarea?2 embargo, para esta tarea se  calculados en la tarea tarea 1 pero empleando R3
incluye la variable tiempo anterior.
al indicar que han
transcurrido 8 minutos; lo
cual exige la obtencién de
datos.
La tercera tarea, solicita Se pregunta por el
responder qué ha estado significado que tiene en la
cambiando durante los 4 situacion inicial el valor

raeag PSS conlo D 6L s rgnzscion e
cual s_e _pretendlo que se fin de identificar la tarea 1 pero empleando R2
especificarany asociacion que manifiesta el
seleccionaran las variables  gstudiante entre el valor
presentes en la situacién calculado y la situacion.
Se centra en R1. Inicia
completando una tabla que
relaciona: tiempo de
llenado con altura del agua
desde el escalon central.
Luego realiza una
representacion en el plano

Tarea d cartesiano. Se plantean dos  Mismos criterios de la tarea

preguntas: la primera pide
gue manifieste que pasa
con la altura a medida que
aumenta el tiempo y la
segunda requiere indicar
cuanto cambia la altura del
agua por cada minuto que
pasa.

1, aplicados para R3
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Considera R2 con los ] o
Mismos objetivos de la

mismos criterios de la tarea o
Tarea5 4 tarea 2 utilizados en R3
Tarea 6 Analiza R3 con los mismos  Mismos criterios de la tarea
criterios de latarea 4 y 5. 3 empleados en R3.
Tarea 7 Mismos criterios de la tarea
1 aplicados en R2
Tarea s Mismos objetivos de la
tarea 2 empleados en R2
Mismos criterios de la tarea
Tarea 9

3 utilizados en R2.

Fuente: elaboracion propia

3.3.3 Entrevista.

La entrevista se organizo para ser aplicada, de manera individual y en espacios separados,
a cada uno de los dos estudiantes seleccionados, al finalizar la resolucion de toda la secuencia de
actividades. Para estructurar la entrevista se tomaron fases para la construccion de un modelo
matematico propuestas por Bassanezi (2002); y se desarrolld solicitando al estudiante explicacion
de las respuestas que elabor6 para cada una de las tareas propuestas en la secuencia de
actividades.

3.4 Procedimiento para la recoleccion de la informacion

Para la prueba de entrada se distribuyo a los estudiantes en orden alfabético por las sillas
del salén en el cual se desarrollan frecuentemente las clases de matematicas, ademas, se entregd a
cada uno de ellos las hojas que contienen la informacion de la prueba, y en la cual escribieron sus
respuestas; material que se les recogi6 pasados 180 minutos.

Para el componente cuantitativo se empleo dos tipos de instrumentos, inicialmente una
secuencia de tres actividades en el mismo namero de sesiones con duracion de 120 minutos cada
una, indicando que se socializaron soluciones planteadas por los estudiantes, al finalizar cada
sesion, con el fin de construir respuestas consensuadas y validas para utilizar en las siguientes

sesiones. Posteriormente, se disefio y aplicé la entrevista.
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Para la secuencia de actividades se utilizé una sesion de 120 minutos para cada una de
ellas; al igual que para la prueba de entrada, se entregd a cada estudiante, en hojas, la informacion
y las tareas a desarrollar de manera individual, material que se recogi6 al finalizar cada sesion.
Las respuestas consensuadas en el momento de socializacion se presentan de manera escrita en el
inicio de cada una de las otras dos actividades.

Para la entrevista se utilizd una sesion de aproximadamente 120 minutos, hecha con el fin
de verificar el proceso evidenciado en la secuencia de actividades y para su realizacion se
propuso una serie de preguntas que indagaban sobre las justificaciones o argumentos dados para
construir los modelos matematicos de la situacion planteada en la secuencia de actividades. Para
la entrevista se organizé y presento, a cada estudiante, en diapositivas las tareas y las respuestas
que dio a las tareas de las actividades de la secuencia didactica. Entrevistas que fueron
recopiladas en audio y video, las cuales, fueron posteriormente transcritas (anexo cinco).

3.5 Tipos de analisis
3.5.1 Componente cuantitativo

Para el componente cuantitativo se aplicé a la poblacion una prueba de entrada con el fin
de describir el porcentaje de éxito o de respuestas correctas de los estudiantes al abordar la
resolucion de algunas situaciones que implican al estudiante en la construccion de un modelo de
situaciones siguiendo las fases propuestas por Bassanezi (2002), especificamente, la fase de
experimentacion y los pasos se seleccion de variables y problematizacion de la fase de
abstraccion; se clasifica el éxito de los estudiantes en alto, medio o bajo cuantificando la cantidad
de respuestas consideradas correctas para cada de estas fases.

3.5.2 Componente cualitativo
Para el componente cualitativo se emplearon dos tipos de instrumentos, inicialmente la

secuencia actividades, posteriormente, la entrevista personalizada. Instrumentos que se disefiaron
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tomando fases para la construccion de un modelo matematico propuestas por Bassanezi (2002), e
integrando a la segunda fase, la de abstraccidn, especificamente en el paso de problematizacion,
niveles del razonamiento covariacional descritos por Carlson et al. (2003), toda vez que como
afirma Barbosa (2001) la modelacion puede ser incluida en la clase de matematicas de tres
maneras diferentes, pero solo tendremos en cuenta el primer caso:

de trés formas diferentes: 1) Caso 1. O professor apresenta a descricdo de uma situacao-

problema, com as informacdes necessarias a sua resolucéo e o problema formulado,

cabendo aos alunos o processo de resolucdo. Uma experiéncia de Franchi (1993) pode
ilustrar este caso (ver 9 seccdol). Ela colocou uma situacéo-problema aos alunos, que
realizaram a investigacdo. Ndo foi preciso que eles procurassem dados fora da sala de
aula; todo o trabalho se deu a partir da situacédo e do problema oferecido pelo profesor

(Barbosa, 2001, p. 9)

Posada y Villa (2006a), en la descripcion de las cinco fases del proceso de modelacion
matematica, indican que la de experimentacion es aquella donde se procesa la obtencién de datos.
La de abstraccion, conduce a la formulacion del modelo matematico, sin embargo, en esta fase se
encuentran tres pasos, el primero, denominado seleccion de variables, busca identificar las
magnitudes que varian, el segundo, problematizacion, tiene como objetivo detectar la covariacion
entre las magnitudes, y el tercero, formulacion de la hipotesis, se encamina a la formulacion
general, en lenguaje natural, de la covariacion detectada en el paso anterior. La fase de resolucion
consiste en expresar la formulacion del modelo en lenguaje matematico; y la penultima fase, la de
validacion, tiene como proposito, contrastar el modelo matematico con los datos recogidos en la
fase inicial; de tal forma que, de no ser adecuado, se continte con la fase final, concerniente a la

modificacion del modelo matematico.
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Las fases en la construccidn de un modelo matematico son aplicables a multiples
fendmenos con diferentes comportamientos, sin embargo, como nuestro objetivo de investigacion
estd enfocado en situaciones del entorno que modelan la covariacion lineal, decidimos incluir en
el paso de problematizacion, en el cual se detecta la covariacion entre las magnitudes, niveles del
razonamiento covariacional propuestos por Carlson et al. (2003), especificamente los niveles de
direccién, coordinacion cuantitativa y razon promedio.

El nivel, direccidn, solicita reconocer que los cambios en una de las variables esta
relacionado con los cambios en la otra variable, ademas, detectar si el cambio en una genera
cambios positivos o0 negativos en la otra; el nivel de coordinacion cuantitativa exige, ademas, del
nivel anterior, determinar la cantidad de cambio en una de las variables dado un cambio
especifico en la otra; y el nivel de razon promedio, solicita reconocer la cantidad promedio de
cambio en una de las variables al realizar cambios constantes en la otra.

A partir de las precisiones anteriores, las fases en la construccion de modelos matematicos
y niveles del razonamiento covariacional, se organiza y describe el proceso de modelacion
desarrollado por los dos estudiantes de grado noveno cuando abordan la resolucion de situaciones
del entorno que presentan covariacion lineal considerando sus producciones en la secuencia de
actividades y la entrevista.

Para el analisis de las producciones escritas y orales de los estudiantes se consideran
cuatro categorias de primer orden, la de experimentacion, la de abstraccién, la de resolucién y la
de validacion. Para la categoria de abstraccion se proponen tres categorias de segundo orden, la
de seleccidn de variables, la de problematizacion y la de formulacion de la hipdtesis. Para la
categoria de segundo orden denominada problematizacion se proponen tres categorias de tercer
orden, la de direccidn, la de coordinacion cuantitativa y la de la razén de cambio.

En la siguiente tabla, se presentan las categorias y subcategorias definidas:
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Tabla 7. Categorias y subcategorias definidas para el analisis cualitativo.

Categorias de primer orden Categorias de segundo orden Categorias de tercer orden

Experimentacion

Seleccidn de variables

Direccion
Abstraccion Problematizacion Coordinacién cuantitativa
Razo6n de cambio

Formulacion de la hipotesis

Resolucion

Validacion

Fuente: elaboracion propia

A continuacion, se muestra la asociacion entre cada una de las categorias y subcategorias
con los items de la prueba de entrada y las tareas que integran la secuencia didactica.

Tabla 8. Asociacion de categorias y subcategorias con cada item de la secuencia

Categorias Categorias Categorias Prueba de e
. Secuencia didactica
de primer orden de segundo orden de tercer orden entrada
Actividad uno:
Experimentacion items 3,4y 9 e Tareas uno y dos
e Tablaen las tareas 4,5y 6
Seleccién de P Actividad uno:
. Item 1
variables e Tarea tres
Actividad uno:
Direccion item 2 ¢ Pregunta a de las tareas 4, 5
y 6
Actividad uno:
L, . e Pregunta b de las tareas 4, 5
Coordinacion items 5,6y 7 y6
izacié ntitativi .
Abstraccion Problematizacion cuantitativa Actividad dos:

e Tablaenlastareas 1,4y 7

Actividad dos:

¢ Ultima columna de la tabla
enlastareas1,4y7

e Tarea 9

Razon de cambio  Items 11y 12

Actividad tres:
No aplica e Tabla inicial en las tareas 1,
2y3

Formulacion de la
hipotesis

Actividad tres:
Resolucion No aplica e Filas 5 y 6 de la segunda
tabla de las tareas 1, 2y 3

Actividad tres:
Validacion No aplica o Filas 7 y 8 en la segunda
tabla de las tareas 1, 2y 3
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Ademas, planteamos los siguientes descriptores en cada una de las categorias para

realizar la descripcion cuantitativa del proceso de modelacion en situaciones de covariacion lineal

desarrollado por los tres estudiantes de grado noveno seleccionados

Tabla 9. Descriptores en cada categoria de analisis

. Categorias Categorias
Categorias .
. de segundo de tercer Descriptores
de primer orden
orden orden
o Reconoce parejas de valores relacionadas por el
comportamiento en la situacion
¢ Encuentra parejas de valores correspondientes a partir de
Experimentacion la situacion
o Encuentra valores correspondientes de la variable
dependiente dados algunos valores de la variable
independiente
Seleccion de - L . .
. o |dentifica en la situacion las magnitudes que varian
variables
¢ Reconoce que los cambios en una de las variables estan
S relacionados con los cambios en la otra variable
Direccion

¢ Detecta si el cambio en una variable genera cambios
positivos o negativos en la otra variable

Coordinacion
Abstraccion Problematizacién  cuantitativa

e Determina la cantidad de cambio en la variable

dependiente por cambio de una unidad en la variable
independiente

e Determina la cantidad de cambio en la variable

dependiente por cambio mayor a una unidad en la variable
independiente

Razén de
cambio

¢ Reconoce la cantidad promedio de cambio en la variable

dependiente al realizar cambios constantes en la variable
dependiente

e Reconoce el significado del valor calculado de la razon de

cambio en la situacién

Formulacion de
la hipétesis

Resolucién

Validacion

e Presenta, en lenguaje natural o numérico, la relacién entre

la variable dependiente y la variable independiente

e Presenta, en lenguaje matematico, la relacion entre la

variable dependiente y la variable independiente

o Contrasta el modelo matematico con los datos recogidos

en la fase inicial

Fuente: elaboracidn propia
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Capitulo 4

4. Descripcion de proceso

La descripcion del proceso de modelacion desarrollado por estudiantes, de grado noveno
de 2017 de la jornada tarde de la Institucion Educativa Distrital Colegio El Porvenir, cuando
abordan la resolucion de situaciones del entorno que presentan covariacion lineal, se realiza en
dos partes, inicialmente, describimos el éxito o porcentaje de respuestas acertadas de los 34
estudiantes del curso 902 a las doce preguntas planteadas en la prueba de entrada.

Posteriormente, describimos el proceso desarrollado por los dos estudiantes
seleccionados, teniendo en cuenta sus producciones en la secuencia de actividades y en la
entrevista.

4.1 Componente cuantitativo

Para la descripcidn del éxito de los estudiantes al abordar la resolucion de situaciones que
solicitan las dos primeras fases de la construccion de modelos matematicos propuesto por
Bassanezi (2002) mostramos, inicialmente, un panorama general de los resultados de los
estudiantes en la prueba de entrada, posteriormente, se especifican los resultados en dos fases, la
de experimentacién y la de abstraccion, esta Gltima se desglosa en pasos y niveles de acuerdo a lo
estipulado en el capitulos anteriores.

El éxito del estudiante se establecio en alto, medio o bajo considerando el porcentaje de
respuestas acertadas en la prueba de entrada. En la siguiente tabla se muestra el puntaje maximo
asignado a cada item de la prueba.

Tabla 10. Estructura de prueba de entrada

item Puntaje item Puntaje item Puntaje
1 5/5 5 1/1 9 212
2 17 6 1/1 10 1/1
3 3/3 7 212 11 2/2
4 10/10 8 2/2 12 2/2
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Puntajes que se establecieron teniendo en cuenta la cantidad de respuestas que debia

elaborar el estudiante en cada item de la prueba; considerando el nimero de aciertos se asigno un

puntaje proporcional al maximo sefialado, ademas, para el éxito alto se determino un porcentaje

de 100 a 90, para el medio un porcentaje de 89 a 60, y para el bajo un porcentaje menor o igual a

59.

prueba de entrada obtuvimos los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 11. Resultados de los estudiante en la prueba de entrada

Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en la

Estudiante % Estudiante % Estudiante % Estudiante %
El 68 E10 71 E19 71 E28 57
E2 63 E1ll 50 E20 42 E29 55
E3 63 E12 71 E21 79 E30 60
E4 52 E13 50 E22 65 E31 60
E5 94 E1l4 44 E23 60 E32 55
E6 42 E15 58 E24 60 E33 94
E7 52 E16 79 E25 68 E34 94
ES8 92 E17 84 E26 36
E9 31 E18 73 E27 47

Fuente: elaboracién propia

La cual nos permite presentar el éxito de los estudiantes en las dos primeras fases de la

construccion de modelos matematicos propuesto por Bassanezi (2002) como se muestra en la

grafica siguiente:

Grafica 1. Exito de los estudiantes en la prueba de

entrada

41% '

47%

-

= Alto = Medio

Fuente: elaboracidn propia

Bajo
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Solamente 12 %, es decir, 4 de 34 estudiantes presenta de 90 % a 100 % de respuestas
correctas, mientras que 16 de los 34 estudiantes tiene entre 89 % y 60 %, y el 41 %, o sea 14
estudiantes, presentan un porcentaje de respuestas correctas inferior a 60 %.

Para describir los resultados de manera especifica en las fases de experimentacion y
abstraccion, dado que la prueba de entrada comenzo planteando a los estudiantes una situacion
donde caia agua constantemente de una llave a un recipiente de forma cilindrica, ademas, se
utilizaron las siguientes siete variables que se muestran en la imagen siguiente

Imagen 1. Situacidn planteada en la prueba de entrada.

(ﬁv =

Altura del nivel de agua a medida que se va llenando el
recipiente
Longitud del chorro de agua (la medida que va desde Ia

w

boca del grifo o 1a llave hasta que desaparece porque hace

contacto con el liquido que ya esta en el recipiente

= C | Diametro del recipiente
D | Cantidad de agua a medida que se va llenando el recipiente
E | Altura del recipiente
¥ Tiempo transcurrido mientras va cayendo el liquido en el
E X recipiente
A
v v

Fuente: prueba de entrada

Con base en esta situacion se plantearon doce preguntas de las cuales describiremos los
resultados de los estudiantes en las siguientes fases.
4.1.1 Fase de experimentacion
Para esta categoria se tuvo en cuenta las respuestas de los estudiantes a los items tres,
cuatro y nueve de la prueba de entrada. El item tres presento tres tablas, con valores, que
relacionaban las variables tiempo y altura del agua en un recipiente, y se solicito indicar y

justificar cual de ellas representaba una posible experiencia de llenado de un recipiente con la
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misma forma al mostrado en la figura inicial. El item cuatro presento6 dos tablas con algunos

valores que relacionaban variables ajenas al experimento y solicit6 a los estudiantes observar la

variacion de estos datos y completar las tablas. En el noveno item se entregd una representacion

en el plano cartesiano que presentaba la covariacion lineal existente entre el tiempo y la cantidad

del agua en el recipiente; solicitando encontrar, partiendo de la grafica, la altura del agua a los

cuatro segundos, y el tiempo necesario para que haya 70 mililitros de agua.

Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en estos

tres items se obtuvo los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 12. Fase de experimentacién. Resultados de los estudiantes

Estudiante Puntaje en cada punto % Estudiante Puntaje en cada punto %
3]’0 4t0 9!’\0 3!’0 4t0 gnO

El 313 9/10 212 93.3 E18 313 10/10 212 100
E2 1/3 10/10 212 86.6 E19 313 10/10 212 100
E3 1/3 10/10 212 86.6 E20 0/3 5/10 212 46.6
E4 0/3 10/10 212 80 E21 313 10/10 2/2 100
E5 313 10/10 212 100 E22 1/3 7/10 2/2 66.6
E6 0/3 10/10 1/2 733 E23 1/3 5/10 212 53.3
E7 1/3 10/10 1/2 80 E24 1/3 10/10 212 86.6
E8 3/3 10/10 212 100 E25 213 10/10 212 100
E9 0/3 7/10 1/2 53.3 E26 0/3 0/10 2/2 13.3
E10 1/3 9/10 212 80 E27 0/3 7/10 1/2 53.3
E1l 1/3 9/10 12 73.3 E28 0/3 7/10 1/2 53.3
E12 3/3 9/10 1/2 86.6 E29 0/3 5/10 212 46.6
E13 0/3 6/10 212 53.3 E30 0/3 6/10 212 53.3
El4 0/3 4/10 212 40 E31 1/3 6/10 212 60
E15 0/3 9/10 212 73.3 E32 0/3 6/10 2/2 53.3
E16 313 9/10 212 93.3 E33 313 10/10 2/2 100
E17 3/3 10/10 212 100 E34 313 10/10 212 100

Fuente: elaboracidn propia

En la gréafica siguiente, grafica 2, se muestran los resultados obtenidos por los estudiantes

agrupados de acuerdo a los niveles de éxito definidos.
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Gréfica 2. Exito de los estudiantes en la fase de
experimentacion

32%
35%

= Alto = Medio = Bajo

Fuente: elaboracion propia

En el proceso de obtencidn de datos (fase de experimentacion), los estudiantes realizan
acciones y practicas que permiten sefialar que de 34 estudiantes, el 33% de ellos presenta entre
100% y 90% de respuestas correctas en estos desarrollos.

4.1.2 Fase abstraccion

Posada y Villa (2006a), en la descripcion de las cinco fases del proceso de modelacion
matematico, indican que la de abstraccion, conduce a la formulacion del modelo matematico y en
esta fase se encuentran tres pasos: el primero, seleccion de variables, el segundo,
problematizacion, y el tercero, formulacion de la hipétesis, tal como lo propone Bassanezi
(2002).

Considerando esta base, se concentra la descripcion de los resultados de los estudiantes en
esta fase del proceso en los dos primeros pasos.

4.1.2.1 Paso de seleccion de variables.

Para este paso se tuvo en cuenta las respuestas al item uno de la prueba de entrada; el cual
solicité a los estudiantes responder y justificar si los valores de cada una de las variables
sefialadas en la imagen cambiaban mientras se llenaba el recipiente, ya que este paso busca

identificar las magnitudes que varian.
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Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en este

item se obtuvo los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 13. Resultados obtenidos en la seleccién de variables.

Estudiante Puntaje % Estudiante Puntaje % Estudiante Puntaje %
El 4/5 80 E13 2/5 40 E25 4/5 80
E2 4/5 80 El4 5/5 100 E26 4/5 80
E3 5/5 100 E15 3/5 60 E27 5/5 100
E4 3/5 60 E16 5/5 100 E28 5/5 100
E5 5/5 100 E17 5/5 100 E29 4/5 80
E6 0/5 0 E18 5/5 100 E30 4/5 80
E7 4/5 80 E19 5/5 100 E31 5/5 100
E8 5/5 100 E20 3/5 60 E32 4/5 80
E9 2/5 40 E21 4/5 80 E33 5/5 100

E10 5/5 100 E22 4/5 80 E34 5/5 100
Ell 4/5 80 E23 5/5 100
E12 5/5 100 E24 2/5 40

Fuente: elaboracion propia

En la grafica 3 se muestran los resultados obtenidos por los estudiantes agrupados de

acuerdo a los niveles de éxito definidos.

La Gréafica 3 recopila la informacion donde se evidencia que casi la mitad de los

Gréfica 3. Exito de los estudiantes en el paso de
seleccion de variables

12%
41%

= Alto = Medio

Bajo

Fuente: elaboracion propia

estudiantes (47%: 16 de 34) logra identificar las diferentes variables que describen y controlan la

situacion planteada (cae agua constantemente de una llave a un recipiente de forma cilindrica). Al

parecer poseen las herramientas suficientes para poder abordar los ejercicios desde un contexto

variacional.
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4.1.2.2 Paso de problematizacion.

El paso de problematizacion tiene como objetivo que los estudiantes puedan cuantificar la
covariacion entre las magnitudes, dado que nuestro objetivo de investigacion se enfoco en
situaciones del entorno que presenten covariacion lineal, se utilizan para la descripcion de este
paso los niveles del razonamiento covariacional propuestos por Carlson et al. (2003),
especificamente los niveles de direccidn, coordinacion cuantitativa y razon promedio.

4.1.2.2.1 Nivel de direccion.

Este nivel requiere reconocer que los cambios en una de las variables estan relacionados
con los cambios en la otra variable, ademas, detectar si el cambio en una genera cambios
positivos 0 negativos en la otra. Para esta categoria se tuvo en cuenta las respuestas de los
estudiantes al item dos de la prueba de entrada, el cual presento parejas de variables, y pidio
escribir y justificar si alguno de los valores de una variable se modifica al cambiar los valores en
la otra variable.

Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en este
item se obtuvo los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 14. Resultados de los estudiantes en ejercicio de covariacion (item 2).

Estudiante Puntaje % Estudiante Puntaje % Estudiante Puntaje %
El 5/7 71 E13 717 100 E25 417 57
E2 477 57 El4 3/7 43 E26 3/7 43
E3 477 57 E15 1/7 14 E27 3/7 43
E4 2[7 28 E16 6/7 86 E28 4/7 57
E5 717 100 E17 717 100 E29 3/7 43
E6 0/7 0 E18 317 43 E30 3/7 43
E7 17 14 E19 317 43 E31 417 57
E8 717 100 E20 317 43 E32 5/7 71
E9 17 14 E21 3/7 43 E33 717 100

E10 717 100 E22 3/7 43 E34 717 100
El1l 217 28 E23 6/7 86
E12 3/7 43 E24 317 43

Fuente: elaboracidn propia

73



En la siguiente gréfica 4, se muestran los resultados obtenidos por los estudiantes

agrupados de acuerdo a los niveles de éxito definidos.

Grafica 4. Exito de los estudiantes en el nivel de
direccion

68% 12%

= Alto = Medio = Bajo
Fuente: elaboracion propia

Un alto porcentaje de los estudiantes, el 68%, no coordina dos cantidades que varian
mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra (Accion
Mental 1: AM1). En la grafica 4, se muestra 7 estudiantes con éxito alto, hay 4 estudiantes con
éxito medio y 23 estudiantes con éxito bajo. Un alto porcentaje de los estudiantes no coordina
dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con
respecto a la otra (accién mental 1: AM1); mientras que 20% fueron capaces de coordinar el
valor de una variable con los cambios en la otra (AM1), ademas, coordinar la direccion del
cambio de una variable con los cambios en la otra variable (AMZ2), mostrando habilidades de
razonamiento covariacional a Nivel 2 (N2), donde las imagenes de la covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la direccion de cambio de una de las variables con
cambios en la otra.

4.1.2.2.2 Nivel de coordinacién cuantitativa.

Este nivel exige determinar la cantidad de cambio en una de las variables dado un cambio

especifico en la otra, accion mental 3 (AM3). Para nivel se tuvo en cuenta las respuestas de los

estudiantes a los items cinco, seis y siete de la prueba de entrada.
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El quinto item informd una altura del chorro del agua y la altura del nivel del agua en el

recipiente que le corresponde, y pidio al estudiante calcular la altura del nivel del agua en el

recipiente al reducir la longitud del chorro a la mitad. El item seis presentd dos momentos de

observacion en el experimento, el primero indicé una altura de 15 cm del agua en el recipiente sin

especificar el tiempo, el segundo manifestd que se habia triplicado el tiempo, pero no dio el valor

de la altura del agua, con el proposito que el estudiante la encontrara y justificara su respuesta. El

séptimo item entregd una tabla completa que relaciono tiempo, dado en cantidades enteras, con

altura del agua en el recipiente, dadas en decimales; y solicito, inicialmente, calcular el nivel del

agua a los cuatro segundos, posteriormente, calcular el tiempo necesario para que la altura del

agua en el recipiente sea de 5,5 cm.

Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en estos

puntos se obtuvo los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 15. Resultados de los estudiantes en puntos 5, 6 y 7 de la prueba de entrada.

Estudiante Puntaje en cada punto % Estudiante Puntaje en cada punto %
5t0 6t0 7mo SIO 6t0 7mo
El 0/1 0/2 1/2 20 E18 1/1 0/2 212 60
E2 0/1 0/2 212 40 E19 1/1 0/2 212 60
E3 0/1 0/2 1/2 20 E20 0/1 0/2 2/2 40
E4 11 0/2 0/2 20 E21 11 0/2 212 60
E5 11 0/2 2/2 60 E22 0/1 1/2 212 60
E6 0/1 0/2 2/2 40 E23 0/1 0/2 212 40
E7 0/1 0/2 1/2 20 E24 0/1 0/2 2/2 40
ES8 11 0/2 2/2 60 E25 0/1 0/2 1/2 20
E9 0/1 0/2 1/2 20 E26 0/1 0/2 2/2 40
E10 0/1 0/2 2/2 40 E27 0/1 0/2 212 40
Ell 0/1 0/2 1/2 20 E28 0/1 0/2 212 40
E12 11 0/2 2/2 60 E29 1/1 0/2 212 60
E13 0/1 0/2 2/2 40 E30 0/1 0/2 212 40
E1l4 0/1 0/2 2/2 40 E31 0/1 1/2 212 60
E15 0/1 0/2 2/2 40 E32 0/1 0/2 212 40
E16 11 0/2 2/2 60 E33 1/1 1/2 212 80
E17 0/1 0/2 2/2 40 E34 0/1 2/2 212 80

Fuente: elaboracién propia
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En la grafica 5 se muestran los resultados obtenidos por los estudiantes agrupados de

acuerdo a los niveles de éxito definidos.

Grafica 5. Exito de los estudiantes en el nivel de
coordinacién cuantitativa

0%
35%

65%

= Alto edio = Bajo
Fuente: elaboracion propia

Al observar los resultados se tiene que en la accion mental 3 (AM3), coordinacion de la
cantidad de cambio de una variable con los cambios en la otra variable, no se ubica ninguno de
los 34 estudiantes en el nivel de éxito alto, pues ninguno de ellos logré un porcentaje superior al
89 %, mientras que 12 de ellos obtuvieron entre 89 % y 60 %; la mayoria, 22 estudiantes, no
lograron coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra, por tal motivo
no alcanzan un nivel 3 (N3).

4.1.2.2.3 Nivel de razon de cambio.

Este nivel solicita reconocer la cantidad promedio de cambio en una de las variables al
realizar cambios constantes en la otra. Para este nivel se tuvo en cuenta las respuestas de los
estudiantes a los items once y doce de la prueba de entrada.

El item once solicito al estudiante describir como cambiaba la gréafica en el plano
cartesiano al considerar, inicialmente, recipientes mas delgados, y, después, depdsitos mas
anchos. El item doce present6 una grafica en el plano cartesiano mostrando una covariacion lineal
entre el tiempo y la altura del agua en el recipiente, y solicitd trazar un grafo que representara una

covariacion de las mismas variables si se utiliza un recipiente mas delgado.
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Al observar y sistematizar las respuestas acertadas de cada uno de los estudiantes en estos
items se obtuvo los resultados que se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 16. Resultados obtenidos en los puntos 11y 12 de la prueba de entrada

Estudiante Puntaje en cada punto % Estudiante Puntaje en cada punto %
11%° 12%° 11%° 12¥°

El 0/2 1/2 25 E18 2/2 0/2 50
E2 0/2 0/2 0 E19 1/2 0/2 25
E3 0/2 0/2 0 E20 0/2 0/2 0
E4 0/2 1/2 25 E21 2/2 2/2 100
E5 2/2 2/2 100 E22 2/2 1/2 75
E6 2/2 1/2 75 E23 0/2 1/2 25
E7 0/2 1/2 25 E24 2/2 0/2 50
ES8 2/2 2/2 100 E25 1/2 1/2 50
E9 0/2 0/2 0 E26 1/2 0/2 25
E10 1/2 1/2 50 E27 0/2 0/2 0
El1l 0/2 0/2 0 E28 0/2 2/2 50
E12 1/2 0/2 25 E29 2/2 0/2 50
E13 0/2 0/2 0 E30 2/2 2/2 100
E14 0/2 1/2 25 E31 0/2 2/2 50
E15 2/2 2/2 100 E32 0/2 0/2 0
E16 1/2 2/2 75 E33 2/2 1/2 75
E17 2/2 0/2 50 E34 2/2 2/2 100

Fuente: elaboracion propia

En la grafica 6 se muestran los resultados obtenidos por los estudiantes agrupados de

acuerdo a los niveles de éxito definidos.

Gréafica 6. Exito de los estudiantes en el nivel de razén
de cambio

l 12%

‘ 70%

e’

= Alto = Medio = Bajo

Fuente: elaboracidn propia

En cuanto al nivel de la razon de cambio (N4) los resultados informan que la mayoria de

los estudiantes, 24 de 34, no muestran la razén de cambio como promedio de una funcién con
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cambios uniformes en los valores de entrada de la variable (AM4); 4 estudiantes muestran entre
un 89% y 60% de respuestas correctas, y 6 estudiantes entre un 100% y 90% de aciertos.
4.2 Componente cualitativo
Para este componente, describimos el proceso de construccion de modelos matematicos

de situaciones de covariacion lineal desarrollado por dos estudiantes, seleccionados segun la
cantidad de respuestas acertadas en la actividad de entrada, uno de ellos con alto porcentaje de
respuestas acertadas (E1) y otro estudiante con bajo porcentaje de aciertos (E2). Esta descripcion
se presenta en tres fases, la de abstraccion, la de resolucién y la de validacion; para lo cual se
consideraron las producciones de los dos estudiantes en la secuencia de actividades y en la
entrevista.

4.2.1 Fase de abstraccion

Es el procedimiento que nos debe llevar a la formulacion de los modelos matematicos, para

lo cual se deben establecer las siguientes etapas.

4.2.1.1 Paso de seleccién de variables
Este paso consiste en identificar las variables que describen y controlan la evolucion del
sistema. En la secuencia se planted una situacion con informacién que permitio a los estudiantes
obtener y procesar datos para algunas situaciones relacionadas con el planteamiento inicial que

aparece a continuacion:
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La empresa de acueducto, alcantarillado v aseo de Bogota anuncio la semana pasada que con el fin de efectuar
reparaciones en la red de tubos realizaria un corte del suministro de agua desde el dia de hoy v por un tiempo de
72 horas en el barrio El Porvenir de la localidad de Bosa. La sefiora Maria al no haberse enterado del corte v no
tener agua almacenada decide aprovechar la lluvia que cae v pone en las escaleras de la terraza tres recipientes
para recoger el liquido. Andrés, un hijo de Maria, observa los recipientes puestos e identifica que los tres son de
forma cilindrica, con la misma altura, pero con distinto didmetro; siendo el recipiente dos (R2) el de menor
diametro v el recipiente tres (R3) el de mavor diametro. Ademas, que el recipiente uno (F1) fue colocado en el
escalon central, el recipiente tres un escalon arriba v el recipiente dos un escalén abajo; tal como lo muestra la
figura 1.

[
e

Figura 1.

|

Después de 4 minutos con la misma intensidad de lluvia Andrés observa que el agua ha logrado una altura de 8
centimetros dentro del recipiente tres, de 16 centimetros dentro del recipiente dos v 12 centimetros dentro del
recipiente uno. Sin embargo, desea establecer la altura del agua en cada uno de los cilindros desde el escalon del

centro; sin olvidar que la altura de cada escalon es de 5 centimetros.

Tabla 17. Descripcion de proceso de modelacion en el paso de seleccidn de variables.

Descripcion del proceso del estudiante que
presentd alto porcentaje de éxito: E1

Descripcion de los procesos del estudiante que

presentd bajo porcentaje de éxito: E2

Actividad 1, tarea 1 se presenta una tabla que requiere al estudiante indicar la altura del agua a los 4 minutos
de lluvia, inicialmente, dentro de cada uno de los recipientes, posteriormente, desde el escalon central; accion
solicitada con el fin de verificar que el estudiante reconoce adecuadamente los datos en la situacién.

Para esta tarea, los estudiantes completan las tablas de la siguiente manera:

1._Con un tiempo de cuatro minutos de luvia, completa la siguiente tabla:

: AIIn‘ra“A‘!:t:I. agu:

o del recipiente [ 1% T&
| Altura del agu: i1

recipiente desde el escaldn central 4

1. Conun tiempo de cuatro minutos de lluvia, completa la siguiente tabla:

——

Alturi  del agua dentro del recipiente _
Altura del agua en el recipiente desde el escaldn central

Esto indica que los estudiantes a partir de la lectura lograron identificar los datos

correspondientes a la cantidad de agua que hay dentro de cada recipiente y asi lo demostro6 cada

uno en el momento de la entrevista:

P: Entonces, ¢cudl es la altura del agua
dentro del recipiente a los 4 minutos... en
el recipiente 1?

E: 12, a los cuatro minutos el agua subié
hasta 12 cm.

P: En el recipiente dos escribiste 16, ¢por
qué?

E: En el recipiente 2 alcanzé los 16 cm
porque era mas angosto, entonces
obviamente alcanza mas altura...

P: ;Pero de donde sacaste que eran 16?

P: Entonces veamos, con un tiempo de 4
minutos de lluvia, la altura del agua dentro del
recipiente 1... y dijiste que era 12... ;por qué?
E: Porque a los 4 minutos hay 12 cm de altura.
Lo que dice la situacion.

P: Listo. Ahora, a los 4 minutos dentro del
recipiente 2, colocas que hay 16 cm de agua.
¢Por qué?

E: Porque ahi dice que a los 4 minutos hay 12
cm de altura del agua en el recipiente 2.
[Sefialando en la informacion]
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E: Pues aqui en el parrafo que dice 16 cm
en el recipiente 2...

P: Ok... y aqui en el recipiente 3 escribes
8... ¢por qué?

E: Igualmente, porque ahi decia que a los
4 minutos alcanzd 8 cm. de altura.

P: O sea estas sacando la informacion de
aqui.

E: Si

P: Y colocas que a los 4 minutos, en el
recipiente 3 hay 8 cm de agua. ¢Por qué?
E: Porque la informacion estaba escrita

Al describir las estrategias utilizadas para encontrar los valores de la altura del agua desde el escalon central,
cada uno de los estudiantes manifiesta:

P: ... Sin embargo si se desea establecer la
altura del agua en cada uno de los cilindros
desde el escalon del centro, sin olvidar que
la altura de cada escalén es de 5 cm.
Entonces, por ejemplo, aqui, a los 4
minutos, ¢cuanta altura alcanz6?
[Refiriéndose al recipiente 3 que se ubica
en el escaldn alto]

E: 8 cm.

P: Bien. Entonces de aqui hasta aqui hay 8
cm., ¢pero desde el escalén central cuanto?
E: Pues 8+5... serian ...13

P: A8 lesumas...

E: 5, que seria la altura del escalon. La
altura del escalon mas la altura del agua.

E: El recipiente 1 esta en el escalén central
pues esa es la medida. [Indica el valor ‘12’ de
la tabla]

P: Listo. En el recipiente 2, ¢por qué dices que
es 11?

E: Porque ahi tenia que haberle sumado los 5
cm del escaldn central, pero se los resté. ..

P: ;Y por qué dices que debiste haberlos
sumado?

E: Para que quede a la misma altura del
escalon central, y como esta 5 cm mas abajo,
hay que sumarle los 5 para que quede a la
misma altura del recipiente 1...

P: Hagamos el dibujo... lo que ta dices es que
a esta altura le quito lo que tiene el escalon de
altura, ¢y cudnto nos quedaria?

E: 11. O sea que si restariamos...

El estudiante duda sobre el proceso de resta que llevé a
cabo en la parte escrita, manifestando que debié sumar
los 5 cm para que el recipiente subiera a la misma
altura del escaldn central y no restar, pero con la guia
del docente concluye que su proceso era el adecuado,
restar la altura del escalon.

Luego explica para el recipiente 3 del escalén superior:

El estudiante deja claro que para el recipiente del
escalon alto, tuvo en cuenta los 5 cm de altura que
tiene de mas con respecto al escalén central y
ademas tuvo en cuenta la cantidad de agua que ya
tenia el recipiente. Para los otros dos recipientes
deduce la altura del agua de manera similar y lo
argumenta asi:

P: ... ¢{Por qué aqui 12? P: .... Y la otra, cudl es la altura que alcanza
E: Porque el recipiente 1 ya estaba en el el agua en el recipiente 3 a los 4 minutos.
escaldn central. No tenia que hacerle nada. E: 13. Da 13.

P: ¢Y de donde sale ese 13?
E: Los 8 + 5 del escalon.

P: Listo. Aqui escribes 11 en el recipiente
2... ¢por qué?

E: Porque como estaba un escalén abajo y
cada escalon mide 5 cm, le resté los 5 cm
que tenia un escalén al otro, entonces me
dio 11.

El estudiante deja claro que para el recipiente del
escaldn alto, tuvo en cuenta los 5 cm de altura que
tiene de mas con respecto al escalén central y ademas
tuvo en cuenta la cantidad de agua que ya tenia el
recipiente.

En la tarea 2 de la Actividad 1, se presenta una tabla en la cual se debe indicar la altura del agua en cada uno
de los recipientes y la altura del agua desde el escal6n central. Se incluye la variable tiempo al indicar que han
transcurrido 8 minutos; lo cual exige la obtencién de datos. Para esta tarea los estudiantes completan la tabla
de la siguiente manera:

Alto porcentaje de éxito

I'i‘ Con un tiempo de ocho minutos de lluvia con la misma ip[gldad,_conlpgia la signiente _t;ab:l:r__ )

r— [ ®m T Rz [ R
| Altura del agua dentro del recipiente - [ TN |3 1 Tg
|_Altura del agus en el recipiente desde el escalén central | 2. T =3 1 ’"._.IQ‘_




Bajo porcentaje de éxito

|
|-

r_2. Con un tiempo de ocho minutos de lluvia con la misma intensidad, completa la siguiente tabla:

| Altura del agua dentro del recipiente

R1 : R2 “R3

[ Altura del agua en el recipiente desde el escalén central

Cuando se le pregunta por el primer renglon de la tabla los estudiantes responden asi:

P: ... Ahora a los 8 minutos, ¢cual sera la
altura del agua dentro del recipiente 1?

E: Pues como es el doble de tiempo y dice
que es una lluvia constante a la misma
intensidad, entonces se le suma... es el
doble. Se le suma 12 otra vez... 12+12=24.

E: Porque se sumaron 12 cmy otros 12 cm
mas, entonces da 24

P: ¢Pero por qué sumas otros 12 minutos mas?
E: Porque dura otros 4 minutos mas la caida
del agua

P: Listo. Como duplicamos el tiempo, también
se duplica la cantidad de agua. TU dices que
puedes sumar 12 + 12 ¢ multiplicas 12 x 2.

E: Si.

P: Listo. Ahora miremos en el recipiente 2. Tl
dices que la altura es de 32 cma los 8
minutos. ¢Por qué?

E: Porque aqui aumenta 4 minutos mas. O sea
32 cm

Los estudiantes toman en cuenta los valores para la variable tiempo, y como ésta se

duplico entonces la cantidad del agua que hay en el recipiente también. Reconocen que al

cambiar una variable, también cambia la otra.

Al preguntarles por la forma en que completaron la siguiente celda que corresponde a la altura del agua en el

recipiente desde el escaldn central responden:

E: Porque ... por la misma razén que en el
primero... como es la misma intensidad
que llueve, se le suma el doble, ... no el
doble... se le suma lo que mide y se le
resta 5 para saber la altura desde escalén
central.

P: O sea que respondiste aqui 32 - 5 lo del
escalon central. Y para el recipiente 3, nos
dices que la altura alcanza 16 cm de altura
en 8 minutos, ¢la razén es?

E: La misma que las anteriores... Llueve a
la misma intensidad, se le suma 8 otra vez
y da 16y aeso se le suma 5, me da 21 por
los 5 cm que hay demas del escalén
central.

P: ...Arranquemos con este [recipiente 1
situado en el escalon central]. A los 8 minutos,
¢cual serd la altura del agua?

E: 24 cm porque esta en el mismo escalén
central

P: Bien. Ahora miremos en el recipiente 2.
Aqui colocaste que era 27, ¢por qué?

E: Porque al 32 se le restan los 5 del escalon
central. Y 32 -5=27cm

P: Bien. Ahora veamos el recipiente 3. Dices
que es 21

E: Porque al 16 le sumo los 5 del escalén
central. Y 16 cm+5cm=21cm

Demostrando que tienen claro que el tiempo se duplicd y que eso implica que le deben

sumar la misma cantidad de agua que ya tiene y que cada recipiente a partir del escalon central

tiene una diferencia de 5 cm de altura. Lo cual es un indicio de que reconocen una relacion

cuantitativa entre las variables tiempo y altura de agua.
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La primera actividad, en la tercera tarea, demanda del estudiante responder qué ha estado
cambiando durante los cuatro primeros minutos, con lo cual se pretendié que se especificaran y
seleccionaran las variables intervinientes en la situacion. La respuesta del estudiante en la parte

escrita fue la siguiente:

Alto porcentaje de éxito

3. Durante !o? 4 minutos iniciales ;Qué ba estado c%ﬂ;ﬂdu‘? Justifica tu respuesta
\\’A, SIRLTIIN 1:5 L4 M W\vﬁuﬂ fmﬂ\ Cuy mq&o e, QAo

en  on ¥ ':_f-ifff_.i'--"m'.-.. e L - 1 . -

Bajo porcentaje de éxito
3. Durante los 4 minutos iniciales ;Qué ha estado cambiando? Justifica tu respuesta

Diionte les 4w dos nicales O Soda  Camisiadd 1r<‘ Q"io‘f@\
cefendianco G & Ak O CooT T lecufiente

Hasta este momento los estudiantes solo han identificado una variable que es la altura. Después en la
entrevista responden lo siguiente

E: Cambia la altura del agua... E: Bueno, yo escribi: “Ha estado cambiando la

P: ¢Cambia algo méas? altura dependiendo de la altura de cada

E: No. Solo la altura. recipiente”

P: Bueno voy a replantear la pregunta. P: No es solamente en el instante 4. Es durante

Entre estos dos instantes aqui y aqui, qué ese lapso de tiempo, del minuto 0 al minuto 4,

cambia. ¢qué ha estado cambiando?

E: El tiempo y la altura. E: La altura del agua, que depende de la

P: ¢ Asi que solamente va cambiando la intensidad de la lluvia y de lo que cae el agua.

altura? P: ¢Y por qué cambia la altura del agua?

E: No. También el tiempo, porque E: Gracias al tiempo vy a la intensidad de la

dependiendo del tiempo va cambiando la lluvia.

altura. P: (Como asi, ‘gracias al tiempo’?

P: ¢(Habréa algo méas que pueda cambiar? E: Cambia la altura del agua a medida que

E: No. S6lo la altura del agua y el tiempo. pasa el tiempo. La intensidad de la lluvia es
igual.

De esta manera los estudiantes reconocen que son dos las magnitudes presentes en esta situacion, la altura y el
tiempo y que las dos varian. Ademas, identifican que la intensidad de la lluvia es constante.

La cuarta tarea se concentra en R1, y pide completar una tabla que relaciona tiempo con altura del agua desde
el escaldn central, lo cual requiere que el estudiante siga obteniendo datos.
En la parte escrita, los estudiantes plasman lo siguiente:

4, Completa la siguiente tabla, representa Ta inform 4. Completa la siguiente tabla, representa la infor
| Altura del agu.s_l. gl r/1_\; __'; cl el 2
en R1 desdeel | ;| 3 o 3
| escalbdm central | ~7 escalén central
|  Minutos | Minutos 0]1|213ja4|s5|6(7

Altura del agua
en R1 desde el 2 i e

A fin de indagar sobre las estrategias utilizadas para encontrar los valores, durante la entrevista los
estudiantes responden:

P: Altura del agua en R1 desde el escaldn
central. R1 es el recipiente. Dices que a los
0 minutos hay 0 centimetros de altura que
alcanza el agua, ¢por qué?

E: Pues como no ha transcurrido ningdn
minuto pues no se ha llenado nada porque
no ha caido agua.

E: En el recipiente 1 habia, en 4 minutos 12
cm. Entonces dividi 12 entre 4y me da 3. Y
de ahi multiplicando ese nimero por el otro
ndmero para encontrar los otros.

P: Bueno. Para 1 minuto, tG dices que la altura
son 3 cm. Para 2, dices que es 6...

82



P.:Enl

E: En uno alcanza los 3 cm porque si en 4
minutos alcanza los 12, entonces yo dividi
esos 12 entre 4. Y en un minuto alcanzé 3

cm.
P: ;Y por qué lo dividiste? ¢por qué la
division?

E: Como era constante yo lo dividi

Es decir los estudiantes suponen que la razén de llenado de agua es constante y por ello calculan 12/4, luego a
partir de este, van encontrando los demas valores de la columna correspondiente a la variable altura.

A pesar de elegir una estrategia aditiva (sumar cada
vez 3) puede reconocer que las dos variables estan

relacionadas y dicha relacion corresponde a un

aumento, ademas cuantifica la relaciéon como 1 a 3,
cuando afirma que por cada minuto la altura cambia
tres, lo cual se evidencia en el siguiente fragmento

de la entrevista

Inicialmente trata de elegir una estrategia
multiplicativa, pero finalmente elige una estrategia
aditiva (sumar cada vez 3), pero no es claro si reconoce
que las dos variables estan relacionadas y dicha
relacion corresponde a un aumento, sélo hasta el final
menciona las dos variables y como una depende de la
otra como se evidencia a continuacion.

P: En 2 minutos escribes 6...

E3: Pasa el doble de tiempo de un minuto,

entonces le sumé a los 3 centimetros otros

tres.

P: Y aqui dices que es 9

E3: Es 9 por qué paso otro minuto, y cada

minuto sube 3 centimetros. Se va sumando
cada minuto de a tres.

E: Porque voy sumando de a tres y asi hasta
llegar al dltimo 21

P: ;Y por qué sumas de a tres?

E: Porgque voy sumando y encontrando las
cantidades y llego hasta aqui al 12.

P: Ah, vas sumando cierta cantidad cada vez
para que aqui al final te de 12. ;Y cémo
hiciste con los demas?

E: Sigo sumando

P: ¢Y aqui por qué te dio cero?

E: Porque en 0 minutos, hay 0 cm. No habia
agua.

Para la quinta tarea se solicita lo mismo que en la anterior, pero para el recipiente tres y el estudiante completa
la tabla asi

| en R3 desde el |

5. Completa la siguiente tabla, representa Ia Inform

|_escalén central L__
Minutos |0

(1]

5. Completa la siguiente tabla, representa la infon

I Altura del agus
en R3 desde el
escalén central

Minutos 0i1[2(314i5]|6|7

Se pregunta al estudiante sobre cémo hizo para
completar la tabla y en la entrevista responde:

P: Listo veamos ahora para el recipiente
namero 3 con esta tabla. Nos dice que a
los 0 minutos hay 5 cm, ¢por qué razén?
E3: Como empezaba desde el escalon
central entonces ya tenia 5 centimetros.

P: Y dices que en 1 hay 7, ;qué motivo esa
respuesta?

E3: ... cogi los 8 y lo dividi entre 4. Eso
da2ylesumé5. Medio 7.

P: ;Qué indica este 2?

E3: Lo que se ha llenado este recipiente
en un minuto.

P: Listo, 0 sea que en este recipiente logras
2 centimetros de altura en un minuto.
Listo... ahora para dos minutos...

E3: Pues igualmente se le suman los dos, o

Se observa que el estudiante no tomo en cuenta que
para R3 tenia que completar la tabla con relacion al
escalon central, pero si encuentra una relacién para
saber que aumenta de dos en dos. Y en la entrevista
responde asi:

E: Aqui dividi 8 en 4 y me dio 2, y de ahi fui
sumando hasta que me diera 8
P: Ok, tu dices que la division da 2, y que ese
resultado es la cantidad en centimetros de
agua que vas sumando.
E: Porque si sumo de a 2 me va dando
P: Ah, vale. Y entonces esa es la Unica razén
para encontrar los valores...
E: Si
P: ¢Y aqui por qué dio cero?
E: Porque en cero no habia agua
El docente en la entrevista hace otras preguntas al
estudiante que le dan elementos para encontrar la
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sea 4y aese 4 le sumod los 5 del escalon y
me da 9.

P:¢Y este 11?7

E3: Pues igualmente. Cojo otros 2
minutos, me da 6 y aese 6 le sumo 5

relacion de tiempo con altura del agua, teniendo en
cuenta que el recipiente 3 se encuentra un escalon
arriba y que se solicita con respecto al escalon central.
P: Listo. Perfecto. Veamos ahora lo que dice
aqui: “altura del agua desde el escalon
central”. ;Te sugiere algo esto que dice aca?
E: Si. Que le sume o que le reste 5 cm, lo del
escalén central.
P: Ok. ;cuando sumas?
E: Aqui en el recipiente tres le sumo lo del
escalon central. Y aqui en el recipiente dos le
resto.
P: ;Y por qué no consideraste eso aca?
E: Porque no vi...
P: Ok. ¢Podriamos mirar cémo quedaria?
[Para el recipiente 3]
E: Podriamos sumarle 5 cm a cada medida
P: Aqui, a los cero minutos, va a haber...
E:5
P: Escribamoslo aqui arriba con rojo. ;Y para
los otros?
E: Voy sumando de a 5. Lo del escalén.
[Corrige todos los datos en el tablero sumando
de a 5 a cada dato]

De la misma forma que para el recipiente anterior, R1, los estudiantes suponen que la

razén de llenado de agua es constante y por ello calculan 8/4, luego a partir de este, van

encontrando los demas valores de la columna correspondiente a la variable altura reconociendo

que las variables estan relacionadas y que dicha relacion corresponde a un aumento, aplicando la

misma estrategia aditiva (sumar cada vez 2) cuantificando una relacion de 1 a 2 y ademas

tomando en cuenta que por estar en el escalon superior debe sumar 5 cm mas con respecto al

escalén central.

Para la sexta tarea se solicita lo mismo que en la anterior, pero esta vez para R2 y los estudiantes

completan las tabla asi:

6. Completa la siguienie 1abla, representa Ia mror

| Altura del agua | | ¢| cl sl st g & &
| enR2desdeel | 5 ) | | © 1 A
| escalén central | O] oN | TS| )

Minutos [011]2]13]4|151617]

6. Completa la siguiente tabla, representa la infon

Altura del agua
en R2 desde el 1
escalén central

Minutos 0j1{2(3(4|5[6]|7

Se observa que el estudiante coloco cero de altura
para un tiempo de cero minutos, y una altura cero
nuevamente, para un tiempo de un minuto.

El estudiante colocé cero de altura para un tiempo de

cero minutos, y para el resto de datos va aumentando
de cuatro en cuatro

Cuando se indago a los estudiantes sobre sus respuestas respondieron que:
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P: Dices a los 0 minutos hay 0 cm ¢por E: Para el recipiente 2, en cero min hay cero cm de
qué razén? altura del agua. En 1 min, 4 cm. En 2 min 8 cm. y asi
E3: Estaba un escalon abajo... [El sucesivamente.

estudiante se queda pensativo]

P: Pero desde el escaldn central no podrias

decir qué es cero. Diriamos que son -5 cm.

¢Y en un minuto? En un minuto dices que

es 0. ¢Por qué razén?

E3: ...Estoy haciendo algo mal

El estudiante reconoce que se equivoco en los Demostrando que sigui6 el mismo proceso que para la
calculos para los dos primeros valores dados para la  tabla anterior, pero tiene en cuenta que aumenta de
variable tiempo transcurrido, cero y un minuto cuatro en cuatro.

respectivamente, pues no tuvo en cuenta que con El docente le dice que tome en cuenta que es desde el

respecto al escaldn central el recipiente esta cinco escalon central que debe medir y en la entrevista
centimetros abajo como se lo indica el profesor, sin  corrige asi:

embargo se observa que en los datos siguientes P: ;Y alla? [Para el recipiente 2]
desde 2 minutos en adelante si toma en cuenta que E: Le restaria los 5 cm del escalon

el recipiente esta en el escaldn inferior. La P: ¢Entonces como nos quedaria?
entrevista continda asi: E:0-5=-5;4-5=-1;8-5=3,yasi

P: Empecemos de nuevo... Como harias

para calcular la altura del agua en un

minuto. ...

E3: 16 cmes lo que sube y lo divido en 4,

que indica que en un minuto sube 4 cm.

Bueno y a ese 4 le resto 5, lo cual da -1.

[El estudiante corrige el valor en el

tablero]

P: Listo y en 2, pusiste 3

E3: Si porque a -1 le sumo 4 y me da 3

positivo.

P: Bueno, y aqui dices que en 3 minutos

aumenta a 7, ¢por qué razén?

E3: Pues se le aumenta 4 al 3 anterior.

P: ¢y aqui este 11?

E3: Se le aumentan otros 4... Y asi sigo

aumentando de a 4 cada vez
Finalmente, el estudiante corrige sus datos durante
la entrevista y nuevamente procedié al igual que en
los anteriores casos suponiendo que la razén de
llenado del agua es constante y por ello calcula
16/4 y a partir de saber cuanto llena el recipiente en
un minuto, cuantificando la relacién 1 a 4 para
calcular los demas valores de altura, pero esta vez
resta los 5 centimetros al primer dato que obtiene y
a partir de ese Gltimo dato sélo suma los 4
centimetros que sube el agua cada minuto,
reconociendo que las variables estan relacionadas y
dicha relacion corresponde a un aumento.

Fuente: elaboracién propia

Es decir, E1 durante esta primera fase de construccion del modelo, abstraccion, en el paso

de seleccidn de variables, coordina el valor de la variable altura del agua en cada recipiente desde
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el escalon central con los cambios en el tiempo transcurrido (AM1) comportamiento indicativo
de la accion mental que caracteriza el Nivell (N1) de razonamiento covariacional, aunque es
notorio que para todos los casos, aungue cuantifica la razon de cambio, no la utiliza para
encontrar los valores de la variable dependiente, esto es posiblemente causado porque usa
estrategias aditivas en el calculo, por lo que es posible afirmar que el estudiante no exhibe la
accion metal de coordinar la cantidad de cambio de la variable tiempo con los cambios en la

variable altura del agua en el recipiente (AM3).

Mientras que E2 en esta primera fase de construccion del modelo, abstraccion, en el paso
de seleccion de variables, tiene dificultad para coordinar el valor de la variable altura del agua en
cada recipiente desde el escalon central con los cambios en el tiempo transcurrido (AM1), pero
facilmente lo corrige durante la entrevista, alcanzando después de ella un indicativo de la accion
mental que caracteriza el Nivel 1 (N1) de razonamiento covariacional.

4.2.1.2 Paso de problematizacion

También denominada la etapa formulacion de la cuantificacion de la relacion entre
variables. Es aqui donde se analiza la formulacion de la relacion, es decir, la razén de cambio
constante para la variacion lineal.

4.2.1.2.1 Nivel de direccion.

Tabla 18. Descripcion de proceso en el nivel de direccion.

Descripcion del proceso del estudiante que presentd  Descripcion de los procesos del estudiante que
alto porcentaje de éxito presentd bajo porcentaje de éxito.

Continua el proceso de modelacion en la fase de abstraccion, en el paso de problematizacion, el nivel de
direccion (N2) desarrollando la primera actividad, literal a de las tareas 4, 5 y 6.

Reconocen que ha estado cambiando la altura del agua dentro de los recipientes, en cada
caso, mientras el tiempo esta transcurriendo (AM1) y (AM2), esto es, después de completar tabla

de datos a partir de la coordinacion del cambio positivo de altura del agua en el recipiente desde
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el escalon central con los cambios en el tiempo trascurrido. Ademas de representar la informacion

en el plano cartesiano.

a. ;Qué pasa con la altura a medida que

a, ;Qué pasa con la altura a medida que \ = el tiek 2

aumenta el tiempo? _\JO, Ol rouS RGO

Para averiguar qué estrategia emplearon para coordinar la direccion del cambio en la altura del agua, desde el
escal6n central, con el aumento del tiempo, los estudiantes contestaron:

P: Listo. Ahora vamos a mirar la otra parte. P: Bueno... vamos a mirar la respuesta que
Volvamos a las tablas. ;Qué pasa con la das al literal a. de los puntos 4, 5y 6. Cada
altura a medida que aumenta el tiempo? uno de ellos dice: “;Qué pasa con la altura a
E: Aumenta el nivel del agua. medida que aumenta el tiempo?” y es la

P: ¢En qué casos disminuiria? misma pregunta para cada uno de los

E: Si deja de llover, hace sol y se evapora el recipientes. Ahora miremos qué respondiste
agua o que la sefiora Maria vacie los (para el recipiente 1): “A medida que
recipientes aumenta el tiempo, aumenta la altura”. ;En

tus tres respuestas creo que dices o mismo?
E: Si. Porque por cada tiempo que pase va
aumentando el agua

P: ¢Y por qué aumenta el agua?

E: Porque se va llenando

P: jVale!

Fuente: elaboracion propia

Estan alcanzando un nivel de desarrollo de imagenes de la covariacion (N2) que se estan

sustentando con sus acciones mentales (AM1) y (AM2).

4.2.1.2.2 Nivel de coordinacion cuantitativa.

Tabla 19. Descripcion de proceso en el nivel de coordinacion cuantitativa

Descripcion del proceso del estudiante que presenté alto Descripcion de los procesos del estudiante que
porcentaje de éxito (E1) presentd bajo porcentaje de éxito (E2)

En el nivel 3 (N3), coordinacién cuantitativa, donde se requiere determinar la cantidad de cambio en una de
las variables dado un cambio especifico en la otra, sustentado por las acciones mentales (AM1), (AM2) y
(AM3), se tiene que al observar los resultados obtenidos en la actividad 1, literales b de tareas 4, 5y 6, cada
estudiante

Los estudiante coordinan la cantidad de cambio de la altura del agua en cada recipiente
desde el escalon central mientras transcurre el tiempo determinando cuanto es el cambio en la
altura por cada minuto, en cada una de las tres situaciones (R1, R2 y R3). Los siguientes

fragmentos de la entrevista da muestras de esto:
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P: Bien. Ahora miremos esta otra pregunta.
Para el recipiente 1 ;Cuanto cambia la altura
por cada minuto?

E: Pues en este 3cm. 2cm aqui y en este otro
4cm. [Sefala la tabla del recipiente 1, luego del
recipiente 3 y finalmente el recipiente 2]

P: ¢Y depende la posicion donde esté?

E: No. Aqui tampoco y aqui tampoco. [Sefiala
las tablas para justificar su respuesta]

P: Listo... Ahora vamos a mirar el literal
b. de los mismos puntos 4, 5y 6. Este
literal dice: “Cuénto cambia la altura por
cada minuto”. Para el recipiente 1 dices:
“Por cada minuto, la altura del agua
cambia 3”... ; Tres qué?

E: Tres centimetros.

P: ¢Y por qué deduces eso?

E: Porque en la tabla dice que va
aumentando.

P: Listo. Aqui para el recipiente 3 dices
que el agua aumenta 2 cm por cada
minuto. ¢Por qué?

E: Porque aqui en la tabla dividi 13 entre
4...

P:¢Y noera8?

E:8entre4ydaz2

P: ¢Y por qué 8 y no 13?

E: Por el escalon

Los estudiante durante esta fase de construccion del modelo, abstraccion, coordinan el

valor de la variable altura del agua en cada recipiente desde el escalon central con los cambios en

el tiempo transcurrido (AM1) ademas coordinan la direccion del cambio de la altura del agua con

los cambios en el tiempo transcurrido (AM2) y coordinan la cantidad de cambio de altura del

agua con los cambios en el tiempo (AM3) comportamientos que sustentan las acciones mentales

que caracterizan el Nivel 3 de razonamiento covariacional, denominado Coordinacion

Cuantitativa.

5. Completa la siguiente tabla, representa la informac

[ ARurs D R L i T
‘Alturndelagun] (: <l ¢| MR
| enR3desdeel | 5! | 5| OlaAal | X
i )] VO e ~r] Y8

' escalén central 0 A v 2| )

_Minutos [0[1}2]3]4a.15]6[7

a. ;Qué pasa con la altura a medida que
aumenta el tiempo? U\ T4 /4 BLCAV;SX\J

b. (Cuéanto cambia la altura por cada minuto?
£ C p\ e

5. Completa la siguiente tabla, representa la informa

Altura del agua
en R3 desde el
escalén central

Minutos 011/21314({51617

a. (Qué pasa con la altura a medida que

aumenta el tiempo? O  Necicoon fee
tienain Bel G
v\ NN
b. (Cuéanto cambia la altura por cada minuto?
e afuc  Gywewrs PR
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El estudiante esta suponiendo que la razon de llenado es  Supone que la razon de llenado de agua es

constante y calcula sumando cada vez 5 (estrategia constante y por ello calcula 8/4, luego va
aditiva), iniciando en 5 cm como se evidencia en este encontrando los demas valores de la columna
fragmento de la entrevista: correspondiente a la variable altura del agua en el
recipiente. Afirma que:
P: Listo veamos ahora para el recipiente P: Ok. Y aqui (para el recipiente 2) nos
namero 3 con esta tabla. Nos dice que a los 0 dices que la altura del agua dentro del
minutos hay 5 cm, ¢por qué razén? recipiente 2 cambia 4 cm. ¢Por qué?
E: Cémo empezaba desde el escaldn central E: Porque aqui tomé que a los 4 minutos
entonces ya tenia 5 centimetros. alcanza 16 cm
P: Y dices que en 1 hay 7, ;qué motivo esa P: Pero entonces aqui divides 16 y no
respuesta? 11...
E: Porque en 4 minutos alcanzaba 8 E: Por lo que no se cuenta el escalon...

centimetros, le sumé los 5, me dio 13.

P: (A qué le sumaste 5?

E: A los 8 centimetros de agua que habia mas
los 5 del escalon me dio 13. Entonces ese 13 lo
dividi en cuatro, igual como hice con el de aca.
No, no fueron 13... cogi los 8 y lo dividi entre
4.Esoda2ylesumé5. Medio 7

P: ¢Qué indica este 2?

E: Lo que se ha llenado este recipiente en un
minuto

Estan reconociendo que la relacion entre las variables altura del agua en el recipiente
desde el escalén central y tiempo transcurrido van aumentando (AM2), coordinando asi la
cantidad de cambio de la altura del agua en el recipiente desde el escalén central con el cambio

en la cantidad del tiempo transcurrido (AM3).

Es decir, los estudiante durante esta fase de construccion del modelo, abstraccion,
coordinan el valor de la variable altura del agua en cada recipiente desde el escaldn central con
los cambios en el tiempo transcurrido (AM1) ademas coordinan la direccion del cambio de la
altura del agua con los cambios en el tiempo transcurrido (AM2) y coordinan la cantidad de
cambio de altura del agua con los cambios en el tiempo (AM3) comportamientos que sustentan
las acciones mentales que caracterizan el Nivel 3 de razonamiento covariacional, denominado

Coordinacion Cuantitativa.

En la segunda actividad, tablas de las tareas 1, 4 y 7, de la secuencia didactica, continta obteniendo datos y
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completando las tablas satisfactoriamente pues ya esta reconociendo y coordinando la cantidad de cambio en
una variable (tiempo transcurrido) con cambios en las otras variable (cantidad de altura del agua desde el
escaldn central) (AM3) a partir de la informacion inicial suministrada en esta sesidn donde se da a conocer
que es lo que esta cambiando durante los 4 minutos iniciales (el tiempo y la altura) (AM1), lo que pasa con la
altura a medida que aumenta el tiempo (aumenta) (AM2) y cuanto cambia la altura por cada minuto (AM3),

acciones que sustentan al Nivel 3 (N3): coordinacion cuantitativa.

Alto porcentaje de éxito
1. Completa la signiente tabla

2 ~——as} cemtimeivos - i- -+ - -
X1 | Xz |Ax {yy |yz | Ay aeom| | | ] |
1 20 o
4 o
01| 3 == *
-4 }-“ S| z=3 ! >—
A 1t 2 |
l i 2 ‘i— \) 0 ,? I=g] '31! 1 T
| - 6 % 3
2|4 7 — == - .
4]z 6 Jfs [ & Jom
e (g € 3 | L 3
416 |2 |[28]§ | ==> L
- - S L] 1 2 3 - s L 7 -
s |7 11 181Uz | 2 a= { i
. gluils =3 . nAunu.tas

2. Registra en el plano cartesiano cada uno de los valores de Ax y sus respectivos Ay
3. ;Qué significado tiene en la situacién de la lluvia el valor obtenido en

Jov _coade M\mfo u\

LI,

VALY

4y,
Ax', \
QLA g o

Bajo porcentaje de éxito

7. Considerando la mformaclon anlcnor y las convenciones completa la siguiente tabla

I [ » ceatimetros |
x1 | X2 | Ax [ ¥1|yz | -
b e - - +
o|l1{4[7] "
. - -
124 9|2 . -
2]alo|b (4 X .
I RIBRACIG L M
i v ~ minutos
Stel 7] 4|44 = s>
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Los estudiantes coordinan la cantidad de cambio en el tiempo con la cantidad de cambio en la
altura del agua en el recipiente desde el escalén central (AM3) y realiza los cambios respectivos

en el tiempo y la altura por medio de la diferencia entre dos valores correspondientes en cada

columna. El fragmento de entrevista permite indagar por las estrategias utilizadas para encontrar

los valores de la altura del agua y los tiempos:

E: Pues AX es el cambio de un tiempo al otro,
X1y X, que se restan.

P: Bueno aqui se podrian considerar las dos
opciones. Primero vamos a considerar el
cambio de aqui hasta aqui. ; Cudnto cambi6 de

P: Bien, veamos el siguiente (para el
recipiente 2). Aqui, ¢Por qué colocaste -
5? (Enfila 1, valor de Y;)

E: Porque a 0 le corresponde -5 (en la
tabla inicial)
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0 a 1? ¢ Cuénto cambia?

: Un minuto

:Dela?

: Un minuto

:De2ad4ydedab

: 2 minutos

¢cYde6a7?

: Un minuto

;'Y Aqui vamos a mirar los respectivos Y para
cada uno de estos X. Aqui pusiste 0 para Y.
¢recuerdas por qué?

E: Porque no habia subido nada

P: Aqui pusiste que era 3, ;por qué?

TMmMmomMmomMmom

P: Aqui, ¢por qué 3?

E: Porque a 2 minutos le corresponde 3
cm de altura

P: Ok. Y asi para los demas

E: Si

P: Ok. Ahi los datos nos quedaron bien.
Ahora veamos el cambio. ¢De -5 a -1?

E: Hay 4

P:¢De-1a3?

E: Hay 4

P:¢De 3all?

E: Hay 8

P: iListo!

E: Porque en un minuto ya habia subido 3 cm
P: En 2 pusiste 6 ¢por qué?

E: Por la misma razén como es el doble. Y asi
va subiendo cada 3 cm

P: ¢Y aqui estos valores?

E: Son para X,

P: Ahora vamos a mirar los cambios de Y, a
Y,.

E3: De0a3hay 3, de3a6cambia3, de6al2
cambia 6, de 12 a 18 cambia 6

Fuente: elaboracion propia

En la Gltima columna deben calcular la razén entre cada una de las diferencias, Ax y Ay y
establecer si esta razén entre las diferencias correspondientes de dos valores de la tabla es una
constante, para luego identificar si lo graficado corresponde a una funcion lineal o no. Estan
alcanzando un nivel de desarrollo de imagenes de la covariacién (N3): Coordinacion
cuantitativa.

4.2.1.2.3 Nivel de razon de cambio.

Este nivel solicita reconocer la cantidad promedio de cambio en una de las variables al
realizar cambios constantes en la otra. Para describir el proceso en este nivel, de los estudiantes
seleccionados, se observo inicialmente sus producciones en las tareas cuyo fin era establecer la
razon entre el cambio en la variable dependiente y el cambio de una unidad en la variable
independiente, posteriormente, la razon entre el cambio en la variable dependiente con el cambio
mayor a la unidad en la variable independiente, ademas, el significado que asocia a esta razén
considerando la situacion inicial.
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Tabla 20. Descripcion de proceso en el nivel de razon de cambio

Descripcion del proceso del estudiante que presentd Descripcion de los procesos del estudiante que
alto porcentaje de éxito (E1) present bajo porcentaje de éxito (E2).

Para que los estudiantes abordaran este nivel se planteo en la tarea uno, de la segunda actividad de la
secuencia didactica, una tabla cuya Gltima columna solicitd, una vez calculados los cambios en la variable
dependiente dados unos cambios en la variable independiente, expresar la razn entre estos cambios y
calcular el cociente de estos dos valores; ademas, se pregunté en la tarea tres por el significado que asocia a
este valor considerando la situacion inicial; sin embargo, estas dos tareas estan referidas al recipiente uno;
para el recipiente tres se asignaron las tareas cuatro y seis, y para el recipiente dos las tareas siete y nueve;
cada una de ellas con los mismo propositos, respectivamente, para los cuales se plantearon las tareas uno y
tres.

En la dltima columna de cada tabla logro establecer Logra establecer razones considerando cambios

correctamente las razones considerando cambios iguales o mayores a la unidad en la variable
iguales o0 mayores a la unidad en la variable independiente, sin embargo, en la quinta fila de la
independiente, ademas, obtiene el mismo cociente, primera y segunda tabla obtiene distintos cocientes a
respectivamente, en cada una de ellas. los de las otras filas, respectivamente.
R1 [ ag
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Sin embargo, al observar las siguientes producciones en el significado que otorgan a la razon de cambio en la
situacion inicial:

Proceso del estudiante con alto porcentaje de éxito (E1)

R1
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3. {Qué significado tiene en la situcitn de la lluvia ef valor obtenido en éz?
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Proceso del estudiante con bajo porcentaje de éxito (E2)
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Vemos que para la tarea tres no especifica el valor
exacto del cambio de la altura del agua desde el escalén
central al aumentar un minuto el tiempo; sin embargo,
para la tarea seis el estudiante escribe claramente el
cambio en cada una de las variables, y para la tarea
nueve, tampoco indica el valor especifico del cambio
en la variable dependiente; pero en todas las respuestas
a estas tareas se puede observar que el significado que
el estudiante asocia a la razén es la relacion entre el
cambio de la variable independiente dado un cambio de
una unidad en la variable independiente. Afirmacion
que también toma fuerza al observar el siguiente
apartado de la entrevista:

Vemos que para las tareas tres y seis el estudiante no
presenta el valor exacto del cambio de la altura del
agua desde el escal6n central, tampoco el cambio o
aumento especifico en el tiempo; aunque si escribe
que a medida que aumenta el tiempo crece la altura
del agua, esta manifestacion corresponde al nivel de
direccion. Para la tarea nueve indica que el cambio
en la variable dependiente es 4 cm, pero no
especifica el cambio necesario en la variable
independiente. Al analizar la entrevista, una vez
corregidos los datos erréneos en las alturas del agua
de la tabla del recipiente uno y del tres y en
consecuencia tener la misma razén de cambio en
cada una de las tablas, respectivamente, logra
manifestar que la razén de cambio en la situacion
indica cuanto cambia la altura del agua desde el
escalon central al realizar cambios en el tiempo;
prueba de esta afirmacion la encontramos en el
siguiente apartado de la entrevista:

P: ¢ Qué significado tiene ese 3 en la situacion?

E: Las X, y X; nos representa cuanto
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E: Que siempre ha ido aumentando 3

P: Pero aqui no aumenta 3 (Sefialando los dos
valores de 6 en la columna 4Y)

E: Ahi aument6 el doble

P: ¢Pero qué significado tiene este 3 en la
situacion? (Sefialando la columna 4Y / AX)
E: El cambio que se logré

P: Se més especifico, en funcion de la
situacion, ¢Este 3 qué diria?

E: Ese 3 diria que la constante es 3

P: ;Cada cuanto?

E: Cada minuto

P: Es decir, que por cada minuto...

E: ..Vaa cambiar 3

P: Por ejemplo, aqui tienes 6 (Sefialando valor
6/2 en columna 4Y / AX)

E: Cambia 3. Como son 2 minutos, cambia 6
P: Ahora miremos la misma pregunta, pero
para el recipiente que esté arriba, el tres. Aqui
nos dio siempre 2. ; Qué quiere decir este 2, 0
este AY / AX en la situacion especificamente?
(Sefialando tabla para el recipiente 3)

E: Que por cada minuto siempre va a aumentar
2

P: Bien. Ahora veamos aqui para el recipiente
de agua que esta abajo. Aqui nos dio siempre
4 enlacolumnade AY / AX... la pendiente...
(Indicando la tabla, esta vez para el recipiente
2)

E: Siempre nos dio 4 (Sefialando la columna
AY | AX)

P: Entonces, ¢ Qué escribiste?

E: “Es el cambio que se da entre y e x por cada
minuto que pasa” (Leyendo su texto escrito
para la tarea 9)

P: Explicame eso por favor...

E: Que siempre se da cambio en 4, siempre va
a aumentar 4

P: Pero detalladamente ;Como seria?

E: Que por cada minuto que pase, siempre va a
aumentar 4 cm la altura

tiempo pasa, y las Y1 y Y, nos dice cual es
la altura que el agua obtiene al pasar cierto
tiempo. Y la ecuacion AY / AX nos
muestra el cambio en la altura al pasar el
tiempo. O sea, dependiendo de cuanto
tiempo pase, aumenta la altura del agua.

P: Por ejemplo, aqui, ¢Este 3 de la tltima
columna qué significa? (Sefialando en la
columna 4Y / AX)

E: Es el cambio. Por cada minuto, aumenta
3 cm el agua.

P: Vamos a mirar ahora, la misma pregunta,
pero para el recipiente tres, ;Qué
significado tiene en la situacion de la lluvia,
el valor de AY / AX

E: Seria lo mismo. Por cada que aumentan
los minutos, aumentan los cm.

P: Ahora en esta Ultima columna te dio 2,
este 2, ¢Qué significa? (Sefialando valor de
la primera fila columna 4Y/AX)

E: Lo que cambia. En 1 minuto, aumenta 2
cm.

P: Bien. Indistintamente de los datos,
podriamos seguir aqui colocando datos y
vamos a obtener aqui otros nimeros. Si
estableces esta relacion, ¢siempre me va a
dar 2?

E: Si, siempre. Si cambiara la intensidad de
la lluvia, si cambiaria ese dos.

P: Vamos con la otra tabla. Esta es para el
recipiente que estaba en el escaléon méas
bajo. ¢Qué significado tiene en la situacion
de la lluvia el valor obtenido en 4Y / AX?
E: Esigual. Por cada que cambian los
minutos, cambian los cm del agua. En este
caso, y para este recipiente, 4 cm por
minuto.

P: Bueno, y en general, ;qué nos indica 4Y
[ AX?

E: Por cierta cantidad de tiempo que
cambie, nos va a cambiar cierta cantidad en
los cm de altura.

Fuente: elaboracion propia

Se ve entonces que E1 reconoce la razdén como la expresion matematica que indica cuanto
cambia la variable dependiente por cambio de una unidad en la variable independiente,
indistintamente, si la razon se halla con el cambio de un minuto en la variable independiente o
con un cambio mayor a un minuto. Mientras que pese a los errores de calculo de la altura del

agua en cada uno de los recipientes desde el escaldn central presentados en la tabla del recipiente
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uno y la tabla del recipiente tres, E2 logro reconocer la razon como la expresion matematica que

indica cuanto cambia la variable dependiente por cambio constante en la variable independiente.

4.2.2 Paso de formulacion de la hipdtesis
Este paso, de la fase de abstraccion, se encamina a la formulacion general, en lenguaje
natural, de la interrelacion entre las variables estudiadas; y para describir el proceso de los
estudiantes en este paso se observo sus producciones en la primera tabla de las tareas 1, 2 y 3 de
la tercera actividad de la secuencia didactica, ademas, las justificaciones a sus respuestas y
posteriores elaboraciones en la entrevista.
Tabla 21. Descripcion de proceso en el paso de formulacion de hipotesis

Descripcion del proceso del estudiante que presento Descripcion de los procesos del estudiante que
alto porcentaje de éxito presentd bajo porcentaje de éxito.

La primera tabla de la tarea uno entregé unos valores para la variable tiempo y se solicitd, inicialmente,
indicar para cada uno de estos valores su correspondiente altura del agua desde el escalén central;
posteriormente, la tarea pidio escribir el procedimiento utilizado para calcularlos y una justificacion de éste.
Las tareas dos y tres demandaron del estudiante las mismas acciones, pero para R3 y R2, respectivamente.

Proceso del estudlante con alto porcentaje de éxito (E1)

~ Altura ¢ del agua 7 Procedimiento para |

minutos en R1 desde el calcular la altara a Justifica el procedimtento utilizado '
1 escalém central | partir de los minutos | _ !
0 ‘ ' — 1
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Altura del agua " Procedimiento para

Justifica el procedimiento utilizado

minutos en R3 desde el calenlar la altura a
- escalon central | partir de los minutos
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Proceso del estudlante con bajo porcentaje de éxito (E2)
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En las cuales se observa que el procedimiento
utilizado por el estudiante para calcular la altura del
agua desde el escalon central en el recipiente uno
consistié en sumar a cualquier valor de la variable

En las cuales se identifica que no utilizo el valor de
la variable independiente para calcular su
correspondiente en la variable dependiente, su
procedimiento de célculo fue aditivo en todos los
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tiempo el doble de este valor, es decir, y en términos
generales, n + 2n, donde n representa el tiempo.

casos, ya que al reconocer que los valores en la
variable tiempo estaban cambiando de a un minuto, y
una vez obtenida la altura del agua desde el escal6n
central para el primer valor de la tabla, para hallar

los demas valores en la variable dependiente sumo el
cambio en la altura del agua por cada minuto al valor
anterior, es decir, utilizé un procedimiento de
recurrencia.

Al observar la parte de la entrevista donde se pidio a E1 explicar el procedimiento

utilizado para calcular la altura del agua en el recipiente tres desde el escaldn central,

encontramos que, para el primer valor de la variable independiente, adicioné este con cinco, al

segundo valor de la variable independiente le sumé el valor adicionado en el caso anterior mas

uno; y continué de manera similar para calcular las otras alturas. Procedimiento en el que si bien

utilizo el valor dado en el tiempo también recurrié al dato que adiciond anteriormente; lo cual

conduce a necesitar el sumando precedente para hallar cualquier altura, es decir usa un

procedimiento de recurrencia.

Considerando las anteriores producciones y la falta
de un procedimiento escrito para calcular la altura en
el recipiente dos desde el escalén central, se realiz6
en la entrevista preguntas al estudiante con el &nimo
de tener hipotesis mas practicas.

Observando el siguiente apartado de la entrevista:

Afirmaciones sustentadas con apartados de la
entrevista:

P: Hagamos una cosa, devolvamonos
aqui*, ;Coémo harias si te pusiera aqui en la
columna de los minutos, 20 minutos? (*
Tabla de altura del agua en recipiente 1)

E: Seria 20+20 y a eso le sumo otros 20. O
sea, serfa 20 por 3

P: ¢Podriamos aplicar esto mismo aca*?
(*Procedimientos utilizados en los primeros
valores de la tabla para calcular la altura)
E: Si.

P: ¢Cémo seria?

E: Seria 3(0) =0, 3(1) = 3, y asi
sucesivamente

P: ¢Y si colocaramos un millén?

E: Seria un millén por tres.

Por ejemplo para R1:

P: Necesitas el nimero anterior. Por
ejemplo, si nos dan el nimero 24 y nos
piden hallar la altura.

E: Necesitamos el nimero anterior, el 23, la
altura a los 23 minutos.

P: ;Podrias pensar en otra estrategia?

E: No

P: Veamos aqui. Para 4Y / AX podriamos
tener 3/1, 6/2, 12/4; en todos los casos,
(cuénto daria?

E:3

P: ¢Y qué significa ese 3?

E: Que sube 3 cm por cada minuto

P: Siempre nos da tres. ;Sera que este 3 nos
facilita encontrar un procedimiento?




Indicamos que el estudiante establecié como
hipétesis multiplicar por tres el valor de la variable
independiente para calcular la altura del agua en el
recipiente uno desde el escal6n central.

Ademas, con el siguiente apartado de la entrevista

P: Y aqui* a los 20 minutos ;C6mo seria?
(*Tabla para el recipiente tres)

E: Ahi estaba aumentando dos por cada
uno; seria 20 por 2

P: Aqui* ;Como seria? (*Procedimientos
utilizados para calcular los primeros valores
de la altura)

E: jAh! no serviria, porque dos por cero da
cero

P: ¢Y por qué no cuadra?

E: Porque no le estoy sumando el escalén,
la medida del escaldn; entonces seria dos
por cero mas cinco

P: ¢Y para un milldn de minutos?

E: Seria dos por un millén mas cinco

P: Esa es una estrategia. Entonces, ¢Cuél
seria el procedimiento para calcular la altura
a partir de los minutos?

E: Pues, hacer esas operaciones (Sefialando
las anteriormente descritas)

Como se observa el estudiante establecié como
hip6tesis multiplicar por dos el valor de la variable
independiente y adicionar cinco a este producto para
calcular la altura del agua en el recipiente tres desde
el escaldn central.

También, con el siguiente apartado de la entrevista

P: ¢Podrias por favor pensar una estrategia
para acd*? (*Tabla para el recipiente dos)
E: Aqui el cambio es 4, por cero, menos
cinco (Escribe 4(0) — 5)

P: ;Y para las demas?

E: Pues seria lo mismo. Para 1 seria 4(1) -
5=-1, para 2 seria 4(2) - 5= 3, y asi
sucesivamente

P: ¢Y para 20 minutos?

E: Seria 4(20) - 5

P: ¢Y para un millén?

E: Seria 4(1.000.000) — 5

E: No responde

P: Por ejemplo, en 2 minutos, ;cuanta agua
habra?

E:6cm

P: ¢Por qué?

E: Porque en 1 minuto hay 3y 3(2) =6

P: ¢Y en tres?

E: Ahies 9, porque 3(3) =9

P: Entonces aqui es 3(3). Bien. ¢Este primer
3 qué significa?

E: Lo que cambia por minuto

P: ¢Y este otro 3?

E: Los minutos

P: Ok. Explicame la respuesta.

E: Si en un minuto cambia tres y han pasado
3 minutos, se multiplica. Por ejemplo, si
tengo 3 minutos y necesito saber cuanta
agua cae en 3 minutos y sé que en 1 minuto
cae 3, entonces multiplico 3 por 3.

P: Entonces ¢Qué multiplicas?

E: Lo que cae en 1 minuto y la cantidad de
minutos que pasan

P: Bien. ¢ Necesitamos con esta estrategia
saber el valor anterior?

E: No.

Para el recipiente dos

P: ¢ Podriamos encontrar una estrategia que
no requiera saber el valor anterior?

E: No.

P: Pensemos un poquito. En O minutos ¢por
qué hay aqui 5 cm?

E: Por la altura del escal6n

P:En 1, hay 7. ;Por qué hay 7?

E: Porque aumentaron 2 cm. y hay que
sumarle los 5 del escal6n

P: ¢Por qué aqui para el valor de 2 es 9?

E: 4 que han caido de agua mas 5 cm del
escalén

P: ¢Pero ese 4 qué significa?

E: Los cm de agua que han caido en 2
minutos

P: Aqui, para el valor de 11, ;cédmo seria?
E: 6 + 5 del escal6n

P: ¢y este 6 qué significa?

E: La cantidad de agua que ha caido en tres
minutos

Fuente: elaboracién propia

De igual manera que E1 establecié como hipdtesis multiplicar por cuatro el valor de la

variable independiente y restar cinco a este producto para calcular la altura del agua en el

recipiente dos desde el escalon central, al analizar las respuestas a la entrevista se encuentra que
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E2 establecié como hipdtesis multiplicar por tres el valor de la variable independiente para
calcular la altura del agua en el recipiente uno desde el escalon central. Para el recipiente tres,
propuso como hipétesis, multiplicar por dos el valor de la variable independiente y adicionar
cinco a este producto; y para el recipiente dos, multiplicar por cuatro el valor de la variable
independiente y restar cinco a este producto.

4.2.3. Fase de resolucion

La fase de resolucion consiste en expresar la formulacion de la hipdtesis en lenguaje
matematico; y para describir el proceso de los estudiantes en esta fase se observo sus
producciones en la segunda tabla de las tareas 1, 2 y 3 de la tercera actividad de la secuencia
didactica, ademas, las justificaciones a sus respuestas y posteriores elaboraciones en la entrevista.

Tabla 22. Descripcion de proceso en la fase de resolucion

Descripcion del proceso del estudiante que presentd Descripcion de los procesos del estudiante que
alto porcentaje de éxito presentd bajo porcentaje de éxito.

La segunda tabla, en las tres tareas, pidié escribir un procedimiento general que permitiera calcular a partir
de la cantidad de minutos transcurridos la altura del agua desde el escalén central.

Proceso del estudlante con alto porcentaje de éxito (E1)

E adr-;be, considerando la r epresentacion de todos los valores posibles, un procedimiento general que
permita calcular a partir de los minutos Ia altura def agua en R1 desde el escalén central

Escr:he considerande la representacmn de todos ]ns valores pOSIb]ES, un procedamlento general gque
| permita calcular a partir de 1os minutos la altura del agua en R3 desde el escalim cemtral

= o FH{rh)

— - S — i

Proceso del estudiante con bajo porcentaje de éxito (E2)

"Escribe, considerande la representacion de todos los valores posibles, un proc edimiento general que
p:,rrmta caleular a partir de los minutos la altura del agua en R1 desde el escalgn central

-

i} Pealhros oel age o 0
NB=N. 5ose cave —miae .
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Escribe, considerando mépr esentacion de todos los valores posibles, un procedimiento gEnEalT:u

| permita calcular a partir de los minutos Ia altura del agua en R3 desde el escalbn central

= ﬂ\%u("ﬁ\ '

Escribe, considerando la representacién de todos los valores posibles, un procedimiento general que

| permita ealeular a partir de los minutos la altura del agua en R2 desde el escalon central

| |"\_-'T"'-f\‘=r\-

e & [Hoen

En las cuales m representa la variable independiente
o el tiempo y n la variable dependiente o altura del
agua en el recipiente desde el escalén central. Sin
embargo, en las producciones logradas en la
entrevista, el estudiante escribe la igualdad n =

3m para representar el comportamiento en el
recipiente uno; la expresion n = 2m + 5 para
relacionar la altura del agua en el recipiente tres
desde el escalon central, y la igualdad n = 4m —

5 para relacionar la variable dependiente con la
variable independiente en la situacion del recipiente
dos.

En la cuales se puede observar que pretendio
representar el procedimiento aditivo para calcular la
altura del agua desde el escalon central, es decir,
sumar al valor de cambio por unidad la altura del
agua correspondiente al minuto anterior; pero
representa con la misma variable la altura para
momentos distintos. Sin embargo, en las
producciones logradas en la entrevista, el estudiante
escribe la igualdad m= 3n para representar el
comportamiento en el recipiente uno; la expresién
m = 2n + 5 para relacionar la altura del agua en el
recipiente tres desde el escalén central, y la igualdad
m = 4n — 5 para relacionar la variable dependiente,
m, con la variable independiente, n, en la situacién
del recipiente dos.

Como podemaos observar en el siguiente apartado de
la entrevista, en la cual se pretendi6 la conversién de
la hipétesis, del recipiente uno, de lenguaje natural al
matematico

P: Pero pensemos la estrategia. ¢ Cuantos
minutos posibles hay?

E: Infinitos

P: ¢ Como podemos representar toda esa
cantidad?

E: Con una letra, lan

P: ¢ Cuéntos centimetros posibles hay?
E: Infinitos.

P: ;Como podemos representar esa
cantidad?

E: Con una letra, lam

P: Bien. ;Cémo calcular cuantos cm hay a
partir de la cantidad de minutos?

E: 3n

P: Bueno. ¢Y qué obtenemos?

E:m

Ademas, el siguiente apartado de la entrevista, donde
se presenta la conversion de la hipétesis de R3

E: Si n representa los minutos y m
representa los centimetros. Quedaria 2n = m
P: ¢Esa seria tu estrategia?

E: Si.

P: ;Qué representa el 2 y qué representa la
n?

E: El 2 es lo que aumenta en cm por cada
minuto, la n la cantidad de tiempo
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P: ¢Con eso me va a dar la altura del agua
desde el escalon central?

E: Si

P: ;Y esto para qué recipiente es?

E: Para el recipiente tres, pero le sumo 5
P: Entonces para el recipiente 3 seriam =
2n+5

E: Si, 5 cm del escaldn.

También, el siguiente apartado de la entrevista,
donde se presenta la conversion de la hip6tesis de R2

P: Ahora, ¢una (estrategia) general?
E:4n-5

P: ¢ Y eso qué nos permite obtener?

E: La altura del agua en cualquier momento

Fuente: elaboracion propia

Para E1 m representa la variable independiente o el tiempo y n la variable dependiente o
altura del agua en el recipiente desde el escalon central. Sin embargo, en las producciones
logradas en la entrevista, el estudiante escribe la igualdad n = 3m para representar el
comportamiento en el recipiente uno; la expresion n = 2m + 5 para relacionar la altura del agua
en el recipiente tres desde el escaldn central, y la igualdad n = 4m — 5 para relacionar la variable

dependiente con la variable independiente en la situacion del recipiente dos.

Por otro lado, E2 pretendid representar el procedimiento aditivo para calcular la altura del
agua desde el escalon central, es decir, sumar al valor de cambio por unidad la altura del agua
correspondiente al minuto anterior; pero representa con la misma variable la altura para
momentos distintos. Sin embargo, en las producciones logradas en la entrevista, el estudiante
escribe la igualdad m= 3n para representar el comportamiento en el recipiente uno; la expresion
m = 2n + 5 para relacionar la altura del agua en el recipiente tres desde el escalon central, y la
igualdad m = 4n — 5 para relacionar la variable dependiente, m, con la variable independiente,

n, en la situacion del recipiente dos.
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4.2.4. Fase de validacion

Esta fase tiene como proposito, contrastar el modelo matematico con los datos recogidos
en la fase inicial, de tal forma que de no ser adecuado, se continte con la fase final, concerniente
a la modificacion del modelo matematico.

Tabla 23. Descripcion de proceso en fase de validacion

Descripcion del proceso del estudiante que presento Descripcion de los procesos del estudiante que
alto porcentaje de éxito (E1) presento bajo porcentaje de éxito (E2).

En la actividad nimero tres, en las dos Ultimas tablas de las tareas 1, 2 y 3, se solicita a los estudiantes que
verifiquen la hipdtesis expresada en lenguaje matematico considerando la situacidn inicial, para que de ésta
manera se lleve a cabo la fase de la validacidn; y de ser necesario continuar con la Gltima fase, la de
modificacion del modelo matemético.

El estudiante presenta su modelo para el recipiente Muestra en la actividad namero tres, en las dos

uno y procede a reemplazar con un dato como se Gltimas tablas de las tareas uno, dos y tres, se solicita

observa en el escrito al estudiante que verifique la hipotesis expresada en
lenguaje matematico considerando la situacion
inicial, para que de esta manera se lleve a cabo la
fase de la validacién; y de ser necesario continuar
con la Ultima fase, la de modificacion del modelo
matematico.

Proceso del estudiante con alto porcentaje de exito

E ---:“—uhe, consrdera ndao Ta representacion de todos los valores posibles, un procedimiento general gue
permita calcular 2 partir de los minutos la altura del agun en R1 desde el escalin central

= oot (2
__ Verifica que el _l'J-I'UL‘l:"l:iITI'iEI\-III- sirve considerando la situacién imicial
N = A+1C2)
N= 1+ &
3 ey |

Proceso del estudiante con bajo porcentaje de exito _

,I*_,sr.: ribe, considerando Ia representacion de todos los valores puslhle:, un procedi nuento general que
pq_rnut.._ calcular a partir de los minutos la altura del agua en R1 desde el escaldn central

= qﬁ"’ﬁ.‘l"& et agoct SO
ﬁj‘-ﬂ%rm‘ 4D =T Cachs o b Ao .

: Verifica gue el procedi miento a:r'\ ¢ considerando Ia situacion inicial

e&.t:uﬁcfj,?\ )

Mientras que el primero (E1) logra encontrar la expresion matematica que le funciona
tomando como base la variable tiempo como se puede observar en el fragmento de entrevista, el

segundo estudiante (E2) no se da cuenta esta colocando una misma letra que representa un mismo
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valor y que se contradice si se le suma 3y se obtiene lo mismo, asi que después de que el
profesor hace algunas preguntas guia, el termina corrigiendo el modelo como se evidencia en el

fragmento

El estudiante logra encontrar una expresion Cuando se le pregunta en la entrevista, en la
matematica alternativa que le funciona tomando resolucion ella se da cuenta que esta colocando una
como base la variable tiempo, como se puede misma letra que representa un mismo valor y que se
observar en la verificacion, pero cuando se hace la contradice si se le suma tres y se obtiene lo mismo,
entrevista, el estudiante ya ha encontrado el modelo  asi que después de que el profesor hace algunas
matematico en la fase de resolucion y lo que expresa  preguntas guiadoras, termina corrigiendo el modelo

es validando el nuevo modelo, asi: como se evidencia en el siguiente didlogo:

E3: operar. Reemplazar los valores...
n=3(m). Para 1 seria n=3(1), que es igual a
3.

P: ¢ Y por qué sabemos que nos sirve?

E3: Porque aqui esta coincidiendo el
resultado. [Sefialando la tabla donde esta el
registré de la altura con respecto al tiempo
para ese recipiente uno].
P:1eneltiempoy 3en laaltura. ;Y con
otro?

E3: Lo podriamos hacer por ejemplo con 3.
n=3(3), que es igual a 9. Y coincide con el
valor de 9 en la tabla.

P: ¢Y con otro valor?

E3: Con 5. n=3(5), que es igual a 15. Y aqui
también me coincide con el 15.

P: Vamos a mirar si esas estrategias nos
sirven o no. Para el recipiente 1, se
pregunta: “Verifica que el procedimiento
sirve considerando la situacion inicial”.

¢ Cudl fue tu respuesta? [Sefiala la expresion
inicial escrita por la estudiante]

E:n+3=n

P: ¢Sirve 0 no sirve?

E: No sirve.

P: ¢Por qué no sirve?

E: Porque esté repetida la n

P: Pero luego nos ha salido una nueva
(estrategia): m=3n. ;Esta nos sirve?

E: Si.

P: (Como podriamos verificar si nos sirve o
no?

E: Cogiendo por ejemplo el valor de 2
tendriamos m=3(2). Asi m=6.

Para R3 los estudiante presentan los siguientes modelos y verificacién en lo escrito,

Proceso del estudiante con alto porcentaje de éxito ()

I Escribe, considerando la represenn:ei-&n de todos los valores posibles, un -proéédimiento seneral que
|_permita caleular a partir de 1os minutos ¥a altura del agoa en B3 desde el escalén central

= +(m+E)

: Verl-i:fg;i__!:;__qo_tf_l__p_rﬂ:cqhni;_ntg s1rv?_cogs_i£{;_r_at£q la situacidn inicial

h=a+Ca1+5)
h=a+¢

Proceso del estudiante con bajo porcentaje de éxito
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Escribe, considerando La representacidn de todos los valores posibles, un procedimiento g_E-IlE rai-&ue

= S Rrooy, -

"N 32
| Werifica que el procedimiento sirve considerando la situacidn inicial o e
—-+2
“Z -

Nuevamente, de acuerdo con su modelo propio, es
posible validarlo y comprueba que funciona para los
valores dados. Sin embargo en la entrevista ya ha
llegado al nuevo modelo matemaético y lo valida asi:

En esta ocasion presenta como modelo una suma
de la altura con el nimero dos y no hay una
verificacion sino una tabla de datos que copi6 de
la informacion inicial y trata de argumentar que

aumenta cada vez mas dos. En la entrevista, para
la fase de validacion logré encontrar el modelo
matematico conducido por preguntas guiadoras del
profesor y lo verifica asi:

P: Bueno, vamos con los datos del recipiente
3. Recuerda, el recipiente que esta arriba.
¢Cudl era la expresion que habiamos sacado?
E3: n=2m+5

P: ¢Y como podemos saber si sirve o no?

E3: Reemplazando valores. Por ejemplo con
el 2. Entonces, n=2(2) + 5, asi n=9

P: ¢Podriamos hacerlo también con mas
valores?

E3: Si

P: ¢Con cuales?

E3: Con cualquiera.

P: Listo. Hagamoslo con otro

E3: Ok. Con 5, seria entonces, n=2(5) + 5, asi
n=15. Y aqui me coincide con el 15

P: Asi que hemos probado la estrategia.
Vamos con la siguiente. Esta ya es para el
recipiente 3. Ya nos dimos cuenta que
esta estrategia [la inicial escrita por la
estudiante] ‘n + 2’ no nos sirve. ;Cual
estrategia nueva formulaste?
E:m=2n+5

P: ¢ Seré que sirve o no sirve?

E: Sirve porque, por ejemplo, en dos
minutos seria m=2(2) + 5. Asi m=9

P: Bien. ;Y con otro valor?

E: Con 4 minutos seria: m=2(4) + 5. Asi
m= 13 [Escribe en tablero con seguridad]
P: ¢Serviria para todos los valores?

E: Si

Por ultimo cuando llega al recipiente dos que esta en
el escalén inferior, el estudiante no plantea ningln
modelo y por consecuencia ninguna verificacion por
escrito. Pero como en la entrevista logrd plantear un
modelo matemaético para este recipiente haciendo un
proceso recurrente con los otros dos, llega a la
siguiente verificacion:

Por ultimo para R2 que esta en el escalon inferior,
el estudiante plantean + 4 = n.

Al confrontar el modelo con los datos presentados
a través de tablas construidas por el mismo
estudiante se observa que el modelo no funciona.
Con los datos que presenta no es posible inferir
una regularidad que expresen los valores de sus
tablas como por ejemplo la de incremento (Ax),
diferencia entre valores correspondientes en la otra
fila, de esto da cuenta el estudiante durante la
entrevista y nuevamente con preguntas llega al
modelo como se evidencia en el siguiente didlogo:

P: Entonces hagamosle con la del recipiente
namero 2. ;Cual seria?

E3: n=4m-5

P: Listo, ¢entonces cémo seria ahi?

E3: Por ejemplo, con el 2 seria: n=4(2)-5,
entonces n=3. Y aqui en la tabla me coincide.
P: Listo. ¢Y con otro?

E3: Con cualquiera lo podria hacer. Por
ejemplo con el 5. Seria n=4(5)-5, entonces

P: Bien. Ahora vamos con el recipiente 2.
Veamos si nos sirve m=4n-5

E: Con 2 seria: m=4(2)-5. Asi m=3. Con 4
seria m=4(4)-5. Asi m=11 [Escribe en
tablero con seguridad en el
procedimiento]

P:¢Y es que solo sirve con 2y con 4?

E: No. Sirve con cualquiera.

P: Hazlo con el 6
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n=15. Me esta coincidiendo aqui también E: Seria m=4(6)-5. Asi m=19

Finalmente, en esta Ultima fase de construccion del Contrasta el modelo matematico que obtiene a
modelo, correspondiente a la validacién, el estudiante partir de la entrevista con los datos recogidos en la
comprueba el modelo matematico con los datos fase inicial. Ya que en la primera parte y por
recogidos en la fase inicial. Esta construyendo una escrito no logré plantear un modelo que pudiese
representacion simbolica a partir de la suma y esta verificar.

funciona, luego puede hacerla multiplicativa

Fuente: elaboracion propia

Finalmente, en esta Ultima fase de construccidn del modelo, correspondiente a la
validacion, E1 contrasta el modelo matematico que obtiene a partir de la entrevista con los datos
recogidos en la fase inicial. Ya que en la primera parte y por escrito no logré plantear un modelo

que pudiese verificar.

Por consiguiente, mientras que E1 contrasta el modelo matematico con los datos
recogidos en la fase inicial, construyendo una representacion simbdlica a partir de las adiciones
sucesivas y como esta funciona, luego puede hacerla multiplicativa. E2 presenta inconvenientes

de tipo algebraico pero con las orientaciones dadas durante la entrevista logra construir modelos

Segln Bassanezi (2002), "a el modelado aplicado a la ensefianza puede ser un camino para
despertar mayor interés, ampliar el conocimiento del alumno y auxiliar en la estructuracion de su manera
de pensar y actuar" (s. p) y esto se evidencid durante todo el proceso de la secuencia pues al iniciar E1y
E2 presentaban notables diferencias en cuanto a la coordinacion de cambio de una variable con cambios
en la otra (N1) sustentada por AM1, pero transcurso de las actividades sus procesos se fueron cada vez
aproximando a similitudes al coordinar la direccién de cambio de una de las variables con cambios en la

otra (N2) sustentadas por acciones mentales AM1 y AM2, teniendo en cuenta a Carlson et al. (2003).

En la fase de Abstraccion, en la formulacion de modelos, E1 continuaba demostrando que podia
coordinar no solo lo que cambiaba y como cambiaba, ademés ya podia coordinar la cantidad de cambio de
una variable con cambios en la otra (N3). Por otro lado, E2 alcanz0 a realizar las actividades en esta fase

pero necesito de preguntas orientadoras para lograr finalizarlas con éxito.
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La sustitucion del lenguaje natural por el lenguaje matematico, fase de resolucion, también mostro
diferencias entre E1 y E2. E1 demostro ser coherente con sus andlisis y acciones a través de las
expresiones matematicas empleadas, las cuales verificd y valido en la fase de validacion donde empleo
sumas sucesivas Y las sustituyo por estructuras multiplicativas. Esto fue posible en E2 pero después de
asesorias y preguntas orientadas pues se presentaron deficiencias en el pensamiento algebraico,
identificacion de variables independientes y dependientes, como también el asociar cada una de estas a los

ejes horizontales y verticales del plano cartesiano.
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Capitulo 5
5. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se adopté la perspectiva de Bassanezi (2002) sobre el
proceso de modelacion y la perspectiva variacional para la modelacion de funciones lineales, lo
cual resulto ser valiosa en tanto los estudiantes participantes en este estudio, lograron desarrollar
elementos que paulatinamente los llevaron a la fase de validacion y alcanzaron el nivel cuatro de
covariacion segun Carlson et al. (2003).

Al ser la modelacion un proceso que permite convertir fendmenos o situaciones reales en
simbolos o relaciones matematicas a través de la deteccion, formulacion y proyeccion de
regularidades se pudo establecer que los estudiantes adquirieron habilidades en los subprocesos
que fueron creciendo conforme se desarrollaba la secuencia didactica.

Asi, en cuanto al desarrollo del razonamiento covariacional encontramos que, en general,
los estudiantes lograron el nivel cuatro de covariacion que corresponde al célculo de la razén
promedio ya que reconocen la cantidad promedio de cambio en una de las variables al realizar
cambios constantes en la otra, (altura del nivel del agua y tiempo de llenado).

Asociar las acciones mentales y los niveles de covariacion propuesto por Carlson et al.
(2003), fue importante en tanto con ello se pudo encontrar que es posible a través de estos
instrumentos clasificar comportamientos de los estudiantes junto con sus producciones para
cuando ellos desarrollan tareas relacionadas al pensamiento variacional.

Los problemas que se disefiaron para la prueba diagndstica tuvieron la caracteristica de
conducir al analisis de la fase de abstraccion de la modelacion y dentro de ella los pasos de
seleccion de variables y problematizacion que conllevan el alcanzar los cuatro niveles de
covariacion hasta llegar a la razon de cambio lo que permitid a los estudiantes mostrar

comportamientos que corresponden con las acciones mentales AM 1 Coordinacion del valor de
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una variable con los cambios de otra, AM2 Coordinacion de la direccion del cambio de una
variable con los cambios en la otra variable, AM3 Coordinacion de la cantidad de cambio de una
variable con los cambios en la otra variable y AM4 Coordinacion de la razon de cambio
promedio de la funcion con los incrementos uniformes del cambio en la variable de entrada.

De manera similar, los problemas que integraron la secuencia didactica se caracterizaron
por estar conformados por tareas que conllevan a establecer competencias y destrezas en
contextos de cambio y variacion, esto posibilitdé que los estudiantes desarrollaran habilidades,
conceptos y procesos inmersos en el tipo de pensamiento variacional.

De otro lado, las entrevistas como un instrumento para ahondar en las comprensiones que
los estudiantes tienen en el momento de resolver cada pregunta fueron Utiles para recolectar
informacidn detallada sobre la manera en que ellos interpretan las situaciones y aproximarse a
conocer el proceso cognitivo que les permite establecer un modelo matematico frente a una
situacion del entorno.

7.7. Recomendaciones

El planteamiento de situaciones que conlleven un proceso de experimentacion con objetos
reales de laboratorio o incluso con ayuda de la tecnologia para permitir que sean los mismos
estudiantes quienes obtengan de manera directa las variables para desarrollar el proceso completo
de modelacion y puedan ver de una manera dindmica y no estatica la covariacién y las
situaciones en contextos reales.

La realizacion de un estudio del proceso de modelacion para construir otras clases de
funciones que no sean lineales.

El trabajo conjunto con maestro para desarrollar procesos de modelacion con estudiantes
de primaria o primeros afios de secundaria aprovechando situaciones de interes para el estudiante

que surjan de sus propios entornos y que sean producto de su motivacion.
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Como se menciond en los preliminares, especificamente en el planteamiento del
problema, al no ser posible identificar o encontrar propdsitos encaminados para el desarrollo del
razonamiento de covariaciéon lineal en ninguno de los periodos, pero si propdsitos encaminados a
estudiar la funcion lineal o afin, empero de manera estatica, se establece que al carecer la
institucion de documentos que evidencien o muestren la propuesta y el proceso de ensefianza
empleado para lograr estos aprendizajes en los estudiantes, esta investigacion podria ser usada
como soporte para dar inicio a una reformulacion del plan de estudios que fortalezca tanto al
proceso de modelacion como al razonamiento covariacional a partir de los analisis, conclusiones

y recomendaciones.
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La figura muestra un recipiente que se esta llenando. El liquido cae de una llave que se abre segln

se desee, pero durante el llenado no se modifica la abertura de la llave, ésto con el fin de permitir

pasar la misma cantidad de liquido cada segundo.

Altura del nivel de agua a medida que se va

Ilenando el recipiente

Longitud del chorro de agua (la medida que va
desde la boca del grifo o la llave hasta que
desaparece porque hace contacto con el liquido

que ya esta en el recipiente

Diametro del recipiente

Cantidad de agua a medida que se va llenando el

recipiente

Altura del recipiente

Tiempo transcurrido mientras va cayendo el

liquido en el recipiente
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Utilice la informacion proporcionada por la imagen y la tabla para contestar las preguntas que se
formulan a continuacion.

NOMBRE

CURSO

1. En la tabla aparecen las letras A, B, C, D, E, F. En cada caso diga si los valores que
representa cada letra varian o permanecen constantes mientras el llenado del recipiente.

Valores
representados por

Escriba si
cambian o no
los valores de

la
medida

Justifique su respuesta

A
(la altura del nivel
de agua)

B
(longitud del
chorro de agua)

C
(didmetro del
recipiente)

D
(cantidad de
agua)

E
(la altura del
recipiente)
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2. A continuacion, se dan algunos pares de medidas, para cada caso diga si los valores de alguna
de las medidas cambian a medida que cambian los valores de la otra medida, o si por el

contrario los valores de estas medidas no se relacionan entre si. Justifique la respuesta.

Valores representados
por

Escriba si una
medida cambia
0 no con los
cambios de la
otra medida

Justifique su respuesta

A (altura del nivel de

agua) y
F (tiempo transcurrido)

A (altura del nivel de
agua) y

C (didmetro del
recipiente)

A (altura del nivel de
agua)

y

E (altura del
recipiente)

D (cantidad de agua)
y

C (didmetro del
recipiente)

C (diametro del
recipiente) y
E (altura del recipiente)

B (longitud del chorro)

y
D (cantidad de agua)

E (altura del recipiente)

y
F tiempo transcurrido)
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3. A continuacion se presentan tres tablas en las que se escriben valores de A (altura del nivel
de agua) y F (tiempo transcurrido), escoja la tabla que representa los valores de A 'y F que
corresponden a una posible experiencia de llenado de un recipiente que tiene la misma forma
del que se mostrd en la figura inicial. En cada caso escriba Si 0 No segun corresponda y
justifique su respuesta.

3.1.

Valores de A
(dado en cm)

Valores de F
(dado en segundos)

1,2 2,5 3,9 5,4 7,0

Justifique su respuesta

3.2.

Valores de A
(dado en cm)

Valores de F
(dado en Segundos)

14 2,8 4,2 5,6 7,0

Justifique su respuesta

3.3

Valores de D
(dado en ml)
Valores de F
(dado en Seg)

1,8 1,6 1,4 1,2 1,0
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4. En un experimento, que no tiene nada que ver con la situacion de llenado que se viene

estudiando, se toman los datos que aparecen en las tablas, a partir de estos datos observe
cémo varian las medidas y complete la tabla con los valores que considera toman las
medidas a partir de los valores que se dan.

4.1.
Valores de W
(dado en cm) 4 8 12
Valores de M
(dado en cm) 56 52 48
4.2.
Valores de X
(dado en cm) 36 2
Valores de Y 4 3
(dado en Segundos)
5. Si se sabe que la medida B (la longitud del chorro de agua) en un momento dado mide 26 cm
y que el valor de A (altura de nivel del agua) correspondiente es 34 cm, ¢;cuanto medira el
valor de A cuando se reduce a la mitad el valor de B? Justifique su respuesta
6. Juana realiza dos observaciones en dos momentos diferentes del proceso de llenado, las

medidas que reporta en cada caso son:

Observacion 1. La medida A (la altura del nivel de agua) es 15 cm
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Observacion 2. El tiempo transcurrido es 3 veces la cantidad de segundos que habian
transcurrido al hacer la primera observacion.

¢Cuénto medir la altura del agua en la segunda observacion? Justifique su respuesta

7. Utilice la tabla para contestar las preguntas 7.1y 7.2

Valores de A

2,2 4.4 6,6 8,8 11,0
(dado en cm)
Valores de F 5 4 6 8 10
(dado en Seg)

7.1. ¢Qué altura alcanza el nivel del agua cuando han transcurrido 4 segundos de llenado?

7.2. ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que el nivel del agua alcance 5,5 cm de altura?

Escriba el procedimiento seguido
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8. De las cuatro gréficas, seleccione la que considera que representa correctamente la forma
como cambian los valores de la medida A (altura del nivel del liquido) a medida que cambia
F (el tiempo de llenado).

Grafica 2
Grifi A
Arafica 1 —
=A £
[]
£ 4 c
o @
| = @
- &
a @
B =
a 5
= -
© E
2 3
= g
@ e
_U 3
o £
S Z
2
.
F
B ™ I (Duracidn en segundos)
(Duracién en segundos)
Jra fica @ Grafica 4
A Grafica 3 _A I
E £ 1
(&) L&)
5 £
m @
] S
£ &
© o
el o
T g
Z =
o] ]
o o
b m
E] E]
2 ]
G G
F F
(Duracién en segundos) (Duracién en segundos)

Justifique su respuesta
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9. Lagréfica representa los valores que va tomando D (cantidad de agua) a medida que
cambian los valores de F (el tiempo de llenado). Utilice la grafica para contestar las
preguntas 9.1y 9.2

I

BOf----mmmmmmm o m e

I e ety

404--------------

Cantidad de agua en mililitros

20¢------

o e e e e e e e e ——————

Mt -—-———=

4 & 8

-—
0 12
F

Tiempo de llenado en segundos

9.1. ¢Qué cantidad de agua hay en el recipiente cuando han transcurrido 4 segundos de
Ilenado?

9.2. . ¢ Cuanto tiempo debe transcurrir para en el recipiente hayan 70 mililitros de agua?
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10. Represente en la gréafica los valores de la tabla y trace la gréfica

Valores de A
(dado en cm) 14 2,8 472 5,6 7,0
Valores de F
(dado en 2 4 6 8 10
segundos)
A |
£ 10 1
&
& 4l
= , |
2 < B 8 10 12 -

Tiempo de llenado en segundos

F

11. ¢Qué pasa con la forma como cambia A (Altura del nivel del agua) a medida que cambia
F (tiempo de llenado) si se utilizan recipientes mas delgados 0 méas gruesos?

Mas delgados

Mas gruesos
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12. La grafica muestra la forma como van cambiando los valores de A (Nivel del agua) a

A\

E 100 """"""""""""""""""" 1
o |
- |
“’ 2
] |
= 80 f------mmmmm e e |
oo | |
m I I
< | l
O | [
@ T e e e e R i : :
= | | |
= I | I
s | | |
L | | [
O ' | [
g WfEsessssEsE . : : :
5 I : I |
% e | | | |
< I I | ?
20} ------ | | I |
| | | | |
| | | I |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
L L L L L »
2 & 6 8 10 12 F

Tiempo de llenado en segundos
medida que cambian los valores de F (el tiempo de llenado), en ese mismo dibujo trace otra

grafica que represente la misma variacion de los valores de A con relacion a F pero si se
trata de llenar un recipiente méas delgado que el que se ha venido utilizando. Justifique su
respuesta.

Justifique su respuesta
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Anexo 2

ALCALDIA MAYOR DE BOGOTA, D.C.
SECRETARIA DE EDUCACION

COLEGIO EL PORVENIR
INSTITUCION EDUCATIVA DISTRITAL

EDUCACION MEDIA TECNICA
NIT 830052690-6 DANE 21110200240
Aprobado Seglin Resolucién 2541 /28-08-2002, Grados 0° a 11° Secrctaria
Resolucién Articulacién: 730 /25-03-2009 y 07-0387 /25-07-2011 EDUCACION

ALCALDIA MAYOR
BOGOTAD.C.

MATEMATICAS
GRADO NOVENO
Actividad 1

ESTUDIANTE: CURSO:

La empresa de acueducto, alcantarillado y aseo de Bogota anunci6 la semana pasada que con el
fin de efectuar reparaciones en la red de tubos realizaria un corte del suministro de agua desde el
dia de hoy y por un tiempo de 72 horas en el barrio El Porvenir de la localidad de Bosa. La
sefiora Maria al no haberse enterado del corte y no tener agua almacenada decide aprovechar la
Iluvia que cae y pone en las escaleras de la terraza tres recipientes para recoger el liquido.
Andrés, un hijo de Maria, observa los recipientes puestos e identifica que los tres son de forma
cilindrica, con la misma altura, pero con distinto diametro; siendo el recipiente dos (R2) el de
menor didmetro y el recipiente tres (R3) el de mayor diametro. Ademas, que el recipiente uno
(R1) fue colocado en el escaldon central, el recipiente tres un escaldon arriba y el recipiente dos un
escalon abajo; tal como lo muestra la figura 1.

__R3

\\—\

Figura 1.

Después de 4 minutos con la misma intensidad de lluvia Andrés observa que el agua ha logrado
una altura de 8 centimetros dentro del recipiente tres, de 16 centimetros dentro del recipiente dos
y 12 centimetros dentro del recipiente uno. Sin embargo, desea establecer la altura del agua en
cada uno de los cilindros desde el escalon del centro; sin olvidar que la altura de cada escalon es
de 5 centimetros.

Considerando esta situacion responde:
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1. Con un tiempo de cuatro minutos de lluvia, completa la siguiente tabla:
R1 R2 R3

Altura del agua dentro del recipiente

Altura del agua en el recipiente desde el escaldn central

2. Con un tiempo de ocho minutos de lluvia con la misma intensidad, completa la siguiente
tabla:

R1 R2 R3

Altura del agua dentro del recipiente

Altura del agua en el recipiente desde el escalon central

3. Durante los 4 minutos iniciales ;Qué ha estado cambiando? Justifica tu respuesta

4. Completa la siguiente tabla, representa la informacion en el plano cartesiano y responde las
preguntas.

Altura del agua
en R1 desde el
escalon central

25

20

Minutos 01123 |4|5|6]|7

a. ¢Qué pasa con la altura a medida que 10
aumenta el tiempo?

b. ¢Cuénto cambia la altura por cada minuto?

5. Completa la siguiente tabla, representa la informacion en el plano cartesiano y responde las
preguntas.

Altura del agua 28
en R3 desde el
escalon central

20

Minutos 0(1(2|3|4|5|6|7




a. ¢Que pasa con la altura a medida que
aumenta el tiempo?

b. ¢Cuanto cambia la altura por cada minuto?

6. Completa la siguiente tabla, representa la informacién en el plano cartesiano y responde las

preguntas.

Altura del agua en
R2 desde el
escalon central

Minutos 0j1(2 3|4 |5]|6|7

a. ¢Qué pasa con la altura a medida que
aumenta el tiempo?

b. ¢Cuénto cambia la altura por cada minuto?

25

20
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Anexo 3

ALCALDIA MAYOR DE BOGOTA, D.C.
SECRETARIA DE EDUCACION

COLEGIO EL PORVENIR
INSTITUCION EDUCATIVA DISTRITAL

EDUCACION MEDIA TECNICA
MATEMATICAS

ALCARAMAYOR
GRADO NOVENO T,
Actividad 2
ESTUDIANTE: CURSO:
Altura del agua en R1 desde el escalon 0 3 9o |12 115 | 18 | 21
central
Minutos 0 1 3 4 5 6 7
% cEntLMETrDS
Durante los 4 minutos iniciales x
. Que ha estado cambiando? »
15 ®
el tig WD '_,J ‘
L0 glturi ki °

(Que pasa con la altura a medida que
aumenta el tiempo?

Aumenta
;Cuanto cambia la altura por cada minuto?

= cpntlmaetros

Considerando la informacion anterior y las siguientes convenciones

x4 | Representa una cantidad de minutos

x, | Representa otra cantidad de minutos

vy, | Representa la cantidad de altura del agua desde el escalon central a los x; minutos

vy, | Representa la cantidad de altura del agua desde el escalon central a los x, minutos

Ax | Cambio en el tiempo desde x4 hasta x,
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Ay | Cambio en la altura desde y, hasta y,

1. Completa la siguiente tabla

Ay _ s sEwntlneetrps
X1 | Xz |Ax | y1| Y2 | Ay e m
X
20 L4
0|1 0|3 — =
L
15
1] 2 — =
]
10
L]
2 | 4 — =
L]
il
416 — = o minutps
L
-1 0 1 2 3 4 ] 7 8
6|7 — =
5
2. Registra en el plano cartesiano cada uno de los valores de Ax y sus respectivos Ay
. : T : : Ay
3. ¢Que significado tiene en la situacion de la lluvia el valor obtenido en A_?
X
Altura del agua en R3 desde el escalén central 5 9 11 13 15 17 19
Minutos 0] 1 2 3 4 5 6 7
Durante los 4 minutos iniciales EEEsaumanss
. Qué ha estado cambiando? 20 ®
el tiemapo Y
,Qué pasa con la altura a medida que ®
aumenta el tiempo? 10 ®
aumtnta L
50
v Cuanto cambia la altura por cada minuto?
2 centimetros -1 o 1 2 3 7 [
minutos
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4. Considerando la informacion anterior y las convenciones completa la siguiente tabla

centimetros

25
Ay
X1 | X2 | Ax\v1\y2 | Ay | =
20

0 1 5 7

15
1 2

10
2| 4

s©
ale6
6 7 =

7
minutos

5. Registra en el plano cartesiano cada uno de los valores de Ax y sus respectivos Ay

e : o . : Ay
6. ¢Qué significado tiene en la situacion de la lluvia el valor obtenido en E?

Altura del agua en R2 desde el escalon central

Minutos

(B

Durante los 4 minutos iniciales
Que ha estado cambiando?

el tiewmapo Y

Lo altura

i Qué pasa con la altura a medida que
aumenta el tiempo?

Aumenta
y Cuanto cambia la altura por cada minuto?

4 centimetros

257 cenfimetros

20

4 5 & 7
minutos

a
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7. Considerando la informacion anterior y las convenciones completa la siguiente tabla

A =8 centimetros

X[ Xz | Ax |y | ¥2 | Ay ﬂ—i=m ®

i =}
0 1 =3 | -1

L 15 =
1| 2 =

ok 10 L]
2| 4 : ®

a8
=
4 6
! e L] b 2 - - o 7 [
minutos

4] 7 = _ET

8. Registra en el plano cartesiano cada uno de los valores de Ax y sus respectivos Ay

e : o . . Ay
9. ¢Qué significado tiene en la situacion de la lluvia el valor obtenido en E?
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Anexo 4

ALCALDIA MAYOR DE BOGOTA, D.C.
SECRETARIA DE EDUCACION

COLEGIO EL PORVENIR
INSTITUCION EDUCATIVA DISTRITAL

EDUCACION MEDIA TECNICA
MATEMATICAS

ALCALDIA MAYOR
BOGOTADLC.
GRADO NOVENO EpliGAGioN
Actividad 3
ESTUDIANTE: CURSO:
Altura del agua en R1 desde el escalén central 0 3 6 9 12 15 18 21
Minutos 0 1 2 3 4 5 6 7
5| gt imety Durante los 4 minutos iniciales
T+ X, | %, | Ax |y, | e | Ay Ay _ ;Qué ha estado cambiando?
20 L4 Ax el tiewpo y la altura
3 Y
L 0|1 1l0]|3] 3| =—=3 |;Quépasaconlaaltura a medida que
15 ® % aumenta el tiempo?
. 1 2 1 3 6 3 _ = 3 aumenta
1 % (15 ;Cuanto cambia la altura por cada minuto?
e 2 4 2 6 12 6 E = 3 = céntimetros
; 6 (Qué significado tiene en la situacién de
] Z_ A
4162 12/18)6 2 3 la [luvia el valor obtenido en —y‘?
T Ax
[} 1 3 4 5 8 7 3
<671 1821 3| ==3
5 1

Considerando la situacion y la informacion anterior, responde los siguientes puntos:

1. Completa la siguiente tabla

Altura del agua
en R1 desde el
escalon central

minutos

Procedimiento para
calcular la altura a
partir de los minutos

Justifica el procedimiento utilizado
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¢ Cuantos valores posibles
hay para el tiempo?

¢, Como representar todos
estos valores posibles?

¢ Cuantos valores posibles
hay para la altura?

¢Cémo
representa
r todos
estos
valores
posibles?

Justifica tu respuesta

Justifica tu respuesta

Escribe, considerando la representacién de todos los valores posibles, un procedimiento general que

permita calcular a partir de los minutos la altura del agua en R1 desde el escalon central

Verifica que el procedimiento sirve considerando la situacién inicial
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Altura del agua en R3 desde el escalén central | 5 7 9 11 13 15 17 19
Minutos 0 l 2 3 4 5 6 7
%| centihetros R Dura,nte los 4 mjnutog miciales
Xy | Xy | A [y, |y, Ay A_;’ = (Qué haestado cambiando?
2 6l tiempo Y Lo altura
® Y
0 ol1l1lsl702 E — 7 | {Qué pasa con la altura a medida que
18 '] 1 aumenta el tiempo?
L] 1 2 l 7 9 2 Z _ 2 aumintd
0 ¢ 9 1 ;Cuanto cambia la altura por cada minuto?
4 2 centimetros
L ’ 204209134 ==2 e L
i (Qué significado tiene en la sﬁzac:lon de
4162 (|13|17) 4| =2 | lalluviael valor obtenido en _y?
1o 1 s 5 8 T 2 Ax
minutos 2 aue por cada minukto gue cambie la
) 6 7|1 |17(19] 2 I: 2 altura cablara 2 centimetros

Considerando la situacion y la informacion anterior, responde los siguientes puntos:

2. Completa las siguientes tablas

minutos

Altura del agua
en R3 desde el
escalon central

Procedimiento para
calcular la altura a
partir de los minutos

Justifica el procedimiento utilizado
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¢ Cuantos valores
posibles hay para el
tiempo?

¢, Como representar todos
estos valores posibles?

¢ Cuantos valores posibles
hay para la altura?

¢Como representar
todos estos valores
posibles?

Justifica tu respuesta

Justifica tu respuesta

Escribe, considerando la representacion de todos los valores posibles, un procedimiento general que
permita calcular a partir de los minutos la altura del agua en R3 desde el escalon central

Verifica que el procedimiento sirve considerando la situacién inicial
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Altura del agua en R2 desde el escalon central | -5 -1 3 7 Ll 15 19 23
Minutos 0 | 2 3 4 5 6 7
B —aahmaheE A Durante los 4 minutos iniciales
® X, X, |Ax| Y| Y. | Ay Y= (Qué ha estado cambiando?
0 Ax el tiewapo 1 la altura
¢ 4 ) .
0111 |-5[-1]14] =4 | ¢Quépasaconlaaltura a medida que
* o }r aumenta el tiempo?
° l 2 l 'l 3 4 —— 4 auwménti I .
" 1 (Cuénto cambia la altura por cada minuto?
8 4 pentimetros
5 ' 20423 |1] 8| o=g  eemtmses o
’ é . Qué significado tiene en la s1tza016n de
4162 (11|19 8| ==4 | lalluviael valor obtenido en _y?
1o c 1 IYRREE NNEEN: 1 2 Ax
winufos 4 que por cadd minuto que cambie La
59 6 7(1]19(23)4 I: 4 altura cambiara 4 centimetvos

Considerando la situacion y la informacion anterior, responde los siguientes puntos:

3. Completa la siguiente tabla

Altura del agua
minutos en R2 desde el
escalon central

Procedimiento para
calcular la altura a
partir de los minutos

Justifica el procedimiento utilizado

¢ Cuantos valores
posibles hay para el
tiempo?

¢Coémo

estos valores posibles?

representar todos

¢ Cuantos valores
posibles hay para la
altura?

¢Como representar
todos estos valores
posibles?
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Justifica tu respuesta

Justifica tu respuesta

Escribe, considerando la representacién de todos los valores posibles, un procedimiento general que

permita calcular a partir de los minutos la altura del agua en R2 desde el escalén central

Verifica que el procedimiento sirve considerando la situacién inicial

4.

¢ Es posible afirmar que el procedimiento general representa el comportamiento de cada uno

de los casos en la situacion? Justifica tu respuesta
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Estudiante: E1

Entrevistador: P

Anexo 5

Fase

Paso

Lo que se dice

Procesa
la
obtencion
de datos

P: Listo compafiero Arias.
Vamos a iniciar la entrevista. Vamos a mirar y tratar de encontrar las razones de
sus respuestas, ¢vale?, entonces recordemos lo que nos decia la situacion:

La empresa de acueducto, alcantarillado y aseo de Bogoté anunci6 la semana
pasada que con el fin de efectuar reparaciones en la red de tubos realizaria un
corte del suministro de agua desde el dia de hoy y por un tiempo de 72 horas en
el barrio El Porvenir de la localidad de Bosa.

¢Hasta ahi esta claro?

E3: Si.

P: ;Qué es lo que va a pasar?

E3: Pues que el acueducto va a cortar el agua.

P: La sefiora Maria al no haberse enterado del corte y no tener agua almacenada
decide aprovechar la lluvia que cae y pone en las escaleras de la terraza tres
recipientes para recoger el liquido.

Andrés, un hijo de Maria, observa los recipientes puestos e identifica que los tres
son de forma cilindrica, con la misma altura pero con distinto diametro.
¢Entiendes lo que es cilindrico?

E3: Pues la base es circular y sube y tiene tres dimensiones... y la base de arriba
es igual a la de abajo.

P: Entonces, todos tienen la misma altura pero distinto didametro. ;Cudl seria el
didmetro ahi?

E3: Diametro seria de aqui a aqui... la distancia de aqui a aqui...

P: Listo... y como lo muestra la imagen, son distintos.
Siendo el recipiente 2 el de menor diametro... y el tres el de mayor diametro.

;Donde estaria el recipiente dos? ¢y el tres?

E3: Aqui y aqui.

P: Mayor diametro aqui y menor diametro aqui

E3: Y el otro recipiente estaria en la mitad, con un diametro entre el grande y el
pequefio

P: Ademas que el recipiente 1 fue colocado en el escaldn central, el recipiente 3
un escalon arriba y el recipiente 2 un escalon abajo, tal como muestra la Fig. 1.
¢Hasta ahi tienes alguna pregunta?

E3: No.
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P: Listo, vamos a arrancar con las preguntas entonces...

Después de 4 minutos con la misma intensidad de Iluvia, Andrés observa que el
agua ha logrado una altura de 8 cm. dentro del recipiente 3, entonces aqui en

el recipiente 3...

P: Listo, vamos a arrancar con las preguntas entonces...

Después de 4 minutos con la misma intensidad de lluvia, Andrés observa que el
agua ha logrado una altura de 8 cm. dentro del recipiente 3, entonces aqui en

el recipiente 3...

E3: El agua se llend hasta 8 cm. en el recipiente 3

P: ¢En cuanto tiempo?

E3: En 4 minutos.

P: ...y de 16 cm dentro del recipiente 2, ;dénde seria?

E3: Acd, en éste

P: ...y 12 cm. dentro del recipiente 1. Sin embargo desea establecer la altura del
agua en cada uno de los cilindros desde el escalon del centro, sin olvidar que la

altura de cada escalon es de 5 cm. Entonces, por ejemplo, aqui, a los 4 minutos,

¢cuanta altura alcanz6?

E3: 8 cm.

P: Bien. Entonces de aqui hasta aqui hay 8 cm., ;pero desde el escal6n central
cuanto?

E3: Pues 8+5... serian ...13

P: A 8 le sumas...

E3: 5, que seria la altura del escaldn. La altura del escalon mas la altura del agua

P: Las siguientes preguntas... con un tiempo de 4 minutos de lluvia completa la
siguiente tabla (Punto No. 1). Entonces, ¢cudl es la altura del agua dentro
del recipiente a los 4 minutos... en el recipiente 1?

E3: 12, a los cuatro minutos el agua subio hasta 12 cm.

P: En el recipiente dos escribiste 16, ;por qué?

E3: En el recipiente 2 alcanzé los 16 cm porque era mas angosto, entonces
obviamente alcanza més altura...

P: ¢Pero de donde sacaste que eran 16?

E3: Pues aqui en el parrafo que dice 16 cm en el recipiente 2...

P: Ok... y aqui en el recipiente 3 escribes 8... ¢por qué?

E3: Igualmente, porque ahi decia que a los 4 minutos alcanz6 8 cm. de altura.

P: Listo, escribamos aqui... a los 4 minutos, ¢cudl es la altura aqui?

140



E3: 8

P: Listo 8 cm en 4 minutos... ; Aqui?

E3: 12

P: 12 cm en 4 minutos... ¢y aqui?

E3: 16

P: 16 cm en 4 minutos.... Pero esta fila, la fila de abajo nos decia "la altura del
agua en el recipiente desde el escalén central” y nos diste esta informacion... ¢ Por
qué aqui 12?

E3: Porque el recipiente 1 ya estaba en el escaldn central. No tenia que hacerle
nada.

P: Listo. Aqui escribes 11 en el recipiente 2... ;por qué?

E3: Porque como estaba un escalén abajo y cada escalon mide 5 cm, le resté los 5
cm que tenia un escaldn al otro, entonces me dio 11.

P: O sea que a estos 16 cm le quitariamos los 5 y nos quedaria la altura del
escalon central de 11 cm. ... Y aqui escribes 13 para el recipiente 3...

E3: Porque como estaba arriba le sumé los 5 cm porque estaba mas arriba y
8+5=13

P: Listo. Vamos con el segundo punto.... Con un tiempo de 8 minutos de lluvia,
con la misma intensidad, completa la siguiente tabla.... Ahora a los 8 minutos,
¢cual sera la altura del agua dentro del recipiente 1?

E3: Pues como es el doble de tiempo y dice que es una lluvia constante a la
misma intensidad, entonces se le suma... es el doble. Se le suma 12 otra vez...
12+12=24.

P: .Y en el escalén central?

E3: Pues seria los 12+12 porque igual esta en el escalon central entonces no se le
suma nada... sigue la misma altura.

P: Listo, veamos para el recipiente 2. Tu colocas aqui que 32 a los 8 minutos...
;por qué?

E3: Porque ... por la misma razén que en el primero... como es la misma
intensidad que llueve, se le suma el doble, ... no el doble... se le suma lo que mide
y se le resta 5 para saber la altura desde escalon central.

P: O sea que respondiste aqui 32 - 5 lo del escalén central. Y para el recipiente 3,
nos dices que la altura alcanza 16 cm de altura en 8 minutos, ¢la razon es?

E3: La misma que las anteriores... Llueve a la misma intensidad, se le suma 8
otravez y da 16 y a eso se le suma 5, me da 21 por los 5 cm que hay demas del
escalon central.

P: Vale, listo. Gracias.
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E3: OK

P: Bien, vamos ahora a analizar estas tablas. Vamos a mirar estas respuestas que
nos das. Es de la misma situacién pero ahora vamos a analizar por separado y
para mas datos. Vamos a concentrarnos primero en esta tabla. Altura del agua en
R1 desde el escalon central. R1 es el recipiente. El escalon central esta aqui.
Dices que a los 0 minutos hay 0 centimetros de altura que alcanza el agua, ¢por
qué?

E3: Pues como no ha transcurrido ningtin minuto pues no se ha llenado nada
porque no ha caido agua.

P:Enl

E3: En uno alcanza los 3 cm porque si en 4 minutos alcanza los 12, entonces yo
dividi esos 12 entre 4. Y en un minuto alcanz6 3 cm.

P: ;Y por qué lo dividiste? ¢por qué la divisién?

E3: Como era constante yo lo dividi.

P: O sea hacer esta division lo que te va a indicar es cuanta altura alcanza en un
minuto.

En 2 minutos escribes 6...

E3: Pasa el doble de tiempo de un minuto, entonces le sumé a los 3 centimetros
otros tres.

P: Y aqui dices que es 9

E3: Es 9 por qué pas6 otro minuto, y cada minuto sube 3 centimetros. Se va
sumando cada minuto de a tres.

P: Por eso aqui es 15 porque 12 més 3 es 15 y asi hasta 21 por la misma razon.

Listo veamos ahora para el recipiente nimero 3 con esta tabla. Nos dice que a los
0 minutos hay 5 cm, ¢por qué razén?

E3: Como empezaba desde el escalon central entonces ya tenia 5 centimetros.

P: Y dices que en 1 hay 7, ;qué motive esa respuesta?

E3: Porque en 4 minutos alcanzaba 8 centimetros, le sumé los 5, me di6 13.

P: ¢A qué le sumaste 5?

E3: A los 8 centimetros de agua que habian més los 5 del escalén me di6 13.
Entonces ese 13 lo dividi en cuatro, igual como hice con el de aca. No, no fueron
13... cogi los 8 y lo dividi entre 4. Eso da 2 y le sumé 5. Me di6 7.

P: ¢Qué indica este 2?

E3: Lo que se ha llenado este recipiente en un minuto.

P: Listo, o sea que en este recipiente logras 2 centimetros de altura en un minuto.
Listo... ahora para dos minutos...
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E3: Pues igualmente se le suman los dos, 0 sea 4 y a ese 4 le sumo los 5 del
escalén y me da 9.

P:¢Y este 11?

E3: Pues igualmente. Cojo otros 2 minutos, me da 6 y a ese 6 le sumo 5

P: Aqui tenemos 15...

E3: Ahi le sumo6 4 minutos mas que son de este y éste.

P: Miremos esta, que es para el recipiente 2. Dices a los 0 minutos hay 0 cm ¢por
qué razén?

E3: Estaba un escalén abajo. ..

P: Pero desde el escalon central no podrias decir qué es cero. Diriamos que son -5
cm.

¢Y en un minuto? En un minuto dices que es 0. ;Por qué razén?

E3: ...Estoy haciendo algo mal

P: Empecemos de nuevo... Cémo harias para calcular la altura del agua en un
minuto. Veamos que estos datos estan aca.

E3: 16 cm es lo que sube y lo divido en 4, que indica que en un minuto sube 4
cm.

Bueno y a ese 4 le resto 5, lo cual da -1.

P: Listo y en 2, pusiste 3

E3: Si porque a -1 le sumo 4 y me da 3 positivo.

P: Bueno, y aqui dices que en 3 minutos aumenta a 7, ¢por qué razén?

E3: Pues se le aumenta 4 al 3 anterior.

P: ¢y aqui este 11?

E3: Se le aumentan otros 4... Y asi sigo aumentando de a 4 cada vez

P: Listo!.

Fase Pasos Lo que se dice

P: Bien compafiero, la pregunta nimero 3 nos dice:
Seleccion de variables Durante los cuatro minutos iniciales ¢qué ha estado
cambiando?. Justifica tu respuesta.
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E3: Cambiaba la altura del agua...

P: ¢(Cambia algo méas?

E3: No. Sélo la altura.

P: Bueno voy a replantear la pregunta. Entre estos
dos instantes aqui y aqui, qué cambia.

E3: El tiempo vy la altura.

P: ¢ Asi que solamente va cambiando la altura?

E3: No. También el tiempo, porque dependiendo del
tiempo va cambiando la altura.

P: ¢ Habré algo mas que pueda cambiar?

E3: No. Sélo la altura del agua y el tiempo.

Problematizacion

y cambia
positiva 0
negativamente
con cambios en
X

Lo que se dice

P: Listo. Ahora vamos a mirar la otra parte.
Volvamos a las tablas. ;Qué pasa con la altura a
medida que aumenta el tiempo?

E3: Aumenta el nivel del agua.

P: ¢En qué casos disminuiria?

E3: Si deja de llover, hace sol y se evapora el agua o
gue la sefiora Maria vacie los recipientes.

Cambio
especificoen y
por cambio dado
enx

Lo que se dice

P: Bien. Ahora miremos esta otra pregunta. Para el
recipiente 1 ;Cuanto cambia la altura por cada
minuto?

E3: Pues en este 3cm. 2cm aqui y en este otro 4cm.

P: ¢Y depende la posicion donde esté?

E3: No. Aqui tampoco y aqui tampoco.

P: Listo. Ahora analicemos un poquito esto. Aqui
hay una informacion que ya colocaste en la sesion
tres. Vamos a mirar esta tabla Vamos a considerar
qué significa cada una de estas letras. X, representa
una cantidad de minutos. X, representa otra cantidad
de minutos. Y, representa la altura del agua desde el
escalon central a los X; minutos. Y, representa la
altura del agua desde el escalon central a los X,
minutos. Entonces tenemos que 4X es el cambio en
el tiempo desde X, hasta X,. Y AY es el cambio en
la altura desde Y hasta Y,. Entonces vamos a
considerar esto para el recipiente 1. Aqui tenemos
estos valores. X; vamos a mirar distintos tiempos.
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Entonces vamos a evaluar cuando sea 0, cuando sea
1,2,4 6 6. Y aqui pusimos otros tiempos, cuando sea
1,2,4,6y7.Y empezamos aqui 4X ¢;por qué
pusiste 1 aca?

E3: Pues 4X es el cambio de un tiempo al otro, X; y
X, que se restan.

P: Bueno aqui se podrian considerar las dos
opciones. Primero vamos a considerar el cambio de
aqui hasta aqui. ¢ Cuanto cambi6 de 0 a 1? ;Cuanto
cambia?

E3: Un minuto

P:Dela?

E3: Un minuto

P.De2adydedab

E3: 2 minutos

P.¢iYde6a7?

E3: Un minuto

P:Y Aqui vamos a mirar los respectivos Y para cada
uno de estos X. Aqui pusiste 0 para Y. ¢recuerdas
por qué?

E3: Porque no habia subido nada

P: Aqui pusiste que era 3, ;por qué?

E3: Porque en un minuto ya habia subido 3 cm

P: En 2 pusiste 6 ¢;por qué?

E3: Por la misma razén como es el doble. Y asi va
subiendo cada 3 cm

P: ¢Y aqui estos valores?

E3: Son para X,

P: Ahora vamos a mirar los cambios de Y; a Y.

E3: De0a3hay3,de3a6cambia3, de6al?
cambia 6, de 12 a 18 cambia 6, y de 18 a 21 son 3.

P: Y aqui vemos representada esta informacion de la
tabla. Este 0 ;donde estaria en la grafica?

E3: Estaria aqui.

P: ¢y este otro 0?
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E3: Estaria aqui.

P: ¢y este 1?7

E3: Aqui

P: Listo. ¢y este cambio en X dénde estaria?

E3: Aqui

P: ¢y este 3?

E3: Estaria aqui.

P: ¢y este otro 3 donde estaria?

E3: Aqui. Por cada cambio serian 3.

P: Veamos ahora este 6, ;donde estaria?

E3: Aqui.

P: ¢y este 67

E3: Seria este cambio entre 6 y 12

P:¢Y qué representa?

E3: Por cada 2 minutos, va a aumentar 6

P: ¢y este 3?

E3: Entre el 18 y el 21. Aqui.

P: ¢y allad como lo representaria?

E3: Aqui

P: ¢y qué quiere decir esto?

E3: Eso quiere decir que hay un cambio en los
minutos. Por cada minuto sube 3 cm.

P: Listo!

Ahora analicemos tus respuestas pero considerando
el recipiente 3. ;Recuerdas dénde esta el recipiente
3?

E3: Era el mas grande y estaba al lado izquierdo en
el escalén mas alto.

P: Bien. Aqui tenemos estos datos y esta grafica.
Aqui tenemos que hay 5 desde el escalon central.
Este dato de 0 a 1, ¢el tiempo cuanto aumenta?

E3: 1 minuto
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P:¢De2a4?

E3: De 2 a 4 hay 2 minutos. De 4 a 6 también 2
minutos. De 6 a 7 un minuto.

P: Lo podemos hacer restando los valores...y me va
a dar de cuanto es el cambio en tiempo

E3: Si

P: Listo. Miremos ahora los valores de Y,y Y5. ¢De
qué nos hablan estos valores?

E3: De los centimetros que va a haber en ciertas
cantidades de tiempo.

P: ¢De donde sacas estos dos valores?

E3: De la tabla

P: Bien. ;Y esta columna qué significa?

E3: El cambio que hay en los centimetros

P: ¢Y esta otra?

E3: El cambio que hay en los minutos

P: ¢Este 1 de aqui dénde es en la gréafica y qué
significa?

E3: Iria aqui y representa el cambio

P: ¢Y qué quiere decir?

E3: Que en el tiempo 1 minuto, cambia 2 en los cm.

P: ¢y este 2 y este 4, ese cambio cdmo lo
representaria?

E3: Comienzaen 2y llega a 4 y luego aumenta 4.
Ese cambio se da aca...

P: Vale. Ahora miremos para el recipiente nimero 2.
¢Recuerdas dénde esta el recipiente 2?

E3: El recipiente 2 esté al lado derecho. Esta méas
bajo.

P: Si. Esta un escalon abajo del central. Hagamos el
mismo analisis. ¢Por qué colocaste éstos nimeros
aca?

E3: Es el cambio que hay entre X; y X,. Por
ejemplo, de 1 a2 hay 1. De 2 a 4 hay 2, etc.

P: Listo. ¢ Y estos valores de dénde salieron?
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E3: De la tabla.

P: ¢Y este valor de aqui de donde sale?

E3: Porque en 0 minutos hay -5 cm.

P: O la altura estaba en -5 cm

E3: Si.

P: Bien. Entonces ahora miremos...Aqui, de -5 a -
I...

E3: Hay 4cm de aumento

P:De-1a3...

E3: También hay 4 cm

P:Yde3all...

E3: 8

P: Bien. Tratemos de mirar en la gréafica estos
cambios. ;Donde estaria por ejemplo, este 1?

E3: Aqui.

P: Aument6 1 en el tiempo y aumenté 4 en la
altura... ;y este otro?

E3: Aqui...

P: ¢Y como representariamos estos cambios en la
grafica?

E3: Aqui... 2...y ..8.

P: Listo!

P: Bien compafiero. Vamos ahora a analizar...
Vamos a mirar la siguiente pregunta... Aqui de esta
tabla llenamos esto: Y / AX. AX nos representa...

E3: Un cambio en el tiempo

. ., ) ?
Manifestacion de - ¢ 4Y"

la razon de
cambio

E3: Un cambio en los cm.

P: Bien. En todos te dio un valor de 3. Y ahora la
pregunta, ¢Qué significado tiene en la situacion de la
lluvia el valor obtenido en 4Y / AX?

E3: Por cada cambio en AX también va cambiando
en AY
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P: Y aqui segun estos valores, ;cuanto nos di6?

E3: Va a cambiar 3

P: ¢Qué significado tiene ese 3 en la situacion?

E3: Que siempre ha ido aumentando 3...

P: Hummm, pero aqui no aumenta 3

E3: Ahi aumentd el doble

P: ¢Pero qué significado tiene este 3 en la situacion?

E3: El cambio que se logro...

P: Sea mas especifico. En funcién de la situacion,
ieste 3 qué diria?

E3: Ese 3 diria que la constante es 3...

P: ¢Cada cuanto?

E3: Cada minuto

P: Es decir, que por cada minuto...

E3: ...Va a cambiar 3

P: Por ejemplo aqui 6/2 ... Por cada minuto...

E3: Cambia 3. Como son 2 minutos, cambia 6

P: Listo. Ahora miremos la misma pregunta pero
para el recipiente que esta arriba, el tres. Aqui nos
di6 siempre 2. ;Qué quiere decir este 2, 0 este AY /
AX en la situacién especificamente?

E3: Que por cada minuto siempre va a aumentar 2

P: “Que cambia 2 cm por cada minuto que pasa”.
Aqui ya fuiste mas explicito en tu escritura a
diferencia del caso anterior.

Bien. Ahora veamos aqui para el recipiente de agua
que esta abajo. Aqui nos dio siempre 4 en la columna
de AY / AX... la pendiente...

E3: Siempre nos dio 4

P: Entonces, qué escribiste...

E3: “Es el cambio que se da entre y e X por cada
minuto que pasa”

P: Explicame eso por favor...

E3: Que siempre se da cambio en 4.. siempre va a
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aumentar 4

P: Pero detalladamente como seria. ..

E3: Que por cada minuto que pase, siempre va a
aumentar 4 cm la altura.

P: Listo. Vamos a mirar ahora lo siguiente...

P: Bien, ahora veamos este Paso 3 de la Fase 2...
Entonces, aqui ya tenemos y estamos hablando de la
Gltima actividad. Tenemos nuevamente los datos del
recipiente 1. Recordemos que en el minuto 0 hay 0
cm de altura del agua, que en el minuto 1 alcanza 3
cm, y asi para los demas datos. Les solicité llenar
esta tabla. Veamos que en la primera columna
estamos hablando de los minutos, de la altura del
agua en R1 desde el escalon central y la columna que
menciona el procedimiento para calcular la altura del
agua a partir de los minutos, y finalmente aca, en la
Gltima parte, explicar el procedimiento utilizado.
Entonces, en 0 minutos, altura 0, en 1 minuto 3 cm,
en 2 minutos 6 cm, y asi con la informacion dada.
¢Qué hiciste aqui?

E3: Pues ahi yo cogi el valor de los minutos y le
sumé el doble... cogia ese valor y el doble de ese
valor...

P: Veamos este valor...

] ) ] E3: 6 més el doble de 6 seria 6+12=18
Formulacion de la hip6tesis

P: Bueno, ¢y por qué ese procedimiento?

E3: Bueno, pues yo miré los datos y con ese
procedimiento coincidian los valores que se
necesitaban y me sali6...

P: Pero entonces miraste solo los datos sin tener en
cuenta la situacion...

E3: No, no tuve en cuenta la situacion... solo los
datos.

P: “Al sumar el tiempo por el doble de tiempo da el
resultado”. Mirando todos los nimeros sacaste esta
estrategia.

E3: Si.

P: Listo. Veamos ahora para el siguiente caso,
recipiente 3... ;jesta informacion de donde la
sacaste?

E3: De la tabla
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P: ¢Y qué procedimiento hiciste?

E3: Pues ahi cogi el 0+5... pero ahi yo le sumaba el
nGmero anterior al que estaba en la tabla

P: ¢Cémo asi?

E3: Por ejemplo, como es 7 el resultado en la tabla,
entonces le resté 1 y luego si le sumaba el otro valor
de la tabla, entonces 1+6=7... No... le sumaba el
siguiente al anterior...

P: Ah, el nimero siguiente que esta aqui...

E3: El nimero siguiente al resultado.

P: Ah, ya entendi... Aqui, entonces 0 le sumas 5,
entonces da 5. Aqui coges el 1 le sumas el siguiente
a5, seria 6. Si coges 2, ...

E3: le sumo el siguiente a 6, que seria 7, quedando
2+7=9

P: Y asi coincide... ;y por qué?

E3: La verdad que no supe hacer...y sélo escribi...lo
hice mirando el anterior...y me dio..

P: una estrategia...

E3: Una estrategia para escribir estos datos.

P: Veamos para el siguiente...

E3: Para el siguiente no encontré estrategia

P: Listo. Hagamos una cosa, devolvdmonos aqui
(tabla de altura del agua en recipiente 1). Como
harias si te pusiera aqui en la columna de los
minutos, 20 minutos

E3: Seria 20+20 y a eso le sumo otros 20. O sea,
seria 20x3

P: ¢ Podriamos aplicar esto mismo ac4?

E3: Si.

P: (Como seria aqui?

E3: Seria 3x0=0, 3x1=1, y asi sucesivamente...

P: ¢Y si aqui colocaramos un millén?

E3: Seria un millén por tres.

P: Entonces seria como multiplicar por tres. No
vayas a olvidar esa estrategia. Ahora vamos a mirar
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si aqui podemos encontrar alguna. Y aqui a los 20
minutos cdmo seria

E3: No, la verdad no sé como haria...

P: ¢Y por qué no ‘cuadra’?

E3: Porque no le estoy sumando el escalon...la
medida del escalon

P: Ok. Volvamos a la situacion... jAqui?

E3: 2x0+5, 2x1+5, y asi...

P: ¢Atodo le sumarias 5?

E3: Si. A todo se le suma 5.

P: ¢Y aqui para 20?

E3: También le sumaria 5, 20x2+5

P: ¢Y aqui para un millén de minutos?

E3: Seria un 1.000.000 x 2 + 5

P: Listo. Esa es una estrategia.

Entonces, ¢cual seria el procedimiento para calcular

la altura a partir de los minutos?

E3: S6lo necesito saber los minutos, el cambio y lo
del escalon.

P: Aqui tendriamos una estrategia. Ahora, ¢podrias
por favor pensar una estrategia para aca?

E3: Pues seria lo mismo. Para 0 seria 4x0-5=-5, para

1 seria 4x1-5=-1, para 2 seria 4x2-5=3.

P:¢Y para 20?

E3: Seria 4x20-5

P: ¢Y para un millén?

E3: Seria 1.000.000x4-5

P: Listo!

Fase Paso Lo que se dice
Sustituye el P: Bien. Vamos a mirar la otra fase, llamada “Fase 3 - Resolucion”. Aqui, esta la
., ; arte del taller que resolviste anteriormente. Ten en cuenta la estrategia o
Resolucién  lenguaje P q g

natural de las
hip6tesis por

conclusiones que realizaste anteriormente. Les pedia llenar esta tabla. ; Cuantos
valores posibles hay para el tiempo?
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un lenguaje E3: Infinitos.
matematico

P: ¢Por qué?

E3: El tiempo es infinito. Puedo colocar un millén o 10 millones. Podemos
aumentar 0 aumentar cuantas veces queramos.

P: ¢ Y si fuera por ejemplo del minuto 0 al minuto 2?

E3: También seria infinito, porque también hay segundos, milisegundos,
millonésima de segundo. Podriamos tener cantidades mas pequefias de tiempo.

P: ;Cémo hablar de todos estos valores posibles sin necesidad de mencionarlos uno
a uno?

E3: Con una letra. (m)

P: Esta letra m nos representa todas las cantidades posibles de tiempo. Listos.
¢ Cuéntos valores posibles hay para la altura?

E3: Infinito

P: ¢Por qué?

E3: Porque si el tiempo es infinito, entonces también va a ser infinita la altura si
sigue lloviendo... lo limita la altura del recipiente.

P: Por ejemplo si fuera hasta una altura de 20 cm...

E3: También hasta 20 habria infinitos valores

P: ¢Por qué?

E3: Porque podriamos hablar de cantidades mas pequefias que los centimetros

P: ¢Cémo hablar de todos estos valores sin necesidad de mencionarlos uno a uno?

E3: Pues con la féormula... con una letra

P: Escribiste la letra ‘n’. Esta ‘n’ qué representa

E3: Todos los valores posibles de la altura.

P: (Y este ‘m+m(2)’?

E3: La formula

P: Un procedimiento general... miremos... el valor mas el doble del valor... Ok.
Entonces seguimos aqui: “Escribe, considerando la representacion de todos los
valores posibles un procedimiento general que permita calcular a partir de los
minutos, la altura del agua en el recipiente 1 desde el escalon central”

E3: Como ya teniamos una estrategia, pero ya sacamos otra, que seria n=m(3).
Desde el escal6n central.

P: Y el 3 representa?
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E3: Representa el cambio

Fase

Paso

Lo que se dice

Validacion

El modelo
junto con las
hipotesis
analizadas en
confrontacién
con los datos
empiricos

P: Listo. Vamos a mirar si las expresiones generales nos sirven...

E3: Pues esta era operar.. reemplazar los valores... n=3(m). Para 1 seria n=3(1),
que es igual a 3.

P: ¢Y por qué sabemos que nos sirve?

E3: Porque aqui esta coincidiendo el resultado.

P: 1en el tiempoy 3 en laaltura. ;Y con otro?

E3: Lo podriamos hacer por ejemplo con 3. n=3(3), que es igual a 9. Y coincide
con el valor de 9 en la tabla.

P: ¢Y con otro valor?

E3: Con 5. n=3(5), que es igual a 15. Y aqui también me coincide con el 15.

P: Ok. Entonces tenemos tres casos en los que si nos funcione. La idea es que nos
funcione con todos. ;Crees que funcionaria con todos?

E3: Si.

P: Bueno, vamos con los datos del recipiente 3. Recuerda, el recipiente que esta
arriba. ¢Cual era la expresion que habiamos sacado?

E3: n=2m+5

P: ¢Y como podemos saber si sirve o no?

E3: Reemplazando valores. Por ejemplo con el 2. Entonces, n=2x2+5, asi n=9

P: ¢Y por qué sirve?

E3: Porque esté coincidiendo aqui también en la tabla.

P: ¢Podriamos hacerlo también con mas valores?

E3: Si

P: ¢Con cuéales?

E3: Con cualquiera.

P: Listo. Hagamoslo con otro

E3: Ok. Con 5, seria entonces, n=2x5+5, asi n=15. Y aqui me coincide con el 15

P: Vale. Entonces hagamosle con la del recipiente nimero 2. ¢ Cudl seria?

E3: n=4m-5
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P: Listo, ¢entonces como seria ahi?

E3: Por ejemplo con el 2 seria: n=4x2-5, entonces n=3. Y aqui en la tabla me
coincide.

P: Listo. ¢Y con otro?

E3: Con cualquiera lo podria hacer. Por ejemplo con el 5. Seria n=4*5-5,
entonces n=15. Me esta coincidiendo aqui también.

P: Listo compafiero. Hemos terminado. Muchas gracias por su tiempo y por tu
amabilidad. Que estés muy bien.

E3: Ok profe.
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Anexo 6
Estudiante: E2
Entrevistador: P

Fase Paso Lo que se dice

P: Hola Wendy, buenas tardes!
Vamos a tratar de encontrar justificaciones para las respuestas que diste en las
actividades o sesiones que trabajamos. Entonces vamos a iniciar con la primera
actividad. Dice asi: “La empresa de acueducto, alcantarillado y aseo de Bogota anuncio
la semana pasada que con el fin de efectuar reparaciones en la red de tubos realizaria
un corte del suministro de agua desde el dia de hoy y por un tiempo de 72 horas en el
barrio El Porvenir de la localidad de Bosa.” Hasta ahi ;vamos claro?
El: Si.
P: ;Qué es lo que va a pasar?
E1: Que va a haber un corte de agua
P: Listo. “La sefiora Maria al no haberse enterado del corte y no tener agua almacenada
decide aprovechar la lluvia que cae y pone en las escaleras de la terraza tres recipientes
para recoger el liquido.” Hasta ahi, ;qué es lo que hace la Sra. Maria?
E1: Pone tres recipientes para recoger agua en la escalera
P: Seguimos. “Andrés, un hijo de Maria, observa los recipientes puestos e identifica
que los tres son de forma cilindrica, con la misma altura pero con distinto diametro”.
Hasta ahi, ¢cual es el didmetro para ti?
E1: El ancho
P: Ok. Siendo el recipiente 2 el de menor diametro y el recipiente tres el de mayor
diametro. Ademas, el recipiente 1 fue colocado en el escaldn central, el recipiente tres
un escaldn arriba, y el recipiente dos un escaldn abajo, tal como lo muestra la figura.
¢ Hasta ahi vamos?
Procesg}la E1- S
obtencion de P: Vamos a analizar tus respuestas para las fases. Son 4 fases. La mas extensa va a ser
datos la nimero dos. Entonces vamos a analizar de la sesién 1 la respuestas de lo que
respondiste a la pregunta 1 y a la pregunta 2. Pero antes, miremos y retomemos aqui lo
que decia nuestra situacion. Voy a leer: “después de 4 minutos con la misma intensidad
de lluvia, Andrés observa que el agua ha logrado una altura de 8 cm. dentro del
recipiente 3”. ;Hasta ahi esta claro?
E1: Si.
P: ¢ De cudl recipiente nos estan hablando?
E1: Del més grande
P: Listo. ¢ Y qué dice la informacion hasta ahora?
E1: Que la altura que ha alcanzado el agua en el recipiente mas grande es de 8 cm.
P: Bien. Sigo leyendo: “de 16 cm dentro del recipiente 2”. ;Qué quiere decir eso?
E1: Que después de 4 minutos, el recipiente 2 ha obtenido 16 cm de altura. .. el agua.
P: Listo. Sigo leyendo: “y de 12 cm dentro del recipiente 1. Sin embargo desea
establecer la altura del agua en cada uno de los cilindros desde el escal6n del centro,
sin olvidar que la altura de cada escalén es de 5 cm”. Esta era la informacion que nos
daba y después queriamos que llenaras la siguiente tabla. Veamos qué dice: “Con un
tiempo de 4 minutos de lluvia completa la siguiente tabla: Altura del agua dentro del
recipiente y altura del agua en el recipiente desde el escalon central”. jRecuerdas
donde esta el escaldn central?
E1: Donde esta el recipiente 1
P: Si. Entonces veamos, con un tiempo de 4 minutos de lluvia, la altura del agua dentro
del recipiente 1... y dijiste que era 12... ;por qué?
E1: Porque a los 4 minutos hay 12 cm de altura. Lo que dice la situacion.
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P: Listo. Ahora, a los 4 minutos dentro del recipiente 2, colocas que hay 16 cm de
agua. ¢Por qué?

E1: Porque ahi dice que a los 4 minutos hay 12 cm de altura del agua en el recipiente 2.

P: O sea estas sacando la informacion de aqui.

El: Si

P: Y colocas que a los 4 minutos, en el recipiente 3 hay 8 cm de agua. ¢ Por qué?

E1: Porque la informacion estaba escrita

P: Bien. Veamos ahora para la siguiente (segunda fila de resultados en la tabla): Altura
del agua en el recipiente desde el escalon central.

E1: El recipiente 1 estd en el escalon central pues esa es la medida.

P: Listo. En el recipiente 2, ;por qué dices que es 11?

E1: Porque ahi tenia que haberle sumado los 5 cm del escaldn central, pero se los
resté. ..

P: P: ¢ Y por qué dices que debiste haberlos sumado?

E1: Para que quede a la misma altura del escalon central, y como esta 5 cm mas abajo,
hay que sumarle los 5 para que quede a la misma altura del recipiente 1...

P: Hagamos el dibujo... lo que td dices es que a esta altura le quito lo que tiene el
escaldn de altura, ¢y cuanto nos quedaria?

E1: 11. O sea que si restariamos...

P: Listos. Y la otra, cudl es la altura que alcanza el agua en el recipiente 3 a los 4
minutos. Veamos aqui la figura.

El:13. Dal3.

P: ;Y de donde sale ese 13?

El: Los 8 + 5 del escalén

P: Listos! Vamos con la pregunta 2. Dice: “Con un tiempo de 8 minutos de lluvia con

la misma intensidad, completa la tabla. ;Cudl es la altura del agua dentro del recipiente
1?7

E1: Son 24 porque si en 4 minutos eran 12, en 8 minutos serian 24. Lo sumo.

P: ¢ Lo multiplico o lo sumo? ¢Si lo multiplicas seria por cuanto?

E1: Por dos.

P: Entonces... si a los 4 minutos alcanzd una altura de. ..

El:12cm

P: Y alos 8 minutos...

El: 24 cm

P: ¢ Por qué?

E1: Porgue se sumaron 12 cmy otros 12 cm mas, entonces da 24

P: ¢Pero por qué sumas otros 12 minutos mas?

E1: Porque dura otros 4 minutos més la caida del agua

P: Listo. Como duplicamos el tiempo, también se duplica la cantidad de agua. T dices
que puedes sumar 12 + 12 6 multiplicas 12 x 2.

El: Si.

P: Listo. Ahora miremos en el recipiente 2. T0 dices que la altura es de 32 cm a los 8
minutos. ¢Por qué?

E1: Porque aqui aumenta 4 minutos mas. O sea 32 cm

P: Como aumentan 4 minutos, aumentan otros 16 cm la altura del agua. Ok. Y aqui
para el recipiente 3. TG dices que es 16 ¢por qué?

E1: Porque se suman 8 cm + 8 cm.

P: Entonces aqui para el recipiente 3, a los 8 minutos serian...

E1l: 16 cm.

P: Ok. Ahora vamos a mirar la altura que alcanza el agua pero desde el escalén central.
Arranquemos con este (recipiente 1 situado en el escaldn central). A los 8 minutos,
¢cudl sera la altura del agua?

E1: 24 cm porque estd en el mismo escaldn central

P: Bien. Ahora miremos en el recipiente 2. Aqui colocaste que era 27, ;por qué?
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E1: Porque al 32 se le restan los 5 del escaldn central. Y 32 -5 =27 cm

P: Bien. Ahora veamos el recipiente 3. Dices que es 21

E1: Porque al 16 le sumo los 5 del escalén central. Y 16 cm + 5 cm =21 cm

P: Listo! Bueno, vamos a ver las preguntas 4, 5 y 6 de la sesidn 1. Este taller nos pedia
argumentar datos. Para estos minutos, calcular la altura en centimetros desde el escalon
central en cada uno de los recipientes. Bien, vamos a mirar las razones por las cuales
colocaste estos datos. Recordemos la situacion: “Después de 4 minutos con la misma
intensidad de lluvia, Andrés observa que el agua ha logrado una altura de 8 cm dentro
del recipiente 3, de 16 cm dentro del recipiente 2 y de 8 cm dentro del recipiente 1. Sin
embargo, desea establecer la altura del agua en cada uno de los cilindros desde el
escaldn del centro sin olvidar que la altura de cada escaldn es de 5cm”. Bien, Entonces
recuerda que colocamos estas tablas y tenias que averiguar estos datos, Por favor
indicanos como sacaste estos datos.

E1: En el recipiente 1 habia, en 4 minutos 12 cm. Entonces dividi 12 entre 4 y me da 3.
Y de ahi multiplicando ese nimero por el otro nimero para encontrar los otros.

P: Bueno. Para 1 minuto, ti dices que la altura son 3 cm. Para 2, dices que es 6...

E1: Porque voy sumando de a tres y asi hasta llegar al dltimo 21

P: ¢ Y por qué sumas de a tres?

E1: Porque voy sumando y encontrando las cantidades y llego hasta aqui al 12.

P: Ah, vas sumando cierta cantidad cada vez para que aqui al final te de 12. ;Y cémo
hiciste con los demas?

E1: Sigo sumando

P: ¢ Y aqui por qué te dio cero?

E1: Porque en 0 minutos, hay 0 cm. No habia agua.

P: Listo. Veamos aqui (para el recipiente 3) ¢como hiciste?

E1: Aqui dividi 8 en 4 y me di6 2, y de ahi fui sumando hasta que me diera 8

P: Ok, tu dices que la division da 2, y que ese resultado es la cantidad en centimetros
de agua que vas sumando.

E1: Porque si sumo de a 2 me va dando

P: Ah, vale. Y entonces esa es la Unica razon para encontrar los valores. ..

El: Si

P: ¢ Y aqui por qué dio cero?

E1: Porque en cero no habia agua

P: Listo. Veamos alla la tabla del recipiente 2. Ese ‘16°.

E1: También lo dividi 16 entre 4 y me da 4 y entonces aqui voy sumando de a 4 hasta
llegar a 16.

P: ;Y para el cero?

E1: No habia caido agua

P: Analicemos esta informacion (en la tabla para el recipiente 1): Que a los 0 min, la
altura del agua va a ser...

E1: Cero

P: ¢En un minuto?

El:Vaaser3cm

P: ¢ En dos minutos?

El:Vaaser6cm

P: Y asi sucesivamente. Y aqui para el recipiente 3 ;qué quieren decir estos valores?

E1: Que en el recipiente 3, en cero min habia cero cm de altura. Que en 1 min habia 2
cm de altura, que en 2 min habia 4 cm de altura, que en 3 min 6 cm de altura.

P: Ok. Y asi con los demas datos. Ahora con la siguiente tabla (recipiente 2)

E1: Para el recipiente 2, en cero min hay cero cm de altura del agua. En 1 min, 4 cm.
En 2 min 8 cm. y asi sucesivamente.

P: Listo. Perfecto. Veamos ahora lo que dice aqui: “altura del agua desde el escalon
central”. ;Te sugiere algo esto que dice aca?

E1: Si. Que le sume o que le reste 5 cm, lo del escalén central.
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P: Ok. ¢cuando sumas?

E1: Aqui en el recipiente tres le sumo lo del escaldn central. Y aqui en el recipiente dos
le resto.

P: ¢ Y por qué no consideraste eso aca?

E1l: Porque no vi...

P: Ok. ¢Podriamos mirar como quedaria?

El: Si.

P: Aqui en la tabla para el recipiente 1.

E1: Ahi quedaria igual.

P: Aqui como seria (para el recipiente 2)

E1: Podriamos sumarle 5 cm a cada medida

P: Aqui, a los cero minutos, va a haber...

E1:5

P: Escribamoslo aqui arriba con rojo. ;Y para los otros?

E1: Voy sumando de a 5. Lo del escalén.

P: ¢Y alld? (Para el recipiente 2)

El: Le restaria los 5 cm del escalon

P: ¢ Entonces cOmo nos quedaria?

E1:0-5=5;4-5=-1;8-5=3, yasi

P: Bueno. Ahora esto. Explicamelo por fa... (Puntos en el plano cartesiano)
E1: Pues tengo mal estos dos porque no eran los valores. el primero si esta bien.
P: Ok. Aqui. ;Por qué colocaste ‘minutos’ aqui?

El: Porgue es el eje x

P: Ok. Entonces, ¢qué quiere decir este punto?

E1: Que en 1 min hay 3 cm de agua

P: ¢ Y qué quiere decir este punto?

E1: Que en 2 min hay 6 cm de agua

P: Pero este 3 no iria aqui. Si esta es la escala, ¢la mitad de 5 cuanto seria?
E1.25

P: Si. ¢ Y sera que 3 va arriba o0 abajo?

E1: Arriba

P: O sea que el 3 no iria ahi... Bueno, pasemos a la otra tabla a ser representada.
¢Recuerdas los valores que se corrigieron?

E1l:5,7,9,11,13

P: ;Cémo ubicarias estos valores?

E1l: (0,5); (1,7); (2,9)...

P: Vale Wendy! Gracias... Vamos a continuar con la siguiente parte.

Fase Pasos Lo que se dice

Bueno. Vamos a mirar el punto numero 3 que dice: “Durante
los 4 minutos iniciales, ;Qué ha estado cambiando?”

E1: Bueno, yo escribi: “Ha estado cambiando la altura
dependiendo de la altura de cada recipiente”
Abstraccion  Seleccion de variables

P: No es solamente en el instante 4. Es durante ese lapso de
tiempo, del minuto 0 al minuto 4, ¢qué ha estado cambiando?

E1: La altura del agua, que depende de la intensidad de la
lluvia y de lo que cae el agua.
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P: ¢Y por qué cambia la altura del agua?

E1: Gracias al tiempo y a la intensidad de la lluvia.

P: ;Coémo asi, ‘gracias al tiempo’?

E1: Cambia la altura del agua a medida que pasa el tiempo.
La intensidad de la lluvia es igual.

P: O sea que el tiempo también cambia. O sea que aqui en tu
respuesta cambiaria algo...

E1: Si. Durante los 4 minutos iniciales ha estado cambiando
la altura y el tiempo.

P: ¢ Crees que habria alguna razén para que no consideraras el
tiempo inicialmente?

E1: Porque en la pregunta decia sélo 4 minutos, no de 0 a los
4 minutos.

P: Listo. Vale.

Lo que se dice

P: Bueno Wendy, vamos a mirar la respuesta que das al literal
a. de los puntos 4, 5 y 6. Cada uno de ellos dice: “;Qué pasa
con la altura a medida que aumenta el tiempo?” y es la misma
pregunta para cada uno de los recipientes. Ahora miremos qué
respondiste (para el recipiente 1): “A medida que aumenta el

y cambia ) .
positiva o tiempo, aumenta la altura”. ;En tus tres respuestas creo que
. i ismo?
negativamente dices lo mismo?
con cambios - -
en x E1: Si. Porque por cada tiempo que pase va aumentando el
agua
P: ¢Y por qué aumenta el agua?
E1: Porque se va llenando
Problematizacion
P: Vale!
Lo que se dice
P: Listo Wendy. Ahora vamos a mirar el literal b. de los
mismos puntos 4, 5 y 6. Este literal dice: “Cuénto cambia la
altura por cada minuto”. Para el recipiente 1 dices: “Por cada
Cambio minuto, la altura del agua cambia 3”... ;Tres qué?
especifico en - -
y por cambio E1: Tres centimetros.
dado en x

P: ¢Y por qué deduces eso?

E1: Porque en la tabla dice que va aumentando.

P: Listo. Aqui para el recipiente 3 dices que el agua aumenta
2 cm por cada minuto. ¢Por qué?
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E1l: Porque aqui en la tabla dividi 13 entre 4...

P: ¢Y no era 8?

El:8entredyda?2

P:¢Y por qué 8 y no 13?

E1: Por el escalon

P: Ok. Y aqui (para el recipiente 2) nos dices que la altura del
agua dentro del recipiente 2 cambia 4 cm. ;Por qué?

E1: Porque aqui tomé que a los 4 minutos alcanza 16 cm

P: Pero entonces aqui divides 16 yno 11...

E1l: Por lo que no se cuenta el escalon...

P: Bueno.

Entonces ahora vamos a mirar estas convenciones y vamos a
mirar lo que nos indican y considerando los datos que
tuvimos en el recipiente 1, vamos a considerar esta tabla.
Empecemos aqui con los datos. Esta tabla nos dice minutos y
altura del agua en el recipiente 1 desde el escaldn central.
¢Recuerdas dénde estaba el recipiente 1?

E1: En el escaldn del centro

P: En 0 min, ;cual es la altura?

E1l: Cero

P: ¢En 1 min?

El:3cm

P: Y asi sucesivamente. Bien. Recuerda que en esta tabla
grande apenas estaban estas dos columnas (X; y X»).
Entonces X; representa una cantidad de minutos. Podria ser 1
0 5. X, representa otra cantidad de minutos. Entonces X,
podriaser 0 6 1 6 2 o cualquiera de esos valores. Y,
representa la cantidad de altura del agua desde el escalén
central a los X; minutos. Y, representa la cantidad de altura
del agua desde el escalon central a los X, minutos. Entonces
fijémonos que Y depende de X; y que Y, depende de X.
Ahora, AX nos va a hablar de cambio en el tiempo desde X;
hasta X,. Y AY nos va a hablar de cambio en la altura desde
Y hasta Y,. Entonces aqui, empecemos con AX. ;Qué es lo
que nos representa A4X?

E1: Cambio en el tiempo desde X; a X,

P: Bueno, aqui, para la primera fila...

E1l: AX vale 1. Porque de cero a uno hay 1.
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P: Aqui, en la fila 2 para AX te di6 1. ;Por qué?

E1l: Porque de 1 a 2 hay 1. Hay un cambio de 1.

P: Aqui en la fila 3 de AX dices que es 2...

E1l: Porque de 2 a 4 hay 2

P: (2 qué?

E1: 2 minutos

P: Bueno. Ahora aqui, ¢qué representa Y,?

E1: Representa la altura del agua desde el escalon central a
los X; minutos.

P: Ok. Aqui en Y, colocaste 3. ;Por qué?

E1: Porque le corresponde el X; de la tabla que es 1.

P: Y por qué este 6 en Y,?

E1: Porque en 2 minutos hay 6 cm de altura.

P: Ok. ¢ Y por qué a este 2, da este 6 aca?

El: Porque a 2 min, 6 cm

P: ¢Y por qué 12 aqui?

E1: Porque esa informacion la saqué de la tabla inicial. Al 12
le corresponde el 4

P: Y aeste 4 le corresponde este 9. ;De donde sacaste esta
informacion?

El: De..... Hummm. No. Me qued6 mal...

P: Quedo6 mal. Para este 4 iria 12. Y para este 6, (Cuarta fila,
valor para X,), ¢cual le corresponde?

E1l:18

P: Y para este 6 le colocaste 12. ;Recuerdas de ddnde sacaste
este 127

E1: No. No recuerdo

P: Ok. ;Qué valor irfa ahi?

E1l:18

P: Listo. Ahora consideremos AY. ;Recuerdas qué es AY?

E1l: Es el cambio en la alturade Y;a Y.

P: Ok. Miremos aqui (Primera fila, valor en A4Y). ;Por qué
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tenemos este 3 ahi?

El: Porque de 0 a 3 hay 3.

P: Ok. Y ese valor de 3 en A4Y, ¢qué significa?

E1: Un cambio de 3 cm en la altura

P: Y asi con los demas. ¢ Y aqui para esta 4Y (cuarta fila)?

E1: Seria 6.

P: Entonces cambia 6. Y aqui, ¢de 21 a 18? (Quinta fila en
valor de 4Y).

E1: Cambia 3 cm en la altura.

P: Listo. 3 cm. Y ahora aqui en la gréfica, ¢este punto qué
significa?

E1: Que en un minuto cambia 3 cm

P: ;Y este otro punto que significa?

E1: Que en cero minutos hay 0 cm de altura del agua.

P: ¢Este 1 en AX, que significa?

E1: Un cambio en el tiempo

P: ¢Y aqui en la gréafica, en qué eje va?

El: Aqui

P: Bien. Asi, el 0 y el 1 donde van, ¢podrias sefialarlos por
favor?

E1l: Aquiy aqui

P:¢Y dénde iria este 3 para 4Y?

E1: Aqui.

P: Listo Wendy. Vamos a mirar...vamos a hacer un analisis
similar pero con la otra tabla. Aqui vamos a mirar el
recipiente 3. ¢Recuerdas donde est el recipiente 3?

E1: El que quedaba arriba

P: Listo. Aqui tenemos la tabla con los datos iniciales. Vamos
a mirar. ¢Por qué 1 aqui? (Primera fila valor en AX).

El: Porquede 0alhay1

P: ¢Y seria 1 qué?

E1l: 1 minuto
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P:Dela?

E1: 1 minuto

P:De2a4

E1: 2 minutos

P:De4 a6

E1: Hay un cambio de 2 minutos

P: Listo. Este dato de aqui. Este 7. ¢Por qué 7?

El: Porque...

P: Recuerda, Y es la altura del agua desde el escalén central
en X; minutos. A este 1 de X;...

E1: Le corresponde 7. De aqui, de la tabla. Porque en un
minuto, la altura del agua es 7.

P: ¢Y aqui por qué 9?

E1: Porque en 2 minutos, la altura del agua es 9.

P: ¢Y por qué aqui 13?

E1l: Porque a 4 minutos, 13 cm

P: Ahora miremos 4X, ;Qué es...?

E1: Cambio en los minutos.

P: ¢Aqui cuanto cambig?

E1l: Enel tiempo 2 y en la altura 4

P: ¢Y en este?

E1: Ese esta mal...

P: (Por qué dices que esta mal? Miremos...

El: Porque a 4 le corresponde 13

P: ¢Y entonces el valor para AY?

El:De13al7,es4

P: Bien, veamos el siguiente (para el recipiente 2). Aqui, ¢Por
qué colocaste -5? (En fila 1, valor de Y)

E1: Porque a O le corresponde -5 (en la tabla inicial)

P: Aqui, ¢por qué 3?
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E1: Porque a 2 minutos le corresponde 3 cm de altura

P: Ok. Y asi para los deméas

El: Si

P: Ok. Ahi los datos nos quedaron bien. Ahora veamos el
cambio. ;De -5a-1?

Hay 4

¢De-1a3?

Hay 4

¢De3all?

Hay 8

P: Listo!

P: Bien Wendy. Vamos a continuar con la fase 2. Bien.
Entonces teniamos y sacamos la siguiente informacién y td
respondiste a la siguiente pregunta. “;Qué significado en la
situacion de la lluvia el valor obtenido en AY / AX?”
Recordemos, ¢Queé significa esta AY?

E1: Cambio en los cm del agua.

P:¢Y AX?

E1: Cambio en x, los minutos

P: Ahora veamos, qué resultado nos dié AY / AX para el
primer caso

Manifestacion El:3

de larazén de
cambio

P: Y también aqui 3 y 3. Y aqui en las dos tltimas también
daba 3, porque los datos estaban equivocados. Bueno, qué
significa, explicanos tu respuesta.

E1l: Las X; y X, nos representa cuanto tiempo pasa, y las Y1 y
Y, nos dice cual es la altura que el agua obtiene al pasar cierto
tiempo. Y la ecuacion 4Y / AX nos muestra el cambio en la
altura al pasar el tiempo. O sea, dependiendo de cuanto
tiempo pase, aumenta la altura del agua.

P: Muy bien. Por ejemplo aqui, ¢este 3 de la Gltima columna
qué significa?

E1: Es el cambio. Por cada minuto, aumenta 3 cm el agua.

P: Bien. Vamos a mirar ahora, la misma pregunta pero para el
recipiente 3. Lo mismo, ¢qué significado tiene en la situacion
de la lluvia, el valor de 4Y / AX
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E1: Seria lo mismo. Por cada que aumentan los minutos,
aumentan los cm.

P: Ok. Ahora en esta Ultima columna te dio 2, Pero aqui te dio
4... (Este 2, qué significa?

E1: Lo que cambia. En 1 minuto, aumenta 2 cm.

P: ¢Y por qué ahi hay 4?

E1: Porque la tabla esta mal.

P: Bien. Indistintamente de los datos, podriamos seguir aqui
colocando datos y vamos a obtener aqui otros ndmeros. Si
estableces esta relacién, ;siempre me va a dar 2?

E1: Si. Siempre. Si cambiara la intensidad de la lluvia, si
cambiaria ese dos.

P: Listo. Vamos con la otra. Esta es para el recipiente que
estaba en el escalon més bajo (el 2). ¢Qué significado tiene en
la situacion de la lluvia el valor obtenido en AY / AX?

E1: Es igual. Por cada que cambian los minutos, cambian los
cm del agua. En este caso, y para este recipiente, 4 cm por
minuto.

P: Bueno, y en general, ;qué nos indica 4Y / AX?

E1: Por cierta cantidad de tiempo que cambie, nos va a
cambiar cierta cantidad en los cm de altura.

P: Bueno, entonces aqui terminamos con esta parte.

P: Bien Wendy. Para este punto tenemos esta tabla (para
recipiente 1), y esta otra (procedimiento para calcular la altura
a partir de los minutos). Recordemos que en la primera tabla,
para un minuto la altura del agua alcanza 3 cm de altura, en 3
min 9 cm y asi sucesivamente.

En la segunda tabla tenemos los minutos y después encontrar
un procedimiento para calcular la altura. Empecemos aqui,
¢de donde sacaste estos datos? (columna de altura del agua en
recipiente 1)

Formulacion de la hipotesis E1: Porque estan en la tabla inicial.

P: Bueno, y ahora el procedimiento para calcular la altura a
partir de los minutos. Tu colocaste AY / AX en todas las filas
y ademas colocaste estos valores y los sumas. Explicanos un
poco esto, por favor.

E1: Por ejemplo, en 4 minutos habia 12 cm de altura. Esta
informacion nos la dieron en el primer punto.

P: ¢Y qué haces con esos dos valores?

E1l: Divido 12 entre 4... y me da 3. Y de ahi me voy fijando
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gue por un minuto aumenta tres cm la altura. Entonces en 1
min hay 3 cm. A los 2 minutos 6 cm y asi voy sumando de a
tres.

P: O sea que este procedimiento que usas aqui es para calcular
el valor de abajo (el siguiente).

El: Si.

P: ¢Qué es lo que significa 4Y / AX?

E1: Un cambio en la altura del agua a medida que pasa el
tiempo.

P: Bien, pero miremos aca. TU coges estos dos valores (3 y 3)
y los sumas.

El: Si.

P: ¢Y esto (sefialando 4Y / AX) es una suma?

El: No

P: Veamos aqui. “Justifica tu procedimiento utilizado: AY /
AX = a medida que aumenta el tiempo, aumenta el agua”.
¢Cémo justificas ese procedimiento?

E1: Porque a medida que aumenta el tiempo, aumenta el agua

P: Por ejemplo, a los 8 minutos, ¢cudl va a ser la altura del
agua desde el escalon central en el recipiente 1?

E1: 24. Si en el minuto 7 hay 21, para el siguiente se le suma
3(21+3)

P: .Y si fuera 9?

El:27,quees24 +3

P: O sea que siempre le sumas tres. ¢Podrias decirme
entonces esta estrategia?

E1: Para saber el cambio en cm, se necesita saber el niimero
anterior y se le suma 3.

P: Ok. Necesitas el nimero anterior. Por ejemplo, si nos dan
el nimero 24 y nos piden hallar la altura.

E1: Necesitamos el nimero anterior, el 23, la altura a los 23
minutos.

P: ¢Podrias pensar en otra estrategia?

El: No

P: Veamos aqui. Para AY / AX podriamos tener 3/1, 6/2, 12/4
(sacando los datos de la tabla inicial). En todos los casos,
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jcuanto daria?

El:3

P: Bien. ;Y qué significa ese 3?

E1: Que sube 3 cm por cada minuto

P: Siempre nos da tres. ¢ Sera que este 3 nos facilita encontrar
un procedimiento?

E1: (Estudiante no responde nada concreto ni audible)

P: Por ejemplo, en 2 minutos, ¢cuénta agua habra?

El:6cm

P: ¢Por qué?

El: Porqueenlcmhay 3y 3 x2 =6

P: Entonces aqui necesitamos 3X(2). ¢ Y en tres?

El: Ahies9. Porque3x3=9

P: Entonces aqui es 3x(3). Bien. ¢Este (primer) 3 qué
significa?

El: Lo que cambia por minuto

P: ¢Y este otro 3?

E1: Los minutos

P: Ok. Explicame la respuesta.

E1: Si en un minuto cambia tres y han pasado 3 minutos, se
multiplica. Por ejemplo, si tengo 3 minutos y necesito saber
cuénta agua cae en 3 minutos y sé que en 1 minuto cae 3,
entonces multiplico 3 x 3.

P: Bien, ¢y en 4 minutos?

El: Seria3 x4

P: Aqui queda 3x(4). ¢Este 3 indica...?

E1l: Lo que cambia por cada minuto

P: ¢Y este 4?

E1: Los minutos. Y multiplico.

P: ¢Y por qué siempre hay una multiplicacion ahi?

E1: Para saber cuanta agua cayd, si en 1 minuto caen 3 cm.
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P: Entonces si en un minuto caen 3, en 4...

E1: 3x(4)=12

P: Listo. ¢ Y para este 5?

E1: 3x(5)

P: ¢Y para estos?

E1: 3x(6) y 3x(7)

P: Entonces aqui, ¢Qué multiplicas?

E1: Lo que cae en 1 minuto y la cantidad de minutos que
pasan

P: ¢Y sera que podemos averiguar en 24 minutos cudl ser la
altura del agua?

E1: 3x(24)

P: Bien. ¢Necesitamos con esta estrategia saber el valor
anterior?

El: No.

P: Listo. Vamos con la siguiente tabla para el recipiente 3.
¢Recuerdas dénde estaba el recipiente 3?

E1: En el escal6n superior

P: Bueno. y aqui vamos a mirar lo mismo. ¢Seré que podemos
encontrar una estrategia? Tu escribiste lo siguiente: aqui 0 + 5
=5;5+2=7;7+2=09... (Cual fue la estrategia aca?

E1: Por cada minuto aumenta 2 cm

P: Aqui coges el valor anterior...

E1: Y le sumo 2

P: Entonces ¢cual seria la estrategia general tuya aplicada
acé?

E1: Necesito el anterior para saber el aumento

P: Y eso es lo que escribiste aqui en la estrategia: “se le
suman 2 ya que son los cm que aumenta el tiempo”. Vale. ;Y
si fueran 25 minutos?

E1: Necesito el del 24 y asi aumentarle 2

P: ¢Podriamos encontrar una estrategia que no requiera saber
el valor anterior?

E1: No.
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P: Pensemos un poquito. En 0 minutos ¢por qué hay aqui 5?

E1: Por la altura del escalén

P:En 1, hay 7. ;Por qué hay 7?

E1: Porque aumentaron 2 cm. y hay que sumarle los 5 del
escalon

P: ¢Por qué aqui para el valor de 2 es 9?

E1: 4 que han caido de agua méas 5 cm del escalon

P: ¢Pero ese 4 qué significa?

E1: Los cm de agua que han caido en 2 minutos

P: Aqui (para el valor de 11), ;,como seria?

El: 6 + 5 del escalon

P: ¢y este 6 qué significa?

E1l: La cantidad de agua que ha caido en tres minutos

P: Bien. ;Y aqui como seria? (para el valor de 13)

E1: 8 + 5. El ocho son los cm de agua que han caido en 4
minutos

P: ¢ Qué encontramos similar en esta estrategia?

El: Los 5 cm del escalén

P: Y ahora busquemos una estrategia para encontrar estos
otros nimeros

El: En la primera seria 2x(1). En la segunda 2x(2), en la
tercera 2x(3)

P:¢Y ese 2 qué significa?

E1: Son los cm de agua que caen en 1 minuto.

P: Entonces este 2 siempre serd AY / AX y nos indica cuanto
aumenta la altura del agua por cada minuto que pasa.
Miremos acé otra vez en 2x(3). ¢ Qué significa el 3?

E1: El 3 son los minutos que queremos saber en cuanto ha
aumentado el agua. En 3 minutos cuanto subio el agua.

P: ¢Y por qué multiplicamos por 2?

E1: Porque necesito saber si en 1 minuto sube 2 cm, entonces
para 3 min multiplico

P: Bien, ;Para 25 cémo seria?
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E1l: 2x(25)+5

P: Listo. ¢ Y si fueran 100 minutos?

El: 2x(100)+5

P: ¢Y por qué 2 x 100?

E1: 2 porque es lo que aumenta el agua en 1 minuto. Y 100
son los minutos en los que necesitamos saber en cuanto
aumentd el agua. Mas la altura del escaldn.

P: Bien Wendy. Vamos a mirar la misma tabla, pero ahora
para el recipiente 2. ;Recuerdas donde estaba el recipiente 2?

E1: En el escalén mas bajo.

P: Listo. ¢Por qué pusiste aqui -5?

E1: Porque a cero le quité los 5 del escalon

P: ¢Por qué aqui -1?

E1: Porque estan ahi en la tabla.

P: Bueno, lo que vamos a averiguar es la altura del agua desde
el escalén central. Bueno, aqui yo veo que siempre le sumas
4. iPor qué 4?

E1: Porque (en este recipiente 2), en 1 minuto aumenta 4 cm

P: Y aqui, ¢Por qué -5?

E1: -5 del escalén

P: Ah ya veo. Aqui la suma que da es el valor siguiente de
abajo.

El: Si.

P: Pero no aplica lo mismo para todos los nimeros...Falté la
estrategia para encontrar el 3. Bueno, aqui escribiste: “Se le
suma 4 de los cm que aumenta por cada minuto” Explicame
ese4...

E1: Le sumamos 4 a la informacién que esté en el minuto
anterior.

P: ¢Y para 38 minutos?

E1: Necesitariamos el del 37

P: ¢Podria haber una estrategia que me permita calcular la
altura del agua desde el escal6n central en el recipiente 2 sin
necesidad de utilizar el valor anterior?

E1: Si. Para el 2. Multiplicariamos 4x(2).
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P: ¢Por qué?

E1: Porque 4 es lo que aumenta el agua cada minuto y 2
porque han pasado 2 minutos

P: Y la multiplicacion. ..

E1l: Da 8y le quitariamos los 5 del escalon

P: Entonces nos queda; 4x(2)-5. ;Y para el valor de 3 cémo
seria?

E1l: 4x(3)-5

P:Y ¢por qué 4x3?

E1: 4 es lo que aumenta por minuto y 3 son los minutos que
han pasado. A eso se le resta lo del escalon.

P: ¢Y para 5 como seria?

El: 4x(5)-5

P: Bueno, y ahora si, ¢para 38 cdmo seria?

E1: 4x(38)-5

P: Listo. Y bueno, ahora la estrategia que propones ;,c6mo
seria?

E1: Se multiplica el 4 a los minutos que haya pasado y a ese
resultado se le resta 5 cm del escalén para saber finalmente
cuantos cm aumenta el agua.

P: ¢Y por qué sirve esa estrategia?

E1: Porque en un minuto aumenta 4 cm. Si necesito saber el
de otros, lo multiplico.

Fase Paso Lo que se dice

P: Listo Wendy. Vamos con la fase nimero 3. Vamos a mirar las siguientes tablas
para cada uno de los recipientes. Aqui tenemos para el recipiente 1 la tabla inicial,
donde en 0 min hay 0 cm de agua, en 1 min 3 cm de altura del agua, en 2 min 6 cm

Sustituye el de altura del agua y asi sucesivamente. ;Donde es que esta el recipiente 1?

lenguaje -

natgralj de E1l: En el escalén central

i6 las hipdtesis - - - — - -
Resel e oor urF: P: Vale. Y nos habias escrito esta informacién que ya la habiamos analizado
lenguaje anteriormente y ahora vamos a mirar esto. ¢ Cuéantos valores posibles hay para el
. tiempo? T escribiste: “si hablan en minutos, es infinito”. ;Por qué?
matematico

E1: Porque pueden haber 60 minutos, 120 minutos, 61 minutos.

P: ;Se podria en horas?
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El: Si

P: ;Y si fueran dias?

E1: También se podria. El tiempo seria infinito

P: ¢ Entonces qué responderias aqui? ¢Cuantos valores posibles hay para el tiempo?

E1: Infinitos.

P: Ok. (Cdmo representar todos los valores posibles?

E1: Con una letra

P: Ok. ¢{Cuantos valores posibles hay para la altura?

E1: Infinitos. También depende de la altura del recipiente.

P: De cero a 20 hay infinitas medidas. ;Y si el recipiente fuera mas alto?

E1: También seria infinito

P: Bueno. ¢ Y como representamos todos esos valores posibles para la altura?

E1: Con una letra

P: ¢La misma letra que anteriormente?

E1: No. Otra.

P: Aqui nos justificaste las respuestas: “El tiempo que puede pasar mientras llueve
es infinito, ya que no nos da un limite” Y aqui: “Todos los valores posibles se
determinan con la altura que tenga el recipiente”. Bueno, quiero que miremos esta
otra pregunta detalladamente. “Escribe, considerando la representacion de todos los
valores posibles, un procedimiento general que permita calcular a partir de los
minutos, la altura del agua en R1 desde el escalon central”

E1: n+3=n, donde n es la altura del agua.

P: ¢Entonces a la altura del agua le sumas 3 y te da la misma altura?

E1: Ay no!

P: Es decir, tengo una altura de agua especifica, ¢le sumo 3 y me va a dar la misma
altura del agua?

E1: No. Me va a dar la altura del agua mas tres.

P: Entonces no es lo mismo. ¢Esta n y esta n son lo mismo?

E1: No.

P: ¢Y como hariamos para diferenciar esta de esta?

E1: Cambiarle la letra.

P: Vale. Pero pensemos la estrategia. ¢ Cuantos minutos posibles hay?
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E1: Infinitos

P: ;Como podemos representar toda esa cantidad?

E1l: Con una letra. La n.

P: ¢ Cuantos centimetros posibles hay?

E1: Infinitos.

P: ;Como podemos representar esa cantidad?

E1: Conuna letra. Lam

P: Bien. ;{C6émo calcular cuantos cm hay a partir de la cantidad de minutos?

E1: 3x(n)

P: Bueno. ;Y qué obtenemos?

El:m

P: Es decir que m=3n. Y esa seria nuestra primera estrategia. Bien. Vamos a mirar
lo mismo pero para las otras tablas.

¢ Esta para qué recipiente es?

E1: Parael recipiente 3

P: Listos. Aqui. ¢ Cuantos valores posibles hay para el tiempo?

E1: Infinitos

P: ¢ Como representar todos esos valores posibles?

E1: Con una letra o un nimero

P: ;Todos los valores posibles los podria representar con un nimero?

E1: No.

P: ¢Entonces cémo seria?

E1: Con letra

P: Bien. ;Cuantos valores posibles hay para la altura?

E1: Depende de la altura del recipiente

P: ¢Seguirias con esa misma respuesta?

E1: No. Son infinitos

P: Si por ejemplo la altura fuera de 8 cm

E1: También habria infinitos valores posibles

P: Bien. ;Como representar todos esos valores posibles?
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E1: Con una letra

P: Bien. Aqui en procedimiento. Escribiste n + 2. Donde n representa la altura.
¢Podriamos pensar en otra estrategia?

E1: Si. nrepresenta los minutos y m representa los centimetros. Quedaria 2 x (n) =
m

P: ;Esa seria tu estrategia?

El: Si.

P: Qué representa el 2 y qué representa la n?

E1: El 2 es lo que aumenta en cm por cada minuto. La n la cantidad de tiempo

P: Y con eso me va a dar la altura del agua desde el escalon central

El: Si

P: ;Y esto para qué recipiente es?

E1: Para el recipiente tres. Pero le sumo 5

P: Entonces para el recipiente 3 seria m = 2n+5

E1: Si. 5 cm del escalon.

P: Ok. Bien. Vamos con la siguiente tabla. Ahora con el recipiente 2. ;Recuerdas
donde esta el recipiente 2?

E1: En el escalon de mas abajo.

P: Aqui escribiste como procedimiento: “Se le suma 4 de los centimetros que
aumenta por cada minuto”. Miremos la estrategia. Para el minuto 1, ;cémo seria?

E1: 4x(1)

P: Para 2, ;coOmo seria?

El:4x(2)...y-5

P: ¢Y por qué -5?

E1: Por lo del escalon

P: Entonces a todos los valores -5

El: Si

P: Ahora, ;una (estrategia) general?

El:4x(n)-5

P: ¢ Y eso qué nos permite obtener?

E1: La altura del agua en cualquier momento.
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P: Bien.

Fase Paso Lo que se dice
P: Vamos a mirar si esas estrategias nos sirven o no. Para el recipiente 1, se
pregunta: “Verifica que el procedimiento sirve considerando la situacion
inicial”. ;Cual fue tu respuesta?
El:n+3=n
P: ¢Sirve 0 no sirve?
E1: No sirve.
P: ¢Por qué no sirve?
E1: Porque esta repetida la n
P: Pero luego nos ha salido una nueva (estrategia): m=3n. ¢ Esta nos sirve?
E1: Si.
P: ;Como podriamos verificar si nos sirve o no?
E1: Cogiendo por ejemplo el valor de 2 tendriamos m=3x2. Asi m=6.
. “5Y ¢6 ies?
El modelo junto P: ¢Y como sabes que asi es*
con las hipétesis — -
. P E1: Porque coincide el valor con la tabla. En 1 minuto aumenta 3 cm, en 2
o analizadas en .
Validacion min aumenta 6 cm.

confrontaciéon con

los datos
empiricos

P: Bien. ;Y solo sirve con 2?

E1: No. Con cualquier valor.

P: ¢ Podriamos ver otro ejemplo?

E1: Si. Por ejemplo con 4 minutos. Seria m=4x3. m=12

P: Ok. ¢Para 7?

E1l: Seria m=7x3. Asi m=21

P: Asi que hemos probado la estrategia. Vamos con la siguiente. Esta ya es
para el recipiente 3. Ya nos dimos cuenta que esta estrategia (la inicial
escrita por la estudiante) ‘n + 2’ no nos sirve. ;Cual estrategia nueva
formulaste?

El.m=2xn+5

P: ¢Seréa que sirve o no sirve?

E1: Sirve porque por ejemplo, en dos minutos seria m=2x2+5. Asi m=9

P: Bien. ;Y con otro valor?
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E1: Con 4 minutos seria: m=2x4+5. Asi m= 13

P: ¢Serviria para todos los valores?

El:Si

P: Bien. Ahora vamos con el recipiente 2. Veamos si nos sirve m=4xn-5

E1l: Con 2 serfa: m=4x2-5. Asi m=3. Con 4 serfa m=4x4-5. Asi m=11

P: ¢Y es que solo sirve con 2y con 4?

E1: No. Sirve con cualquiera.

P: Hazlo conel 6

E1l: Seria m=4x6-5. Asi m=19

P: Listo Wendy. Hemos acabado. Muchisimas gracias.

E1: Sonrie.
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