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1 Bevezetés

Az értekezésben a topologikus csoportok egy nagyon specidlis csoportjaval,
a Lie-csoportokkal, ezen bellil az tugynevezett kétlépcsés nilpotens Lie-
csoportokkal foglalkozunk. Az elsé részben specialis 6- illetve 7-dimenzids
kétlépcsos nilsokasagok geodetikus grdfjat adjuk meg explicit modon.
A kovetkezd fejezetben a balinvaridns (.,.) Riemann-metrikaval ellatott
kétlépcsos nilpotens N Lie-csoport geodetikusait jellemezziik, felhasznéalva a
m: N — N/Z fibrumnyaldb Riemann szubmerzio struktirdjat (ahol Z jeloli
az N Lie-csoport centrumadt). Tovdbba megadjuk annak feltételét, mikor lesz
egy kétlépcsds nilsokasdg geodetikusainak Gsszes projektélt gorbéje az N/Z
alapsokasigon (amely egyben euklideszi tér is) sikgorbe. Az utolsé részben az
5-dimenzids, egyszeresen Osszefliggd kétlépesds nilsokasagokat osztalyozzuk
izometria erejéig, mikozben megadjuk a teljes izometria-csoportjaikat.

Az itt kozolt eredmények jelentés része publikalasra keriilt. A 2. fe-
jezet alapjaul a szerz6 [1] dolgozata szolgalt, kiegészitve a 7-dimenzids eset
targyaldsaval. A kovetkezo fejezet a [2] munkdnk alapjan frédott. A 4. fe-
jezet a [4] cikkiinkon alapul.

Alapveto6 fogalmak

Egy n Lie-algebrat kétlépcsos nilpotens Lie-algebranak neveziink, ha

[, 0] # {0} és [[n,n],n] = {0}

A 3 jeloli a tovabbiakban az n Lie-algebra centrumdt és a = 3= a 3 centrum
ortogondlis komplementumaét. fgy az n Lie-algebrara az n = a @ 3 ortogonalis
direkt Osszeg felbontast kapjuk. Jelolje so(a) az (n, (,)) metrikus Lie-algebra
(a,(,)q) euklideszi alterében a ferdén szimmetrikus endomorfizmusok Lie-
algebrajat.

Tetsz6leges Z € 3 elemre definidlja a j(Z) € so(a) endomorfizmust a

(1) ((2)XY) =(X.Y], 2)

osszefiiggés, ahol X,Y € a. Az (n,(,)) algebrai tulajdonsigai kifejezhet6ek
a j(Z) leképezés segitségével.

Kétlépcsds nilpotens Lie-csoport alatt olyan Lie-csoportot értiink,
melynek Lie-algebraja kétlépcsés nilpotens. A balinvaridns metrikdval
ellatott kétlépcsos nilpotens Lie-csoportok kozott a Heisenberg-tipusu Lie-
csoportok kiilonos jelentoséggel birnak, igy a disszertaciéban is tobbszor



2 1 BEVEZETES

példaként szolgalnak. A balinvaridns (.,.) metrikdval ellatott N Lie-csoport
Heisenberg-tipusiu (H-tipusi) Lie-csoport, ha

§(2)) = —(Z, Z)idq

teljesiil tetszoleges Z € 3 esetén.

A H-tipusu feltétel gyengitésével a kétlépcsés nilsokasagok egy tujabb
osztélya kaphaté meg (lasd [21]). Az (N, (.,.))-t mddositott H-tipusi cso-
portnak nevezziik, ha

(2) G(Z)] = —h(Z)ids

teljesiil minden Z € 3 esetén, ahol h(Z) egy pozitiv definit kvadratikus forma
a 3 Lie-algebran.

Mivel az értekezésben a geodetikus palyatereket is vizsgaljuk, meg-
jegyezziik, hogy a legfeljebb 6-dimenziés balinvarians metrikdaval ellatott
kétlépcesos nilpotens Lie-csoportok koziil azok, amelyek Riemann-geodetikus
palyaterek, egyben moédositott Heisenberg-tipusi csoportok is.

Legyen (M, g) &sszefiiggd, homogén Riemann-sokasag, melyen adott egy g
Riemann-metrika. Ha G az M sokasdg izometridainak tetszoleges Osszefliggd,
tranzitiv csoportja és H pedig egy p € M rogzitett pontbeli izotrépia
részcsoport, akkor M természetes médon azonosithaté a G/H balinvaridns
Riemann-metrikaval ellatott faktortérrel. Jelolje a tovabbiakban g és b a
GG izometria-csoport, illetve a H izotrépia-csoport megfelelo Lie-algebrait.
A G/H homogén teret geodetikus pdlyatérnek vagy geodetikus orbit térnek
(réviden g.o. térnek) nevezziik, ha minden M sokasdgbeli geodetikus G
egyparaméteres részcsoportjanak palydja. Azaz minden M-beli geodetikus
exp (tX) - p alakban 4ll elé, ahol X € g, p € M.

Az (M, g) Riemann-sokasdgot geodetikus palyatérnek vagy geodetikus or-
bit térnek nevezziik, ha a maximélisan 0sszefiiggd G izometria-csoport esetén
(G = Io(M)) a G/H faktortér g. o. tér az eléz6 definicié értelmében.

A g Lie-algebra egy g = m @ b ortogonalis dekompozicidjat reduktiv
dekompozicionak nevezziik, ha ad(H)m C m. Az (M, g) Riemann-sokasig
természetesen reduktiv, ha valamely G tranzitivan oOsszefliggd izometria-
csoport, valamint az el6bb definialt g = m @ b felbontas esetén az ad(X)
leképezés ferdén szimmetrikus tetszoleges X € m esetén.

A természetesen reduktiv homogén terek a g.o. sokasagok részhalmazat
képezik, mivel a g.o. feltétel nyilvanvaléan gyengébb, mint a természesen re-
duktiv terekre vonatkozo. Az elsé példat olyan geodetikus palyatérre, amely
semmilyen mddon sem természetesen reduktiv, A. Kaplan adta (1dsd [15]).



A go. terek tanulmanyozasanak egyik alapvetd technikdja Szenthe
Janostdl szdrmazik (lasd [30]). A kovetkezd é&llitds Szenthe Janos f6
eredményének Riemann esetre vonatkozé atfogalmazasa.

Legyen (M,g) = G/H geodetikus pélyatér és g = m @ b egy ad(H)-
invarians felbontas. Ekkor

1. Létezik legalabb egy olyan kanonikus ad(H )-ekvivaridns £ : m — b
leképezés (az ugynevezett ”geodetikus graf”) gy, hogy minden X €
m\{0} esetén az

exp (X + £(X))(p)
gorbe geodetikus.

2. A geodetikus graf vagy linearis (amely ekvivalens valamely ad(H)-
invarians g = m’ @ h felbontas természetes reduktivitasaval) vagy nem
differencialhato az m origdjaban.

A g Lie-algebra nemzérus X elemét geodetikus vektornak nevezziik,
ha az exp (tX) - p geodetikus. Felhasznalva a geodetikus vektorokat, a
G/H geodetikus palyatérre vonatkoz6 szamoldsokat algebrai szamitasokra
redukalhatjuk.

E. Wilson [33] cikkében bebizonyitotta, hogy ha adott egy M homogén
nilsokasdg, akkor létezik az I(M) izometria-csoportnak olyan N nilpotens
Lie részcsoportja, amely egyszeresen tranzitivan hat M-en és normalis
részcsoportja az (M )-nek. fgy az M Riemann-sokasag azonosithato a bal-
invarians (.,.) metrikdval ellatott N csoporttal. Az N-beli balinvaridns (., .)
metrika egy (, ) belsészorzatot hataroz meg a megfelel6 n = T, N Lie-algebrén
és ez forditva is teljesil. A [33] cikknek megfeleléen az (N, (.,.)) teljes
izometria-csoport kifejezheto az

I(N,(,)=KxN

szemidirekt szorzat alakban, ahol a K = Aut(n) N O(n,(,)) az e
egységelembeli izotrépia részcsoport és N baleltolasként hat. Igy a K
izotrépia-részcsoport meghatérozza a teljes izometria-csoport szerkezetét.
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2 Geodetikus vektorok

Az A. Kaplan altal bevezetett elsé példa geodetikus pélyatérre, amely
nem természetesen reduktiv egy specidlis balinvaridans metrikaval ellatott 6-
dimenziods, kétlépcsos Riemann-nilsokasag, melynek centruma 2-dimenzios.
Ebben az esetben meghatarozzuk a fent emlitett € : m — b leképezést,
melynek lefrasakor C. Gordon tgynevezett tranzitiv normalizatori feltételét
(lasd [9]) is hasznaljuk.

A 2-dimenziés centrumi 6-dimenziés kétlépcesos Riemann-nilsokasag
esetén legyen

a=R'=H,3=V%Cs0(4) = 50" (3) + s0¥(3).

A tranzitiv normalizatori feltétel alapjin az so(4) olyan kétdimenzids
altereit, melyeknél a megfelelé nilsokasdag geodetikus palyatér, de nem
természetesen reduktiv, csak az so(3) idedlok egyike tartalmazhatja.

1. TETEL. Tetszbleges (N, {.,.)) balinvaridns Riemann-metrikdval elldtott
2-dimenzios centrumai, kétlépcsos 6-dimenzids homogén nilsokasdg esetén
létezik olyan ad(H)-invaridns £ : nw — b leképezés, melynél tetszdleges Y =
X + Z € n\{0} elem esetén (ahol X € a,Z € 3) azY + £(Y) geodetikus
vektor, azaz az

exp(t(Y +&(Y))) - p

gorbe geodetikus.

A tételben szereplo leképezés a kovetkezo modon adhatd meg.

Zo
L Hax=|"" #OEaéSZ:(Zl)Eg,akkor
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ahol
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ahol \ € R.

Az eléz6 tételhez hasonléan bizonyithatjuk
vonatkozoé allitasunkat.

S OO o oo

7-dimenzids esetre

2. TETEL. Tetszbleges (N, (.,.)) balinvaridns Riemann-metrikdval elldtott
3-dimenzids centrumai, kétlépcsés T-dimenzids homogén nilsokasdg esetén
létezik olyan ad(H)-invarians £ : n— b leképezés gy, hogy tetszdleges
Y € n\{0} elem esetén azY + £(Y) geodetikus vektor, azaz az

exp(t(Y +£(Y))) - p

gorbe geodetikus.
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3 Szubmerzid

Tetszbleges m : M — B (ahol M és B Riemann-sokasdgok) a szubmerzid
tulajdonsdgai megadhatdéak az tgynevezett fundamentalis tenzorainak a
segitségével. Két ilyen alaptenzor létezik, az egyiket, amelyet a tovabbiakban
T-vel jeloliink a 7~ (b) fibrumok mdsodik alapformdja hatdroz meg, a masik,
az A tenzor nem mas, mint az M-beli $ horizontélis disztribicié in-
tegrabilitast tenzora.

Legyen az N egyszeresen Osszefiiggd kétlépcsOs nilpotens Lie-csoport,
melynek Lie-algebrdja n. Jelolje Z az n Lie-algebra 3 centruménak megfelel6
Lie-csoportot. Az exp : n — N diffeomorfizmus segitségével az n vek-
torteret az N Lie-csoporttal, az nxn szorzatteret pedig a T'N érintényalabbal
azonosithatjuk.

Megmutatjuk, hogy a @ : N — N/Z leképezés Riemann-szubmerzid.
El6szor a kovetkezo eredményt kapjuk:

3. LEMMA. Legyen X(t) az N/ Z faktortér eqy differencidlhaté gorbéje. Jelilje
Tiot - T (X (t) ®0) — 7 (X (¢) ®0)

az X(t) alapgérbe N-beli horizontdlis liftjei dltal meghatdrozott leképezést.
Ekkor tetszdleges Z € 3 esetén

rot(X(t0) & 2) = X (1) & (z P ) X’(u)]du) |

Tetszoleges X € a és U € 3 elemek esetén a TxgyN érintétér direkt
osszege a

1
TV N = {Y@ S XYY € a}

horizontalis és a
T N ={0®Z;Z €3}

vertikalis altereknek. Mivel a T)(%U horizontalis disztribicié fliggetlen az

U € 3 elemtél, teljesiil, hogy a m : N — N/Z leképezés Riemann szubmerzid.

Jelolje az X € a elem esetén a gy azt az a-beli Riemann-metrikat,
amely megfelel az N/Z-beli faktortérnek. Legyen Y),Y; € a és jeldlje A a
baleltolast. Az eddig elmondottakat felhasznalva adédik:

x(1i.%5) = ( (o) (¥ @ 5LV Osbo). (Y2 © 51X, 13D )

- <)/1®07)/2690> - <Y17}/2>a-



Az eléz6ekbil kovetkezik, hogy a Riemann-skaldris szorzat konstans az N/Z
faktortéren, igy az N/Z euklideszi tér.

4. LEMMA. A 7 : N — N/Z Riemann-szubmerzié e € N egységelembeli T,
és Al. alaptenzoraira a

Tl = 0 és

(Axso(Y +V) = —2j(V)X & 3[X,Y)

osszefiliggések teljesiilnek, ahol X,Y € TN =~ q és UV e TN =~ 3.

Mivel a T' tenzormez6 balinvarians, az el6z6 lemmabdl kovetkezik, hogy
T identikusan eltinik. Az A tenzormezé szintén balinvarians, igy egyszert
meggondolas alapjan adodik:

5. LEMMA. A 7 : N — N/Z Riemann-szubmerzid totdlgeodetikus fibrumokkal
rendelkezik, azaz a T tenzormezd identikusan eltinik.
Az A tenzormezd tetszbleges X, Y1,Ys € a és U, Z1, Zy € 3 elemek esetén

(Alxev)viaz (Yo & Zs)

_ (_%j%m + ij([x Yz})Yl)

® (5% - P+ X Vv

alakban dll eld.

A tenzorok explicit megadasa, valamint O’Neill  geodetikusokra
vonatkozo6 egyenletei (lasd [28]) segitségével kapjuk a kovetkezo eredményt.

6. LEMMA. Ha az X(s) @ U(s) gorbe az N kétlépcsds Riemann-nilsokasdg
geodetikusa, akkor ez mem mdas, mint a

{(s,sWy); s € R} = {15, ssWp; s € R}

képgorbe az R x 7= (m (X (s9) ® 0)) euklideszi tér {(s,sWy); s € R}
egyenesének |, (X (s) ®0) C N részsokasdgdban.

Tetsz6leges N-beli a(s) geodetikus esetén a 7o a(s) gorbe ki, Ko, ..., Ky
gorbiileteit kifejezve adédik, hogy a m o a(s) konstans gorbiiletti az N/Z
euklideszi térben. Ez utobbi ténybdl kapjuk meg az N kétlépcsos nilsokasag
geodetikusainak alabbi jellemzését:
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7. KOVETKEZMENY. Az a(s) = X(s) @ U(s) geodetikus m o «(s) projektdlt
gorbéje az N/ Z euklideszi térben akkor és csak akkor egyenes, ha

J(U(50))X (s0) =0
teljestl valamely sq pontban.

8. ALLITAS. Legyen (N, (.,.)) eqy kétlépcsds nilpotens Lie-csoport. Ekkor a
geodetikusok N/Z-beli projektalt gorbéi akkor és csak akkor pontok, egyene-
sek, korok, ha

J(U)? = —q(U)id,,

ahol a q(U) egy pozitiv szemidefinit kvadratikus forma a 3 centrumon.

Az el6z6 Allitasok, valamint az a P. Eberleintdl (lasd [7]) szarmazd
eredmény, amely szerint minden kétlépcsos nilpotens Lie-algerabdl levélaszt-
haté egy Abel-faktor, vezetnek a kovetkezd allitas bizonyitasahoz.

9. TETEL. Az N geodetikusainak a N/ Z euklideszi térbeli dsszes projekcidja
pontosan akkor sikgorbe, ha az N egqy modositott Heisenberg-tipusi csoport
direkt osszege az N euklideszi de Rahm-faktordval. Ebben az esetben a geode-
tikusok projekcior pontok, eqyenesek vagy korok.



4 Izometria-csoportok

Az utolsé fejezetben az 5-dimenzids, egyszeresen Osszefiiggd nilsokasagok
osztéalyozasat adjuk meg izometria erejéig. Ez ekvivalens a megfelel6 metrikus
Lie-algebrak osztalyozasaval. Mivel az 5-dimenziés kétlépcsos nilpotens Lie-
algebrak centruma legfeljebb 3-dimenzids lehet, 3 esetet vizsgalunk.

Metrikus (A, p)-tipusi Heisenberg-algebra alatt olyan 5-dimenziés metrikus
Lie-algebrat értiink, melynek egy {eq, es, €3, €4, €5} ortonormalt bézisara tel-
jestilnek az

(3) [61762] = - [62,61] = \es, [63764] = - [64763] = Hées,

(4) le1, e3] = [e1, 4] = [ea, €3] = [e2, €4] = 0.

osszefiiggések, ahol A > 11 > 0. Az el6z6 médon definidlt algebrat hs(A, p)-vel
fogjuk jelolni.

10. ALLfTAsS. Tetszdleges b-dimenzios kétlépesos nilpotens n metrikus Lie-
algebra esetén, melynek centruma 1-dimenzios, léteznek olyan A > p > 0
valds szamok, hogy az n izomorf a bs(\, u) metrikus Heisenberg-algebrdval.
A bs(\, 1) és bs(N, ') metrikus Heisenberg-algebrdk akkor és csakis akkor
izometrikusan izomorfak, ha A = X és p= .

Az el6zé allitds, valamint a a [18] cikk segitségével kapjuk a kovetkezod
eredményt.

11. KOVETKEZMENY. Minden 5-dimenzids N Heisenberg-csoport, amely
eqy bs(A, 1) metrkus algebrdnak felel meg, mddositott H-tipusi csoport és
természetesen reduktiv is. Tovabba akkor és csakis akkor H-tipusi csoport,
ha X\ = p.

A j2(Z) lineéris operator explicit megaddsat felhasznalva megadjuk a
megfelel6 izometria-csoportot is, mégpedig:

12. ALLITAS. A bs(\, p) metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfizmu-
sainak a csoportja

A # poesetén az O(2) x SO(2) csoporttal,
A = esetén az U(2) X Zo csoporttal

1zomorf.
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A masodik esetben jeloljon ns egy 5-dimenziés Lie-algebrat, melynek
3 centruma 2-dimenziés és legyen N; a megfelel6 egyszeresen Osszefliggd
Lie-csoport. Tegyiik fel, hogy ns el van latva egy (,) belsé szorzattal.
Bebizonyithat6, hogy az ns Lie-algebranak létezik olyan {ej,es,es,eq,e5}
ortonormalt bazisa, melyre

(5) le1,ea] = Ney, [er,es3] = pes, ahol A > p > 0.

Jeloljiik a fent leirt 5-dimenziés metrikus Lie-algebrat ns(A, p)-vel. Az el6z6
szamolasok alapjan bizonyithatjuk a kovetkezdket.

13. ALLfTAS. Tetszdleges b-dimenzios kétlépesos nilpotens n metrikus Lie-
algebra esetén, melynek centruma 2-dimenzios, léteznek olyan A > p > 0
valds szamok, hogy az n izomorf a ns(\, ) metrikus algebrdval.

Az ng (A, ) és ng (N, 1) metrikus algebrak akkor és csakis akkor izometriku-
san izomorfak, ha A =X és p = p'.

A kovetkezéekben az ng(\, p) ortogondlis automorfizmusait hatdrozzuk
meg. Tetszoleges ¢ ortogondlis automorfizmus megdrzi a j centrumot,
az a ortogondalis komplementumot, annak 2-dimenziés kommutativ as
részalgebrajat, tovabba as ortogonalis komplementumét (Re;-t) a-ban.

14. ArLiTds. Az ns(\, ) metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfizmu-
sainak a csoportja

A # uoesetén a Ly X Lo X Lo csoporttal,
A = p esetén az O(2) X Zo csoporttal

1zomorf.

Konnyen beldthatd, hogy az ns(\, ) metrikus Lie-algebrédknak megfelel6
5-dimenzids csoportok nem maédositott H-tipusi csoportok.

Végil legyen az b5-dimenzids n metrikus Lie-algebra centruma 3-
dimenzids. Jeldlje b az [n,n] kommutédtorra vonatkozé ortogondlis komple-
mentumot 3 centrumban. Bebizonyithatd, hogy az n metrikus Lie-algebra
felbomlik a h3 metrikus Heisenberg-algebra és a b kommutativ metrikus al-
gebra direkt Osszegére, azaz n = h3 & b.

Legyen {e1,es} az a egy ortonormalt bazisa és e3 € [a, a] egységvektor ugy,

hogy

(6) [61, 62] = - [627 61] = Aes
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teljestil valamely A > 0 esetén.  Tovabbd jeloljikk {e4,e5}-tel a b
egy ortonormalt bazisiat, az el6zéekben leirt Lie-algebrat pedig jelolje
(h3) (\) ® R2. Egyszerii szamoldsok alapjan kapjuk:

15. ALLTAS. Tetszdleges b-dimenzios kétlépesos nilpotens n metrikus Lie-
algebra esetén, melynek centruma 3-dimenzios, létezik olyan A\ > 0 wvalds
szdm, hogy az n izomorf a h3(\) @ R? metrikus algebrdval.

A hs(\) @ R? és h3(\) © R? metrikus Heisenberg-algebrdk akkor és csakis
akkor izometrikusan izomorfak, ha X = X'.

Mivel a Lie-algebra ortogondlis automorfizmusa megdrzi a (6) 6sszefiiggést,
igy a kovetkezo allitast kapjuk.

16. ALLiTAS. A hs DR? metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfizmusainak
csoportja izomorf az O(2) x O(2) csoporttal.

Azon 5-dimenziés csoportok, melyek a h3(\) @ R? metrikus algebrdnak
felelnek meg, nem maddositott Heisenberg-tipusi csoportok.
Az el6z6 eredményeket a kovetkezd tételben Gsszegezziik.

17. TETEL. Az 5-dimenzids eqyszeresen 0sszefliggd kétlépécsds homogén nil-
sokasdgok izometria erejéig az aldbbiak lehetnek:

(H57 7'>)\,,u) : AZ/JJ>07
A

(.
(Ns, (s 9a) = A>pu>0,
(Hs xR* (,,.)n) = A>0.

Tovabbd a megfelelo nilsokasagok teljes izometria-csoportjai

(U(2) x Z2) x Hs,  ha A= p,
[(Hs, () = {(0(2)><>;O(2)D)<»< Hs, ha)\#,z/j,

_ (O(Q) X ZQ) X N5, ha A = 1,
I(N5, (., )apn) = { (Zy X Ly X Zy) X N5, ha X\ # u,

I (Hs xR (.,.)x) = (0(2) x 0(2)) x (Hs x R?)

alakban fejezhetdek ki.
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5 Thesis

The aim of this PhD dissertation is to investigate geodesics and isometries
of some two-step Riemannian nilmanifolds.

A large part of the dissertation has already published by the author.
Chapter 2 is based on the paper [1]. It is extended here by the investigation
of the 7-dimensional case. The next chapter is built on the work [2], which
is a joint paper with Professor P. T. Nagy. Chapter 4 follows the exposition
of our article [4] with Professor O. Kowalski.

A Lie algebra n is said to be two-step nilpotent if

[, 0] # {0} but [[n,n],n] = {0}.

We denote by 3 the center of n and by a = 3% the orthogonal complement
of 3. Then we have the orthogonal direct sum decomposition n = a & 3. We
denote by so(a) the Lie algebra of skew-symmetric endomorphisms of the
Euclidean vector subspace (a, (,)q) of (n, (,)).

For each element Z of 3, define an endomorphism j(Z) € so(a) by

(1) G(Z2)X,Y) = (X,Y], Z) for all X,Y € a.

The algebraic properties of (n,(,)) can be expressed in terms of the maps
j(2).

Among two-step nilpotent Lie groups with left-invariant metrics, the
Heisenberg type Lie groups are of particular significance. A two-step nilpo-
tent Lie group N with a left-invariant metric (., .) is said to be an Heisenberg
type (H-type) Lie group if [j(Z)]> = —(Z, Z)id, for any Z € 3.

More generally, (N, (.,.)) is called a modified H-type group if [j(Z)]* =
—h(Z)id, for any Z € 3, where h(Z) is a positive definite quadratic form on
3 (see [21]).

Let (M, g) be a connected homogeneous Riemannian manifold endowed
with a Riemannian metric g. If GG is any connected transitive group of isome-
tries of M and H is the isotropy subgroup at a fixed point p € M, then M is
naturally identified with the coset space G/H with a left-invariant Rieman-
nian metric. Let us denote by g and h the corresponding Lie algebras of GG
respectively H.

We say that the homogeneous space G/H is a geodesic orbit (g.0.) space
if every geodesic in M is an orbit of a one-parameter subgroup of G. le.
every geodesic in M is of the form exp (tX) - p with X € g, p € M.
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The Riemannian manifold (M, g) is said to be a g. 0. space if taking for
G the maximal connected group of isometries, G = Iy(M), the space G/H
is a g.0. space.

It is known that naturally reductive spaces form a proper subclass of the
class of geodesic orbit spaces, the difference can be described in terms of
”geodesic vectors” and ”geodesic graphs”.

One of the basic techniques for studying g. o. spaces comes from J.
Szenthe (c.f. [31]. The last author discovered the interesting geometrial
background for those g. o. spaces which are in no way naturally reductive
without knowing any concrete examples. He studied g. o. spaces also in
the affine case. The following statement is the (reformulated) Riemannian
version of his main result.

Let (M,g9) = G/H be a g. o. space and g = m @ h an ad(H)-invariant
decomposition. Then:

1. There exists a canonical ad(H)-equivariant map & : m — b (the
”geodesic graph”) such that, for any X € m\{0}, the curve expt(X +
£(X))(p) is a geodesic.

2. A geodesic graph is either linear (which is equivalent to the natural
reductivity with respect to some ad(H )-invariant decomposition g =
m’ @ b) or it is non-differentiable at the origin of m.

If (G/H,g) is a Riemannian g.o. space, then a vector X € g\ {0} is
called a geodesic vector if the curve exp(tX)(p) is a geodesic, where p is a
fixed point. Hence the geodesic graph is an ad(H )-equivariant map

§:n—Dh
such that for any X € n\ {0}
X +£(X)

is a geodesic vector.

In the first part we describe the geodesic graphs of some two-step Rieman-
nian nilmanifolds, namely in the case of a 6-dimensional two-step nilmanifold
with 2-dimensional center (which was introduced by A. Kaplan, c.f. [15]), in
the case of its generalization in dimension 6 and in the case of a 7-dimensional
two-step nilmanifold, which was constructed by C. Gordon (c.f. [9]) in the
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framework of the general theory of g.o. spaces. These manifolds are ex-
amples for Riemannian geodesic orbit spaces which are in no way naturally
reductive, hence the geodesic graphs are non-linear, more precisely:

1. THEOREM If (N, (.,.)) is a 6-dimensional Riemannian two-step nilmanifold
with a 2-dimensional center, then there exists an ad(H)-equivariant & : n — b
map such that for any X + Z € n\{0} the curve

exp(t((X + 2) + (X + 2))) - p

1S geodesic, i. €.
(X+2)+&X+2)

1S a geodesic vector.

The above-mentioned map we can express in the following way:

Ty
X 21
1. If X = #OEaandZ:( )Egthen
To 22
x3
( 0 o B v 00Y)\)
—a 0 —y [ 00
B -5 v 0 —a 00
SXHED=31 = 5 a 0 00|
0 0 0 0 00
\ 0 0 0 0 00/
where
" = —z (22 + 23 — 23 — 23) — 229(T122 + T0T3)
B 23+ 23 + 2% + 23 ’
5 = 2o(22 + 23 — 23 — 23) — 221 (2129 — To3)
T3+ 2?2 4+ a3 + 23 ’
v = 222(1]0.7)1 — ZEQ(L’g) — 221((130%2 + I1[E3)

23+ 2% + 23 + 23
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9. IszOECL&nde(?)G;,then
0
0
0

0 0 A OO0
0 A 000
~A 0000
€2=91 X 0 0000
0 0 0000
L\ o 0 0000/

Similar to the 6-dimensional case we can give the explicit expression of the
ad(H)-equivariant  : n — b map of the 7-dimensional two-step nilmanifold
with 3-dimensional center which was introduced in [9].

In the second part of the dissertation we describe (according to the paper
[2]) the geodesics of two-step nilpotent Lie groups N with respect to left in-
variant Riemannian metrics (., .) using the Riemannian submersion structure
of the fiber bundle

m:N— N/Z,

where Z denotes the center of N. Then we can identify the vector space n
with N and the product space n x n with the tangent bundle T'N via the
diffeomorphism exp : n — N. We can see that the points of the base space
N/Z can be identified with the vectors of the space a. First we get:

2. LEMMA Let X (t) be a differentiable curve in the factor space N/Z. We
denote by

Tig t - 7 (X (tg) ®0) — 7 (X (t) ®0)

the map which is determined by the horizontal lifts to N of the base curve
X(t). Then we have for arbitrary Z € 3

Tio,t(X(to) © Z) = X(t) @ (Z + % Jo[X (w), X’(u)]du) .

For arbitrary X € aand U € 3 the tangent space T'xq NV is the orthogonal
direct sum of the horizontal subspace

1
TV, N={y ® S XYY €a)
and of the vertical subspace

T N={0®Z; Z € 3}.



16 5 THESIS

The horizontal subspace T)((he)aUN is independent of U € 3, hence the map
m: N — N/Z is a Riemannian submersion.

Let gx denote the Riemannian metricin a, at X € a, which corresponds
to the Riemannian metric of the factor space N/Z. Let Y1,Y, € a and let

A denote the left translation. The lifts of Y, to T)((%ON are

1

from which follows (Ayh)«(Y; @ 3[X,Y;]) =Y; @ 0. Thus we get

(1, ¥5) = ((45ho)( © 51X i), (ko) (2@ 51X, ¥2) )

= Y1 90,Y2 ®0) = (Y1, Y2)a.

It follows, that the Riemannian scalar product on the factor space N/ is
constant and hence N/ is an Euclidean space.

The character of a submersion can be described by its fundamental tensors
T and A. The tensor T is determined by the second fundamental form of the
fibers 771(b) and A is the integrability tensor of the horizontal distribution
$H on M. Using the properties of 7" and A one can express these tensors in
our case. More precisely we have the following proposition:

3. LEMMA The fundamental tensors T|. and A|. of the Riemannian submer-
sion m: N — N/Z at the identity element e € N satisfy

L. 1
Tle=0 and (Al)xv(Y+V)= —ij(V)X o §[X’ Y]

for dl X,Y e T"'N 2 a and U,V € TN =~ 3.

Since the tensorfield T is left invariant, it follows from the above-
mentioned result that 7' vanishes identically. The tensorfield A is also left
invariant, hence one can express (A|xaov)vioz, (Y2 @ Z2) at an arbitrary point
X @ U using the shape of the left multiplication map. This map satisfies the
following relation:

(Axev)<lozo(Y @ V) =Y & (V + %[X, Y]).

Using the shape of the tensors T respectively A and the results of O’Neill
on the differential equations of geodesics of the total space N of 7 : N — N/Z
(cf. [28]), we obtain:
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4. LEMMA If the curve X (s) & U(s) is a geodesic of the Riemannian two-step
nilmanifold N then it is the image

{U(s,sWy); s € R} = {15, ssWp; s € R}

in the submanifold
Ur'X(s)@0)c N

seR
of a line
{(s,sWy); s € R}

of the Fuclidean space
R x 7 (771 (X(s0) @ 0)).

Then we define the curvatures ki, Ko, ..., k, of the curve 7 o a(s) recur-
sively and we can show the following result.

5. LEMMA The projection moa(s) of any geodesic a(s) has constant curvatures
in the Fuclidean space N/ Z.

Moreover we obtain:

6. COROLLARY The projection mo a(s) of a geodesic o = X (s) @ U(s) into
the Euclidean space N/Z is an Euclidean line if and only if

J(U(50))X (s0) =0
is satisfied in a point tg.

To characterize two-step nilmanifolds (N, (.,.)) which have the property
that the projections of geodesics of N onto the factor space N/Z are points,
Fuclidean lines or circles, we prove:

7. PROPOSITION The projections of geodesics are points, lines or circles in
the Euclidean space N/Z if and only if

J(U)? = —q(U)id,,

where q(U) is a positive semidefinite quadratic form on 3.
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We apply the previous proposition and the fact that one may always split
off an Abelian factor from a two-step nilpotent Lie-algebra and we are able
to prove one of our main result:

8. THEOREM All projections of the geodesics of N onto the Fuclidean space
N/Z are planar curves if and only if N is a direct sum of a modified H-type
group with the Euclidean de Rahm factor of N. In this case the projections
of geodesics are points, lines or circles.

In the third part of our dissertation we have classified all simply connected
two-step nilpotent Lie groups of dimension 5 equipped with left-invariant
metrics ("two-step nilmanifolds”) up to isometry. E. Wilson proved in [33]
that, when given a homogeneous nilmanifold M, there exists a unique nilpo-
tent Lie subgroup N of I(M) acting simply transitively on M, and N is nor-
mal in /(M). Hence the Riemannian manifold M can be identified with the
group N equipped with a left-invariant metric (.,.). A left-invariant metric
(.,.) on N determines an inner product (,) on the corresponding Lie algebra
n = T.N and conversely. According to [33], the full group of isometries of
(N, (.,.)) can be expressed as a semi-direct product

2) I(N,(.,.)) =K x N,

where K = Aut (n) N O (n,(,)) is the isotropy subgroup at the identity ele-
ment e and N acts by left translations. K is the full group of automorphisms
of the Lie algebra n which preserve the inner product (,). Thus the structure
of the full isometry group is completely determined by the isotropy sub-
group K. Moreover, if N is simply connected, then the exponential mapping
exp : n — N is a diffeomorphism. We need not make distinction between
automorphisms of n and those of N.

Hence we have to classify the corresponding metric Lie-algebras. Clearly,
the dimension of the center of a 5-dimensional two-step nilpotent Lie-algebra
is not greater than 3, we consider separately the cases where the dimension
of the center is 1,2 or 3.

In the first case we denote by b5 a 5-dimensional Lie-algebra the center
3 of which is one-dimensional. We assume that b5 is equipped with an inner
product (,). Let e5 be a unit vector in 3 and let a be the orthogonal comple-
ment of 3 in hs5. We show there exists an orthonormal basis {ej, s, €3, €4} of
a such that

(3) [61762] = - [62761] = \es, [63764] = - [64,63] = Kes,
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(4) le1, €3] = [e1, e4] = [e2, €3] = [e2,e4] = 0.

Moreover we can assume that A\ > u > 0. A metric Heisenberg algebra
of type (A, p) is defined as a 5-dimensional metric Lie-algebra having an
orthonormal basis {eq, ey, €3, €4, €5} satisfying the commutation relations (3)
and (4), where A > p > 0. We will denote it by bs(A, ). Then we get the
following proposition:

9. PROPOSITION For any 5-dimensional 2-step nilpotent metric Lie-algebra n
with 1-dimensional center there exist real numbers A > p > 0 such that n s
isomorphic to the metric Heisenberg algebra bhs(\, i).

The metric Heisenberg algebras bs(\, u) and hs(N, ') are isometrically iso-
morphic if and only if X\ =X and pu = p'.

From the computations of the proof and also from [18] we get the follow-
ing:

10. COROLLARY Fach 5-dimensional Heisenberg group space N corresponding
to a metric algebra hs(\, 1) is a modified H-type group and it is naturally
reductive. It is an H-type group if and only if X = p.

Moreover using the shape of the linear operator j2(Z) we obtain:

11. PROPOSITION The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-
algebra bh5(\, ) is isomorphic to the group O(2) x SO(2) for A # p, and it
is isomorphic to the group U(2) X Zo for A = p.

Let n; denote a 5-dimensional Lie-algebra the center 3 of which is two-
dimensional. We assume that ns is equipped with an inner product (,). One
can show there is an orthonormal basis {e4, €5} of 3 such that

(5) le1,ea] = Aey, ler,es]) =pes, A>pu>0.

We denote a 5-dimensional metric Lie-algebra described above by ns (A, u).
Similar to the first case we obtain at once:

12. PROPOSITION For any 5-dimensional 2-step nilpotent metric Lie-algebra
n having a 2-dimensional center there exist real numbers X\ > pu > 0 such
that n is isomorphic to the metric algebra ns(\, p). Moreover the metric
Heisenberg Lie-algebras ng(X\, ) and ns(N, p') are isometrically isomorphic
if and only if \ =N and p=p'.
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We see that the 5-dimensional group spaces corresponding to the metric
algebras ns (A, ) are not modified H-type groups. From [18] we also see easily
that these spaces are never naturally reductive. Moreover we prove, that

13. PROPOSITION The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-
algebra ns (A, i) is isomorphic to the group Zg X Zo X Ly for X # u, and it is
isomorphic to the group O(2) X Zy for A = pu.

Finally we deal with 5-dimensional metric Lie-algebras with 3-dimensional
center. In this case the metric Lie-algebra n decomposes into the orthogonal
direct sum n = b3 @ b of the metric Heisenberg subalgebra h3 and of the
abelian metric algebra b, where b denotes the orthogonal component of [n, n]
in the center 3.

Let {e1,e2} be an orthonormal basis for a and e3 € [a, a] a unit vector such
that

(6) [61, 62] = - [62, 61] = Aes

with A > 0. Moreover we denote by {e4, e5} an orthonormal basis for b. The
corresponding Lie-algebra will be denoted by (h3) (A) @ R% Then we get:

14. PROPOSITION For any 5-dimensional 2-step nilpotent metric Lie-algebra
n having a 3-dimensional center there exist a real number X > 0 such that
n is isomorphic to the metric algebra h3(\) ® R%.  The metric Heisenberg
Lie-algebras hz(\) @& R? and b3(N') @ R? are isometrically isomorphic if and
only if A= N.

15. PROPOSITION The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-
algebra b3 @ R? is isomorphic to the group O(2) x O(2).

The 5-dimensional group spaces corresponding to the metric algebras
h3(A) @ R? are not modified H-type groups.

Using the one-to-one correspondence between simply connected two-step
nilmanifolds and metric Lie-algebras we can summarize our results in the
main theorem of the last section:

16. THEOREM The simply connected two-step homogeneous nilmanifolds of
dimension 5 are, up to isometry,

(H57 <'7 '>)\,,u) DA Z w > 07
(N57 <'7 '>)\,M) DA Z % > 07
(Hs xR* (,,.)n) = A>0.
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Furthermore the full isometry groups of the corresponding nilmanifolds are
expressed by:

_ (U(2) X Zo) x Hs,  if A=,
I(Hs, (5 )an) = { (0(2) x SO(2)) x Hs, if A # 57

B (O(2) x Zg) x N5, if A= p,
I(Ns, (. apn) = {(Z2><Z2><222)D<]5V5, if X #

(0(2) x 0(2)) x (Hs x R?).

I(Hs xR* (.,.)5)
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