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Referat

Im Spritzguss hergestellte Bauteile mit Kurzfaserverstarkung weisen ein niedriges Gewicht
bei hoher Steifigkeit auf und bieten damit beispielsweise in der Automobilbranche eine
Alternative zu Bauteilen aus konventionellen Werkstoffen wie Stahl. Die Eigenschaften der
Kunststoftbauteile sind das Resultat einer vielschichtigen Prozessgeschichte. Dabei erfahrt
das Material einen hohen Wéarmeaustausch, wechselt seine Phase von fliissig zu fest, kiihlt
lokal unterschiedlich schnell ab und wird von den Orientierungen der eingebetteten Kurzfa-
sern gepragt. Da die Bauteileigenschaften eine hohe Sensitivitét gegeniiber Variationen der
Prozessparameter besitzen, sollen Simulationen des Fertigungsprozesses kostengiinstige Vor-
hersagen zur Giite des Endproduktes ermoglichen. Den Simulationen liegen mathematische

Gleichungen zu Grunde, die das effektive Materialverhalten beschreiben.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Formulierung eines solchen Materialmodells.
Mit Hilfe von Homogenisierungen reprasentativer Volumenelemente wird zunéchst der Ein-
fluss der Faserorientierungsverteilung auf die mechanischen und thermischen Eigenschaften
analysiert. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse fliefen anschliefend in die Modellierung
des Materialverhaltens ein. Der in dieser Arbeit verwendete Modellierungsrahmen ist fiir
grofle Deformationen ausgelegt, berticksichtigt den Phasentibergang sowie Temperaturab-
hangigkeiten in den viskoelastischen Steifigkeitsanteilen und stiitzt sich auf eine effektive
Integrationsregel, um die Faserorientierungsverteilung einzubeziehen. Die Identifikation der
Materialparameter geschieht mit Hilfe von Experimenten an Proben mit unidirektionaler
Faserausrichtung. Das identifizierte Materialmodell wird schliellich in die kommerzielle
Finite-Elemente-Umgebung ABAQUS implementiert und steht damit Simulationen der
Abkiihlung und der Beanspruchung eines spritzgegossenen Kettenglieds zur Verfiigung.

Schlagworte

Materialmodellierung, grofle Deformationen, Phaseniibergang, Anisotropie, Polymere,

Faserverstarkung, Finite-Elemente-Methode, RVE-Homogenisierung
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1 Einleitung

1.1 Einordnung der Arbeit

Faserverstiarkte Kunststoffe vereinen die positiven Eigenschaften der Kunststoffe wie bei-
spielsweise niedrige Dichte, gute Isolation, Korrosionsbestandigkeit und leichte Formbarkeit
mit der verstarkenden Wirkung steifer Fasern. Damit bieten sie beispielsweise in der
Automobilbranche eine Alternative zu konventionellen Werkstoffen mit hoher Dichte wie
Stahl. Vor dem Hintergrund der Wirtschaftlichkeit und Ressourceneffizienz werden an
der TU Chemnitz im Rahmen des Bundesexzellenzclusters MERGE grofserientaugliche
Produktionsverfahren fiir kurzfaserverstiarkte Thermoplaste entwickelt.

Ein solches Verfahren ist das urformende Thermoplast-Spritzgieflen, welches sich durch
folgende Prozessschritte auszeichnet. Der zu verarbeitende Werkstoff wird in einer Plastifi-
ziereinheit aufgeschmolzen und zur Einspritzdiise transportiert. Von dort wird er unter
hohem Druck innerhalb kiirzester Zeit in die formgebende Kavitat gespritzt. Diese ist in
der Regel an ein Kiihlsystem angeschlossen, damit die Warme der Schmelze abtransportiert
werden kann. Wéhrend der Abkiihlung erfahrt die Schmelze einen Nachdruck. Nach Ablauf
der Kiihlzeit wird das abgekiihlte Bauteil aus der Kavitat ausgestolen und der Umge-
bungstemperatur ausgesetzt. Weiterfithrende Grundlagen des Spritzgiefens sind unter
anderem den Arbeiten von Johannaber & Michaeli (2002) und Stitz & Keller (2001) zu
entnehmen. Anders als beim Duroplast-Spritzgielen ist die Schmelze weniger diinnfliissig
und weist dadurch ein anderes Fliefiverhalten mit den eingebetteten Kurzfasern auf. Daftir
ermoglicht das Thermoplast-Spritzgieflen niedrigere Taktzeiten pro Bauteil.

Wiéhrend des Spritzgieflens durchlauft das Material verschiedene physikalische Vorgénge,
die sich auf seine thermomechanischen Eigenschaften auswirken. Ein solcher pragender
Prozess ist der Warmeaustausch mit der Kavitat. Wahrend die Schmelze ihre Wérme an der
Wand der Spritzgussform abgibt, besitzt der Kern des Bauteils zunéchst noch annédhernd
seine urspriingliche Einspritztemperatur und kiihlt zeitlich verzogert ab. Demzufolge
erstarren die Auflenbereiche des Bauteils eher als der innere Kernbereich, was wiederum
die Entstehung von Eigenspannungen hervorruft, weil sich das Material im Kern nicht
frei zusammenziehen kann. Wahrend des Phaseniibergangs von Schmelze zu Festkorper
finden signifikante Anderungen der Steifigkeit des Materials statt. Weiterhin wirken sich
zusitzlich bendtigte Kristallisationsenthalpien auf die Abkiihlgeschwindigkeit aus. Durch
das Einbringen von Kurzfasern wird in dem Material eine Anisotropie induziert. Anders
als beispielsweise bei Gelegen mit hoher Parallelitdt der Fasern iiber grofle Bereiche
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des Bauteils, variieren die Orientierungsverteilungen der Fasern an jedem Punkt der

spritzgegossenen Bauteile in Folge der Schmelzstromung.

Das vielschichtige Zusammenspiel der thermischen und mechanischen Effekte beim Spritz-
gieBen hat zur Folge, dass Eigenschaften wie zum Beispiel Formtreue und Steifigkeit des
fertigen Bauteils eine hohe Sensitivitdt gegeniiber Variationen im Spritzgussprozess besit-
zen. So kann bereits ein Wechsel der Position des Einspritzpunktes eine andere Verteilung
der Faserorientierungen hervorrufen und damit die versteifende Wirkung der Kurzfasern
andern. Inwiefern sich die Prozessparameter auf die resultierenden mechanischen Eigen-
schaften des Bauteils auswirken, wird an der TU Chemnitz im Forschungsfeld F des

Exzellenzclusters MERGE mit Hilfe von Simulationen untersucht.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines Materialmodells zur Be-
schreibung des Materialverhaltens kurzfaserverstéarkter Thermoplaste. Das Materialmodell
beriicksichtigt insbesondere eine hohe Bandbreite von Faserorientierungsverteilungen und
wird fiir grofle Deformationen ausgelegt, sodass es auch bei faserverstirkten Elastomeren
Anwendung finden kann. Des Weiteren enthélt es eine thermodynamisch konsistente Be-
schreibung des Phaseniibergangs. Die konstitutiven Gleichungen des Materialmodells zur
Abbildung verschiedener Faserorientierungszustinde basieren auf den Erkenntnissen aus
Homogenisierungen mit reprasentativen Volumenelementen. Da das Materialmodell fiir
Bauteile mit thermoplastischem Werkstoff, die unter Betriebslast keine plastische Defor-

mation erfahren, ausgelegt wird, entfillt die Modellierung plastischen Materialverhaltens.

Anwendung findet das Materialmodell bei der Simulation der Abkiihlung eines im Spritz-
guss hergestellten Kettenglieds innerhalb der kommerziellen Finite-Elemente-Umgebung
ABAQUS. Dabei wird das Material ab dem Zeitpunkt betrachtet, wenn die Schmelze in
der Kavitat nicht mehr fliet. Dieses Anwendungsbeispiel veranschaulicht wie die lokalen
Informationen tiber die Faserorientierungsverteilung und die Temperaturverteilung eines
Bauteils von einer Stréomungssimulation in eine Festkorpersimulation iibertragen werden
konnen. Des Weiteren wird aufgezeigt, inwiefern sich eine Anderung des Einspritzpunktes
auf die Verteilung der Faserrichtungen beim Fiillen der Kavitdat und die Entstehung von
Eigenspannungen beim Abkiihlen des Bauteils auswirkt.

Als Werkstoffpaarung fiir den kurzfaserverstiarkten Kunststoff steht ein Verbund aus
Polypropylen (PP) der Firma Iyondellbasell und E-Glas Fasern der Firma LANXESS zur
Verfiigung. Das Polypropylen unter dem Produktnamen Moplen HP500V zeichnet sich laut
Hersteller durch sein hohes Fliefivermogen aus, wodurch es sich zum Fillen dinnwandiger
Bauteile eignet. Moplen HP500V ist ein isotaktisches, unpolares Homopolymer, welches
beim Erstarren aus der Schmelze Teilkristalle mit spharolithischer Struktur ausbildet. Es
nimmt keine Feuchtigkeit auf und besitzt eine Glasiibergangstemperatur unterhalb des
Gefrierpunktes. Die Fasern bestehen aus E-Glas und werden der PP-Schmelze mit einem
Léngen-Dicken-Verhéltnis von 10 beigemischt. Thr Anteil am Gesamtvolumen des Bauteils
betragt 20 %.
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1.2 Inhalt der Arbeit

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Mathematik und Mechanik dargelegt. Nach
Einfithrung einer grundlegenden Tensoralgebra folgen die wichtigsten Gleichungen der
Kontinuumsmechanik. Da das in dieser Arbeit entwickelte Materialmodell innerhalb einer
Finite-Elemente-Umgebung umgesetzt werden soll, werden die wesentlichen Zusammen-
hénge der Finite-Elemente-Methode erlautert. Das Kapitel endet mit einem Abschnitt zu

Faserorientierungsverteilungen und deren mathematischer Beschreibung.

Kapitel 3 stellt das Prinzip der Homogenisierung mit Hilfe reprasentativer Volumenelemen-
te (RVE) vor. Die RVE-Homogenisierung erlaubt den Einblick in effektive Eigenschaften
kurzfaserverstiarkter Materialien. Das Kapitel legt sowohl die zu Grunde liegenden Anfor-
derungen an die Randbedingungen der Homogenisierung sowie deren Umsetzung innerhalb
der FE-Umgebung ABAQUS dar. Weiterhin werden Methoden zum Genauigkeitsgewinn
bei gleich bleibender Anzahl finiter Elemente préasentiert.

Die RVE-Homogenisierung findet in Kapitel 4 Anwendung. Nachdem eine Methode zur
Beschleunigung der Rechnungen unter Ausnutzung der Linearitdt der zu losenden Glei-
chungen erklart wird, erfolgt die Bestimmung der effektiven Steifigkeit, thermischen
Deformation, Relaxation und Warmeleitung von viskoelastischen Faser-Matrix-Verbunden.
Die so gewonnen Erkenntnisse zum Einfluss der Faserorientierungsverteilungen auf die
wichtigsten thermomechanischen Eigenschaften flielen unmittelbar in die Formulierung
des Materialmodells ein. Des Weiteren wird in einem Vergleich mit einer alternativen Fa-
serorientierungsverteilung aufgezeigt, welchen Einfluss die Wahl einer Faserdichtefunktion
auf die effektiven mechanischen Eigenschaften hat.

Kapitel 5 beschreibt den Modellierungsrahmen fiir die Formulierung der konstitutiven
Gleichungen zur Bestimmung von Spannung, Dissipation, Entropie und Wérmestrom.
Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Berticksichtigung der Faserorientierungsver-
teilung und deren effektive Umsetzung gelegt. AnschlieBend werden die kinematischen
Grundannahmen, basierend auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradien-
ten, vorgestellt. Die Auswertung der Bilanzgleichungen verschafft einen Zugang zu den
gesuchten kontinuumsmechanischen Groflen. Weiterhin werden wichtige Eigenschaften
des Materialmodells veranschaulicht und eine Anpassung an Daten durchgefiihrt, die in
Kapitel 4 mit RVE basierten Homogenisierungen gewonnen worden.

Das Materialmodell greift auf zahlreiche Materialparameter und -funktionen zuriick,
deren Identifikation anhand geeigneter Experimente Gegenstand des Kapitels 6 ist. Die
experimentelle Basis umfasst die spannungsfreie Ausdehnung in Folge von Erwarmung,
Relaxationsversuche bei unterschiedlichen Temperaturen sowie kalorimetrische Versuche
mittels DSC-Verfahren. Eine Ubersicht aller identifizierten Materialparameter ist am Ende

dieses Kapitels zu finden.



4 1 Einleitung

Kapitel 7 zeigt die Umsetzung des Materialmodells innerhalb der kommerziellen FE-
Umgebung ABAQUS auf. Insbesondere wird die Ubertragung der konstitutiven Gleichungen
auf die flir ABAQUS benotigte Momentankonfiguration erldutert. Deren korrekte Umsetzung
wird am Beispiel einer stark rotierenden Platte iiberpriift. Anschlieend wird die Simulation
der Abkiihlung eines im Spritzguss gefertigten Kettenglieds gezeigt. Dabei wird der
Einfluss der Position des Einspritzpunktes auf die Entwicklung des Temperaturfeldes
und der Eigenspannungen untersucht. Die Simulation einer zyklischen Deformation des
Kettenglieds veranschaulicht schliellich die Selbsterwarmung infolge dissipativer Vorgiange
im Material.

Kapitel 8 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und stellt die Moglichkeiten weiterer
Forschungsarbeiten vor.



2 Grundlagen

Die in diesem Kapitel beschriebenen Grundlagen dienen der Schaffung einer kontinuums-
mechanischen Basis zur Formulierung des konstitutiven Stoffgesetzes. Die Notation des zu
Grunde liegenden Tensorformalismus orientiert sich mafigeblich an der Schreibweise in den
Arbeiten von Thlemann (2003, 2014).

2.1 Grundlagen der Tensoralgebra

Der Begriff des Tensors n-ter Stufe beschreibt eine gerichtete Groflie mit n Richtungsinfor-
mationen. Folgend sind Beispiele fiir Tensoren unterschiedlicher Stufen aufgefiihrt

s .. Tensor 0. Stufe (Skalar)

v =U4e, .. Tensor 1. Stufe (Vektor)

X =Xue, 06 ... Tensor 2. Stufe (2.1)
K = Kapeae, 0 ep0e.0¢e, ... Tensor 4. Stufe

Ein Tensor verkntpft eine Koeffizientenmatrix (z. B.: X,;) tiber die Einstein’sche Summati-
onskonvention mit den Basisvektoren (z. B.: e,,e,). Wird der Dimension der Basisvektoren
ein euklidischer Raum zu Grunde gelegt, spannen diese eine karthesische Basis mit den
Vektoren e, ,e, e, auf. Ein Tensor 0. Stufe entspricht einem einfachen Skalar und ent-

hélt keine Richtungsinformation. Dementsprechend entféllt der Basisvektor. Das einfache
Punktprodukt zweier Basisvektoren ist iiber das Kronecker-Delta 6 definiert

) 1, a=0
€€ =0qp Mmit: g = ) (2.2)

0, a#+b
Da sich diese Arbeit ganz wesentlich auf algebraische Operationen von Tensoren 2. Stufe
stiitzt, werden wichtige Vertreter dieser Operationen nachfolgend erlautert. Beliebige

Tensoren 2. Stufe lassen sich iiber unterschiedliche Produkte miteinander verkniipfen

X Z=XupZye,oe, ... einfaches Punktprodukt
XoZ=XpZege,0e,0e.0¢; ...dyadisches Produkt (2.3)
X~ Z=XuZeqOpeOad = XavZpa - .-doppeltes Punktprodukt

Waéhrend das einfache und das doppelte Punktprodukt die Basisvektoren der Tensoren
entsprechend Gleichung (2.2) tiberschieben und damit die Stufe des resultierenden Tensors
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herabsetzen, erhoht das dyadische Produkt die Stufe des resultierenden Tensors. Es
sei betont, dass das doppelte Punktprodukt die Basisvektoren von innen nach auflen

miteinander verkniipft. Der zweistufige Einheitstensor I ergibt sich zu

I=c,0e, mit: X-I=X. (2.4)

Die Transponierte X7 eines Tensors X folgt mit dem Vertauschen der Basisvektoren
X" =Xae,oe,. (2.5)
Die Inverse X! ergibt im Punktprodukt mit dem Tensor X den Einheitstensor

X-X'=1. (2.6)

Tensoren 2. Stufe lassen sich in verschiedene Anteile zerlegen. Als ein Beispiel fiir solch eine
Zerlegung ist die Aufteilung in einen symmetrischen Anteil X und einen antimetrischen

Anteil X4 zu nennen

XS=S(X+XT) i XM= g(x-XT). 2.7

Der spurfreie Deviator X’ eines Tensors 2. Stufe folgt mit

1
X'=X-3(I-X)1. 2.
Der unimodulare Anteil Z eines Tensors X ist wie folgt definiert
X =(det X)"*X (2.9)

und besitzt die Determinante Eins. Die Frobenius-Norm | X | berechnet sich zu

x| = /X - XT. (2.10)

Die Zeitableitung ):( eines vom Ort r und der Zeit ¢ abhéngigen Tensors X (r(t),t) ist als

materielle Zeitableitung zu verstehen

0X
ot

[P

fu- (Vo X) (2.11)
r=konst. o
und stiitzt sich auf den Geschwindigkeitsvektor v sowie den in Gleichung (2.23) eingefithrten
Nabla Operator V. Mit Blick auf die Ableitung nach Tensoren 2. Stufe spielen einige
Tensoren 4. Stufe eine wichtige Rolle. Als Vertreter solcher vierstufigen Tensoren sind die

12 3
isotropen Tensoren J,J,J mit den Eigenschaften

= ( (2.12)

[
<
[~
[~

e o
[I><

Il
[P
~

e co
[I><

Il
[P

- X)
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zu nennen. Durch Linearkombination dieser Tensoren ergeben sich weitere niitzliche

Tensoren wie beispielsweise

S 1/(2 3 S

J:E(J+J) mit: J-X=X° (2.13)
sowie

D 3 11 D

J=J-3J mitt J-X=X'. (2.14)

Das einfache Punktprodukt dreier zweistufiger Tensoren lasst sich mittels des (o)
Operators in einen Ausdruck mit doppeltem Punktprodukt tiberfiihren

A-X-B=(40B)™-X. (2.15)

Wird der ()24 Operator von links und rechts zusatzlich symmetrisiert, resultiert daraus
der ()92t Operator

()% = (2.16)

Il o
e e

. (.)T24 .

Gebietsintegrale einer Verkniipfung mit dem Nabla Operator V stehen iiber den Gaufl’schen
Integralsatz mit Randintegralen und dem Normalenvektor n in Verbindung

fz)ng:jﬁ@g(dA. (2.17)
g - R -

2.2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

2.2.1 Tensoren zur Beschreibung grofler Deformation

Die Beschreibung des Deformationszustandes eines Korpers mittels geeigneter Tensoren
bildet die Grundlage fiir weitere kontinuumsmechanische Betrachtungen. Abbildung 2.1
stellt den Zustand eines Korpers zu zwei Zeitpunkten dar. In der Momentankonfiguration
K zum aktuellen Zeitpunkt ¢ nimmt der Korper das Gebiet G ein. Jeder Punkt des Korpers
lasst sich iber einen Ortsvektor r beschreiben. In der Referenzkonfiguration K nimmt
der Korper das Gebiet G ein. Der gleiche Punkt des Korpers wird von dem Ortsvektor 7
beschrieben. Die Differenz beider Ortsvektoren definiert die Verschiebung, die der Punkt

K /\ .

Abbildung 2.1: Deformation eines Korpers.
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zwischen Referenz- und Momentankonfiguration erfahrt

- (2.18)

I

Der Nabla-Operator V der Referenzkonfiguration

~ 0
V=—- 2.19
— a/fa §a ( )
erlaubt die Definition des Deformationsgradienten /'
zj:a—f:(l+§og)T mit:  det F > 0. (2.20)

Die Differenz von Deformationsgradienten und Einheitstensor wird dem Verschiebungsgra-
dienten A zugeordnet
H=F-1=(Vou) . (2.21)

Der Deformationsgradient /' bildet materielle Linienelemente dr von einer Konfiguration

auf die andere tiber die Gleichung
dr = F-dr (2.22)

ab. Zwischen den Nabla-Operatoren der Referenz- und Momentankonfiguration besteht
der Zusammenhang

0
e=F"T
ora~
Die Determinante des Deformationsgradienten setzt Volumenelemente dV und dV tiber
das Verhéltnis

\'42

V= (2.23)

I

Jy=det F' = d—‘i (2.24)

= dv
in Verbindung. Der Deformationsgradient /' stiitzt sich auf Vektoren beider Konfigurationen
und ist damit eine sogenannte gemischte Grofie. Aus F' lassen sich jedoch Verzerrungsmafe
ableiten, die einzig der Referenzkonfiguration (Lagrange’sche Tensoren) oder der Momen-
tankonfiguration (Euler’sche Tensoren) zuzuordnen sind. Als Vertreter Lagrange’scher

Verzerrungstensoren sind der rechte Cauchy-Green-Tensor C

C=F"-F (2.25)

sowie der Green-Lagrange-Tensor ~

1
v=5C-1) (2.26)
zu nennen. Demgegentiber steht der linke Cauchy-Green-Tensor b

b=F-F", (2.27)

dessen Basisvektoren in der Momentankonfiguration existieren. Die Zeitableitung der
Beziehung (2.22) liefert die Definition des Geschwindigkeitsgradienten L

dv=F-dF=F-F'-dr ~L=F-F". (2.28)
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Eine Zerlegung von L liefert den symmetrischen Tensor der Formanderungsgeschwindigkei-

ten D sowie den antimetrischen Drehgeschwindigkeitstensor W
L=D+W ; D=I° : W-=L". (2.29)

Zwischen der Zeitableitung g des rechten Cauchy-Green-Tensors und dem Tensor D
besteht der Zusammenhang

1
D= FT-C-F (2.30)
Weiterhin lésst sich die zeitliche Rate von v iiber (' ausdriicken
o1
j=5C. (2.31)

Fiir den Fall eines spurfreien Tensors D = D’ folgt automatisch eine isochore Deformation

mit J3 = konst., denn es gilt
Jy=J3(L~D)=0. (2.32)

2.2.2 Spannungstensoren

Die Spannungen eines freigeschnittenen Korpers lassen sich aus der Betrachtung der
resultierenden Kréfte an den Schnittflichen gewinnen. Die Schnittflichen werden durch den
Normalenvektor n sowie dem auf der Schnittfliche wirkenden Spannungsvektor ¢ bestimmt.
Letzteres entspricht einer Beschreibung auf der Momentankonfiguration. Die analogen
Groflen des Normalenvektors und des Spannungsvektors auf der Referenzkonfiguration
werden von 7 und ¢ beschrieben. Mit Hilfe der Spannungs- und Normalvektoren lassen
sich der Cauchy-Spannungstensor ¢ iiber

t=n-o (2.33)
sowie der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 7' iiber
F-a-T (2.34)

definieren. Davon abgeleitete Spannungsmafie sind der Kirchhoff-Spannungstensor 7
T=Jsg=F-T (2.35)
sowie der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 7'

T=r'7.FT=17.FT. (2.36)

Das Gebietsintegral der Spannungsmafle multipliziert mit ihren leistungskonjugierten
Deformationsraten liefert die Spannungsleistung Pg, mit

Psp= [ gDV - [ r-Dav - [ Fav- [ T-5a7. (2.37)

Wahrend die resultierende Spannungslelstung Psp nicht von der Konfiguration abhangt,
sind die Spannungsleistungsdichten ¢ - D, 7~ D, T - F und T -7 in ihren jeweiligen
Konfigurationen verhaftet.
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2.2.3 Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik

Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik beschreiben die Wechselwirkungen eines
Korpers mit seiner Umgebung. Sie gelten unabhangig von dem Material, aus dem der
Korper besteht und existieren sowohl in globaler Form (fiir gesamtes Gebiet des Kérpers)
als auch in lokaler Form (fiir Teilgebiet des Korpers). Die wichtigsten Bilanzgleichun-
gen der Kontinuumsmechanik bilden die Massebilanz, die Impulserhaltung und die
Drehimpulserhaltung und werden folgend kurz zusammengefasst.

« Die Massebilanz postuliert den Erhalt der Masse wahrend einer Deformation und
lautet in lokaler Form
dm = gdV = odV = konst. (2.38)

In Verbindung mit Gleichung (2.24) folgt damit der Zusammenhang von Volumen-

und Dichteédnderung
dV o
Jy3=—=—. 2.39
T (2.39)

o Die Impulserhaltung verlangt, dass die resultierende Kraft eines freigeschnittenen
Korpers Null bleibt. Unter Vernachlassigung von Volumenkréften gilt in lokaler Form

V.

V-o0=0 bzw. V-T=0. (2.40)

IS}

Wéhrend Gleichung (2.40), einer Betrachtung der aktuellen Konfiguration zuzuord-
nen ist, bezieht sich Gleichung (2.40), auf das Referenzvolumen. Die Vernachlassigung
der Volumenkréfte stellt keine notwendige, sondern eine zweckméfige Finschrankung
in dieser Arbeit dar.

o Mit der Forderung der Drehimpulserhaltung nach einem Null-Moment als re-
sultierendes Moment ergeben sich Symmetrien der Cauchy-Spannung sowie der
2. Piola-Kirchhoff-Spannung

:Q’T

I~

=17, (2.41)

IS

Fiir eine terminologische Abklarung sei an dieser Stelle auf die Unterscheidung globaler
und lokaler Formen einer fiktiven Grofle ¢ verwiesen. Der Term g¢ beschreibt die Dichte
von ¢ bezogen auf das Volumen der Referenzkonfiguration. Die Grofle ¢ fiir sich wird als
spezifische Grofle bezogen auf die Masse bezeichnet. Die Grofle & wird der globalen Form

zugeordnet und steht mit den anderen beiden Formen in folgendem Zusammenhang
@:fgbdm:fjgde:fgqsdv. (2.42)
B g g

2.2.4 Bilanzgleichungen der Kontinuumsthermodynamik

Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsthermodynamik umfassen die Hauptsitze der Ther-

modynamik und werden im Folgenden erlautert.
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1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik stellt eine Energiebilanz fiir die Rate der inneren
Energie F/, die Warmeleistung Pgq sowie die von den Spannungen verrichtete Leistung P,

auf. Die innere Energie F ist definiert als

Ez/edm:[NEGdV ; E.zfvﬁédv. (2.43)
B g g

Die Wérmeleistung Pq bilanziert sowohl die Gradienten der Warmestrome g als auch die

Dichten von Warmequellen gr
Po- [-¥-gav+ [aray. (2.44)
G - g

Zusammen mit der bereits in Gleichung (2.37) eingefiithrten Spannungsleistung Ps, lautet
der 1. Hauptsatz der Thermodynamik in globaler Form

E=PSP+PQ,
L~ ~ - ~ . (2.45)
f~§edV=fNI-'de+_/~—y-¢7dV+f~§rdV
g g— = g - g
bzw. in lokaler Form
oe=T-v-V-G+0or. (2.46)

Fiir den Sonderfall eines stationdren Zustandes ohne Warmequellen verbleibt vom ersten
Hauptsatz die stationdre Warmeleitungsgleichung

V-3=0. (2.47)
2. Hauptsatz der Thermodynamik
Mit Einfiihrung der Entropie S und ihrer Rate S
S:[ggsdv : S:[égédv (2.48)

sowie der Temperatur 1 beschreibt der zweite Hauptsatz der Thermodynamik die Dissipa-
tionsungleichung bzw. Clausius-Duhem-Ungleichung (CDU)
~ . ~ 1 ~
D=19§s+(§-§[—§r)—5§-2(19)20. (2.49)
Die CDU verlangt eine positive innere Dissipation D. Mit Einfithrung des thermischen
Anteils 5@ der inneren Dissipation und dem Einsetzen des 1. Hauptsatzes (2.46) in die
C.D.U. verbleibt

D=Tq-(3¢-955)+Dg20 mit: Dg=-~7-9(0). (2.50)
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Unter Verwendung der Gibbs-Relation
oY =0e-190s (2.51)

und deren Zeitableitung
oY =pe—-0s¥—1U0s (2.52)

lasst sich die freie Energiedichte g1 in die CDU einfithren und resultiert in

13:25m+1~)Q20 mit: D, =:T gw Qsﬁ. (2.53)

Die Forderung der Nichtnegativitit der inneren Dissipation lasst sich auf die Teildissipa-

tionen iibertragen
D,>0 A Dy20. (2.54)

Werden Gleichungen (2.52) und (2.53) in den ersten Hauptsatz eingesetzt, verbleibt die
kompakte Form

Vg$=D,, - V- q+or (2.55)

Die Einfithrung der spezifischen Enthalpie h nach Haupt (2002)

h==T-vy-e (2.56)
Q - =
und deren Zeitableitung
= 1~ . .
hzzg.,:y_’_:g..fy_e (257)

(2.58)

2.2.5 Formulierung der freien Energiedichte mittels Invarianten

Die freie Energiedichte g1 beschreibt die Dichte der Energie, die ein Korper in Folge einer
mechanischen oder thermischen Belastung speichert und bei Entlastung wieder abgeben
kann. Im Folgenden wird auf Anforderungen an die Formulierung der mechanischen freien
Energiedichte in Abhéngigkeit von der Deformation des Korpers eingegangen.

Die freie Energiedichte 97 : X — s bildet Tensoren (iiblicherweise Verzerrungstensoren) 2.
Stufe auf einen Skalar ab und muss dabei unter anderem dem Kriterium der materiellen
Objektivitat (vgl. Truesdell & Noll (2004); Haupt (2002); Holzapfel (2010)) geniigen. Dieses
Kriterium verlangt eine Unabhangigkeit gegentiber Beobachterrotation, d.h. eine Invarianz,
und bedingt

o(X)=av(Q-X-QT)  VQeO(3). (2.59)
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Dabei umfasst O(3) die Gruppe aller orthogonalen Transformationen (Rotation und
Spiegelung). In der Regel werden aus dieser Gruppe die Spiegelungen ausgeschlossen, was
zu der neuen Teilgruppe SO(3) fithrt. Werden statt des Argumentes X selbst, dessen
Invarianten eingesetzt, bleibt die Invarianz der freien Energiedichte erhalten und es gilt

0v(X) = 0v(L(X),L(X),...). (2.60)

Fir das Argument lassen sich beliebig viele Invarianten formulieren. Mit Blick auf die
Theorien der irreduziblen Integritdatsbasis (vgl. Spencer (1961); Smith (1965); Rieger
(2004)) findet sich fiir ein einzelnes Argument ein minimaler Satz von Invarianten

[1:i--X ; 12:[“):(2 3 13:["):(3- (261)

Die Berticksichtigung einer ausgezeichneten Richtung p in der freien Energiedichte erfordert
zunachst eine geeignete Tensorrepréasentation zur Wahrung der materiellen Objektivitét.
Zu diesem Zweck hat sich die Verwendung von Strukturtensoren (vgl. Boehler (1987);
Schroder & Neff (2003)) der Form

P=pop mit: [p|=1 (2.62)

bewahrt. Mit dem Strukturtensor wird ein weiteres Argument in die freie Energiedichte

aufgenommen
oy =0¢(X,P), (2.63)

was eine Erweiterung der Integritatsbasis um weitere Invarianten nach sich zieht. Wird als
Argument X wie in der Literatur iiblich (vgl. Holzapfel (2010)) der rechte Cauchy-Green-
Tensor C' verwendet, folgt die Menge der linear unabhdngigen Invarianten

L=1-C 12:%[(1--0)2—1--02] Iy=J;=det F,

(2.64)
[4 =

Q

. P ]522*2..}:3

Neben den in Gleichung (2.64) aufgefithrten Invarianten existieren zahlreiche andere
Formulierungen fiir Invarianten. IThnen gemein ist allerdings, dass sie sich alle auf Linear-

kombinationen von I bis I5 zurtuckfithren lassen.

2.2.6 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Die Modellierung komplexeren physikalischen Verhaltens ldsst sich in der Regel nicht mehr
mit einem einzigen Deformationsmafl beschreiben. Aus diesem Grund wurden verschiedene
Ansétze zur Aufteilung der kinematischen Grundgleichungen in mehrere Bestandteile
entwickelt. Die Arbeit von Xiao et al. (2006) gibt eine sehr ausfithrliche Ubersicht dieser
Konzepte. Eines davon legt eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
zu Grunde und geht zuriick auf die Arbeit von Kroner (1959). Darin lasst sich der
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Deformationsgradient [ als eine Nacheinanderausfiihrung zweier Teildeformationen F';

und £, verstehen

I
I
I

N (2.65)

.
Diese Annahme bedingt die Existenz einer fiktiven Zwischenkonfiguration K. Der Defor-
mationsgradient £, bildet Linienelemente d7” von der Referenzkonfiguration K auf die
Zwischenkonfiguration K ab. Die Abbildung der Linienelemente d7 auf die Momentankon-

figuration K wird von der zweiten Teildeformation F', beschrieben. Es gilt
dF=F,-dF ; dr=F,-d7. (2.66)

Anwendung findet die multiplikative Zerlegung bei verschiedenen Problemstellungen wie
beispielsweise

o Thermisch-mechanische Zerlegung:
Die auf die Arbeit von Lu & Pister (1975) zuriickgehende Zerlegung F = F,, - F,(7)
in eine mechanische (£,,) und eine thermische (£,) Teildeformation erlaubt eine ein-

deutige Bestimmung der mechanischen Teildeformation aus der Gesamtdeformation
F und der Temperatur ¢.

e Trennung von Gestalt- und Volumenanderung:
_ Y
Die Trennung der Gestaltanderungsanteile /' und Volumenanderungsanteile F' durch

_ Vv
die Zerlegung F = F - F wurde erstmals in der Arbeit von Flory (1961) vorge-
stellt. Beide Teildeformationen lassen sich unmittelbar aus der Gesamtdeformation

ausrechnen.

» Elastisch-inelastische Zerlegung:
Die Aufspaltung des Deformationsgradienten F' = F', - F', in einen elastischen (F,)
und einen inelastischen (F';) Anteil stellt einen Ansatz zur Modellierung verschie-
dener Materialklassen dar. In der Arbeit von Lubliner (1985) wird der Ansatz auf
die Modellierung viskoelastischen Materialverhaltens iibertragen. Im Gegensatz zu
den bisherigen Beispielen der multiplikativen Zerlegung bedarf es einer weiteren

konstitutiven Gleichung zur Bestimmung der Teildeformationen.

Eine Schwachstelle der multiplikativen Zerlegung liegt in der Unbestimmtheit der Zwi-
schenkonfiguration K. Die Arbeit von Xiao et al. (2006) weist darauf hin, dass den Teilde-
formationen beliebige Rotationen @ derart hinzugefiigt werden konnen (F' = F,-Q7-Q-F,),
dass die Gleichung (2.65) nicht verletzt wird. Diese Unbestimmtheit der Rotationen wirkt
sich wiederum negativ aus, wenn auf der zweiten Teildeformationen freie Energiedichten
mit Abhéngigkeit von einer normierten Richtung 7 verhaftet sind. Diesem Problem lasst
sich beispielsweise durch die Vorgabe einer kompletten Teildeformation (vgl. Unterab-
schnitt 5.2.4) oder der Vorgabe einer Teildeformation F';, bei der Vektoren 7 =7 keine

Rotation erfahren, begegnen.
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2.3 Finite-Elemente-Methode

Die in Gleichung (2.40) beschriebene Impulserhaltung sowie die in Gleichung (2.55) formu-
lierte Energiebilanz des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik stellen Systeme partieller
Differentialgleichungen dar, deren analytische Losung im Allgemeinen nicht existiert.
Einen Zugang zur Losung der zu Grunde liegenden Feldgleichungen bietet die Finite-
Elemente-Methode (FEM) nach Uberfithrung des Feldproblems in seine schwache Form.
Das Grundprinzip der FEM soll im Folgenden kurz erlautert und am Beispiel des thermo-
mechanisch gekoppelten Feldproblems in der Referenzkonfiguration aufgefiithrt werden.
Die Herleitung der zugehérigen Gleichungen kann Standardwerken wie Zienkiewicz (1987);
Bathe (2002); Parisch (2003) und Wriggers (2001) entnommen werden.

2.3.1 Grundgleichungen der FEM

Das Uberschieben der globalen Form des Impulserhaltungssatzes mit einer virtuellen

Verschiebung du liefert die schwache Form des Impulserhaltungssatzes
fi-(f-ET)-(Sgdvzo. (2.67)
G EN

Unter Ausnutzung der Produktregel sowie des Gaufi’schen Integralsatzes lasst sich die
schwache Formulierung in ein Gebiets- und ein Randintegral aufteilen

fNj-[ET.(io@)T] dV—jﬁfd/’I-@:o. (2.68)
g - R
Mit Hilfe der Definition (2.20) des Deformationsgradienten folgt das Funktional
Fu(u,9,0u) = fo--évdV— &IQ TdA-6u=0 (2.69)
G = R

mit dem virtuellen Verzerrungstensor 6+ = [(i odu)T+(Vou)-(Vo (5@)T]S.

Das zu F, analoge Funktional Fy wird aus der Uberfiihrung der Energiebilanz in die
schwache Formulierung gewonnen. Zu diesem Zweck erfolgt eine Uberschiebung der globalen
Energiebilanz mit einer virtuellen Temperatur §¢

ﬁgswd\hfjawdx?—ﬁﬁmwd%o. (2.70)
g g - g

Da in dieser Arbeit keine Warmequellen g7 verwendet werden, entfallen sie bei den Betrach-
tungen der Energiebilanz. Nach der Anwendung der Produktregel sowie des Gauf’schen
Integralsatzes verbleibt
[N'gswd\?— [ﬁméﬁdV+ yﬁ@- G60dA + [j((sm AV =0.  (271)
g g R - g -
Mit der géngigen Annahme des Fourier-Modells (vgl. Gleichung (5.56)) folgt das gesuchte
Funktional

Foy(u,0,60) = fN F559dV - f D, 50 dV
g g

e (2.72)
+§é~zn.q519d,4_fév(&9)--V(z?)deO.

>
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Das betrachtete Gebiet erfahrt eine rdumliche Diskretisierung mit finiten Elementen, deren

U 9
Ansatzfunktionen N, und N, das Verschiebungsfeld u und die Temperatur 9 innerhalb
eines Elementes mit K Knoten interpolieren

U )
w(T) = N Uk ) U(7) = Nk O - (2.73)

Darin sind U die Knotenverschiebungen und O die Knotentemperaturen. Die gleichen

Interpolationsregeln werden fiir die virtuellen Verschiebungen und Temperaturen angesetzt.

Die Forderung nach der Giiltigkeit der Gleichungen (2.69) und (2.72) fir beliebige vir-
tuelle Verschiebungen du und Temperaturen 69 ermoglicht nach dem Fundamentalsatz
der Variationsrechnung den Zugang zu einem nichtlinearen, gekoppelten Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der unbekannten Knotenverschiebungen und -temperaturen. Die
darin enthaltenen Zeitableitungen lassen sich mit einem Zeitdiskretisierungsverfahren
bestimmen. Demnach ergeben sich nach dem Euler-Riickwérts-Verfahren beispielsweise

die Temperaturraten zum neuen Zeitpunkt ¢t + At nach der Vorschrift

t+At - 1 A
I t+At _t . 2 4
v At( U -") (2.74)

Dem nichtlinearen Charakter des Gleichungssystems wird tiblicherweise mit einer Lineari-
sierung mittels Newton-Raphson-Verfahren begegnet. Die zu linearisierende Funktion R
folgt aus der Ableitung der Funktionale nach den virtuellen Knotenverschiebungen 6 U

und -temperaturen 6O

[Ru]| [gc%]

[Rs]| [25%]

Zum Zwecke einer kompakten Darstellung ohne Knotenindizes beschreiben die Terme

(2.75)

in eckigen Klammern die Vektoren der Knotengrofien. Das Newton-Inkrement der n-ten

Newton-Iteration zum alten Zeitpunkt ¢

(AUl U)o (]

= - (2.76)
aer| [re) |ren
lasst sich mit dem linearisierten Gleichungssystem
Kuu('U", 0] [Kup (U 00| |[AU] |[AR;
[ K )] Ko I (AU | [AR:] 2.77)

(Koo (U™, 0] [Koo(U", 0| | [*©7] [R;]

l6sen. Die darin enthaltenen Matrizen K entsprechen den Ableitungen der Funktionen R
nach den jeweiligen Freiheitsgraden der Knoten

Kij = aa[ tRil] mit: 7€ {U,ﬂ}, j € {tgn7t®n} . (278)
J

Dabei bedarf es einer Integration iiber die Elementvolumen. Da diese Integrale in der

Regel keine analytischen Losungen besitzen, werden sie mittels Gaufipunkt-Integration an
den GauBpunkten der Elemente ausgewertet.
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2.3.2 Anforderungen an die freie Energiedichte

Damit das Newton-Raphson-Verfahren gegen eine Losung konvergiert, muss die freie Ener-
giedichte einige Anforderungen erfiillen (vgl. Balzani (2006)). Von freien Energiedichten
zur Beschreibung isotropen Materialverhaltens wird die Einhaltung der Baker-Eriksen-
Ungleichung (vgl. Baker & Ericksen (1954)) gefordert. Dieses Kriterium besagt, dass
sowohl die maximale Figenspannung als auch die maximale Eigendehnung in die gleiche
Richtung zeigen. Die Baker-Eriksen-Ungleichung greift jedoch nicht bei anisotropen Mate-
rialien, bei denen stattdessen die Legendre-Hadamard-Ungleichung, eine Forderung nach
reellen Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten im Material, angesetzt wird. Neben diesen
physikalisch interpretierbaren Kriterien soll die freie Energiedichte eine eindeutige Losung
des Funktionals (2.69) garantieren, das heifit, es muss ein Verschiebungsfeld existieren,
bei dem F,, Null wird. Solch ein mathematisches Kriterium stellt die Kombination von
Koerzivitét nach der Arbeit von Ciarlet (1993) und Konvexitat beziiglich des Deformations-
gradienten dar. Die Konvexitit garantiert eine eindeutige Losung, ist aber zu streng, weil
beispielsweise Instabilitatsprobleme von ihr ausgeschlossen werden. Eine weniger strenge
Forderung bildet die Quasi-Konvexitét nach der Arbeit von Morrey (1952). Sie formuliert
eine integrale Bedingung, die fiir einen homogenen Korper unter homogenen Randbedin-
gungen ein homogenes Dehnungsfeld verlangt. [hr integraler Charakter erschwert jedoch
ihre praktische Anwendung. Praktikabler gestaltet sich die Bedingung der Polykonvexitét
(vel. Ball (1976)). Dass Polykonvexitit Quasi-Konvexitat impliziert, wird in den Arbeiten
von Krawietz (1986) und Dacorogna (2007) dargelegt. Als schwéchstes Kriterium sei noch
die Rank-1-Konvexitat, welche der Legendre-Hadamard-Ungleichung entspricht, genannt.
Konvexitat bedingt automatisch Polykonvexitit, welche Quasi-Konvexitit impliziert und
diese wiederum beinhaltet Rank-1-Konvexitiat. Diese Abhangigkeiten bestehen allerdings
nicht in die andere Richtung.

Wie bereits erwahnt, hat sich das Kriterium der Polykonvexitit als sehr praktikabel
herausgestellt. Das Kriterium besagt:

Es existiert eine Funktion P : R332 x R¥3 xR - R mit g1 = P(]:*", AdjF, det(]i))
und P ist konvex beziiglich seiner Argumente.

Am Beispiel 0v = det(F) lasst sich der Unterschied zwischen Konvexitiat und Polykonvexi-
tat darstellen. Fiir das Kriterium der Konvexitét muss die zweite Ableitung 0?9 /0F? auf
Konvexitét bzgl. F' iiberpriift werden, was aber nicht der Fall ist. Nach dem Kriterium der
Polykonvexitat lasst sich g1 jedoch als Funktion von det F' darstellen und muss deshalb
lediglich die Forderung 9%g/d.J2 > 0 erfiillen, was sie auch tut. Eine Reihe polykonvexer
Funktionen findet sich in der Arbeit von Schréder & Neff (2003).
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2.4 Faserorientierungsverteilung

Mit Kurzfasern verstarkte Materialien beinhalten eine grofle Anzahl von Fasern, die
in irgendeiner Weise zueinander ausgerichtet sind. Die Form dieser Ausrichtung kann
beliebig variieren, sodass Konstellationen denkbar sind, bei denen alle Fasern in die gleiche
Richtung zeigen oder Konstellationen, bei denen alle Fasern in einer Ebene liegen. Klar
ist, dass sich die Faserausrichtungen mafigeblich auf die effektiven Eigenschaften des
Materials auswirken und eine mathematische Beschreibung des Materialverhaltens eine
verniinftige Quantifizierung der Faserrichtungen bedingt. Dazu wird in diesem Abschnitt ein
stochastischer Zugang zur Beschreibung der Faserorientierungsverteilung (FOV) vorgestellt.

p(p)

Abbildung 2.2: Skizze zur Bestimmung der Faserdichtefunktion.

Ausgehend von einem betrachteten Gebiet €2 konnen alle darin befindlichen Fasern und
deren normierte Richtung p erfasst werden. Das Gebiet 2 sollte dabei hinreichend grof3
sein, um eine zuverlassige Aussage zu gewinnen. Die Gesamtheit aller moglichen Faser-
orientierungen wird von der Oberfliche einer Kugel mit Radius Eins, der Einheitssphére,
beschrieben. Fiir eine quantifizierbare Beschreibung der FOV wird die Einheitssphére
zunéchst in kleine Teilbereiche unterteilt. AnschlieBend werden die identifizierten Faserrich-
tungen diesen Teilbereichen zugeordnet (siehe Abbildung 2.2 links). Wurde das gesamte
Gebiet 2 ausgewertet, liegt mit der unterteilten Einheitssphére ein Mengendiagramm vor,
das die Héufigkeit der einzelnen Faserrichtungen in diskreter Form angibt (siche Abbil-
dung 2.2 Mitte). Ein Ubergang von dieser diskreten Beschreibung hin zu einer stetigen
Funktion erlaubt schlieBlich den Zugang zur Faserdichtefunktion (FDF) p( 19). Diese sagt
aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Faserrichtung p im Gebiet Q2 vorkommt (siehe
Abbildung 2.2 rechts).

Die FDF soll bestimmten Forderungen geniigen. Da der Richtungssinn einer Faser keinen

zusétzlichen Informationsgewinn bringt, ist die FDF gerade

p(p) =r(-p). (2.79)

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Faserrichtungen soll Eins betragen,

was in der Normalitatsbedingung

95 p(p) ds =1 (2.80)
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miindet. Dabei wird iiber die Einheitssphéare S integriert. Die ersten vier Momente der
FDF sind wie folgt definiert

A= j5 p(p)pds

E—ygp(p)pozﬂozﬂds

(kS
I

§ o(p)popds
- § o(p)popopopds.

Da die FDF eine gerade Funktion ist, werden alle ungeraden Momente zu Null. Momente

(2.81)

N

([l

héherer Ordnung als Vier werden tiblicherweise nicht beriicksichtigt, weil sie mit zu hohem
Rechenaufwand einhergehen. Deswegen reduziert sich die Menge der relevanten Momente
von p(p) auf A und A.

Die Momente weisen zahlreiche Symmetrien auf. Beim Moment zweiter Ordnung mit zwei
Indizes (a,b) folgt daher
Aab = Aba .

Beim Moment vierter Ordnung wird ersichtlich, dass die Indizes beliebig vertauscht bzw.

permutiert werden konnen ohne dass sich der zugehorige Koeffizient andert, das heif3t,
Aabcd = Aacbd = Adbca = ...USw.

Auflerdem ist beiden Momenten gemein, dass ihre Spur immer Eins ist. Das zweite Moment
A erlaubt eine geometrische Interpretation der FOV. Seine Eigenwerte beschreiben den
Anteil der Fasern, der in die zugehorige Eigenrichtung von A zeigt. So kann ein zweites
Moment mit der Koeffizientenmatrix diag(0,2 0,3 0,5) einer FOV zugeordnet werden,
bei der 20% der Fasern in die erste Eigenrichtung zeigen, 30% der Fasern in die zweite
Eigenrichtung und 50% der Fasern in die dritte Eigenrichtung. Trotz dieser geometrischen
Interpretierbarkeit lassen sich im Allgemeinen keine eindeutigen Riickschliisse vom zweiten
Moment A auf die genaue FDF ziehen. Jedes A lésst sich durch unendlich viele verschiedene

FOV realisieren. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, sich auf eine FDF festzulegen.

Die Angular Central Gaussian-Verteilung

Als Faserdichtefunktion wird in dieser Arbeit die Angular Central Gaussian (ACG)-Verteilung
verwendet. Sie ergibt sich zu

pu(p)= - (0 B-p) " (2.82)
und verwendet den dimensionslosen, symmetrischen und unimodularen Tensor B (vgl.
Tyler (1987)). Einen wichtigen Vorteil der ACG-Verteilung stellt die Eineindeutigkeit
zwischen A und pB( 29) dar. Die Arbeiten von Montgomery-Smith et al. (2011a,b) erkléren,
wie pB( p) iiber das Losen eines nichtlinearen Gleichungssystems unter Verwendung von

Carlson-elliptischen Integralen aus A gewonnen wird. Weiterhin erlaubt die Vorschrift

B p
|B-2 - pl

Q:

(2.83)
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einen einfachen Zugang zur Realisierung einer beliebigen ACG-Verteilung mit Tensor
B. Gleichung (2.83) transformiert die urspriinglich uniform verteilten Vektoren p so,
dass die neugewonnenen Vektoren a der zugehorigen ACG-Verteilung entsprechen. Der
Sonderfall B~/ p = 0 wird dariiber abgefangen, dass a = 0 gesetzt wird. Tabelle 2.1
veranschaulicht beide vorteilhaften Eigenschaften der ACG-Verteilung. Ausgehend von drei
verschiedenen Momenten A werden die zugehorigen FDF bestimmt. Dabei zeigt sich, dass
auch degenerierte FOV, bei denen ein Eigenwert von A Null ist, kein Problem darstellen.
In der letzten Zeile von Tabelle 2.1 sind Realisierungen der entsprechenden p B( p) mit 210
Richtungen a, zu sehen.

Da mit dem in dieser Arbeit entwickelten Stoffgesetz eine umfassende Beschreibung
kurzfaserverstarkter Materialien angestrebt wird, ist eine Betrachtung aller méglichen FOV
wiinschenswert. Die Wahl der ACG als FDF erlaubt solch eine umfingliche Betrachtung,
weil die Eineindeutigkeit zwischen p B( ?) und A die Betrachtung aller méglichen FOV auf
die Betrachtung aller méglichen A reduziert. Unter Ausnutzung der Eigenschaft - A =1
lasst sich die Menge aller einzigartigen Momente A, die nicht nur durch Drehung aus
anderen Momenten gewonnen werden, in dem terndren Diagramm in Abbildung 2.3

darstellen.

e o o o
e o o o o
@ o o o o o
0175 @ @ o o o o o
- 9 90 9o o o o o
@ o o @ o o o o o

@ o © o o ©® ©o o o o

0 0,25 0,5 0,75 1
Abbildung 2.3: Menge aller einzigartigen Momente A, die sich nicht durch Drehung aus
anderen Momenten gewinnen lassen. Die 91 griinen Kugeln bilden die
diskrete Teilmenge der Faserorientierungsverteilungen, die in dieser Arbeit

untersucht wird.

Dabei beziehen sich die Achsen auf die Koeffizienten von [Ag] = diag(aq; age asz) in
Diagonalform. Die griinen Kugeln in Abbildung 2.3 bestimmen eine diskrete Teilmenge
von 91 verschiedenen FOV| die in dieser Arbeit untersucht werden sollen. Diese Teilmenge
enthalt einige Sonderfalle wie beispielsweise die drei Ecken des Faserorientierungsdreiecks.
Fir diese FOV sind jeweils zwei Eigenwerte von A gleich Null und damit alle Fasern
parallel zueinander ausgerichtet. Die drei Auflenkanten beschreiben planare FOV, bei
denen jeweils ein Eigenwert Null ist, und der Schwerpunkt des Dreiecks gehort zu einer
isotropen FOV, bei der alle Faserrichtungen zufallig verteilt liegen.
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Tabelle 2.1: Veranschaulichung der Angular Central Gaussian Faserdichtefunktion. Jedem

Moment A kann eine eindeutige Dichtefunktion pB( p) zugeordnet werden,
welche sich mit den Vektoren a, realisieren lasst.

Nr. 1 2 3
Ys 0 0 Yo 0 0 0 0 0

[Aa] 0 Y3 0 0 Yo 0 0 Ya 0
0 0 s 0 0 7 0 0 34

e
NN

|
AR
LIRS
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3 Prinzip der RVE-Homogenisierung

Dieses Kapitel stellt eine Methode zur Ermittlung effektiver Eigenschaften von Verbund-
werkstoffen vor. Nach einer kurzen Darstellung etablierter analytischer Herangehensweisen
wird die numerische Methode unter Verwendung eines reprasentativen Volumenelements
(RVE) présentiert. Im Anschluss daran wird der Aufbau eines RVE zur Nachbildung
kurzfaserverstarkter Kunststoffe skizziert und auf die Wahl der Randbedingungen beim
Rechnen mit den RVEs eingegangen. AbschlieBend werden die Implementierung innerhalb
der FEM-Umgebung ABAQUS sowie verschiedene Anwendungsfille dargestellt.

3.1 Hintergrund

Verbundwerkstoffe gewannen in den letzten Jahren immer mehr Relevanz bei technischen
Anwendungen (vgl. Vogt (2015); VDI (2014)), weil sie die positiven Eigenschaften ver-
schiedener Konstituenten vereinen und die ungewiinschten Nachteile abschwéchen. Die
Konstituenten liegen in unterschiedlicher Form vor. Haufig wird ein Werkstoff 1 in eine
Matrix bestehend aus Werkstoff 2 eingebettet (vgl. Abbildung 3.1). Die Geometrie des
Werkstoffs 1 kann beispielsweise die Gestalt von Fasern, Kugeln oder Spiralen annehmen.
Die Betrachtung des Verbundes erfolgt auf unterschiedlichen Skalen bzw. Ebenen, welche

im Folgenden eingefiithrt werden.

Ym '™

TM

Abbildung 3.1: Skizze eines Verbundwerkstoffes mit Darstellung der Mikro- (rechts) und
Makroebene (links). Die Indizes ,m/M* beziechen sich auf die Mikro-
/Makroebene.

Auf der Mikroebene lassen sich die einzelnen Bestandteile des Verbundes sowohl optisch
als auch physikalisch voneinander unterscheiden. Die Gréfenordnung der Mikroebene lésst
sich nicht pauschalisieren, sondern richtet sich nach den Abmafien L, (vgl. Abbildung 3.1)
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der Konstituenten. Weil die lokal differenzierbaren Heterogenitaten auf der Mikroebene
unterschiedliche Eigenschaften besitzen, bauen sich zwischen ihnen vielschichtige Wechsel-

wirkungen auf.

Demgegeniiber steht die Makroebene mit Abmafien im Bereich von Ly;. Damit wird dieje-
nige Groflenskala verkniipft, bei der die Materialeigenschaften lokal nicht mehr variieren.
Im Gegensatz zur Mikroebene, lasst sich auf der Makroebene lediglich ein effektives bzw.
homogenes Materialverhalten beobachten, welches aus den komplizierten Wechselwirkun-
gen auf der Mikroebene resultiert. Die Extraktion homogener Materialeigenschaften aus

einer Mikroebene wird dem Begriff der Homogenisierung zugeordnet.

Die Homogenisierung bildet resultierende effektive Eigenschaften auf die Makroebene
ab. Wie genau diese Abbildung aussieht hingt von Einflussfaktoren, wie beispielsweise
Volumengehalt, Form, Verteilung, Rotation der Einschliisse ab. Im Folgenden werden einige
Modelle zur Homogenisierung unter Beriicksichtigung verschiedener Faktoren vorgestellt.
Es sei darauf hingewiesen, dass fortan die Begriffe ,homogenes Verhalten®, | effektive
Eigenschaften® und , makroskopisches Verhalten“ im gleichen Kontext gebraucht werden.

3.1.1 Analytische Homogenisierung

Die ersten analytischen Homogenisierungsmethoden werden den Arbeiten von Voigt (1887)
und Reuss (1929) zugesprochen. Ihre Ansétze basieren auf der Annahme konstanter
Dehnungen (Voigt) bzw. konstanter Spannungen (Reuss) im Verbund und beschreiben
eine Linearkombination der Steifigkeiten der einzelnen Konstituenten in Abhéngigkeit von
deren Volumengehéltern. Rheologisch lassen sich diese Modelle mit einer Parallelschaltung
(Voigt) und Reihenschaltung (Reuss) vergleichen, weswegen sie die obere bzw. untere
Schranke der effektiven Steifigkeit liefern. Weitere bekannte Schranken von Mischungsregeln
sind die Hashin-Shtrikman-Schranken fir Kugeleinschliisse (vgl. Hashin & Shtrikman
(1962a,b, 1963)) und die Schranken von Walpole fiir Ellipsoide (vgl. Walpole (1966a,b))
und Endlosfasern (vgl. Walpole (1969)).

Mit dem Shear-Lag-Modell (vgl. Cox (1952)) wird die effektive Steifigkeit diskontinuierlicher
Faserverbundwerkstoffe mit ideal paralleler Ausrichtung der Fasern bestimmt. Diese Theorie
postuliert einen Shear-Lag-Parameter, der die Lastiibertragung zwischen dem Mantel einer
Faser und der umgebenden Matrix beschreibt. Damit wird im Unterschied zu den beiden
vorherigen Modellen die Geometrie der Inklusion auf primitive Weise berticksichtigt. Eine
umfangreichere Erfassung der Fasergeometrie schlieit das Modell der Autoren in Halpin &
Kardos (1976) ein, indem es einen empirischen Formfaktor verwendet. In diesen Formfaktor
flieBt insbesondere das Langen-Dicken-Verhéltnis (LDV) der Fasern ein.

Eshelby (vgl. Eshelby (1957)) formulierte eine Homogenisierungsmethode fiir ellipsoidische
Einschliisse. Die Grundlage dieser Theorie bildet die Annahme, dass sich eine fiktive

Eigendehnung eines einzelnen Einschlusses auf sein gesamtes Umfeld iibertragt. Diese
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fiktive Eigendehnung wird mafigeblich von der Geometrie des Einschlusses bestimmt. Fiir
ihre Berechnung wird der Eshelby-Tensor verwendet (vgl. Richter (2005)). Auf dieser
Theorie aufbauend entstanden das Mori-Tanaka- und das Tandon-Weng-Modell (vgl. Mori
& Tanaka (1973); Tandon & Weng (1984)). Wahrend das Eshelby-Modell lediglich das
Umfeld eines einzelnen Einschlusses betrachtet, finden auch die Bereiche zwischen den

Einschliissen in den beiden zuletzt genannten Modellen Beriicksichtigung.

Alle genannten Methoden bestimmen die effektiven Eigenschaften linear elastischer Ver-
bundwerkstoffe. Deren Erweiterung auf nichtlineare Materialien bildet den aktuellen Stand
der Forschung. Beispielhaft seien die nichtlinearen Analoga zur Parallel- und Reihenschal-
tung mit den Modellen von Taylor und Sachs genannt. Weitere Modelle sowohl fiir die
lineare als auch fiir die nichtlineare Theorie finden sich in der Ubersicht von Mishnaevsky
(2007).

3.1.2 Numerische Homogenisierung

Die Modelle der analytischen Homogenisierung besitzen alle den Vorteil der unmittelbaren
Bestimmung effektiver Eigenschaften in Abhéngigkeit von Volumengehalt, Geometrie,
etc., doch sie liefern in der Regel nur bei kleinen Volumengehalten der Inklusionen und
niedrigen Langen-Dicken-Verhaltnissen zuverlassige Ergebnisse. Die analytischen Modelle
basieren auf mathematischen Annahmen fiir die Nah- und Fernfelder in der Mikroebene;
diese Annahmen koénnen aber immer nur eine Vereinfachung der Wirklichkeit wiedergeben.

Einen alternativen Zugang zur Ermittlung effektiver Eigenschaften bietet die Methode der
numerischen Homogenisierung, welche sich vor dem Hintergrund der schnell wachsenden
Computertechnik immer mehr etabliert. Dabei werden die tatsachliche Mikrostruktur
modelliert und die gesuchten effektiven Feldgrofen numerisch bestimmt. Die Arbeit von

Bohm (2004) klassifiziert vier Kategorien der numerischen Homogenisierung:

1. Einheitszellenmethode: Die Mikrostruktur wird als periodische Aneinanderreihung
von Einheitszellen betrachtet (vgl. Li (1999)).

2. Eingebettete Zellen: Ist dhnlich der Einheitszellenmethode; zusatzlich wird die
Einheitszelle von einer Randschicht mit den effektiven Eigenschaften des Verbundes
umgeben. Dadurch flieBen die Einfliisse des Randes in die Homogenisierung ein (vgl.
Dong & Schmauder (1996)).

3. Fensteransatz: Die Makroebene wird in viele kleine Fenster unterteilt. Jedes dieser
Fenster bildet einen hinreichend grofien Ausschnitt der Mikroebene ab. Die effektiven
Eigenschaften aller Fenster werden gemittelt (vgl. Nemat-Nasser & Hori (1993)).

4. Die gesamte Mikrostruktur wird modelliert.

Eine umfangreiche Ubersicht mit zahlreichen Anwendungsbeispielen wird in der Arbeit
von Mishnaevsky (2007) dargestellt. Dass die numerische Mittelung andere Ergebnisse
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liefert als die analytische Mittelung, zeigen zahlreiche Vergleiche. Exemplarisch sei hier die
Arbeit von Bayreuther (2005) erwahnt.

Héaufige Anwendung findet die Einheitszellenmethode. Thr Vorteil liegt in dem {iberschauba-
ren Rechenaufwand, da sich der betrachtete Bereich auf einen Ausschnitt der Mikrostruktur
beschréankt. An diesen Ausschnitt werden Anforderungen gesetzt, damit er die gesamte
Mikrostruktur repréasentiert. Die Autoren Gross & Seelig (2001) stellen fest, dass die
GroBle Ly (vgl. Abbildung 3.1) des betrachteten Bereichs deutlich grofier sein soll als
die charakteristische Grofle Ly, des eingeschlossenen Konstituenten (vgl. Abbildung 3.1).
Damit einher geht auch, dass geniigend viele Heterogenitaten vorhanden sind, um eine sta-
tistisch stabile Mittelung zu gewéhrleisten. Des Weiteren darf der Ort r,, die Eigenschaften
der Einheitszelle nicht beeinflussen. Werden alle diese Anforderungen erfillt, reprasen-
tiert die Einheitszelle die Mikrostruktur des Verbundes. Es wird also ein reprasentatives
Volumenelement (RVE) betrachtet.

3.2 Erstellung eines RVE mit Kurzfasern

Das RVE beschreibt ein klar definiertes Volumen im euklidischen Raum, die Doméne. Die
Doméne kann verschiedene Formen wie beispielsweise Quader, Spat, Ellipsoid, Zylinder,
Torus und mehr annehmen. Als Doméne dieser Arbeit dient ein einfacher Wiirfel. In
dieser Doméne sollen hinreichend viele Kurzfasern platziert werden, sodass statistisch
zuverlassige effektive Eigenschaften bestimmt werden konnen. Die Kurzfasern besitzen
typischerweise einen Durchmesser von ca. 15 um, wonach die Kantenlange der Doméane
in der GroBlenordnung von 1000 pm liegen muss. Im Zuge der Homogenisierung werden
allerdings nur abgeleitete Groflen wie Dehnungen und Spannungen betrachtet, wodurch die
absoluten Werte der Liangen keine Rolle spielen. Ob das RVE also eine Kantenlange von
100 pm oder 100 m besitzt, wirkt sich nicht auf die effektiven Eigenschaften (bei stationdren
und insbesondere nicht dynamischen) Problemen aus. Entscheidender ist das Verhéltnis
der charakteristischen Léngen zueinander. Deswegen wird versucht, eine hinreichend grofie
Anzahl von Kurzfasern mit einem bestimmten Léngen-Dicken-Verhéltnis in der Doméne
zu platzieren. Das LDV von Kurzfasern liegt iiblicherweise im Bereich von 10-30 und somit
kann zusammen mit einem vorgegebenen Faservolumengehalt und der Anzahl an Fasern

eine Wahl der Doménenabmafle und des Faserdurchmessers getroffen werden.

Die Kurzfasern werden vereinfacht mit der Geometrie von Kapseln (Zylinder mit Halbku-
geln an den Stirnflachen) abgebildet. Thre Lage und Orientierung in der Doméne kénnen
beliebig variieren. Im Sinne einer gezielten Untersuchung der Abhéngigkeit effektiver Eigen-
schaften von einer Faserorientierungsverteilung werden die Richtungen der einzelnen Fasern
jedoch so gewahlt, dass sie der Realisierung einer ACG-Verteilung (vgl. Abschnitt 2.4)
entsprechen. Insgesamt werden 91 verschiedene RVEs erstellt, von denen jedes einer FOV
aus Abbildung 2.3 zugeordnet werden kann.
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Das Platzieren der Kurzfasern in der Domane stellt ein weites Forschungsfeld dar, welches
allerdings nicht Schwerpunkt dieser Arbeit ist. Deswegen sei an dieser Stelle nur erwéhnt,
dass die Kurzfasern mit Hilfe eines Random-Sequential-Adsorption Algorithmus (RSA)
angeordnet werden (vgl. Feder (1980)). Dabei werden die Kurzfasern nach und nach
zufillig in die Doméne gesetzt. Das Setzen einer Faser beinhaltet die Priifung der neuen
Faser auf Durchdringung mit den bereits gesetzten Fasern. Fallt diese Priifung negativ
aus, wird die neue Faser akzeptiert. Bei Durchdringung hingegen wird der Setzversuch an
einer zufalligen neuen Stelle wiederholt. Die Methode der RSA arbeitet schnell und ist
einfach zu implementieren. Allerdings existieren Schranken fiir den Faservolumengehalt,
bei denen keine neuen Fasern mehr erfolgreich gesetzt werden kénnen. Diese Schranken
hangen neben dem Faservolumengehalt auch sehr stark vom LDV der Fasern ab. Fiir diese
Arbeit wurde ein LDV von 10 bei einem Faservolumengehalt von 20 % gewéahlt. Es sei
erwahnt, dass mit Blick auf die Randbedingungen (vgl. Abschnitt 3.3) eine Periodizitit der
Fasern innerhalb der Doméne gewéhrleistet werden muss. Das heifit, Fasern, die eine Seite
des RVE durchdringen, stoflen auf der gegeniiberliegenden Seite wieder ins RVE hinein.
Abbildung 3.2 zeigt zwei Beispiele fiir ein RVE mit Kurzfasern und periodischen Réndern.

(a) isotrope Verteilung (b) unidirektionale Verteilung

Abbildung 3.2: Beispiele fiir ein RVE mit Kurzfasern. Dargestellt werden nur die Fasern.

3.3 Kopplung der Mikro- und Makroebene

Mit den erstellten RVEs kénnen Feldprobleme verschiedener Art auf der Mikroebene
betrachtet und gelost werden. Als Beispiele dafiir seien das mechanische Problem der
Impulserhaltung (s. Gl. (2.40))

T 1(7) =0 (3.)

sowie das rein thermische Problem der stationdren Wérmeleitung (s. Gl. (2.47))

V-q(r)=V-q(¥)=0 (3.2)
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aufgefithrt. Damit sich die daraus resultierenden effektiven Gréflen nicht unabhéngig von
den makroskopischen Groflen einstellen, wird eine Kopplung zwischen Mikro- und Makro-
ebene benotigt. Abbildung 3.3 zeigt die Feldgrofien der Makro- und der Mikroebene in der
Referenzkonfiguration. Am Punkt 7, liegen die effektiven FeldgroBen der Makroebene vor.
Diese effektiven Eigenschaften werden als konstant innerhalb des RVE angenommen. Das
RVE mit den Kurzfasern reprasentiert die Mikroebene und erstreckt sich iiber das Gebiet § .
Auf seinem Rand R wirken beispielsweise Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen.
Die lokalen Feldgroflen innerhalb des RVE sind abhangig vom Ort 7 und beinhalten den
konstanten makroskopischen Anteil. Aus Griinden der Ubersicht entfallen im Folgenden die
Abhéngigkeiten der lokalen RVE-Grofien vom Ort. Es sei erwédhnt, dass Abbildung 3.3 zwar
die Feldgroflen sowohl des mechanischen als auch des thermischen Problems beinhaltet,
dies aber nur einer kompakten Darstellung dient. Im Zuge der Homogenisierung werden
beide Feldprobleme niemals gleichzeitig betrachtet.

& Uy Us
VIR Y

T (O), T { G j}”(?);(?)

[y r

Abbildung 3.3: Darstellung der Feldgréfien von Makro- (links) und Mikroebene (rechts).

3.3.1 Die Hill-Mandel-Bedingung fiir den Impulserhaltungssatz

Hill (vgl. Hill (1963)) forderte fiir das mechanische Problem, also die Impulserhaltung, die
Hill-Mandel-Bedingung

- ~I"de:£M"£M:2M":HM' (3.3)

Die linke Seite der Gleichung (3.3) lasst sich als Mittelung aller Spannungsleistungen
des RVE verstehen, wahrend die rechte Seite der Spannungsleistung gebildet aus den
Mittelwerten von 7' und E entspricht. Diese beiden Mittelwerte werden den effektiven
Werten, also den makroskopischen Werten F,; und T',, zugeordnet. Die Hill-Mandel-
Bedingung stellt also den Zusammenhang zwischen der mittleren Spannungsleistung der
Mikroebene und der Spannungsleistung der Makroebene her. Es sei erwahnt, dass Hill
diese Bedingung urspriinglich fiir die Spannungsenergie aufstellte und die Erweiterung auf

die Spannungsleistung erst spiater vorgenommen wurde.
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Gleichung (3.3) lasst sich in eine Darstellung mit Oberflichenintegralen tiberfithren (vgl.
Glige et al. (2012)). Ausgehend von der Annahme einer additiven Zerlegung des Verschie-
bungsfeldes u in einen konstanten homogenen Anteil u, und einen fluktuierenden Anteil
u, (dargestellt in Abbildung 3.3) gilt mit dem Geschwindigkeitsfeld v

. . 1 ~ .
[ T-FaV=Ty,-H, = ﬁjét-vfd/lz(). (3.4)
- - R

Diese Darstellungsweise verdeutlicht, dass die Randbedingungen des RVE mafigeblich fiir
die Erfillung der Hill-Mandel-Bedingung sind.

Periodische Randbedingungen beim mechanischen Problem

In Abschnitt 3.2 wurde bereits die Periodizitat der Kurzfasern im RVE erwahnt. In
diesem Unterabschnitt wird die uneingeschrankte Erfiillung der Hill-Mandel-Bedingung
in Gleichung (3.4) durch die periodischen Randbedingungen (engl.: periodic boundary
conditions = PBC) gezeigt.

Der Begriff der Periodizitdt umschreibt eine mathematische Voraussetzung an die Gradi-
enten der Freiheitsgrade gegeniiberliegender Punkte mit den Ortsvektoren 7,7 ,, deren
Normalenvektoren entgegengesetzt gerichtet sind, d.h., n;, = —7,. Dann folgt fiir die
Verschiebungen dieser Punkte

Uy —uy=Hy - (T -Ty) = Hy - AT (3.5)
mit dem homogenen Verschiebungsgradienten H,,; bzw. fiir die Geschwindigkeiten
91—@2:£M‘(f1_f2):§M'Af- (3.6)

Unter Verwendung periodischer Randbedingungen gilt automatisch die Gleichheit der Ge-
schwindigkeitsfluktuation gegeniiberliegender Punkte sowie die entgegengesetzte Richtung
der zugehorigen Spannungsvektoren

v =v, 5 ti=-1,. (3.7)

Nach der Aufteilung des Randes in zwei punktsymmetrische Halften R, und R, wird
ersichtlich, dass die Hill-Mandel-Bedingung erfiillt ist

1 - - _ _ 1 N N N N
?[‘9%;11;1-”1fd14+5é~32t2-7}2fd14‘|:5[}%1t1-1)1fd14—‘9%2t1.vhd14‘| =0. (38)

Die periodischen Randbedingungen beziehen sich ausschliellich auf die Kopplung der Frei-
heitsgrade gegeniiberliegender Knoten. Periodizitat im Sinne, dass Kopien des RVE nahtlos
aneinander gekntipft werden koénnen, ist nicht erforderlich. Die Autoren in Gliige et al.
(2012) stellen dar, dass sphérische RVEs sogar den Vorteil einer schnelleren Konvergenz
zum effektiven Materialverhalten besitzen. Trotzdem werden in dieser Arbeit kubische
RVEs verwendet, weil sie deutlich leichter zu implementieren sind.
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Andere effektive Spannungsmafle

Die Hill-Mandel-Bedingung setzt die Spannungen und Deformationen der gemischten
Betrachtungsweise in Verbindung. Der effektive erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

sowie der effektive Deformationsgradient folgen mit

1 ~ 1 ~
T ::deV . Fy== [[FaV. 3.9
=MTyvJg= =My Jg= (3.9)
Die Arbeiten von Gliige et al. (2012) und vor allem von Nemat-Nasser (1999) gehen auf wei-
tere Spannungsmafle ein. So lésst sich zeigen, dass der effektive Kirchhoff-Spannungstensor

aus

5= =
resultiert. Fiir den effektiven Cauchy-Spannungstensor sowie den effektiven zweiten Piola-

1 1 .
LR NF-Tdeﬁ_/NTdV (3.10)

Kirchhoff-Spannungstensor lassen sich solche Beziehungen jedoch im Allgemeinen nicht
aufstellen

11 _ _ 1 TS
gM;t:/,:—E-IdV::ﬁng L Tyt= [T-F'aV == [TdaV. (3.11)
= Vv Jg 3= = vV JG= = vVJé= = vV Ji=

Stattdessen werden die tiblichen kontinuumsmechanischen Zusammenhange auf makrosko-

pischer Ebene angewandt

ileM’

I

3.3.2 Die Hill-Bedingung fiir die Warmeleitung

Im Folgenden beziehen sich die Betrachtungen zur Wérmeleitung auf die aktuelle Konfigu-
ration. Weil das betrachtete Gebiet keine Deformationen erfahrt, gleicht diese Betrachtung
der in der Referenzkonfiguration. Analog zur Hill-Mandel-Bedingung (3.3) lasst sich eine
Vorschrift zur Kopplung von Mikro- und Makroebene beim thermischen Warmeleitproblem
finden. Die Arbeit von Ostoja-Starzewski (2002) verlangt die Gleichheit des Produktes
von Entropiednderung und Temperatur auf beiden Ebenen mit Hilfe von

= [TV = g, T0). (3.13)

Die Groflen der rechten Seite entsprechen den makroskopischen Werten von Temperaturgra-
dient und Warmestrom und sind im ganzen RVE konstant. Gleichung (3.13) wird ebenfalls
von den Autoren in Ozdemir et al. (2008a,b) aufgegriffen und in eine Voraussetzung
an die Randbedingungen umformuliert. Dazu wird zunéchst d&hnlich der Zerlegung des
Verschiebungsfeldes auch das Temperaturfeld additiv in einen konstanten homogenen (1Jy,)
sowie einen fluktuierenden Anteil () zerlegt

19=19h+19f:19p+z(19M)'(r—fp)+19f. (314)
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Dabei bezieht sich der Index ,p“ auf einen beliebigen Punkt innerhalb des RVE. Eingesetzt

in das Volumenintegral des Temperaturgradienten folgt

%fng)de(mpéﬁﬁmm. (3.15)

Es gilt also

va)zéfng)dv - %ﬁﬂfndA:O. (3.16)

Damit ist die Erfiilllung der Mikro- Makrokopplung des Temperaturgradienten an die
Fluktuation der Randtemperatur gekniipft.

Periodische Randbedingungen bei der stationiren Warmeleitung

Periodische Randbedingungen gewihrleisten die Erfiillung von Gleichung (3.16). Ahnlich
Gleichung (3.5) werden konstante Gradienten des Freiheitsgrades fiir gegentiberliegende

Punkte mit entgegengesetzten Normalen gefordert
V=02 =V () (ry—1ry) = V(I\) - Ar. (3.17)

Analog zum mechanischen Problem gehen mit den PBC gleiche Fluktuationen der Tempe-
ratur auf gegeniiberliegenden Réndern einher, wodurch Gleichung (3.16) erfullt wird

1 1 1
Vﬁﬁfnd/x - ﬁ Iy dA+V§I§€2 o,y A

/ / (3.18)
:V ‘%;1 191f’@1 dA - v . Tglfﬂ,l dA=0.

Folglich wird der Temperaturgradient auf Mikro- und Makroebene gekoppelt. Unter
Kenntnis der Randbedingung wird die Giiltigkeit von Gleichung (3.13) gezeigt,

1 1 1
VLV(ﬁ)qdvzvﬁzlﬁlqnldA+v R2192£]‘E2d14
1
:Vﬁl(ﬂl—ﬁg)Q'nldA
1
-~ ¢ Y@ (- 1) (g-m)dA
R1
1
=—V . . .
1
- 1y f ¢)-vd
Vf( M) g(r q)-Vav

:%v(ﬁM)-fg(z?j)'qﬂ“(V‘q)dV

~——
=1 -0

1
=V(?9M)‘Vfquv=v(19M)'qM7

womit die Hill-Bedingung fiir das stationdre Warmeproblem unter Verwendung von PBC
erfiillt wird.
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3.4 Diskretisierung des RVE

Die mit dem RVE zu l6senden Feldprobleme werden von Differentialgleichungen (DGL)
mit partiellen Ableitungen beschrieben. Zur Losung dieser DGL wird auf den Ansatz der
FEM zuriickgegriffen. Die FEM wiederum erfordert eine rdumliche Diskretisierung des
RVE in Elemente mit bekannter Ansatzfunktion. Erst durch diese Diskretisierung wird
die Verbindung zwischen der geometrischen Beschreibung des RVE und der numerischen
Homogenisierung geschaffen. Mit Blick auf Rechenzeit und Speicherkapazitat miissen
Kompromisse zwischen Abbildungsgenauigkeit und Feinheit der Diskretisierung gemacht
werden. Es stehen verschiedene Arten der Diskretisierung zur Auswahl, wovon in den
néchsten Unterabschnitten zwei Vertreter kurz vorgestellt werden. Schlieflich erfordert
die Wahl periodischer Randbedingungen auch noch, dass jedem Punkt auf dem Rand
ein gegeniiberliegender Punkt mit entgegengesetztem Normalenvektor zugeordnet werden

kann.

Mikrobasierte Vernetzung

Bei der mikrobasierten Vernetzung werden die finiten Elemente den Grenzen der einzelnen
Phasen angepasst. Fiir das Beispiel dieser Arbeit bedeutet das, dass die Rander der
Kurzfasern von Elementkanten begrenzt werden. Der Vorteil dieser Methode liegt in
der Moglichkeit, die Geometrie des RVE genau in die FEM-Umgebung transportieren
zu konnen. Allerdings bringt dieser Prozess auch einige Nachteile mit sich. Besitzen die
Inklusionen eine allgemeine, fraktale Oberflédche, so ist allein schon die Vernetzung der
einzelnen Inklusionen mit viel Aufwand verbunden. Eine weitere Herausforderung bildet
die Vernetzung der Matrix, wenn die Inklusionen mit unterschiedlichen Orientierungen
vorliegen und die Kompatibilitat der Elemente gewahrt bleiben soll. Eine Vernetzung
solcher allgemeinen Strukturen ist in der Regel bei dreidimensionalen Problemen nur mit
Tetraederelementen und sehr kleiner Elementgrofie moglich. Aber selbst dann stellt die
Vernetzung ein nicht triviales Problem dar, wenn eine Mindestqualitit der Elemente (keine
spitzen Innenwinkel, etc.) gefordert wird und zusdtzlich jedem Knoten am RVE-Rand ein

Knoten auf der anderen Seite gegeniiberliegen soll.

Voxelbasierte Vernetzung

Das Problem der aufwendigen Vernetzung stellt sich bei dem voxelbasierten Ansatz nicht.
Dabei wird das RVE unabhéngig von der Mikrostruktur mit einem regelméafligen Voxelnetz
diskretisiert. Der Vernetzungsaufwand hangt nur von der Form der RVE-Domaéane ab. Bei
kubischen RVEs, wie in dieser Arbeit, fallt die Vernetzung besonders einfach aus. Hierfiir
konnen sogar ohne Aufwand die numerisch giinstigeren Hexaederelemente verwendet
werden. Durch dieses gleichméflige Netz wird auch automatisch gewéahrleistet, dass den
Knoten am Rand ein gegeniiberliegender Knoten zugeordnet werden kann.
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Die Mikrostruktur findet bei der Materialzuweisung Berticksichtigung. Dabei stehen ver-
schiedene Moglichkeiten der Zuordnung der einzelnen Phasen zur Verfiigung (vgl. Wilmers
& Lenhof (2013)). Enthalt ein Voxel lediglich eine einzige Phase, werden dem gesamten
Voxel die Eigenschaften dieser Phase zugewiesen. Da die Vernetzung losgelost von der
Geometrie der Mikrostruktur erfolgt, wird es jedoch in der Regel Voxel geben, die meh-
rere Phasen enthalten (siehe Abbildung 3.4 links). Diese Voxel werden im Folgenden als
Mischvoxel bezeichnet und erfordern eine gesonderte Zuweisung der Materialeigenschaften.

[ h - (5)
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n o
n
\ w C1 C1 | C2
(a) RVE (b) Mischvoxel (c) Ersatzlaminat

Abbildung 3.4: Uberfithrung der im RVE enthaltenen Mischvoxel, bestehend aus zwei
Phasen, in Laminate mit dquivalenten Konzentrationen ¢y, ¢, und mittlerem

Normalenvektor 77.

Ein simpler Ansatz dafiir wére, zu schauen, in welcher Phase sich der Mittelpunkt eines
Elements befindet und dem ganzen Element anschliefend die Eigenschaften dieser Phase
zuzuweisen. Eine Erweiterung dieser Methode bestiinde darin, die Konzentrationen ¢y, ¢o
der einzelnen Phasen (siche Abbildung 3.4 mittig) im Mischvoxel zu bestimmen und
die Materialeigenschaften ahnlich einer Voigt-Mischregel zuzuweisen. Diese voxelweise
Materialzuweisung erfordert eine hinreichend feine Diskretisierung des RVE, damit der
Einfluss der Mischvoxel klein genug bleibt. Einen vermeintlichen Genauigkeitsgewinn
bei gleicher Diskretisierung bietet die Moglichkeit der Materialzuweisung auf Gaufipunkt-
Ebene. Dabei wird geschaut, in welcher Phase sich die Gau3punkte eines Elements befinden
und dann die entsprechenden Eigenschaften zugewiesen. Da die GauBpunkte in den
standardisierten isoparametrischen Elementen mit linearer Ansatzfunktion jedoch die
gleichen Wichtungsfaktoren besitzen, entspricht diese Art der Materialzuweisung bei
groBen RVEs ungefihr der voxelweisen Materialzuweisung unter Beriicksichtigung der
Konzentrationen der Phasen. Zu den Nachteilen der Gaufipunktmethode zihlt, dass sich
der effektive Volumengehalt der Gauflpunkte mit Fasermaterial von dem tatsachlichen

Volumengehalt der Fasern der Mikrostruktur unterscheiden kann.

Bei linearen Problemen wie dem Wérmeleitproblem, lassen sich die Eigenschaften des

Mischvoxels durch eine Reuss-Mittelung bestimmen. Zusammen mit der Voigt-Mischregel
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stehen also die untere (Reuss) und die obere (Voigt) Schranke der effektiven Eigenschaften

der Mischvoxel zur Verfiigung.

In dieser Arbeit kommt eine weitere Methode der Materialzuweisung bei Mischvoxeln zum
Einsatz. Sie basiert auf der Annahme, dass sich das Umfeld der Grenzflache zwischen
den beiden Phasen wie ein Laminat verhélt (vgl. Kabel et al. (2016)). Das heifit, jedes
Mischvoxel lasst sich unter Kenntnis der einzelnen Konzentrationen der Phasen sowie des
mittleren Normalenvektors der Grenzflache in ein dquivalentes Laminat tiberfithren (vgl.
Abbildung 3.4 rechts). Die Forderung der Kontinuitat des Spannungsvektors bzw. des
Waérmestroms an der Grenzflache bedingt einen Sprung des Deformationsgradienten bzw.
des Temperaturgradienten. Dieser Sprung lasst sich im Falle des mechanischen Problems
mit Hilfe der Spannungskontinuitat ausiterieren und im Falle des Warmeleitproblems sogar
explizit bestimmen. Die effektiven Spannungen bzw. Warmestrome des Mischvoxels folgen
aus der gewichteten Summe der Bestandteile beider Phasen. Tabelle 3.1 fasst die drei
wichtigsten Mischregeln fiir Mischvoxel zusammen. Die Gréfen F; und V(¥y,) bezeichnen
den mittleren Deformationsgradienten bzw. den mittleren Temperaturgradienten des Voxels.
Der Vektor a lasst sich dem Sprung im Deformationsgradienten und das Skalar a dem

Sprung im Temperaturgradienten zuordnen.

Tabelle 3.1: Verschiedene Mischregeln fiir Mischvoxel.

vV-T=0 V-q=0
" ; 51:£2=£g . V(1) = V(9s) = V(9))
oigt 0 0
I=a—pp (Er)+ea—pp (F2) g = ~(@di+2dy) - V(W)
1 = 42
Reuss - Ar=M1 \ ;\ A=Al
12
SRA A T v
g 02)\1 +Cl/\2_(19h)
Fi=Fy+caon V(1) = V(In) + coan
Fy=F,-caen V(¥2) = V() - cran
Laminat i-Ty=i-Ty—a a:M(V(ﬁh)-n)
22 ()4, 22 (R 2t ads T
= L orF =YV gF (=2 q=—c1d - V() =2y - V(D)
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3.5 Numerische Homogenisierung mit Abaqus

Gleichungen (3.5) und (3.17) formulieren Zwangsbedingungen zwischen Freiheitsgraden
gegeniiberliegender Punkte. Die Freiheitsgrade werden bei der FEM von den Knoten
bestimmt. Folglich miissen zur Umsetzung der periodischen Randbedingungen Zwangsbe-
dingungen an die Freiheitsgrade der Knoten gestellt werden.

3.5.1 Kopplung der Freiheitsgrade

Kopplung der Verschiebungen

Die Arbeit von Goldberg et al. (2015) erlautert die Moglichkeit, lineare Zwangsbedingungen
zwischen den Verschiebungsfreiheitsgraden in ABAQUS umzusetzen (vgl. Abaqus (2014a))
und damit PBC zu realisieren. Die Ansétze der Autoren werden im Folgenden aufgegriffen
und dargelegt. Die Ausgangsbasis zur Realisierung der PBC bilden ein zusétzliches Ko-
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Abbildung 3.5: Prinzipskizze des RVE in ABAQUS mit allen relevanten Knoten.

ordinatensystem mit den Basisvektoren e,,e,,e; sowie die Hilfsknoten P, %, Ps, B (vgl.
Abbildung 3.5). Dabei handelt es sich um ein kartesisches Koordinatensystem, welches
gegeniiber dem globalen x,y,2 Koordinatensystem beliebig gedreht ist. Das RVE wird so
positioniert, dass der Knoten O im Ursprung des globalen Koordinatensystems liegt. Letz-
teres ist lediglich eine zweckméfige, jedoch keine zwingende Bedingung. Der Basisknoten
B befindet sich im Ursprung des lokalen Koordinatensystems. Die Pilotknoten P; liegen
auf den lokalen Koordinatenachsen und besitzen den Abstand /; zum Basisknoten, sodass
gilt

OP,-0B =l;e,; 1=1,23. (3.20)

Die Seitenflichen des RVE lassen sich nach der Richtung ihrer Normalenvektoren einordnen.
In Abbildung 3.5 sind exemplarisch zwei gegentiberliegende Knoten mit entgegengesetzten
Normalenvektoren, die parallel zum Basisvektor e, liegen, eingezeichnet. Der konstante
homogene Verschiebungsgradient H,, wird tiber die Verschiebungen der vier Hilfsknoten
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wie folgt beschrieben

Hy = E(@Pl —upg)oe;+ E(@PQ —Up)oey+ E(gpg —ug)o ey, (3.21)

bzw. unter Vorgabe von u, = 0 in kompakter Schreibweise

M= le (3.22)

1= 3

Iz

Die Verschiebung des Basisknotens wird zu Null gehalten, um Starrkoérpertranslationen
des RVE zu verhindern. Dazu wird zusétzlich die Verschiebung des Knotens O an die
Verschiebung des Basisknotens gekoppelt

Up = Up. (3.23)

Mit Hilfe der Pilotknotenverschiebungen kann ein homogener Verschiebungsgradient fiir das
gesamte RVE vorgegeben werden. Dabei miissen nicht alle Koeffizienten des Tensors H,,
definiert sein. Wird der Verschiebung eines Pilotknotens erlaubt sich frei einzustellen, stellt
sich auch der entsprechende Koeffizient von H,, frei ein, indem die zugehérige Spannung
Null anstrebt. Die Anzahl der freien Verschiebungen der Pilotknoten wird allerdings von
der Forderung nach unterbundener Starrkorperrotation begrenzt. Um diese zu verhindern,
muss aus den Koeffizientenpaaren (Hyy,,,Hyy, ), (Hys,Hvs, ) (Hgs, Hus,) jeweils ein
Koeffizient vorgeschrieben werden.

Mit Gleichung (3.22) lasst sich Gleichung (3.5) als lineare Beziehung der beteiligten
Knotenverschiebungen in kompakter Tensor-Notation fiir jedes Knotenpaar aufschreiben

Uy —Uy = [Z%Uaoei]'(?l_%)' (3.24)

i=1 bi
Dabei ist zu beachten, dass ABAQUS die Vorgabe linearer Kopplungsgleichungen im globalen
Koordinatensystem in Koeffizientenschreibweise erwartet und sich die Verschiebungen der
Pilotknoten auf das lokale Koordinatensystem beziehen. Eine Anleitung zur korrekten
Verrechnung beider Koordinatensystem wird in der Arbeit von Goldberg et al. (2015)
geschildert.

Kopplung der Temperaturen

In &hnlicher Weise kann bei dem Warmeleitproblem verfahren werden. Fiir den homogenen
Temperaturgradienten V(i) gilt

(Ip, — 193)§1 . (Up, — 193)@ . (Ip, — 193)@3
1 ly I3

bzw. unter Vorgabe von ¥ =0 in kompakter Form

V(dm) = (3.25)

w

(3.26)

.
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Damit ldsst sich unter Vorgabe dreier Knotentemperaturen (9p,,0p,,0p,) ein homogener
Temperaturgradient vorgeben. Die zugehorige Kopplungsgleichung fiir die PBC folgt mit

3 ﬁPi

ﬁl—ﬁQ:lZl

i=1 Ui

ei] (ry-13) (3.27)

3.5.2 Bestimmung effektiver Feldgroflen

Zweck der Homogenisierung ist die Bestimmung effektiver Eigenschaften des RVE. Glei-
chungen (3.22) und (3.26) veranschaulichen, dass dafiir keine Integration tiber die Doméne
des RVE notwendig ist, sondern eine Auswertung der Pilotknoten reicht. Wie genau sich
diese Auswertung fir die effektive Spannung sowie den effektiven Warmefluss gestaltet,
wird im Folgenden dargelegt.

Die effektive Spannung

Zur Bestimmung der effektiven Spannung wird die Leistung der Knoten als Produkt von

Knotenkraft ¢ und Knotengeschwindigkeit v betrachtet

N Z Na
Psp= 2, Quc-vic= 2, Y. Qar (Var, ~Vax,) - (3.28)
K=1 A=X k=1

Dabei erfolgt die Summation iiber diejenigen Seiten des RVE (erste Summe), fir die
gilt n, - e, = 1, sowie iiber alle Ny Knoten pro Seite (zweite Summe). Des Weiteren
erlaubt das statische Gleichgewicht eine Zusammenfassung gegeniiberliegender Seiten, weil
die Knotenkrafte sich nur in ihrem Richtungssinn unterscheiden. Mit den periodischen
Randbedingungen folgt weiterhin

Z Ny . Z Na .
Psp = Z ZQAK'QM'AIAZ Z Z(AIAOQAK)"QM- (3.29)
A=X K=1 A=X K=1
Kurzes Umsortieren und Erweitern mit Eins ergibt
1 Z Ny .
Psp== > AT 40> Qux~VHy, (3.30)
V' izx k=17

womit unter Beachtung von (3.3) der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor identifiziert

werden kann
1 Z _ Ny
V izx K=1

In dieser Formulierung erfordert der homogene Spannungstensor eine Summation iiber
alle Randknoten des RVE. Diese Formulierung soll auf eine Abhéngigkeit von den Kréften
der Pilotknoten tberfithrt werden. Dazu wird Gleichung (3.22) in die Spannungsleistung

eingesetzt
Z Na 1 N 1 _ 1 N
Psp = Z Z QAK : [7(61 : AfA)Qpl + l_(ﬁz : AI’A)QP2 + l_(§3 : AIA)@Pg . (3.32)
A=X K-=1 1 2 3
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Daraus lassen sich die Knotengeschwindigkeiten ausklammern und es verbleiben die

leistungskonjugierten Knotenkréfte der Pilotknoten

1 Z _ NA
Qa = I Z (e1-AT ) Z QAKa
T A=X K=1
1 & Na
Qp, =7 2 (€2 AT4) ) Qu (3.33)
2 A=X K=1
1 Z " NA
Qp, = 1. Z (e3-AT4) Z Qak -
3 A=X K=1

Diese Ausdriicke finden sich beispielsweise fiir den Pilotknoten P; in Gleichung (3.31)

wieder N
Zel 4 Z (€ AT ) Z Qux =Qp, - (3.34)
Im Umkehrschluss gilt
(eroeq) Ty = %el ° Qp, (3.35)
bzw. fiir alle drei Pilotknoten
3 13
Ty=1-Ty-= ;@ 0e;) Ty = 5;& °Qp,.- (3.36)

Damit lassen sich sowohl die Deformations- als auch die Spannungswerte der makroskopi-
schen Groflen allein an den Pilotknoten ablesen

3
l P ; IM = i leﬁz o Qp. . (337)
li~ - Via =

7

I

w=

1=1

Haufig werden Spannungen der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration im Zuge der
Homogenisierung gesucht. Mit F',, = I + H,, lasst sich dazu der erste Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor einfach per Push-forward- bzw. Pull-back-Operation transformieren (vgl.
Gl. (3.12))

1 ~ _
QM=det£M£M‘2M , EM::TM'EI\}-

Der effektive Warmestrom

In gleicher Weise kann bei der Bestimmung der effektiven Groflen des Warmeleitproblems
verfahren werden. Auch hier erfolgt zunédchst die Betrachtung des Terms in der Hill-

Bedingung. Fiir das Produkt aus Wérmestrom und Temperaturgradient gilt

q-V()dV =- @ YqdA (3.38)
) $.
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mit dem fléchenbezogenen Warmestrom ¢ = —(n- ¢) normal zur Oberfliche. Das Aquivalent

der Knotengrofien lautet

Z Na
Y > —laax(Var, —Vax,)] - (3.39)
Asx K21
Einsetzen der PBC (3.17) liefert
Z Na 7z Na
> ~qax (Y(Ou) - Ary) == > (V(Ou)-Ary) Y. qak - (3.40)
Asx K21 A=X 7]

Umsortieren und Erweitern mit Eins resultiert in

~VVY(Wu) - — Z Ar, Z QAK ; (3.41)

= K=1

worin sich mit der Hill-Bedingung (3.13) der effektive Warmestrom identifizieren lasst

1 Z Na
ME Ty > Ary ) qak (3.42)
A= k=1

Auch diese Gleichung soll in eine Form iiberfithrt werden, die nur noch die Groflien der
Pilotknoten enthélt. Dazu wird die Bestimmungsgleichung fiir den Temperaturgradienten
in Gleichung (3.40) eingesetzt

—19P1 Z _(61 A"nA Z QAK] 19132[2 l2(62 ATA) Z QAK]

AX A=X

—Up, [ Z 7(63'A7“A)Kzz QAK] - (3.43)

A=X '3

Die darin enthaltenen Terme in den eckigen Klammern lassen sich den Reaktionsstromen
der Pilotknoten zuordnen. Ebenso kann eine Verbindung zu Gleichung (3.42) gefunden

werden

Vv
l §1 qM - ll Z (61 A7/’14) Z qAK = _QP1 : (344)

Diese Gleichung nach dem homogenen Wérmestrom umgestellt liefert

h

(§1°§1)'£]M =1

VQP1§1 (345)

bzw. allgmein
3

1 3
-2 (eoe) - an = -3 2 lidre: (3.46)
=1

i=1

I~

dv =

Damit folgt fiir den kompletten mittleren Temperaturgradienten sowie den mittleren

Warmestrom

19 3 19Pz ' ~ 1 3 A
)=y Te 5 qu=-p 2 liare (3.47)
v i=1

i=1
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3.5.3 Anwendungsbeispiele

Mit den Gleichungen (3.37) und (3.47) konnen die effektiven Feldgrofien des mechanischen
und des thermischen Problems unmittelbar abgelesen werden. Daraus lassen sich bereits
wichtige Aussagen iiber das Verhalten des Verbundes aus Matrix und Kurzfasern ableiten.
Fiir eine umfangreichere Betrachtung des Materials sind jedoch zusétzlich abgeleitete
Groflen von Interesse. Das prinzipielle Vorgehen zur Bestimmung einiger dieser Grofien
wird im Folgenden vorgestellt.

Effektive Steifigkeit

Die Steifigkeit eines Materials beschreibt die Linearisierung der Spannung mit Bezug zur
Dehnung in Abhéngigkeit vom Deformationszustand. Fiir den Fall der Nichtlinearitét
andert sich die Steifigkeit mit der Deformation. Eine Bestimmung der Steifigkeit wiirde
zunachst eine Simulation der Deformation und anschlielend eine Linearisierung um diesen
Zustand erfordern. Fiir eine umfangreiche Beschreibung des Materials wére also eine
Betrachtung zahlreicher verschiedener Deformationen und derer Steifigkeiten notwendig.

Beim Sonderfall der linearen Elastizitat jedoch bleibt die Steifigkeit stets konstant und
kann unmittelbar in der Referenzkonfiguration bestimmt werden. Deswegen wird auf diese
Steifigkeit zuriickgegriffen. Der formale Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung
lautet dafiir

~E. (3.48)

IS

[l

Aus Griinden der Ubersicht wurde auf den Index fiir die Makroebene verzichtet, es sei
aber erwahnt, dass sich die folgenden Ausfiihrungen auf die homogenisierten Grofien des
RVE beziehen. In der iiblicheren Voigt-Notation unter Ausnutzung der Symmetrie folgt

011 Cnn Cip Ci3 Ciy Cis Cis €11
022 Can Oy Coz Cay Cos Cog €22
933 _ Cs1 Cs2 Cs3 Czy O Csg | €33 ' (3.49)
012 Cn Cip Ciz Cu Ci5 Cys 2e12
013 Cs1 Csa Cs3 Csy Css Csg 2e13

023 Ce1 Cea Coz Coa Cos Cos| |2€23]

Unter Vorgabe sechs verschiedener Deformationszustande konnen mit Hilfe der zugehori-
gen effektiven Spannungen aus Gleichung (3.49) die Koeffizienten des Steifigkeitstensors
berechnet werden. ZweckméaBigerweise werden die sechs Deformationen wie folgt gewéhlt

A 0 0 0 0 0
0 A 0 0 0 0
0 0 A 0 0 0
Fl= ol Bl={o] s Bl= o) Bl = [a]: Bl={o]  EI= o |
0 0 0 0 A 0
0 0 0] 0] 0] B
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wobei A ein hinreichend kleines Skalar ist. Fiir die Koeffizienten des Steifigkeitstensors gilt

dann
- . -1 2 3 4 5 6 7
Cii Cig Cig Ciy Ci5 Cig 011 011 011 911 011 On1
1 2 3 4 5 6
Oy Cop Oy Oy Oy Oy Og9 099 Og99 Og9 0Ogy Oy
5 6

Cs1 Csp Csz Can Css Cse _ 11033 033 033 033 033 O3 (3.50)
Cu Cp Ci Cu Ci Ci| M|&yy 61y Gy 1y 0y Opp| |
Csi Cs2 sy Csa Css Cso ‘}13 313 313 é13 313 313

Co1 Co2 Coz Cos Cos 066_ _<17 23 4 23 4 23 o 23 4 23 4 23 J

Die Bestimmung der effektiven Cauchy-Spannungen wird durch Gleichung (3.12) ermoglicht.
Der Zusammenhang zwischen der Dehnung €,, und dem mittleren Verschiebungsgradienten

H,, bei kleinen Deformationen wird durch

1
Em =5 (Hy+ Hy) (3.51)

beschrieben. Damit folgen die vorzugebenden mittleren Verschiebungsgradienten
X (A 0 0] ) [0 0 0] , (0 0 0]
[HM”]: 0 00 [HM”]: 0 X0 [HMU]: 00 0

[0 0 0 0 0 0 0 0 A

\ [0 A 0] . (0 0 ] ; (0 0 0]
[HMZ_J]: 0 00 [HM”]: 0 00 [HMZ,]]: 00 A

[0 0 0 0 0 0 0 0 0

Somit konnen unter Vorgabe der entsprechenden Verschiebungsgradienten alle Koeffizienten

des Steifigkeitstensors in der Referenzkonfiguration bestimmt werden.

Effektive Wirmeleitung

Ahnlich der Steifigkeit beim mechanischen Problem beschreibt die Warmeleitung ) eine
Linearisierung des Warmestroms mit Bezug zum Temperaturgradienten. Unter Hinzunahme

des Fourier’schen Ansatzes gilt

q=-)\-V(V) (3.52)
bzw. fir die Koeffizienten im lokalen Koordinatensystem der Pilotknoten
a1 A1 Az Ais 2(19)1
Ga|=—|Xa1 Az Asz|-[V(9),]- (3.53)
qs Azl Az2 Asg Y(ﬁ)g

Auch hier wird Bezug auf die effektiven Grofien des RVE genommen und der Index fiir
die Makroebene weggelassen. Unter Vorgabe dreier Temperaturgradienten lassen sich die

Koeffizienten des Warmeleitungstensors bestimmen. Zweckmafigerweise werden sie zu

0
- Y-

F@]- ;

o O M

; [Vg(ﬁ)i] “lo (3.54)
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gewahlt, wobei ¢ ein hinreichend kleines Skalar ist. Fiir die Koeffizienten des Wérmelei-

tungstensors folgt dann

1
A1 A2 A 1 q,
1
Ao1 Az Mg Z—E qo
1
A31 A3z Asg ds

—_
—_

(3.55)

Qo Qo Qo
%)

Qoo R RQw
o

w

Effektive thermische Deformation

Als drittes Anwendungsbeispiel soll die Bestimmung der effektiven thermischen Deformation
betrachtet werden. Wird das RVE einer Temperaturdnderung unterzogen, stellt sich eine
mittlere Deformation ein, die mit den mittleren Spannungsrandbedingungen korrespondiert.
Im Falle von T, = 0 entspricht die resultierende mittlere Deformation automatisch der
effektiven thermischen Deformation. Die Randbedingungen fiir diese Simulationen im

lokalen Koordinatensystem werden wie folgt gewéhlt

vy =0 Fwy, =0 Fygy =0
Taiy =0 Thiyy =0 Fagy, =01 (3.56)
TM13 =0 TM23 =0 TM33 =0

Die drei Koeffizienten des Deformationsgradienten werden festgehalten, um Starrkorper-
rotationen zu verhindern. Die konjugierten Koeffizienten des ersten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors ergeben sich trotzdem zu Null. Enthielte das RVE nur ein einziges
Material, wiirde sich als Deformationsgradient ein Vielfaches des Einheitstensors einstellen.
Weil aber die Phasen von Kurzfaser und Matrix unterschiedliche thermische Ausdehnungs-
koeffizienten und Steifigkeiten besitzen, weicht der resultierende Deformationsgradient
vom Vielfachen des Einheitstensors ab. Auf diese Weise kann der Einfluss der Fasern
auf die thermische Deformation untersucht werden. Jeder Deformationsgradient lasst
sich mit Hilfe der Polarzerlegung in eine reine Streckung U sowie eine reine Drehung R
zerlegen. Letztere wirkt sich nicht auf die effektiven Spannungen des RVE aus. Mit den
Randbedingungen (3.56) wird jedoch bereits eine Rotation vorgeschrieben. Aus diesem
Grund wird die effektive Deformation F,; um die Rotation bereinigt und nur die reine
effektive Streckung U,, ermittelt.

3.5.4 Konvergenzbetrachtungen am RVE

In diesem Abschnitt soll das Konvergenzverhalten des RVE dargestellt werden. Bereits in
Abschnitt 3.4 wurde erwdhnt, dass die Feinheit der Diskretisierung bei einer voxelbasierten
Vernetzung das Ergebnis der Homogenisierung mafigeblich beeinflusst. Dazu werden am
Beispiel der effektiven Steifigkeit und der effektiven Warmeleitung die drei Methoden aus
Tabelle 3.1 miteinander verglichen. Als Vergleichsgréfien dienen die Norm der Steifigkeit
|C| sowie die Norm der Wérmeleitung [A[. Die Norm eines Tensors besitzt zwar keine
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Richtungsinformation, jedoch wurde bei den Konvergenzbetrachtungen festgestellt, dass die
verschiedenen Steifigkeits- bzw. Warmeleitungstensoren alle koaxial zueinander liegen, was
eine Reduktion des Tensors auf seine Norm als Vergleichsmafl zuldsst. Die Normen werden
fiir verschiedene Diskretisierungsstufen ermittelt. Dabei wird die Anzahl der Elemente
pro Raumrichtung bzw. pro Kante des RVE variiert. Auf Grund der Wiirfelform des RVE
bedeutet also eine Elementzahl von N pro Kante eine Gesamtelementzahl von N3. Den
einzelnen Phasen des RVE werden bei der Bestimmung der effektiven Steifigkeit freie
Energiedichten des Neo-Hooke Materials zugewiesen
ot = %(I "0_3)+%(J3—1)2 ; i = {Matrix, Faser} .

Fir die Konvergenzbetrachtung der effektiven Warmeleitung werden den Phasen lediglich
isotrope Wérmeleitungstensoren A; I zugeordnet.

Tabelle 3.2: Materialparameter der zwei Phasen im RVE bei der Konvergenzbetrachtung.
1 G|[GPa] K[GPa] A[W/(mK)]

Matrix 1 10 0,23
Faser 50 108 10

Tabelle 3.2 beinhaltet die zugehorigen Materialparameter. Die Fasern im RVE gehorchen
einer isotropen bzw. zufalligen Faserorientierungsverteilung und weisen somit auf Grund
ihrer unterschiedlichen Ausrichtungen moglichst komplizierte Wechselwirkungen auf. Die
Ergebnisse der Konvergenzbetrachtungen sind in Abbildung 3.6 zu finden.

90 |- —o— Voigt —o— Voigt
E- - Laminat E- - Laminat
S0 |- | 3 ®- Reuss |
'F —
N =
& 70 - — ig |
_ _ 2" u 8
Qlll g0 |- B =i o
il 60 = B momog g .
B
50 - . N 1+ o ® ©® ®
L m ® @@ ® & ®
40 [ \ \ \ \ L \ \ \ \ \ \
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 60
Elemente pro Kante [-] Elemente pro Kante [-]

Abbildung 3.6: Konvergenzbetrachtungen des RVE beziiglich der effektiven Steifigkeit
(links) und der effektiven Wérmeleitung (rechts). Dargestellt werden die
Normen der tensoriellen Groflen tiber der Anzahl der Elemente pro Raum-

richtung.
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Die Konvergenzstudie der effektiven Steifigkeit erfolgt nur fiir die Voigt- und die Laminat-
Mischregel. Beide Graphen verlaufen monoton fallend bei steigender Elementzahl pro
Kante. Es ist deutlich erkennbar, dass die Voigt-Regel eine steifere Antwort als die
Laminat-Regel liefert. Letztere hat sich bei 50 Elementen pro Kante schon mehr einem
Grenzzustand angenéhert als die Voigt-Regel, welche einen stéarkeren Abstieg erkennen
lasst. Beide Methoden miissen im konvergierten Zustand das gleiche Ergebnis liefern, weil
bei einer theoretisch unendlich feinen Diskretisierung der Einfluss der Grenzflache, also der
Mischvoxel, gegen Null konvergiert. Vor diesem Hintergrund deutet die Konvergenzstudie
bis 503 Elementen bereits an, dass die Voigt-Regel das effektive RVE Verhalten nur sehr
langsam konvergieren lasst. Die Laminat-Regel ist zwar auch noch nicht konvergiert, aber
mit ihr konnen bereits bei deutlich weniger Elementen effektive Steifigkeiten ermittelt

werden, die sich ndher am konvergierten Zustand befinden.

Bei der Konvergenzstudie der effektiven Warmeleitung wird zuséatzlich das Ergebnis der
Reuss-Methode dargestellt. Dem Diagramm lésst sich sehr gut entnehmen, dass Voigt-
und Reuss-Methode die obere und untere Schranken liefern. Beide Methoden werden sich
bei immer feiner werdender Diskretisierung immer weiter anndhern bis sie das gleiche
Ergebnis liefern. Ab dieser Diskretisierung stellt sich ein konvergierter Zustand ein. Der
Graph der Laminat-Regel liegt bei 603 Elementen etwas oberhalb der Mitte zwischen Voigt-
und Reuss-Graph. Auch hier zeigt sich, dass die Laminat-Regel bereits bei viel weniger
Elementen ein effektives Verhalten nahe dem konvergierten Zustand liefert.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass fiir die numerischen Homogenisierungen mittels RVE
in dieser Arbeit die Laminat-Regel zur Bestimmung der effektiven Eigenschaften von
Mischvoxeln verwendet wird. Im Falle des mechanischen Problems geht diese Regel zwar
mit leicht erhohtem Rechenaufwand einher, weil der Sprungvektor a zunéchst ausiteriert
werden muss, aber dieser Aufwand héalt sich in Grenzen. Auflerdem wird er durch die
Moéglichkeit, bei deutlich niedrigeren Elementzahlen zuverlassige Ergebnisse zu erhalten,
kompensiert.
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4 Effektive Eigenschaften viskoelastischer
Faser-Matrix-Verbunde

Nachdem die Methode der Homogenisierung mittels RVE vorgestellt wurde, soll sie in
diesem Kapitel genutzt werden, um effektive Eigenschaften glasfaserverstarkter Ther-
moplaste zu ermitteln. Von besonderem Interesse sind diejenigen Eigenschaften, auf die
sich die Faserorientierungsverteilung unmittelbar auswirkt. Die Erkenntnisse aus diesen
Untersuchungen sollen in Kapitel 5 in die Formulierung des zu entwickelnden Stoffgesetzes

einflielen.

4.1 Linearisierung der Mischregel

Der Einsatz einer Glasfaserverstarkung in einer thermoplastischen Matrix schrankt den
Bereich der zuldssigen Deformationen, bei denen kein plastisches Flielen oder Versagen
eintritt, stark ein. Der typische elastische Bereich solcher Materialien liegt iiblicherweise
bei Dehnungen unter 5% (vgl. Fu et al. (2000); Ehrenstein (1999)) und weist physikalische
Linearitat auf. Um bei den zeitintensiven Auswertungen der Homogenisierung in ABAQUS
in annehmbarer Zeit bei hinreichend feiner Vernetzung aussagekriftige Ergebnisse zu
erzielen, bietet es sich an, das mechanische Feldproblem zu linearisieren.

Dazu wird zum einen von dem linearen Verzerrungsmaf ¢ = (V o u)® Gebrauch gemacht
und zum anderen die Stoffgesetze der einzelnen Phasen durch lineare Varianten ersetzt.
Bei einer Vernetzung mit 50° Elementen sollen so die effektive Steifigkeit, die effektive
thermische Deformation, die effektive Relaxation sowie die effektive Warmeleitung bestimmt
werden. Letztere stellt von vornherein ein lineares Problem dar und bedarf keiner weiteren
Anpassung.

Wie im Unterabschnitt 3.5.4 gezeigt wird, erlaubt die Verwendung der Laminat-Mischregel
bei Mischvoxeln einen deutlichen Genauigkeitsgewinn bei gleicher Vernetzung. Aus diesem
Grund wird zunéchst eine lineare Mischungsregel fiir Laminate hergeleitet, die aus einer
rein elastischen Phase und einer viskoelastischen Phase bestehen und beide thermische

Ausdehnungen berticksichtigen.
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4.1.1 Allgemeine Laminat-Mischregel fiir viskoelastische Phasen

Die Ausgangslage der Mischregel bildet das Ersatzlaminat aus Abbildung 3.4, welches die
Information tiber die beiden Konzentrationen c;, ¢y sowie den mittleren Normalenvektor
n der Grenzschicht enthélt. Die Grundannahme, dass sich die Deformationsgradienten
F,, I, beider Phasen unterscheiden, bleibt wie beim nichtlinearen Fall erhalten. Sie setzen
sich wie in Tabelle 3.1 dargestellt aus einem homogenen Anteil F', und einem Sprunganteil
zusammen. Mit Hilfe der Definition des linearen Verzerrungsmafles ¢ lasst sich diese
Sprungbedingung iibersetzen mit

g1=gnteS 5 S=g-al S=%(aon+noa), (4.1)
wobei a den Sprungvektor, ¢, den homogenen Anteil der Dehnung und S den Sprunganteil
der Dehnung beschreibt. Da sich bei kleinen Deformationen aktuelle Konfiguration und
Referenzkonfiguration nicht unterscheiden, wird auf deren Kennzeichnung verzichtet. Der
zweiten Phase wird ein Hooke’sches Stoffgesetz mit thermischem Ausdehnungskoeffizienten

oy zugewiesen, das heifit,
0y =Cs gy~ g AVI]. (4.2)

Sie soll die Eigenschaften der Fasern abbilden.

Die erste Phase wird der Matrix zugeordnet und muss zuséatzliche rheonome Eigenschaften
aufweisen. In Anlehnung an die Arbeiten von Simo (1987) und Lion (2007) folgt fir die
viskoelastische Phase mit thermischer Ausdehnung

01 =Crela+ fuw e T2 e - L1} - (14 Awndoz| . (43)

Die Spannung héngt also von der aktuellen Dehnung ¢, = &, (¢ + At), der alten Dehnung
§1 = ¢,(¢t), dem Zeitinkrement At, der Relaxationszeit 7,.;, dem Faktor fyw, der den
Anteil der viskosen Steifigkeit bezogen auf die Gleichgewichtssteifigkeit beschreibt, der
Statusvariable Z(t) zum alten Zeitpunkt mit der Anfangsbedingung Z (¢ =0) =0 und dem
thermischen Ausdehnungskoeffizienten oy ab. Der unbekannte Sprungvektor a ergibt sich
durch Gleichsetzen der Spannungsvektoren an der Grenzschicht

!

n-gy- (4.4)

—

n-g

Einsetzen von (4.1), (4.3) und (4.2) in (4.4) liefert das lineare Gleichungssystem

M-a=b (4.5)
mit den eingefiihrten Grofien
]\:/[ =n- [$102g1 +01Q2] n,
=1+ fl\/{\/\/é%Aﬁ )
__At g A (4.6)
b=n- {01 - [wae et €1 — fawe et Z(t) + (1 + fMW)OélA'l”] -0y 042A19[}

+@-{(g2 —I1g1) "§h} :
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Mit @ = M~1-b lésst sich der Sprungvektor explizit ausrechnen und bedarf keiner Iteration im
Gegensatz zur allgemeinen nichtlinearen Mischregel (vgl. Tabelle 3.1). Ist der Sprungvektor
bekannt, lassen sich die Verzerrungen der einzelnen Phasen und damit deren Spannungen
bestimmen. Die effektive Spannung des Mischvoxels folgt schlieBlich mit

0 =010 +C0,. (4.7)

Die Materialtangente des Mischvoxels geht aus der Ableitung der effektiven Spannung
nach der homogenen Verzerrung ¢, hervor

C=c— == 4.8
= C1 a§h + Co agh ( )
Die darin bendétigten partiellen Ableitungen ergeben sich zu
do, 0o, |5 0S do, 0o, |5 oS
—_ = = .. +C2; . _— = — .. _Cl; ,
Jg, 0Og [= ey, dg, Og, ey,
da, da,
—=- = C —==2 =0
9z, — 7 0z, =7
08

und fithren schliellich zur Bestimmungsgleichung der effektiven Steifigkeit des linearen
Laminat-Mischvoxels

C= C1$1g1 +ng2 —C1C2 {901g1 _gg} ~(noMton)- {$1g1 —gz} : (4.9)

Dabei setzen sich die Steifigkeiten beider Phasen unter Verwendung der Lamé-Konstanten

1,A wie folgt zusammen
S = 2 , (4.10)
2(1+Vi) (1+Vi)(1_2yi)

wobei sich die Lamé-Konstanten aus dem E-Modul F und der Querkontraktionszahl v

S
Ci =21 + A

ey~

) g

ergeben.

Die Wahl der Materialparameter orientiert sich nicht an einem konkreten Material, sondern
an den typischen Gréflenordnungen von Polypropylen und E-Glas aus Herstellerangaben,
da dieses Kapitel der grundsatzlichen Charakterisierung glasfaserverstarkter Polypropylene
und nicht der konkreten Parameteridentifikation eines Materialmodells dient. Insbesondere
die Parameter fyw und 7., werden frei gewahlt. Die verwendeten Materialparameter
werden in Tabelle 4.1 aufgefiihrt.

Tabelle 4.1: Materialparameter von Matrix und Faser.
i B [GPa]l v [-] o [KT] fuw [] Tra 8]

Matrix 1 1,55 0,39 130-1076 3 1
Faser 2 70 0,18 5-1076 - -
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4.1.2 Validierung der Mischregel

Zur Validierung der Laminat-Mischregel werden die thermischen Ausdehnungen eines
Verbundes aus 80% Matrix und 20% Fasern simuliert. Abbildung 4.1 zeigt die beiden
Modelle, die zur Validierung herangezogen werden.

€92 in [%)

B 038

€92 in [%)

5,075
—0,095

2 2

L, L,

(a) Laminat (b) Verbund

3 3

Abbildung 4.1: Dehnung €99 des Laminat-Mischvoxels 4.1(a) und des Verbundes 4.1(b)
bei der Validierung der Laminat-Mischregel.

Im Laminat-Modell wird die Geometrie eines Wiirfels durch ein einziges finites Element
abgebildet. Als Materialmodell wird die Laminat-Mischregel hinterlegt. Im Verbund-
Modell werden beide Phasen mit jeweils einem Element diskretisiert. Jeder Phase wird
das entsprechende elastische bzw. viskoelastische Teilstoffgesetz zugewiesen. Die Modelle
erfahren eine Temperaturdnderung entsprechend Abbildung 4.2(a) und werden an den
Randern mit periodischen Randbedingungen versehen.

50 [~ B 4 _
40 |- b
3 | - .
g 30 | g Laminat
> Q 2 B Verbund N
< 20| i &
1 | - .
10 - b
of ) of )
| | | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t [s] t [s]
(a) Temperaturrandbedingung (b) thermische Dehnung

Abbildung 4.2: Temperaturrandbedingung 4.2(a) und thermische Dehnung 4.2(b) bei der
Validierung der Laminat-Mischregel.
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Dieser Versuch bietet sich zur Validierung an, weil er alle Aspekte der Materialeigenschaf-
ten beinhaltet. Die Steifigkeiten und thermischen Ausdehnungskoeffizienten verursachen
entsprechend ihrer Verhéltnisse eine thermische Dehnung des Materials bei Temperaturan-
derung. Die viskosen Eigenschaften der Matrix sorgen fiir ein Kriechen des Materials nach
Erreichen des Temperaturmaximums. Abbildung 4.2(b) stellt die Verlaufe der e99-Dehnung
iiber der Zeit fiir beide Modelle dar und zeigt deren Ubereinstimmung.

Abbildung 4.1 veranschaulicht die Dehnungsverteilung in beiden Modellen zum letzten
Zeitschritt. Wahrend sich bei dem Laminat-Modell ein homogenes Dehnungsfeld einstellt,
weisen die einzelnen Phasen des Verbund-Modells unterschiedliche Dehnungen auf. Genau
diese Beobachtung entspricht dem Ansatz eines Sprungs a im Dehnungsfeld entlang der
Normalenrichtung n, welcher der Mischregel zu Grunde liegt.

4.2 Die effektive Steifigkeit

Die elastischen Eigenschaften 91 verschiedener RVEs mit den FOV aus Abbildung 2.3
sollen mit Hilfe der effektiven Steifigkeit charakterisiert werden. Dazu werden die Steifig-
keitstensoren ', entsprechend der Vorgehensweise aus Unterabschnitt 3.5.3 bestimmt.
Es sei erwéihnt:, dass im Folgenden stets Bezug auf die makroskopischen, also die effek-
tiven Groflen genommen wird und deshalb der Index ,M* entfallt. Stattdessen wird auf
die zugehorige FOV i F verwiesen. Die Steifigkeiten werden in MPa angegeben. Um die
Geschwindigkeitsabhangigkeit sowie die Temperaturausdehnung zu deaktivieren, werden

die Parameter fyw,a; zu Null gesetzt.

Fir die erste FOV (iF = 01) mit einem zweiten Moment der FDF von [A,] = diag(0 0 1)

ergibt sich ein Steifigkeitstensor mit der Koeffizientenmatrix in Voigt-Notation

(4433,14 2454,63 239476 -6,04 292  -0,51 ]
245463 442596 2410,93 752 1,18 1,80
2394,76 2410,93 10621,97 -1,54 -20,75 54,53
508 753  -1,54 95850 3,40  -2,94
184 1,18 20,77 340 1082,78 0,79
| 051 288 5458 294 0,79 1084,67]

[Cor,,] =

Aus dieser Matrix lassen sich mehrere Eigenschaften ablesen. Die Nebendiagonalelemente
sind deutlich kleiner als die Hauptdiagonalelemente, was eine geichméflige, achsenparallele
Ausrichtung der Fasern bestéatigt. Die Elemente Cs5 und Cgg liegen in der gleichen Gro-
Benordnung und auch C)yy weicht davon nicht wesentlich ab. Die Koeffizienten C; und Cyg
sind nahezu identisch wohingegen der Koeffizient C33 deutlich hoher ausfallt. Da dieser Ko-
effizient den Zusammenhang von o33 und €33 beschreibt und alle Fasern in die 3-Richtung
zeigen, zeichnet sich an dieser Stelle eine deutliche Versteifungswirkung der Fasern ab. Die
Elemente C14,C43,C53 dhneln sich ebenfalls sehr stark. Mit dieser qualitativen Form kommt
der Steifigkeitstensor dem einer klassischen transversalen Isotropie sehr nahe, was so vorher
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nicht zu erwarten war. Die klassische transversale Isotropie geht von einer gleichméafligen
Ubertragung der Dehnung auf Faser und Matrix aus, was bei einer Endlosfaserverstirkung
in der Regel auch gegeben, bei einer diskontinuierlichen Kurzfaserverstarkung aber nicht
der Fall ist.

Bei genauer Beobachtung féllt auch auf, dass der Steifigkeitstensor nicht exakt symmetrisch
ist. Einige Koeffizienten der Nebendiagonale weisen Abweichungen zu ihren jeweiligen
Konterparts auf, das heifit, die Kopplung von Normalen- und Schubrichtung funktioniert
nicht zu 100%. Ein Vergleich mit einer alternativ berechneten Steifigkeit

_or
=

@

die bei kleinen Deformationen das gleiche Ergebnis liefert, gibt Hinweise fir die Fehlerur-

sache der fehlenden Symmetrie.

[4433,14 2457,08 2397.16 -6,04 -292  -0,51 |
2457,08 442596 241334 7,53 1,18 1,80
[5 |- 2397,16 2413,34 10621,97 -1,54 -20,77 54,58
b 6,04 7,53 1,54 958,49 340  -2,94
292 1,18  -20,77 3,40 1082,80 0,79
| -0,51 1,80 54,58 -2,94 0,79  1084,62]

Da die Symmetrie bei der alternativen Steifigkeit erhalten bleibt, deutet das auf einen
Fehler, der durch die Bestimmungsgleichung (3.12) fir ¢ eingebracht wird (vgl. Unter-
abschnitt 3.3.1), hin. Zusétzliche Fehlerquellen kénnen in der numerischen Behandlung
der Gleichungssysteme in ABAQUS liegen. Die Herleitung der Hill-Mandel-Bedingung
erfolgt in gemischter Betrachtungsweise iiber die Spannungsleistung Ps,. ABAQUS bezieht
sein mechanisches Feldproblem jedoch auf die Momentankonfiguration unter Verwendung
einer Updated-Lagrange-Methode (vgl. Abaqus (2014b)). Wie sich diese Formulierung
in Kombination mit numerischen Integrationen auf die resultierenden Groéflen auswirkt,
lasst sich nicht abschétzen. Ohnehin spielt der eingebrachte Fehler in der Symmetrie fiir
die Figenschaften der effektiven Steifigkeit eine untergeordnete Rolle, weil er nur bei den
Nebendiagonalelementen auftritt und diese vernachléssigbar klein sind.

Das Beispiel einer zweiten FOV (iF = 91) mit [A,] = diag(1 0 0) zeigt sehr groBe Ahn-
lichkeit zum ersten Beispiel. Auch hier lassen sich die gleichen qualitativen Beobachtungen
anstellen. Anders als beim ersten Beispiel ist der Koeffizient C'; deutlich grofer als Coy, Cs3
und Cgg weicht leicht von Cyy, Cs5 ab. Diese Beobachtung lésst sich mit der Ausrichtung
der Fasern in 1-Richtung erkléaren.
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o1

[10646,43 2406,09 2400,49 -349  -7.85  -2,45 ]

2406,09 4435,76 2449,99 -2,70  -1,13 3,03

(Cor] - 2400,49 2449,99 443911 -0,32 2,75  -2,08
. 240 271 -032 109151 031 0,71
6,77  -1,13 275 031 108821 -147

2,45 398 2,08 0,71  -147 947,93

Das RVE mit einer zu Grunde liegenden FOV (iF = 07) mit [Ag] = diag(0 0.5 0.5) zeigt
dhnliche Strukturen im effektiven Steifigkeitstensor wie die beiden vorherigen Beispiele.

(4499,04 2406,96 240448 -189 1,75 0,11

2406,96 6781,14 2968,04 -18,33 -1,72  -10,52
(o] - 2404,48 2968,04 6871,00 2,86  -11,68 -21,25
. 0,85 -18,35 2,86 103743 3,10  -1,38
279  -1,72  -11,70 3,10 1032,83 -0,13
| 011 876 2127  -138  -0,13  1759,46]

Auch hier lésst sich eine Vorzugsrichtung identifizieren, ndmlich die 1-Richtung. Anders als
zuvor verhélt sich das RVE bei dem entsprechenden Eintrag der Normalbelastung sowie der
Schubbeanspruchung jedoch weicher als in den anderen Richtungen. Dieser Umstand lésst
sich dadurch begriinden, dass die versteifenden Fasern alle senkrecht zu dieser Richtung
orientiert sind.

Beim Beispiel einer isotropen FOV (iF' = 51), also einer zufélligen Verteilung der Faser-
richtungen, lasst sich keine Vorzugsrichtung aus den Koeffizienten des Steifigkeitstensors
ablesen.

(5848,80 2747,00 274437 5,17  -10,08 1,18
274700 5830,71 2743,14 -037  -7.22  -4,20
(Con] - 2744,37 274314 587251 8,09 4,66 1,25
o 662  -037 810 145203 0,84 3,00
8,62 723 467 084 145437 6,06
1,18 =275 1,25 300 606 1450,11]

Abbildung 4.3 veranschaulicht den Verlauf zweier Koeffizienten des Steifigkeitstensors
iiber dem Faserorientierungsdreieck. Das Element (33 erreicht sein Maximum, wenn
alle Fasern in 3-Richtung orientiert sind und wird minimal fiir die FOV, bei denen
alle Fasern ausschliefflich in 1-Richtung bzw. 2-Richtung zeigen. Der Verlauf zwischen
diesen Grenzzustédnden nimmt eine leicht gekriimmte Form iiber dem FO-Dreieck an. Der
Koeffizient (s hingegen beschreibt eine stark gewolbte Flache tiber dem FO-Dreieck,

welche zu den unidirektionalen FOV hin gegen ein Minimum lauft.
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Abbildung 4.3: Verlauf der Koeffizienten (33 und Cgg des effektiven Steifigkeitstensors
iber dem Faserorientierungsdreieck.

Interessanterweise finden sich diese Verlaufe in den Koeffizienten des vierten Moments A
wieder (siche Abbildung 4.4). Diese Beobachtung unterstreicht die Bedeutung des Moments
A fir die effektive Steifigkeit und motiviert dessen Beriicksichtigung bei der Modellierung

cines effektiven Materialverhaltens.
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Abbildung 4.4: Verlauf der Koeffizienten A3z (links) und Agg (rechts) des vierten Moments

A tber dem Faserorientierungsdreieck.

4.3 Die effektive thermische Deformation

Zur Ermittlung der effektiven thermischen Deformation U, werden die RVEs einer
Temperaturanderung A = 100 K ausgesetzt. Von den Materialparametern aus Tabelle 4.1
wird lediglich fyrw zu Null gesetzt, um den Einfluss der viskosen Anteile auszublenden.
Fir die unidirektionale FOV (iF = 01) mit [Ag] = diag(0 0 1) sowie die isotrope FOV
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(iF =51) mit [Ag] = diag(1/s 1/3 1/3) resultieren die effektiven thermischen Streckungen
mit den Koeffizientenmatrizen

1,0122  0,0000 0,0000 1,0079 0,0000 0,0000
[Usr,,]=]0,0000 1,0122 -0,0001 . [Us,]=10,0000 1,0080 0,0000
0,0000 -0,0001 1,0028 0,0000 0,0000 1,0079

Am Beispiel der unidirektionalen Ausrichtung zeigt sich wieder, dass mit der Faserrichtung
eine ausgezeichnete Richtung beschrieben wird. Da sich die Fasern mit oy =5-10"6 K1
deutlich weniger ausdehnen als die Matrix mit «; = 130- 1076 K-!, wirken sie der thermi-
schen Ausdehnung in 3-Richtung entgegen. Die Koeffizienten Upy,, = Up1,, sind zwar nicht
exakt Null, was auf kleine Scherungen des RVE hindeutet, fallen aber mit ihrem niedrigen

Verhéltnis zu den Koeffizienten der Hauptdiagonale nicht ins Gewicht.

Die Koeffizienten der thermischen Streckung U, spiegeln die zu Grunde liegende isotrope
Verteilung der Fasern wider, da sie gleich grofl ausfallen. Thr absoluter Wert liegt zwischen
den Koeffizienten Uy, und Upy,,, was darauf deutet, dass sich Matrix und Faser in alle
Richtungen gleichermafien an der thermischen Ausdehnung beteiligen, wéhrend bei der
unidirektionalen FOV die Ausdehnung quer zur Faserrichtung (Upy,,) hauptséchlich von
der Matrix und in Faserrichtung (Ups,,) mafBigeblich von den Fasern beeinflusst wird.

In Abbildung 4.5 ist der Verlauf des Koeffizienten Usz tiber dem FO-Dreieck zu sehen.
Auch hier lasst sich ein stark gekriimmter Verlauf iiber den einzelnen FOV beobachten,
was gegen eine lineare Abhangigkeit der thermischen Streckung vom zweiten Moment A
spricht. Ein Vergleich mit Abbildung 4.4 macht klar, dass auch das vierte Moment der
FDF nicht unmittelbar in der thermischen Streckung wiederzufinden ist.
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Abbildung 4.5: Verlauf der effektiven thermischen Streckung Uss tiber dem Faserorientie-
rungsdreieck.
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4.4 Die effektive Relaxation

Mit einem Relaxationsversuch wird untersucht, wie sich die viskosen Eigenschaften der
Matrix auf das gesamte RVE auswirken. Insbesondere ist von Interesse, ob die effektive
Relaxationszeit von der FOV abhéangt. Zu diesem Zweck wird das RVE einem Zug mit
folgenden Randbedingungen ausgesetzt

Ty, =0 Py, =0 Fuyy =0
FM21 :O TM22 :0 FM23 :0 ) /\E [170 1,0]—]
FMSIZO FM32:O FM33:)\

Die Streckung A\ wird tiber einem Zeitraum von 2s linear erhoht und anschliefend bis zu
einer Gesamtzeit von 10s konstant gehalten, sodass die Spannungen im RVE relaxieren
konnen. Die Temperaturdnderung Av bleibt Null, sodass die thermischen Dehnungen

keinen Einfluss austuben.

Die Ergebnisse der Relaxationsversuche werden in Abbildung 4.6 dargestellt. Der linke Teil
der Abbildung zeigt die Spannung o33 nach 2s iiber dem FO-Dreieck, also zum Zeitpunkt,
wenn die maximale Streckung erstmalig erreicht wird und somit die Spontanantwort der
viskosen Bestandteile ihr Maximum erreicht. Der qualitative Verlauf der Datenpunkte
ldsst den Koeffizienten Ass des vierten Moments der FDF wieder erkennen, was erneut die
Rolle dieses Moments fiir die effektive Steifigkeit unterstreicht.
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Abbildung 4.6: Verlauf der o33-Spannung iiber dem Faserorientierungsdreieck nach 2s im
Relaxationsversuch (links). Spannung-Zeit-Verlauf (rechts) dreier Faserori-
entierungsverteilungen zu erkennen an ihren Farben im Faserorientierungs-
dreieck. Die gestrichelten Kurven stellen die Differenzen der entsprechenden
Einzelversuche dar.

Aus den 91 verschiedenen FOV wurden drei verschiedene Beispiele ausgesucht, um deren
zeitlichen Spannungsverlauf zu studieren. Die drei FOV sind farbig dargestellt und kénnen
zwei unidirektionalen Ausrichtungen (blau, griin) und der isotropen FOV (rot) zugeordnet
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werden. Im rechten Teil von Abbildung 4.6 sind die zugehorigen zeitlichen Verlaufe der
Spannung zu sehen. Alle drei Kurven beschreiben einen qualitativ ahnlichen Verlauf. In
den ersten zwei Sekunden steigt die Spannung an, bis sie nach zwei Sekunden ihr Maximum
erreicht. Die Hohe der Maximalspannung steigt mit zunehmendem Anteil von Fasern, die
in die 3-Richtung orientiert sind, also einen grofleren Wert as3 besitzen.

Nach Erreichen der Maximalspannung sind Relaxationseffekte bei allen drei Kurven zu
beobachten. Die Differenzen von jeweils zwei Kurven sind in dem Diagramm als gestrichelte
Linien mit den Farben der beteiligten Kurven dargestellt. Erstaunlicherweise setzt sich der
Unterschied der einzelnen Kurven bei ¢ = 2s nahezu konstant bis zum Ende der Relaxation
fort. Diese Beobachtungen deuten stark darauf hin, dass sich die viskosen Eigenschaften
unabhéingig von der FOV gleichméflig auf das RVE tibertragen.

4.5 Die effektive Warmeleitung

Zur Bestimmung der effektiven Wérmeleitung wird auf ein RVE mit einer Diskretisierung
von 603 Elementen zurtickgegriffen. Wegen der Linearitat des zu Grunde liegenden Problems
sowie der Tatsache, dass jeder Knoten nur einen Freiheitsgrad (die Temperatur) besitzt, lasst
sich diese Elementzahl noch in annehmbarer Zeit bewéltigen. Den einzelnen Phasen werden
die Warmeleitungskoeffizienten A; = 0,23 W/(m K) und Ay = 10 W/(m K) zugewiesen. Es sei
erwahnt, dass sich bei der Warmeleitung der Matrix an den Werten von Herstellerangaben
fiir Polypropylen orientiert wird. Die Warmeleitung der Fasern wird bewusst etwas hoher
als fiir E-Glas iiblich gewahlt, um die durch die Fasern eingebrachten Effekte deutlicher
herauszustellen. Die gleichen qualitativen Ergebnisse wiirden auch bei realistischeren
Werten der Warmeleitung der Fasern erzielt werden.

Die Koeffizientenmatrizen der Tensoren \;;, und A;; zeigen auf, wie sich die FOV auf die
effektive Warmeleitung auswirkt.

0,4183 0,0007 -0,0072 0,8201 0,0014 0,0006
[Mow,,] =] 0,0007 04149 0,0115 . [As1,]=10,0014 0,8211 0,0008
-0,0072 0,0115 1,5698 0,0006 0,0008 0,8262

Die Koeffizienten von )j, lassen einen deutlichen Unterschied zwischen Ag,, und den
anderen beiden Hauptdiagonalelementen erkennen, was mit der Ausrichtung der Fasern
korreliert. Da alle Fasern in 3-Richtung zeigen und deren Wiremeleitungskoeffizient
deutlich hoher als der der Matrix ist, wird die Warme deutlich schneller in diese Richtung
iibertragen. Ahnlich den thermischen Deformationen in Abschnitt 4.3 verschwinden die
Nebendiagonalelemente nicht komplett, was auf eine Unregelméafligkeit bei der Verteilung
der Fasern im RVE deutet. Die Groflenordnung der Nebendiagonalelemente fallt aber
deutlich niedriger aus als die der Hauptdiagonalelemente, weswegen sie vernachlassigt
werden. Die Koeffizientenmatrix von A;; gibt den isotropen Charakter der zugehorigen
FOV wieder, da alle drei Hauptdiagonalelemente in guter Naherung gleich sind.
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Abbildung 4.7 veranschaulicht den Verlauf des Koeffizienten A33 iiber dem Faserorientie-
rungsdreieck. Dieser erreicht sein Maximum fiir die FOV, bei der alle Fasern in 3-Richtung
zeigen und sein Minimum bei den beiden anderen unidirektionalen FOV. Dazwischen
beschreiben die Datenpunkte in guter Néherung eine Ebene. Dieser lineare Verlauf der
Wirmeleitung iiber dem FO-Dreieck stellt ein starkes Indiz fiir eine lineare Abhéngigkeit

des effektiven Wérmeleitungstensors vom zweiten Moment A dar.
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Abbildung 4.7: Koeffizient \33 der effektiven Warmeleitung tiber dem Faserorientierungs-
dreieck.

4.6 Abhangigkeit von der Faserdichtefunktion

In Abschnitt 2.4 wurde bereits erwahnt, dass im Allgemeinen keine Eineindeutigkeit
zwischen dem zweiten Moment A und der Faserdichtefunktion p besteht. Zwar lasst sich
das zweite Moment eindeutig iiber Gleichung (2.81) aus der FDF bestimmen, aber zu jedem
zweiten Moment A lassen sich unendlich viele Faserdichtefunktionen realisieren. Inwiefern
die Wahl von p die effektiven mechanischen Eigenschaften des Faser-Matrix-Verbundes
beeinflusst, soll exemplarisch fiir eine alternative Faserdichtefunktion in diesem Abschnitt
demonstriert werden. Sowohl die alternative FDF als auch die ACG-Verteilung besitzen
das gleiche zweite Moment A.

Die zu vergleichende Faserdichtefunktion p, ergibt sich aus einer Linearkombination von
drei Dirac-Funktionen ¢; in der Form

pu(p) =widi(p-e,) +wabi(p—e,) +wsdi(p-e.), (4.11)

wobei die Gewichte wy,ws,ws den Eigenwerten des zweiten Momentes A entsprechen. Die
Faserdichtefunktion p, ldsst sich damit als eine orthotrope Verteilung der Orientierungen

mit unterschiedlicher Wichtung der Richtungen e,, ¢, und e, verstehen. Enthélt ein RVE

x)
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beispielsweise 210 Fasern mit einem zweiten Moment [A,,] = diag(Y/6 /3 1/2), so zeigen
35 Fasern in X-Richtung, 70 Fasern in Y-Richtung und 140 Fasern in Z-Richtung, wenn
die Fasern eine Faserdichtefunktion p, mit den Gewichten wy = 16, wy = 1/3 und w3 = 1/2

realisieren.

Zu jedem zweiten Moment des Faserorientierungsdreiecks (vgl. Abbildung 2.3) wird ein
RVE mit entsprechender Realisierung der FDF p, erstellt und dessen effektive Steifigkeit
bestimmt. Die Koeffizienten C33 und Cgg des effektiven Steifigkeitstensors sind in Abbil-
dung 4.8 iber dem FO-Dreieck als rote Kugeln dargestellt. Die transparenten blauen Kugeln
entsprechen den Steifigkeitskoeffizienten aus Abbildung 4.3, die mit einer ACG-Verteilung

ermittelt worden.
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Abbildung 4.8: Vergleich der Koeffizienten Cs33 und Cgg des effektiven Steifigkeitstensors
bei unterschiedlichen Faserdichtefunktionen. Den Ergebnissen der blauen
Kugeln liegt eine ACG-Verteilung zu Grunde und die roten Kugeln basie-
ren auf einer orthotropen Verteilung mit unterschiedlicher Wichtung der

einzelnen Richtungen.

Der Verlauf des Cs3 Koeffizienten zeigt eine gute Ubereinstimmung von p, und der
ACG-Verteilung mit marginal gré8eren Werten der orthotropen Verteilung bei Faserorien-
tierungsverteilungen im Inneren des FO-Dreiecks. Der Verlauf der roten Kugeln weist im
Gegensatz zu den blauen Kugeln einen starker ausgepragten linearen Charakter auf. Fir
den Sonderfall unidirektionaler FOV sollten die Steifigkeiten beider FDF iibereinstimmen,
weil die Fasern in die gleichen Richtungen zeigen. Abbildung 4.8 zeigt jedoch eine leichte
Abweichung fiir die unidirektionale Ausrichtung der Fasern in 3-Richtung auf. Diese ist
jedoch sehr klein und konnte auf eine nicht ausreichend feine Diskretisierung des RVE

deuten.

Deutlich grofier fallen die Abweichungen der Schubsteifigkeit Cgg aus. Hier ist nicht nur ein
quantitativer, sondern auch ein qualitativer Unterschied der Verlaufe iber dem FO-Dreieck
zu erkennen. Wahrend Cgg bei der ACG-Verteilung eine grofie Abhéngigkeit vom zweiten
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Moment A besitzt, bleibt diese Steifigkeit bei p, nahezu konstant fiir alle zweiten Momente.
Die Ursache fir dieses Verhalten wird schematisch in Abbildung 4.9 dargestellt.

Abbildung 4.9: Unterschied der Faserdehnungen bei Schub fiir eine ACG-Verteilung

(rechts) und eine orthotrope Verteilung (links) mit zweitem Moment
[A] = diag(0,5 0,5 0).

Ein Grofiteil der Fasern der orthotropen Verteilung erfahrt bei Schub keine (blau) oder nur
sehr wenig (rot) Streckung und somit wirkt hauptséchlich die Matrix der Schubdeformation
entgegen. Im Gegensatz dazu ist der Anteil der Fasern bei der ACG-Verteilung, der keine
Streckung erfihrt (blau) viel kleiner. Zusétzlich gibt es schrag liegende Fasern (grin und
rosa), die starker gestreckt bzw. gestaucht werden als die roten Fasern und damit zu
einem zusatzlichen Widerstand gegen Schub beitragen. Der Anteil dieser schréig liegenden
Fasern hangt von dem zweiten Moment der FDF ab und begriindet damit den gekriimmten
Verlauf der Schubsteifigkeit iber dem FO-Dreieck.

Der Vergleich der Steifigkeiten in Abbildung 4.8 verdeutlicht den Einfluss der zu Grunde
liegenden Faserdichtefunktionen auf das effektive mechanische Verhalten des Werkstoffes.
Die hier dargelegten Untersuchungen beziehen sich auf kleine Deformationen und weisen
bereits dabei signifikante Abweichungen auf. Bei grolen Deformationen sind noch stérkere
Abweichungen zu erwarten. Eine hinreichend genaue Abbildung der Faserorientierungsver-
teilung mit der Faserdichtefunktion ist dem zu Folge Grundvoraussetzung fiir eine sinnvolle
Homogenisierung des Materialverhaltens.
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5 Modellierungsrahmen

In der Literatur werden zahlreiche Materialmodelle fiir kurzfaserverstarkte Thermoplaste
vorgestellt. Die Einleitung dieses Kapitels soll als eine Bestandsaufnahme existierender
Ansatze dienen. Da sich das Materialmodell dieser Arbeit auf eine Formulierung fiir
grofle Deformationen stiitzt, werden Arbeiten zu geometrisch linearen Theorien von den
Betrachtungen ausgeklammert.

Den Ausgangspunkt vieler Materialmodelle fiir teilkristalline, isotrope Polymerwerkstoffe
bildet die Arbeit von Haward & Thackray (1968). Sie geht von einer Zweiteilung des
Stoffgesetzes in einen energieelastischen sowie einen entropieelastischen Anteil aus. Ersterer
umschreibt die Energieelastizitat des Materials, die sich bei Erreichen einer Grenzenergie
in viskoplastisches Materialverhalten wandelt. Zweiterer ist der Entropieelastizitat der
langen Molekiilketten zuzuordnen und kommt erst bei groen Deformationen zum Tragen.
In ein rheologisches Schaubild lésst sich diese Aufteilung durch eine Parallelschaltung
einer hyperelastischen Feder mit einem Maxwell-Element tibersetzen. Der Ansatz von
Haward wurde mehrfach aufgegriffen und in den Arbeiten von Boyce et al. (1988, 2000);
Tervoort et al. (1997); Wu & Buckley (2004); Dupaix & Boyce (2007) und Anand et al.
(2009) angewendet. Die Autoren in Reese & Govindjee (1998) und Haupt & Sedlan (2001)
verwenden ebenfalls eine Parallelschaltung aus Gleichgewichtsfeder und inelastischem Zweig
mit Maxwell-Element oder Reibelement und kénnen so viskoelastische bzw. viskoplastische
Effekte abbilden. Im Gegensatz dazu greift die Arbeit von Schapery (1997) auf ein
generalisiertes Voigt-Modell zurtick und entwickelt das Langzeitverhalten mit Hilfe einer
Master-Kriechfunktion.

Die Modellierung durch unidirektionale Faserverstarkung induzierter anisotroper Effekte
findet beispielsweise in der Arbeit von Weiss et al. (1996) statt. Darin dient ein genera-
lisiertes Maxwell-Element der rheologischen Umschreibung des Materialverhaltens. Die
Anisotropie fliefit in die freie Energiedichte der Gleichgewichtsfeder in Form von gemischten
Invarianten entsprechend den Grundlagen aus Unterabschnitt 2.2.5 ein. Der von Weiss be-
schriebene Zugang zur Erfassung einer ausgezeichneten Verstarkungsrichtung wurde unter
anderem in den Arbeiten von Holzapfel et al. (2000); Kaliske (2000); Bischoff et al. (2004);
Nguyen et al. (2007); Safadi & Rubin (2014) und Mauri et al. (2016) aufgegriffen und bei
viskoelastischen Materialien erfolgreich angewendet. Die Modelle in Reese (2003b); Sansour
& Bocko (2003); Andriyana et al. (2010) und Weickenmeier & Jabareen (2014) formulieren
zusatzlich Gleichungen zur Erfassung viskoplastischer Materialeigenschaften. An dieser
Stelle sei erwéhnt, dass die aufgefiihrten Modelle lediglich eine ausgezeichnete Richtung
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beriicksichtigen, also der Klasse der transversal isotropen Stoffgesetze zugeordnet werden
konnen. Einen Uberblick iiber Modelle bei beliebigen Faserorientierungsverteilungen bietet
Abschnitt 5.1.

Arbeiten zur Betrachtung thermomechanischer Effekte lassen sich in zwei grundlegende
Konzepte unterteilen. Den ersten Ansatz vertritt beispielsweise das Modell von Lion
(1997), welches auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten F in eine
mechanische Teildeformation F,, und eine thermische Teildeformation F', beruht. Die
mechanische Teildeformation F',, wiederum lasst sich analog zu den bisher aufgefiihrten
Anséatzen so aufteilen, dass viskoelastische und viskoplastische Effekte einflieBen. Die
multiplikative Zerlegung des Deformationgradienten besitzt den Vorteil, dass sich eine
rein durch Temperaturdnderung bedingte Deformation identifizieren lésst. Auf der Arbeit
von Lion (1997) bauen unter anderem die Forschungen von Reese (2003a); Yosibash
et al. (2014) und Rothe et al. (2015) auf. Neben der thermischen Deformation kommt die
Temperaturabhangigkeit auch in der freien Energiedichte vor. Demgegeniiber steht ein
Ansatz, bei dem die Gesamtdeformation nicht in einen mechanischen und einen thermischen
Anteil zerlegt wird und die Temperaturabhéngigkeit lediglich in der freien Energiedichte
einbezogen wird. Anwendung fand dieser Ansatz unter anderem in den Arbeiten von
Anand et al. (2009); Cho et al. (2013); Ovalle Rodas et al. (2014) und Johlitz et al. (2016).

In den folgenden Abschnitten wird ein Modellierungsrahmen fiir kurzfaserverstiarkte Kunst-
stoffe vorgestellt, der sich an den Arbeiten von Haward & Thackray (1968); Weiss et al.
(1996) und Lion (1997) orientiert. In Abgrenzung zu den etablierten Ansétzen zeich-
net er sich durch eine zusatzliche Berticksichtigung des Phasentibergangs sowie einer
effektiven Strategie zur Auswertung beliebiger Faserorientierungsverteilungen bei grofien
Deformationen aus. Ausgehend von der Festlegung einer Kinematik werden die thermody-
namischen Bilanzgleichungen genutzt, um die notwendigen Bestimmungsgleichungen zu
gewinnen. Abschliefend erfolgt die Demonstration einiger qualitativer Eigenschaften des
Modellierungsrahmens bei groffen Deformationen und eine Anpassung an die in Kapitel 4
gewonnenen RVE-Daten.

5.1 Einbeziehen der Faserorientierungsverteilung

Die Formulierung effektiver Stoffgesetze fiir Materialien mit verteilten Faserorientierungen
stellt ein weites und immer noch aktuelles Forschungsfeld dar. Den Grundstein fiir eine
analytische Betrachtung der linearen Elastizitédtstheorie unter Beriicksichtigung der Faser-
orientierungsverteilung (FOV) legten die Arbeiten von Eshelby (1957, 1959), in denen ein
einzelner ellipsoidischer Einschluss in einer homogenen Matrix betrachtet wurde. Darauf
aufbauend entstanden iiber die Jahre zahlreiche Modelle zur Vorhersage des effektiven
elastischen Verhaltens bei verteilten Faserorientierungen. Beispielhaft seien die Arbeiten
von Hill (1965); Mori & Tanaka (1973); Benveniste (1987) und Zheng & Du (2001) genannt.
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In den Arbeiten von Pierard et al. (2004); Lu (2013) und Tian et al. (2016) wurde die
Theorie auf lineare Thermoelastizitat erweitert. All diesen Arbeiten ist gemein, dass sie
ausgehend von der Geometrie des Einschlusses, dessen Volumengehalt und der rdumlichen
Orientierungsverteilung eine unmittelbare analytische Formel der effektiven Eigenschaften

liefern.

Demgegeniiber steht der Ansatz, den erstmalig Lanir (vgl. Lanir (1983)) und spater die
Autoren in Advani & Tucker (1987) vorstellten. Basierend auf einer Faserdichtefunktion
p(?) (vgl. Abschnitt 2.4) lasst sich die freie Energiedichte als Konvexkombination gewich-
teter Anteile 51/)1’(?) verstehen. Der Index p verdeutlicht den Bezug bzw. die Abhangigkeit
von einer Richtung p. Die gesamte freie Energiedichte 91 setzt sich wie folgt zusammen

70 =(3v") = § p(F)aurdS wit: (s)= § p(B) e ds. (5.1

Mit (5.1) wurde der Mittelungsoperator (e) eingefiihrt. Es sei darauf hingewiesen, dass
die Mittelung der Tensoren pop und popo po p das zweite bzw. vierte Moment der
FDF liefert (vgl. Abschnitt 2.4). Der Ansatz von Lanir basiert auf einer Parallelschaltung
der einzelnen freien Energiedichten g?, d.h., jede freie Energiedichte erfahrt die gleiche
Deformation. Im Umkehrschluss bedeutet dies eine Unabhéngigkeit der Gesamtdeformation
von der Richtung p. Damit lassen sich lineare Anteile der Gesamtdeformation aus dem
Mittelungsoperator ausklammern. Als Beispiel dafiir sei das lineare, thermoelastische
Stoffgesetz (vgl. Camacho et al. (1990); Gusev et al. (2002)) genannt.

Die additive Zerlegung der freien Energiedichte in gewichtete Anteile wirkt sich ebenfalls
auf die Clausius-Duhem-Ungleichung (CDU) aus, da fir jeden Anteil g9? die thermodyna-
mische Konsistenz gewahrt bleiben muss. Folglich bedingt eine konsistente Betrachtung

die Mittelung der Dissipationsungleichung (2.53)

Q

- - - - . . . - 1 -
(Dr,+DY) 20 mit: Db, =TP-5-gyP-gs") DP:-Ejp-y(ﬁ). (5.2)

Gleichung (5.2) stellt einen allgemeinen Zugang zur thermodynamisch konsistenten Be-
riicksichtigung von FOV dar, der sich problemlos auf grole Deformationen iibertragen
lasst. Die Arbeiten von Lanir et al. (1996); Sacks (2003); Nguyen et al. (2008) und Ateshi-
an et al. (2009) belegen dessen Anwendbarkeit auf reale Probleme, indem sie eine gute
Ubereinstimmung experimenteller Daten von biologischem Gewebe mit Materialmodellen
zeigen, die auf Gleichung (5.2) basieren.

Der Mittelungsansatzes von Lanir zeichnet sich dadurch aus, dass sich Modelle fiir verteilte
Faserorientierungen besonders leicht konstruieren lassen, da lediglich Modelle fiir eine
ausgezeichnete Richtung, also fiir Unidirektionalitat, benotigt werden. Ebenfalls von Vorteil
ist die Vererbung von strukturellen Eigenschaften und Symmetrien der freien Energie-
dichte gyP auf die gemittelte freie Energiedichte g1 (vgl. Goldberg et al. (2017)). Diesen
positiven Eigenschaften steht die Schwierigkeit beim Losen der Integrale gegeniiber. Diese
besitzen in der Regel keine analytische Losung und bediirfen einer numerischen Integration.
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Erkenntnisse zur Integration auf Kugeloberflachen existieren zahlreich in der Literatur
(vgl. Lebedev (1976); Bazant & Oh (1986); Graf (2013) und darin referierte Quellen).
Die Wahl der dafiir verwendeten Integrationsstellen und -gewichte hiangt mafigeblich vom
Polynomgrad der zu integrierenden Funktion ab. Fiir den Fall degenerierter FOV, bei
denen ein Eigenwert des zweiten Momentes g der FDF gegen Null geht, steigt jedoch
der Polynomgrad des Integranden gegen unendlich, was zu einer drastischen Erhohung
der Anzahl der Integrationsstellen fiihrt. Fiir diese Falle fithrt die hohe Zahl der ben6tig-
ten Funktionsauswertungen dazu, dass eine Anwendung des Materialmodells bei realen
Problemen (beispielsweise ein FE-Modell mit 10 Elementen) ausscheidet.

Um der Problematik der zeitintensiven Integrationen entgegenzuwirken, schlagen die
Autoren in Freed et al. (2005) und Gasser et al. (2006) die Verwendung so genannter
vorintegrierter bzw. generalisierter Strukturtensoren (GST) vor. Dabei handelt es sich
tatsdachlich lediglich um die zweiten Momente g der FDF. Die Besonderheit des GST-
Ansatzes liegt darin, dass der Mittelungsoperator lediglich auf das Argument der zu
mittelnden Funktion angewendet wird, d.h.,

(0v?(P))ast = 20" ((P)) - (5.3)

Da die freien Energiedichten transversal isotropen Materials in der Regel auf den Tensor
E zuriickgreifen, wird dieser bei der GST-Methode lediglich durch g ersetzt. In Gleichung
(5.3) werden zwei Funktionen, namlich der Mittelungsoperator und die freie Energiedichte
kommutiert. Dieses Vertauschen der Reihenfolge ist jedoch nur beim Sonderfall einer
unidirektionalen FOV oder bei einer freien Energiedichte mit linearen Anteilen von E
zuldssig. In allen anderen Féllen wird ein Fehler eingebracht, der die Anwendbarkeit der
GST-Methode stark einschrénkt. Die Arbeiten von Federico & Herzog (2008) und Cortes
et al. (2010) legen dar, dass die GST-Methode nur fiir moderat nichtlineare Deformationen
und FOV, die leicht von der Unidirektionalitat abweichen, zuverlédssige Ergebnisse liefert.
Mehrere Arbeiten der letzten Jahre (vgl. Pandolfi & Vasta (2012); Vasta et al. (2013);
Cortes & Elliott (2014); Gizzi et al. (2016)) versuchen einen Genauigkeitsgewinn durch
die Verwendung von Momenten héherer Ordnung zu erzielen. Am Grundproblem, dass
zwei nicht kommutierbare Funktionen vertauscht werden, dndern diese Modifikationen
jedoch nichts, sodass bei Modellen mit starken Nichtlinearitaten grole Abweichungen zur
direkten numerischen Integration auftreten.

5.1.1 Effektive Integration iiber die Sphare

Da bei der in Abbildung 5.2 vorgestellten Kinematik nichtlineare Funktionen des Tensors
E zu erwarten sind, stellt die Verwendung der GST-Methode keine Option zur Berticksich-
tigung der FOV dar. Stattdessen soll eine effiziente Alternative zur direkten numerischen
Integration zum Einsatz kommen. Den Ausgangspunkt dafiir bildet die Festlegung auf die
Angular Central Gaussian-Verteilung (ACG) als Faserdichtefunktion (FDF). Abschnitt 2.4



5 Modellierungsrahmen 63

legt die vorteilhaften mathematischen Eigenschaften dieser Funktion dar. Insbesondere die
Transformationsvorschrift (2.83) erweist sich als niitzliches Hilfsmittel bei der effizienten
Integration tiber die Sphére, da sie jede beliebige Funktion pB( p) unabhangig vom Tensor
B, in eine uniforme FDF iiberfithrt. Diese Eigenschaft der ACG-Verteilung wird implizit
in den Arbeiten von Tyler (1987); Watson (1983) und Mardia & Jupp (2009) erwéhnt. An

dieser Stelle sei zusétzlich der analytische Beweis fiir die Identitat

$ os(0)1(p)ds = ¢ f@yas (5.4

erbracht. Darin beschreibt f (;ﬁ) eine beliebige Funktion von p. Es sei darauf hingewiesen,
dass im Gegensatz zur allgemeinen Betrachtung in Abschnitt 2.4 Vektoren der Refe-
renzkonfiguration betrachtet werden. Der Nachweis basiert auf der Uberfithrung in ein
Raumintegral und dem Ausnutzen der Identitat

/oorze’ir dr = L 27T. (5.5)
0

¢z 2
Unter Zuhilfenahme von (2.82) und c¢= (p - B- p) folgt
1 V2
C$ @) G Bp)*as=— § 1(5) P dS
4m (27r)s ~(p-B-p): 2

- § 10 [ S plaas e

:ﬁ—/ f(|i|)exp[——(:c x)] av'.

Der linke Teil von (5.4) lasst sich als ein rdumliches Integral darstellen. Das Einsetzen der

Variablentransformation Z = B2 ¢ liefert nach Riickiiberfiihrung ins Oberflachenintegral
1 B2y 1y
- = =2 2Tl dv
ooyt Jo i ) 5]
1 j{ B—l/z P o r2 (ﬁ . B*l . ﬁ)
=—" f(ﬁ / 72 exp ——*j—; drdS
(27r)§ B2 | 2 |B-pP
S Vo[B8 D"
(27)3 2 [ B pP

=Ej§f(§)d5

womit der Beweis fiir (5.4) erbracht wird. Diese Transformation der Mittelungsgleichung

(5.7)

stellt einen erheblichen Vorteil gegeniiber der direkten Mittelung (5.1) dar, weil der
Polynomgrad des Integranden ausschliellich von der Funktion f(a) bestimmt wird. Da-
mit entfallen vor allem Probleme bei degenerierten FOV. Wihrend beispielsweise fiir
die Mittelung einer unidirektionalen FOV mit Ansatz (5.1) theoretisch unendlich viele
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Funktionsauswertungen bendtigt werden, erfordert der Ansatz (5.4) lediglich eine einzige

Funktionsauswertung.

Gleichung (5.4) ist in der Regel immer noch nicht analytisch 16sbar, weswegen die Losung

des Integrals durch eine numerische Integration approximiert wird

Nip

= b f@as s Y uf(@,). (5.8)

i=1
Dabei wird die Funktion f(a) an N;p verschiedenen Integrationsstellen ausgewertet, mit
den Gewichten w; skaliert und anschlieend aufsummiert. Die Vektoren @, werden mit
Hilfe der Transformationsvorschrift (2.83) aus urspriinglich uniform verteilten Vektoren
P; gewonnen. Letztere lassen sich beispielsweise tiber einen Abstofungsalgorithmus auf
der Halbkugel gewinnen. Die Gewichte besitzen entweder den Wert w; = 1/n;» oder den
prozentualen Anteil der umgebenden Voronoi-Zelle (vgl. Freund (2013)). Sollten bei der
Transformation (2.83) degenerierte Vektoren |a,| ~ 0 entstehen, werden diese nicht fiir die
numerische Integration verwendet. Zusétzlich werden die Wichtungsfaktoren aller anderen
Vektoren so korrigiert, dass ihre Summe wieder Eins ergibt.

Am Beispiel einer fiktiven freien Energiedichte o4?(14,15) mit I, = C'- P und /5 = C?- P sei
die effektive Mittelung zur Ermittlung der zweiten Piola-Kirchhoff-Spannung demonstriert.
Die Auswertung der gemittelten CDU (vgl. Gl. (5.2)) liefert die Bestimmungsgleichung

~ S\ 00 YP
- (4]

der Spannung

(5.9)

Ry ooyr 39¢
S B i o]

mit gz =a;0a; ly= géz und I5; = C? éz

Fiir einen effektiven Einsatz des Mittelungsoperators unter Zuhilfenahme der numerischen
Integration (5.8) sollte die Anzahl der Integrationsstellen Nyp moglichst gering bleiben ohne
dabei Genauigkeit zu verlieren. Wie viele Integrationsstellen fiir eine exakte Integration
benoétigt werden, wird mafigeblich vom Polynomgrad der zu integrierenden Funktion
bestimmt. Dieser ldsst sich im Allgemeinen jedoch nicht direkt bestimmen, womit keine
pauschale Aussage tiber die Anzahl der notwendigen Integrationsstellen getroffen werden
kann. Einen Ansatz fiir solch eine Abschétzung bietet die Entwicklung der Funktion f(a)
als Taylorreihe. Dadurch ldsst sich die Funktion f(@) &hnlich wie bei den Arbeiten von
Pandolfi & Vasta (2012) und Vasta et al. (2013) als Funktion von den Momenten der
FDF ausdriicken. Wie viele Integrationsstellen zur korrekten Abbildung der Momente der
ACG-Verteilung bei beliebigen Tensoren B benotigt werden, lasst sich wiederum einfach
bestimmen (vgl. Goldberg & Ihlemann (2017)).

Die Anwendung der effektiven Mittelung wird in den Arbeiten von Goldberg & Ihlemann
(2017) und Goldberg et al. (2017) dargestellt. Dabei werden zum einen hochgradig nichtli-
neare Funktionen mit sehr guter Prazision integriert und zum anderen FEM-Modelle mit
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tiber 10% Elementen in kurzer Zeit gerechnet. Auf Grund der Vorteile einer hohen Integra-
tionsgenauigkeit bei akzeptabler Rechenzeit wird der Integrationsansatz (5.8) nachfolgend

zur Auswertung jeder Mittelung verwendet.

5.2 Kinematik

In diesem Abschnitt wird die Kinematik des Materialmodells dargelegt. Ausgehend von
den phanomenologischen Eigenschaften des Materials erfolgt zunéchst die Formulierung
eines rheologischen Schaubilds, mit dem die wichtigsten Effekte abgebildet werden. Darauf
aufbauend wird die Zerlegung des Deformationsgradienten aufgezeigt und dessen wichtigste
Bestandteile nachvollzogen. Es sei erwéahnt, dass die Kinematik fiir ein transversal isotropes
Materialmodell mit genau einer Vorzugsrichtung p in der Referenzkonfiguration ausgelegt
wird.

5.2.1 Rheologisches Schaubild

Die aus der Literatur bekannten Eigenschaften sowie die aus numerischen Simulationen
gewonnenen Erkenntnisse zu den phdnomenologischen Charakteristika kurzfaserverstarkter
Thermoplaste sollen in diesem Abschnitt in ein rheologisches Schaubild einflieen. Dieses
besteht aus mehreren Einzelelementen, welche genau definierte mechanische und thermische
Eigenschaften aufweisen. Die Verschaltung dieser Einzelelemente erlaubt den Zugang zu
einem komplexen Gesamtverhalten, welches idealerweise einen Grofiteil des realen Mate-
rialverhaltens wiedergibt. Das rheologische Schaubild in Abbildung 5.1 besteht aus zwei
groBen Blocken, die in Reihe geschaltet sind, d.h., die Gesamtdeformation teilt sich auf
zwei Teildeformationen auf. Der linke Block enthalt lediglich ein Thermoelement, welches
sich bei Temperaturanderung ausdehnt oder zusammenzieht. Dieses Element erlaubt einen
Zugang zur Berticksichtigung der thermischen Deformationen. Der rechte Block setzt
sich aus drei parallelen Strangen zusammen, welche die mechanischen Eigenschaften des
Materials widerspiegeln. Jeder dieser Strange erfihrt die mechanische Teildeformation. Die
Wahl einer Parallelschaltung begriindet sich aus den Erkenntnissen der Untersuchungen in
Kapitel 4. Der obere Strang der rheologischen Verschaltung bestehend aus einer Gleichge-
wichtsfeder wird der Steifigkeit des Materials gegen Volumenénderung zugeordnet. Diese
Feder behélt ihre Steifigkeit unabhéangig von der Temperatur. Der mittlere Strang wird aus
einer Reihenschaltung von Dampfer und Feder gebildet, dem Maxwell-Element. Mit ihm
sollen die viskosen Eigenschaften der thermoplastischen Matrix erfasst werden. Der untere
Strang setzt sich ebenfalls aus einer Reihenschaltung mit zwei Elementen zusammen. An
hinterer Stelle dieser Reihenschaltung befindet sich eine Feder mit Richtungsinformation.
Diese erlaubt die Beriicksichtigung sowohl weiterer Gleichgewichtsanteile der Steifigkeit als
auch der Anisotropie, die durch die Fasern eingebracht wird. Das erste Element des unteren
Strangs ist als ein temperaturabhéangiger Schalter zu verstehen. Unterhalb einer kritischen
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Temperatur schlieft die Kupplung zwischen dem oberen und unteren Teil des Elements.
Oberhalb dieser Temperatur biegt sich der untere Bimetallstreifen so weit nach unten,
dass die Kupplung gedffnet wird. Dadurch flieit keine Kraft mehr durch diesen Strang
und die Feder auf der zweiten Position entspannt sich. Wird die kritische Temperatur
wieder unterschritten, schliet die Kupplung und die Feder erfahrt wieder einen Kraftfluss.
Dieser letzte Strang motiviert sich durch die Beriicksichtigung des Phaseniibergangs beim
Durchschreiten der Erstarrungs- bzw. Schmelztemperatur. Liegt eine fliissige Phase des
Materials vor, so soll es sich nahezu inkrompressibel und viskoelastisch verhalten. Fiir
diesen Fall existieren nahezu keine Gleichgewichtssteifigkeiten gegen Gestalténderung und
die Fasern tiiben keinen Einfluss auf die Steifigkeit aus. Erstarrt das Material zur festen
Phase, so tragen die Fasern zur Gesamtsteifigkeit bei.

Abbildung 5.1: Rheologische Verschaltung des Materialmodells.

5.2.2 Kommutatives Schaubild

Das rheologische Schaubild in Abbildung 5.1 stellt die Grundidee der Kinematik in
einfacher, linearer Weise dar. Fiir einen Ubergang zu einer allgemeinen dreidimensionalen
Beschreibung erfolgt in diesem Abschnitt die Ubersetzung in ein kommutatives Schaubild

des Deformationsgradienten.

Abbildung 5.2(a) zeigt die komplette Zerlegung des Deformationsgradienten, wie sie in
dieser Arbeit Anwendung findet. Im Sinne eines besseren Verstdndnisses werden daraus
einzelne Bestandteile herausgestellt und in den folgenden Abschnitten naher beleuchtet.
So findet sich in Abbildung 5.2(b) die grundlegende Zerlegung der Gesamtdeformation
in einen thermischen (F,) und einen mechanischen (F,,) Anteil wieder. Der gesamte
Deformationsgradient wird also multiplikativ zerlegt in

F=F,EF. (5.10)

Der in Abbildung 5.2(c) dargestellte Ausschnitt der Gesamtdeformation kann dem rechten
Block des rheologischen Schaubilds zugeordnet werden. Die einzelnen Strange in Abbil-
dung 5.2(c) entsprechen ihren Konterparts in Abbildung 5.1. D.h., die Gleichgewichtsfeder
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E,

(¢) mechanische Zerlegung (d) Anfangskorrektur

Abbildung 5.2: Kommutatives Schaubild der zu Grunde liegenden Kinematik.

im oberen Strang erfahrt die gesamte mechanische Deformation F',,, die Deformation im

Maxwell-Element teilt sich auf in einen inelastischen (F',) und einen elastischen (F,) Anteil

und thermisches Schaltelement und Feder des unteren Strangs erfahren die Deformationen
F,., und F,  respektive. Es gelten die multiplikativen Zerlegungen

F,=F, -F,=F, -F (5.11)

Zm Zme Zmp"

Der Dampfer des Maxwell-Elements fliefit unter der Annahme von Inkompressibilitat, d.h.
Jgi =det£z~ =1. (512)

In Abbildung 5.2(d) ist eine Erweiterung der Kinematik zur Korrektur anfianglicher thermi-
scher Deformationen zu sehen. Diese Korrektur ist genau dann interessant, wenn zu Beginn
der Betrachtung des Materials eine Temperatur vorliegt, die von der Referenztemperatur

abweicht.

Den kommutativen Schaubildern in Abbildung 5.2 kann weiterhin entnommen werden,
zwischen welchen Konfigurationen die einzelnen Deformationsgradienten Linienelemente
abbilden. Am Ende der gesamten Deformation steht die aktuelle Konfiguration K. Die
Ausgangslage der Betrachtung bildet die Referenzkonfiguration K. Die Startkonfiguration
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Ko unterscheidet sich zu letzterer darin, dass Linienelemente bereits eine anfangliche
thermische Deformation erfahren haben. K gibt die Zwischenkonfiguration der thermo-
mechanischen Zerlegung von £’ an und K und K sind den Zwischenkonfigurationen des
viskoelastischen bzw. des anisotropen Strangs zuzuordnen.

5.2.3 Thermische Deformation

Fiir die auf der Arbeit von Lu & Pister (1975) basierende thermomechanische Zerlegung
des Deformationsgradienten finden sich in der Literatur verschiedene Anséitze. Ausgehend
von einem isotropen Materialverhalten lasst sich dem thermischen Deformationsgradienten
folgende allgemeine Form zuordnen (vgl. Holzapfel & Simo (1996); Lion (2000))

Fy=p(,au)1. (5.13)

Dabei beschreibt ¢(1,c4;) eine skalarwertige Funktion in Abhéngigkeit von der Temperatur
und dem thermischen Ausdehnungskoeffizient ay;. Die thermische Deformation nimmt eine
hydrostatische Form an, d.h., das Material deformiert sich gleichméfBig in alle Richtungen.
An ¢(0,0y;) wird lediglich die Forderung gestellt, dass £, = I in der Referenzkonfiguration
gilt. Basierend auf den Arbeiten von Lion (2000); Lubarda (2004) lésst sich eine Erweiterung
dieses Ansatzes auf transversal isotrope Materialien mit einer ausgezeichneten Richtung

formulieren

Eﬂ=gpu(ﬁ,ozu)g+gpl(ﬂ,al)(i—:ﬁ). (5.14)

Darin wird zwischen einer Ausdehnungsfunktion ¢,, die dem Anteil der thermischen
Deformation in Richtung p zugeordnet werden kann, und einer Funktion ¢,, die dem
Anteil der thermischen Deformation in der transversal dazu ausgerichteten Ebene ent-
sprechen, unterschieden. Beide Ausdehnungsfunktionen miissen der Bedingung F'y = 1
in der Referenzkonfiguration geniigen. Aus Griinden der Ubersicht entfillt im Folgenden
die Abhéngigkeit der Ausdehnungsfunktionen von der Temperatur sowie den thermischen
Ausdehnungskoeffizienten o ,«,. Es sei erwahnt, dass [, ein symmetrisch positiv definiter
Tensor ist und somit dessen Inverse uneingeschréankt existiert. Es gilt allgemein

Xlzlﬁ—%(f—ﬁ) <  X=aP+b(I-P). (5.15)

a= =

Umformung (5.15) stellt ein wichtiges Hilfsmittel dieser Arbeit dar und bildet die Grundlage
fiir die Bestimmung von ¢, und ¢, unter Beriicksichtigung einer thermischen Anfangsde-

formation.

Korrektur der Anfangsdeformation

Wie zuvor bereits erwahnt, bedarf die thermische Deformation einer Korrektur, wenn die

Temperatur der Konfiguration Ky von der Referenztemperatur 9 abweicht. Anderenfalls
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wiirde (5.14) zu einer Startdeformation ungleich dem Einheitstensor fithren. Zur Umgehung
dieser Probleme wird ein Ansatz von Landgraf et al. (2014) und Landgraf (2015) aufgegriffen
und auf Anisotropie erweitert. Ausgangslage der Korrektur bildet die multiplikative
Zerlegung der thermischen Deformation E o in die konstante Anfangsdeformation /7, und
die eigentlich gesuchte thermische Deformation £, (vgl. Abbildung 5.2(d))

Fy=Fy-E,. (5.16)

Diese Unterscheidung wird getroffen, weil es sinnvoll ist, Funktionen auf eine immer gleich
bleibende Referenzkonfiguration zu beziehen. Die beiden neuen thermischen Deformationen

dahneln der bereits bekannten Form, nur verwenden sie andere skalare Vorfaktoren

Fy=p,P+3,(I-P) ;  Fy=9uP+pe(l-P). (5.17)

Durch Umstellen von (5.16), Einsetzen von (5.17) und Anwenden von (5.15) folgt fir die
gesuchte thermische Deformation

Fy=F, F) =2 P+ 2L(1-P), (5.18)
o - Yon—  Por —

d.h., die gesuchten skalaren Funktionen ¢, und ¢, folgen mit

Pu = £ ; YL = L (5.19)
Pou Yo

und hangen lediglich von ¢g,,¢0.,9,,p, ab. Weil ¢q,,p0, konstant iiber der Zeit bleiben,
empfielt es sich, diese beiden Variablen als Statusvariablen zu speichern.

Mit Blick auf weitere Betrachtungen der thermischen Deformation lohnt sich ein Blick auf

den thermischen Geschwindigkeitsgradienten L

Lﬂzfﬁ'fbl:(Eﬁ'EEJIJfEﬂ'Eo)'Eo'E&I;

ZQ'EEJI'EO-EE:E&-E&I, (5.20)
221919'
mit _, 8()
T Oy Pl 5 / 4
L,=—P+ I-P : o) = : 5.21
L= 2P+ 2(1-P) ()= (5.21)

Im Zuge der Berechnung der Materialtangenten (s. Unterabschnitt 5.3.4) wird weiterhin
die Ableitung der Inversen F'j' nach der Temperatur benétigt

6F;91 Pon ~ oL ~
= = —— 'P (I - P 5.22
-2 P2 B). (5.22)

Fiir die Ableitung von L o nach der Temperatur gilt

azﬁ QOHSOH QOH PP 90
= P+ L L(]- P 5.23
v SOH - SOL ( ) ( )
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Rotation der Zwischenkonfiguration

Die Beriticksichtigung der Anisotropie der Steifigkeit erfolgt auf der mechanischen Defor-
mation F',,, welche als zweite Teildeformation nach F', folgt. In Unterabschnitt 2.2.6 wird
dargelegt, dass Anisotropien auf der zweiten Teildeformationen mit Problemen einhergehen,
weil sich die Rotation der Zwischenkonfiguration beliebig einstellen kann. Mit der konkreten
Wahl von (5.14) wird dieses Problem allerdings umgangen, da die Richtung p bis zur
Zwischenkonfiguration K keine Rotation erfihrt. Anschaulich lisst sich I, so interpretie-
ren, dass die normierte Richtung p lediglich entlang ihrer Achse deformiert wird. Eine
anschliefende Normierung sorgt fiir die gleiche Richtung wie in der Referenzkonfiguration.
Mathematisch stellt sich diese Interpretation wie folgt dar

Fy-D=pP-pro l-P-p.P-P=¢p,
D= Ey-p . w@p 7 (5.24)
B \/(519;)(519?) \/90%?? B

Die gleiche Argumentation greift fiir die Deformationen F'; und E 9, weswegen davon
ausgegangen werden kann, dass auf der Konfiguration Ky ebenfalls die Richtung p vorliegt.

5.2.4 Beriicksichtigung des Phaseniibergangs

Mit der Zerlegung (5.11)y des mechanischen Deformationsgradienten steht die Moglichkeit
des temperaturabhéangigen Zuschaltens von Steifigkeiten zur Verfiigung. Die Grundidee
dahinter besteht darin, dass F,,
Deformation F,, erfahrt und damit die Feder auf der zweiten Teildeformation (vgl. Ab-

oberhalb der Schmelztemperatur g die komplette

bildung 5.1) entspannt bleibt. Beim Unterschreiten von dg merkt sich das thermische
Schaltelement seine aktuelle Deformation F',,, als Statusvariable und behélt diese bei.
Dadurch wird fiir die Feder eine neue Referenzkonfiguration definiert. Zusatzlich wird eine
Statusvariable Spy, welche den Zustand der Phase verfolgt, eingefithrt. Mathematisch legt

sich das kinematische Verhalten wie folgt dar

F . Y-195>0
=1 T (5.25)
o Emw ¥-19g5<0
I, Y —=19g>0
F, o =1= S (5.26)
- F,-Fil. 9-04<0

Liegt zum Zeitpunkt ¢ = ¢, bereits eine feste Phase vor, so bleibt I, gleich Einheitstensor
Emsz{ia (79—19530)/\(t=t0)- (527)

Diese Methode, den Phasentibergang abzubilden, ist sehr einfach zu implementieren und
erfordert keine zusatzlichen Rechnungen. Die klare Definition der Zwischenkonfiguration
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ist ebenfalls von Vorteil, weil damit keine unbestimmten Rotationen die Anisotropien auf
der zweiten Teildeformation F',,, storen. Als Nachteil bleibt festzuhalten, dass der Wechsel
von fliissiger zu fester Phase schlagartig erfolgt, was mit Blick auf die Gesamtsteifigkeit des
Materialmodells Probleme bereiten kann. Aus diesem Grund findet in Unterabschnitt 5.3.1
eine temperaturabhéngige Glattungsfunktion Berticksichtigung.

5.3 Auswertung der Bilanzgleichungen

5.3.1 Ansatz der freien Energiedichte

Fiir die freie Energiedichte 91 wird eine Zerlegung in richtungsabhéangige Anteile g
sowie den richtungsunabhingigen Anteil gvy(1) postuliert

o = (0y") + 0vy(V). (5.28)

Letzterer hiangt ausschlieflich von der Temperatur ab und lasst sich aus dem Mittelungs-
operator ausklammern. Die freie Energiedichte 99? setzt sich wie folgt zusammen

oY = frn(0)0Uh,. + 0y, + 0UE . (5.29)

Die Indizes in 9vh., 09, 0¢% geben an, welchen Teildeformationen in Abbildung 5.2 bzw.
Federn im rheologischen Schaubild Abbildung 5.1 die freien Energiedichten zugeordnet
werden. Wie bereits in Unterabschnitt 5.2.4 erwahnt, sorgt die Glattungsfunktion fp,
in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir einen stetig differenzierbaren Ubergang der
Steifigkeiten im Umfeld des Phaseniibergangs. Sie ist wie folgt definiert

1, ¥ < ¥g0
frrn=11-¢€3(10-15&; +6£2), g0 <V <V : f—m (5.30)
Ph = _gf( - £f+ éf)u S0 <V <VUgi ’ f_1951_1950 :
0, Vg1 <V

und greift auf die beiden Materialparameter v/go und vg; zuriick. Diese geben den Tempe-
raturbereich an, in dem die Glattungsfunktion wirken soll und werden zweckmafigerweise
so gewahlt, dass g9 < g und ¥g; = ¥g. So ist gesichert, dass sich das schlagartige Zu- und
Abschalten der Deformation F',,, nicht negativ auf die Steifigkeiten auswirkt.

Der freien Energiedichte gvh,. wird der folgende Ansatz zugewiesen

EF8(19) (Lme — 1)2. (5.31)

Dabei entspricht der erste Summand einem Neo-Hooke-Modell (vgl. Holzapfel (2010)) mit
temperaturabhdngigem Schubmodul G(¥) und wurde gewéhlt, weil sich dieser Ansatz bei

@v b :@(["Cme_zs)"'

me

kleinen Deformationen nahezu linear elastisch verhélt. Der zweite Summand verwendet als

temperaturabhidngigen Materialparameter den E-Modul Er (1) in Faserrichtung sowie die
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Invariante Iy = C,,. - P in quadratischer Ordnung. Dieser Ansatz bietet eine besonders
leichte Moglichkeit das vierte Moment der FDF in die Steifigkeit einflielen zu lassen, wie

folgende allgemeine Umformung zeigt

o D
PO\ - (5.32)
== =24
(e

Damit konnen die Erkenntnisse aus Abschnitt 4.2 umgesetzt werden. Die Temperaturab-
héangigkeit der beiden Materialparameter basiert auf den Erkenntnissen aus der Literatur
(vgl. Ehrenstein (1999)), dass die Steifigkeit von Polypropylen bei steigender Temperatur
deutlich abnimmt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit entfillt die Darstellung der Abhén-
gigkeit von ¥ im Folgenden. Mit der Definition (5.26) ist gesichert, dass g¢h,. = 0 bei ¥ > g,
weswegen sich 9, nachfolgend nur auf die feste Phase bezieht. Unter Beriicksichtigung
der Zerlegung F,, = F .- F ., 1asst sich g9, in Grofien der Konfiguration K darstellen.

Fiir den normierten Strukturtensor P folgt zunachst

« F__.P.FT
pP==""==" . O, . =FF -F . (5.33)
= gms . £ = =
Eingesetzt in die Invariante Iy, zeigt sich ein Zusammenhang zu den Invarianten Iy, und
[4ms
. FT'.C .Fl.F .P.FT  (C .P [,
]4me =Qme "E: Zms =Xm Z=ms :~ms = =ms _ =m = - 4 ) (534)
o n gms 5 gms E Lims
Damit verbleibt der Ausdruck
G, = — Er(0 ~
E fne:%(cn}bs "Qm_3)+ F8( )([i}nsfgm_l)Q (535)

fir die freie Energiedichte gvh,.. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass allein schon
der Term I} . in (5.35) eine nichtlineare Abhéngigkeit von P darstellt, die eine effektive

dms

Integration im Zuge der Orientierungsmittelung (s. Abschnitt 5.1) bedingt.
Der Ansatz fiir die freie Energiedichte g1}, ergibt sich wie folgt

oy, = @(ng -1)? (5.36)

und kann unter anderem den Arbeiten von Hartmann & Neff (2003) und Hartmann
(2003) entnommen werden. Auch hier wird der Materialparameter (Kompressionsmodul
K) in Abhéangigkeit von der Temperatur eingesetzt. Die Invariante Js,, ergibt sich aus der
Determinante der mechanischen Teildeformation, d.h., Js,,, = detF . Es sei erwédhnt, dass
der Ansatz (5.36) bei kleinen Deformationen linear elastisches Verhalten aufweist, aber bei
starken Kompressionen unphysikalisches Verhalten zeigt, weil sich die Druckspannungen
einem endlichen Wert annahern statt ins Unendliche zu divergieren.
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Der freien Energiedichte 99? wird eine Parallelschaltung von Nyw Neo-Hooke-Modellen

zu Grunde gelegt

Nyw _ Nyw _
oy = G’“TM(I--C -3)= ) sz(ﬁ)(ci,i- Cn=3). (5:37)
k=1 k=1

Diese sind auf ihrer jeweiligen Teildeformation F', ~definiert und verwenden einen tempera-
turabhangigen Schubmodul G,. Unter Beachtung der kinematischen Zerlegung F’,, = F',- F,
lasst sich die freie Energiedichte auch mit Groflen der Konfiguration K ausdriicken. Der
Ansatz (5.37) bedingt die Einfithrung einer inneren Variable C; fiir jede der Ny Teil-

energiedichten.
Mit Gleichungen (5.35), (5.36) und (5.37) lasst sich die freie Energiedichte g allgemein

als Funktion des rechten Cauchy-Green-Tensors C,,, der Temperatur ¥ und der inversen

inneren Variablen QZT; ausdriicken

50 = (0v(C, 0. Ci1)) + 010 (9). (5.38)
Damit folgt die zeitliche Ableitung der freien Energiedichte mit
0 . oouwr - Nuw 95ur - 95 -
gour o OOV Ou o), 928 (5.39)

o - ac,, =" v = oac =T o0

Die darin enthaltenen partiellen Ableitungen ergeben sich zu

doyr F 8§¢%e+a§wi’n+a’é¢€
aoc,  '™oac, " ac, aC,
WoYme G =4 = Ep S
agm - 2(gms g ) C +— 4 (I4me 1)]4ms£ (540)
8§¢$n _ JSm -1 '
ac,, K(Jsm I)Tgm
oot N GL, . A v o
und
doyr DoVme 00U, OOYE 8fPh~
oo - Iy oy T oy oy ¥me
OTUPe 190G, = - 10E )
= I- - o —
v 2&9( e =3) + 8019(4’”6 b
ooy 10K
09 200 oy Jam =17 )
/P Nyw _ 5.41
LLOE W R o
v Z 200 = ek
o 0, 9 < Vg0
55 = (306246063 =306} grtis, Vo <9 < -

0, Vg1 <0
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Fiir den dritten Summanden von (5.39) folgt

Nyw agwp . Nyw G, . Nyw

Ot =

— O (5.42)
1;1 8Qz;€1 B

wobei der letzte Term einem Ausdruck auf der Zwischenkonfiguration K entspricht. Auf
die Ableitung der freien Energiedichte 91y nach der Temperatur wird an dieser Stelle
verzichtet, weil Sie nicht in das Stoffgesetz einflieen wird.

Es sei erwiahnt, dass die freie Energiedichte g1 die Bedingungen der Polykonvexitat nach
Balzani (vgl. Balzani (2006)) erfiillt, solange die Materialparameter G,Gy,Er und K
positiv sind. Die Polykonvexitét der einzelnen Terme in Gleichungen (5.31),(5.31),(5.36)
und (5.37) wird beispielsweise in der Arbeit von Schroder & Neff (2003) nachgewiesen.

5.3.2 Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung

Das Einsetzen der zeitlichen Ableitung der freien Energiedichte in die Clausius-Duhem-
Ungleichung (5.2) erlaubt das Aufstellen der Potenzialgleichungen zur Gewinnung der
Spannung, Entropie und Dissipation. Dafiir wird die zeitliche Rate von C' in

C=F}-Cp Ey+E}-2CpLy)° E, (5.43)
zerlegt und ergibt damit die Spannungsleistungsdichte
1 ~ 1 _ . ~
—:T”--Q=—[E@-:Tpfg--gmﬂg-:T”-ljg--gm-lg] :
2 %A‘ - - - s (5.44)
=517 Cor 17 Co Ly mit: T=F,- T},

Unter Zuhilfenahme von (5.39) ldsst sich die Clausius-Duhem-Ungleichung in folgende

Form tiberfihren

Nyw 8§¢p .
O
mooc, ="

=g
Gleichung (5.45) muss bei beliebigen Qm, ﬁ,g;kl und beliebiger FOV gelten. Die Terme
in den geschweiften Klammern beschreiben die Potenzialbeziehungen der Spannung und
Entropie (vgl. Haupt (2002); Holzapfel (2010)) und ergeben jeweils Null. Aus diesem
Grund lassen sich die Mittelungsoperatoren in die Produkte hineinziehen und es verbleibt

1Ap 00YP . ~ — QY gy . .
L

+I%>20.(54®

'£>+<ﬁg>zo.(54m
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Aus dem dritten Mittelungsterm resultiert der Anteil 755 der Dissipation, den die inelasti-
erzeugen. Da die ersten beiden Terme der Gleichung (5.46) Null

schen Deformationen F’ i
(5.47)

ergeben, gilt die Identitat
Dr =D,

Spannung und Entropie

Durch die Auswertung der ersten Potenzialbeziehung folgt unmittelbar die Bestimmungs-

gleichung der zweiten Piola-Kirchhoff-Spannung

= (17)- <F 1 Z?ff FﬁT>=(FJ-f”-FJ>

R (e A e

(S

E ~
_F(I4me - 1)]471nsP] (548)

m)

=)

@)

-1
m

HQ\

Gr(C; -

b K Ty (Jam ~ 1)C i

Die zweite Potenzialbezichung fithrt auf eine Gleichung zur Berechnung der Entropiedich-

te 0s

Esm + 5319

190G _ 10Ep )
fPh[Zaﬁ(I Q ) 8 o0 (I4me 1) ] (549)
10K Nuw 18(},c _
59 Jam - ,; 2700 L L _3)>
5s 00y
v v

Evolutionsgleichung der inneren Deformation
In den Gleichungen der Spannung (5.48) sowie der Entropiedichte (5.49) tauchen Abhén-
gigkeiten von den inneren Variablen C; auf. Fir deren Bestimmung wird die Dissipation
D" unter der Forderung der Nichtnegativitit ausgewertet. Es muss also gelten

. Nuw 97%,/,p .
Dh-- ) gg(fl 120 (5.50)
=ik

k=1

T =
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bzw. auf der Konfiguration K

Nyuw

> GC. D, >0. (5.51)
Gesucht ist ein Ansatz fiir die Deformationsgeschwindigkeiten D, , mit dem das doppelte
Punktprodukt in Gleichung (5.51) immer positiv ist. Gleichung (5.52)

Gy z(9)

=20 5.52

=

liefert solch einen Ansatz. Durch die Verwendung des Deviators ergibt sich nach Gleichungen
(2.32) automatisch eine Evolutionsgleichung fiir eine inkompressible Teildeformation F',. Mit
den Variablen 7, werden Viskositaten als weitere Materialparameter eingefithrt. Der Faktor
1/2 in Gleichung (5.52) erlaubt eine Analogie zur linearen Theorie der Viskoelastizitat
bei kleinen Deformationen. Die Erweiterung um eine prozessabhingige Grofie z dndert
nichts an der Erfiillung der Ungleichung (5.51), solange z > 0 gilt. Sie erlaubt jedoch
die Beriicksichtigung der Temperaturabhingigkeit des Relaxationsspektrums. Auf der
Konfiguration K lautet die Evolutionsgleichung

ik 77k g (gzk Qm)lv
o (5.53)
=%dgmgm i

und stellt eine nichtlineare Differentialgleichung zur Bestimmung der inneren Deformationen
¢, dar. Deren Losungen ergeben sich beispielsweise unter Anwendung von iterativen
Zeitintegrationsverfahren wie dem Euler-Riickwérts-Verfahren. Die Arbeit von Shutov et al.
(2013) bietet jedoch eine explizite Losung fiir Gleichung (5.53) mit folgender Gleichung an

t+At t (HAtﬂ) t+ At t+At =
C,, ='C,, + At=——=2(") 7T, (5.54)
o o Nk =

Darin werden einmalig alle Abhédngigkeiten von der Temperatur sowie die Beziige zu
den jeweiligen Zeitpunkten dargestellt. Im Folgenden beziehen sich, sofern nicht anders
erwahnt, alle Groflen ohne Index auf den aktuellen Zeitschritt ¢ + At. Mit Ansatz (5.52)
steht ein Zugang zur Dissipation D 4 zur Verfiigung

. . . Nyw G2 ;
D,=(D}) mit: D= 3" ——(Qek c.),
k=1
MMGQ' (5.55)

- Z 1k fm), (g;:gm),
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Ansatz der Warmeleitung

Als letzter Term der Gleichung (5.46) verbleibt die Dissipation 75Q = (75%) deren Forderung
nach Nichtnegativitat (vgl. Gleichung (2.54)) einen Ansatz fiir den Warmestrom g liefert.
Einen solchen Ansatz bietet das Fourier-Model

7=(g?) mit: g"=-A"-Y(0). (5.56)

Darin stellt g P den Tensor der Warmeleitung in der Referenzkonfiguration dar (vgl.
Holzapfel (2010)) und steht iiber die Gleichung

AP = JsF - E T (5.57)

im Zusammenhang mit dem Warmeleitungstensor \? der Momentankonfiguration. Einen
physikalisch plausiblen Ansatz fiir AP bietet die Gleichung

NW=\P+\(I-P) mit: P=I;'F-P-F". (5.58)

Deren Ubertragung in die Referenzkonfiguration nach Gleichung (5.57) fiithrt auf
AP = L [NITP+ A (C -1 P)] . (5.59)

Der Tensor der Warmeleitung /:\N P setzt sich also aus einem der Richtung p zugeordneten
Anteil mit dem Materialparameter A\, und einem der dazu transversalen Ebene zugeordneten
Anteil mit dem Materialparameter A, zusammen und ist symmetrisch, positiv definit.
Damit lasst sich nunmehr die mittlere thermische Dissipation @Q bestimmen

Dq = (—%w . 6(1?)) - %Xp V() ﬁ(ﬁ)) = (A7) %Wg) V(9) 2 0. (5.60)

Da die Temperatur ebenso wie die Gesamtdeformation fiir alle Richtungen p nach dem
Ansatz von Lanir (1983) gleich ist, lasst sich die Mittelung auf den Tensor der Warmeleitung

beschranken und erlaubt die Identifikation des mittleren Warmeleitungstensors A

>

= (AP) = Ly [\ (I P) + A (CH - (1 P))] - (5.61)

Die Ubertragung von X in die Momentankonfiguration entsprechend Gleichung (5.57)

A=NA+A (- 4) (5.62)

lasst den linearen Charakter der Wérmeleitung beziiglich des zweiten Momentes der
FDF erkennen. Die Linearitiat dieser Beziehung erlaubt nicht nur schnelle und direkte
Losungen der zu Grunde liegenden Gleichungen, sondern sie spiegelt die Erkenntnisse aus
Abschnitt 4.5 wider.
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5.3.3 Auswertung der Energiebilanz

Mit Hilfe der Bestimmungsgleichungen der Entropiedichte (5.49) sowie der Identitat (5.47)
lasst sich der 1. Hauptsatz der Thermodynamik (2.55) auswerten

W55 =~ (V-q*)+D,. (5.63)

Dabei wurde gr = 0 gesetzt, weil von keinen zuséatzlichen Warmequellen im Material
ausgegangen wird. Unter Berticksichtigung der Gleichungen (5.56) und (5.61) wird der
Mittelungsoperator ausgewertet und es verbleibt

955=V-(V(®)-))+D,. (5.64)

Mit der Aufteilung (5.49); der Entropiedichte in einen mechanischen und einen thermischen
Anteil folgt

005, =V - (VW) X)) +Dy - 955, (5.65)
Die Einfiihrung des Dissipationsterms R sowie der volumenbezogenen Dichte der Wir-
mekapazitat Cy (vgl. Haupt (2002)) miindet in der auswertbaren Formulierung des 1.

Hauptsatzes der Thermodynamik.

Cyd =V -(V(@0)-X)+R

d0sg (5.66)

0%y
=0Cy

mit: R=D,-90s,, ; Cy=- 597 =1 50

Die spezifische Warmekapazitéit cy ist hierbei nicht als konstanter Materialparameter,
sondern als temperaturabhéngige Funktion zu verstehen. Der Term R erfordert die Be-
stimmung der zeitlichen Rate von gs,,, welche iiber eine Zeitdiskretisierung mit dem

Euler-Riickwarts-Verfahren zur Verfiigung steht

t+ At ~

7"?‘; = ﬁd - ﬁ@sm = Dd - t+At79Q

t+At S — @“ t Sm
At
Dieser Zugang besitzt den Vorteil, dass lediglich eine skalare GréBe (g 's,,), die ohnehin

(5.67)

berechnet wird, als Statusvariable gespeichert werden muss. Alternativ konnte die Rate
der Entropiedichte tiber die zeitliche Ableitung der Gleichungen (5.49)s gewonnen werden.
Dies wiirde allerdings unter anderem zu Termen mit der zeitlichen Ableitung Qm fithren.
Deren Zeitdiskretisierung greift auf tensorielle Statusvariablen zurtick. Auflerdem miissten
weitere Gleichungen fiir die Vorfaktoren der zeitlichen Raten ausgewertet werden.

5.3.4 Bestimmung der Materialtangenten

Mit Blick auf die Einbindung des Materialmodells in FEM-Umgebungen sollen in diesem
Unterabschnitt einige Materialtangenten zur Verfiigung gestellt werden. Dabei werden
vor allem die Ableitungen der Spannung :T sowie des Dissipationsterms R nach der
Deformation €' und der Temperatur ¥ betrachtet.
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Ableitung der Spannung nach der Deformation

Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ergibt sich nach Gleichung (5.48) als Funktion
der thermischen Deformation F, sowie der Deformation C,,. Da nur letztere von der
Gesamtdeformation C' abhangt, folgt zunachst der allgemeine Zugang zur Ableitung der

Spannung nach der Deformation mit

oc ~\ac, " oc |
und . -
aIp _ _r\T24 aIp 00 To4
ﬁz(fﬁ%ﬁﬂ "50 ; % =(Ey o Fy') . (5.69)
Die darin benotigten partiellen Ableitungen werden in den Gleichungen (5.70) zusammen-
gefasst.
61\:’ _ _ T24 81/—'\17 _ — T24
c - <(FﬂloF19T) oc(Ed o ES) )
aTP 2 fp LWUme | O0UN 00
ac,, "ocy, T ack T acs,
8251/1%6 G -2/3 ~-1 / - ~-1
sor = glm G GGl G GG,
_(Q;r}s Cm)(gmoc )524} E4F]4T2nsﬁoﬁ
0?0, K (1 ) ) S
e = g (g @ - DG Gl - (= ) (ot C1) ™)
02or T N N1 NS a
R SN EX({erRel [(en R er) iaite ¥ er (5.70)
2t - Y el cotcteg
s 1 00!
_ -1 1ol -1 _ Lt =ik
[(Cit-Coy-CaloCuf+{d - 3CmoCun}- 55
mit:
oC 5., 0C.
=i - 0710071 24 =i,
agm (:lk :lk) agm
oC, ) s 1 G . 2
b= e[S X e x|t T - e, 0l
e Y| R M R o RV P e
, G
X = 'C, +At—zC’
2 =
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Ableitung der Spannung nach der Temperatur

Fir die Ableitung der Spannung nach der Temperatur miissen sowohl die Abhéangigkeit
von (,, als auch die Abhéngigkeit von I, von der Temperatur Beriicksichtigung finden.
Zusatzlich weisen die Glattungsfunktion fpy, die Materialparameter sowie die inneren
Deformationen C; Abhéngigkeiten von der Temperatur auf. Gleichungen (5.71) fassen
die benotigten Beziehungen zusammen und verweisen auf bereits bekannte Gleichungen.

oT oF;)-Tr-F\ [0Ir OF} T OTP
= =9 = =9 \_[Z=_.Z= FlopT =
99 ( 99 oF, " ov HES o ES) T 5
afp ~ o\ T4 PN T
o1 = (LeTr-ES) T+ (£ -1 1)
Ly
oIr  9Iv +a;p +a:fp +a:fp
99 991 992 993 94
a;p B 8 -1 — / 1 18EF 1 D
8_191 = fPh[a_ﬁ(CmsCm) 'Cm+§8_19(14m€_1)]4mspj|
0K 1 i 8Gk -1~ Y -1
+%J3m((]3m_1)gm+ ~ W(gzkgm) gm
oI*  Ofen[,i=1 = v 1 Er e
99 o = W[G(Cmscm) 'm+7(14m€_1)[4mspj|
oI»  9I» aC, (5.71)
o s 0C, OV
87/:'17 Nyw s 1 oC-1
= = 23 _ (1, L=k
99 4 ,; {ij?’m [‘] 5Em Cm] B }
mit:
agm - T24 _ T24 8571
S0 = (T ENY (B con) ]
anJ _ _1\524 _1/3 s 1 _
51; _ _(gi;ogi}j) ..det/(X)[J_gXoXl]
At — [0G) . 0z
OF oTr
= - (5.22 —— X - (5.
5062 5e X610

Ableitung der Dissipation nach der Deformation

Fiir die Ableitung der Dissipation R nach der Deformation C werden die Dissipation D P
der viskosen Anteile sowie das Produkt aus Temperatur und Rate der Entropiedichte 99,

getrennt betrachtet. Erstere weist iber die Deformationen (', und C; Abhangigkeiten
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von der Gesamtdeformation C' auf. Ahnlich verhélt es sich mit der Rate der Entropiedichte,
wobei hier die Anwendung des Euler-Riickwérts-Verfahrens (s. (5.67)) lediglich eine Bertick-
sichtigung der Entropiedichte g **4ts,, des aktuellen Zeitpunktes erfordert. Gleichungen
(5.72) fassen die Formeln zur Bestimmung der Ableitung OR/0C zusammen.

oC - oC oC
oD, _ |oDh\ _[oDh ocC,,
oC -~ \ac| \ac, ac
GZN?Z Ny 9 2 1oAY a(g;’;'gm),
oC.,, -k GG =5
éE,é ~ iaﬁ”ﬁs?’ ocC,, 1 dosr 0C,,
oC -\ At oc,, oC At oc,, oC
00 sP 0osP  0osP  0psP f [8@'31’ +8§sp ]
= - - —Jen| 5
C, 9C,,, 0C,., 9C,, 0C,n, 0C.;
_8537’
8gm6
3581’ — ~ So4 Soa aIp
- L. |(T1PoT Jo L=
ocC,, Lor|(Zre2) "+ (Lo Cu)™ 55
s ) afph[G O G - 112, 7]
agmz - o0 2(gms gm) gm+ 4 (I4me 1)I4mS£ (572)
00 sP 10K a4
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8@31” _ 18G 1 / 1
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aESp ].aEF -1 ~
= ——— (Iye — DI P
agm5 4 09 ( 4dme ) dms=—
O sP N 10G [, ro = oC!
Rt (CRARER A
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a (g;kl gm), 72/3 -1 Toy 1 -1 / 1
Go = Iml(Cie D) -5(CioCn) o
1 1 ., 0C;!
—ZJoCt-ZJo lo 2 =
Lo Cil-gloCur (1) - 52t ]
oC;t aTr oC,,
—k = = (5.70)
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Ableitung der Dissipation nach der Temperatur

Gleichungen (5.73) fassen die Formeln fiir die Ableitung OR/00 zusammen.
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Die noch unbekannte zweite Ableitung der Glattungsfunktion fp, nach der Temperatur

folgt mit
0, 9 < Vs
32fPh _ (—60§ + 18052 _ 12053); Den < <1 (5 74)
09? f f ) Ws1-050)2 Vso S1 - :
0, Vg1 <V

5.3.5 Bestandteile des Materialmodells

Dieser Unterabschnitt dient der Darstellung der wichtigsten Bestandteile des Material-
modells und schafft einen Uberblick iiber die noch zu definierenden Funktionen. Tabelle 5.1
gibt eine Ubersicht der verwendeten Materialparameter. Diese sind in Einzelparameter
und Funktionen unterteilt. Die Funktionen greifen bei ihren Argumenten sowohl auf
die Temperatur als auch auf weitere Materialparameter zurtick. Die konkrete Form der
Funktionen wird erst bei der Parameteridentifikation festgelegt, weswegen die Darstellung
der Argumente in Tabelle 5.1 nur als Skizze zu verstehen ist. In der dritten Spalte der
Tabelle finden sich die Gleichungen oder Abschnitte, in denen die Materialparameter
erstmals eingefiihrt werden.

Tabelle 5.1: Ubersicht der Materialparameter.

Bezeichnung Formelzeichen Einfithrung
Funktionen

Schubmodul G = G(G1,Ga, ... 0) Gl (5.31)
E-Modul Faser Er = Ep(Ep, ,Ep,...,0) Gl (5.31)
Kompressionsmodul K = K(K,Ky,... V) Gl. (5.36)
Schubmodul Maxwell-Element Gr = Gk (G, .Gy, ..., 0)  GL (5.37)
intrinsische Zeit z2=2(21,29,...,0) Gl (5.52)
spezifische Warmekapazitét co = cy(Cyy,Coyy - 0) Gl. (5.66)
therm. Ausdehnungsfunktionen O, PL Gl (5.19)
Einzelparameter

Viskositét Mie Gl (5.52)
Anzahl Maxwell-Elemente Nyw Gl (5.37)
Anzahl Integrationsstellen Nrp Gl (5.8)
Referenz- und Schmelztemperatur 9, dg Abs. 5.2.3, 5.2.3
Grenztemperaturen 950,51 Gl. (5.30)
therm. Ausdehnungskoeffizienten — «,a, Gl (5.14)
Warmeleitfahigkeiten Ay AL Gl. (5.58)

Tabelle 5.2 listet die Statusvariablen des Materialmodells und deren erstmalige Erwéhnung
auf. Wahrend die Ausdehnungsfunktionen g, ,09, sowie die Zustandsvariable Sp;, der
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Phase nur drei Statusvariablen ausmachen, werden die restlichen Statusvariablen im
Zuge der Orientierungsmittelung (5.8) fiir jede der N;p Integrationsstellen bendtigt. Die
inelastische Deformation 'C i wird zusétzlich fir Ny verschiedene Maxwell-Elemente

hinterlegt.
Tabelle 5.2: Ubersicht der Statusvariablen.
Bezeichnung Formelzeichen Einfiihrung
Ausdehnungsfunktionen Oon,L0L Gl (5.17)
Zustand der Phase Spn Abs. 5.2.4
Deformation bei Phaseniibergang Chs Gl (5.33)
alte inelastische Deformation 'Oy, < Nyw N 1. (5.54)
alte Entropiedichte ‘osP w 1. (5.67)
transformierte Richtungen, Gewichte a,;,w; Gln. (2. 83) (5.8)

Unter Zuhilfenahme der Materialparameter in Tabelle 5.1 und der Statusvariablen in
Tabelle 5.2 liefert das Materialmodell folgende Grofien

o zweite Piola-Kirchhoff-Spannung 7' (G1. (5.48))

« Entropiedichte gs (Gl. (5.49))

e innere Deformation “*'C; zum aktuellen Zeitpunkt (Gl. (5.54))
« Dissipationsanteil D, der Maxwell-Elemente (Gl. (5.55))

« Wirmestrom g (GI. (5.56))

o Wirmeleitungstensor A (Gl. (5.61))

5.4 Eigenschaften des Materialmodells

Ziel dieses Abschnittes soll es sein, ausgewéhlte Aspekte des Materialmodells ndher zu
beleuchten und das Verhalten bei grofien Deformationen zu veranschaulichen. Dazu wird
ein einzelner Materialpunkt mit den Eigenschaften des Materialmodells betrachtet und
dessen Verhalten bei verschiedenen Randbedingungen untersucht. Die Materialparameter
(vgl. Tabelle 5.1) werden so gewéhlt, dass bestimmte Aspekte des Stoffgesetzes gezielt ange-
sprochen werden. Die Gleichungen des Materialmodells werden zwar in der Lagrange’schen
Betrachtungsweise ausgewertet, im Sinne einer physikalischen Interpretierbarkeit erfolgt
aber beispielsweise eine Uberfithrung der Spannungen in die Momentankonfiguration.
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5.4.1 Zug bei Referenztemperatur

In einem ersten Versuch wird die Temperatur konstant bei Referenztemperatur gehalten
(9= J ) und folgende Deformations- und Spannungsrandbedingungen vorgegeben

711 =0 }QQ =0 }qﬁ =0
F21 = O T22 = O F23 = O . (575)
F31:O T23:O F33:1.2

Die Randbedingungen entsprechen einem Zug in 3-Richtung, bei dem sich die Quer-
dehnungen und eine Schubdeformation frei einstellen konnen. Die viskosen Anteile des
Stoffgesetzes werden deaktiviert, indem die Schubmoduln G zu Null gesetzt werden.
Abbildung 5.3 stellt die Spannungskomponente o33 iiber dem Faserorientierungsdreieck
dar. Fir die FOV, bei der alle Fasern in 3-Richtung zeigen, nimmt o33 ihr Maximum ein,
wahrend die Spannungswerte hin zu den anderen Ecken des Faserorientierungsdreiecks
abnehmen. Der qualitative Verlauf der Spannung ldsst wie gewiinscht das vierte Moment

A wiedererkennen.
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Abbildung 5.3: Zugspannung bei rein elastischem Verhalten fiir verschiedene Faserorientie-

rungsverteilungen.

5.4.2 Spannung bei Erwirmung mit festgehaltener Deformation

In einem zweiten Beispiel wird das Verhalten bei Erwérmung (¢ € [9,350K]) und fest-
gehaltener Gesamtdeformation F' = I untersucht. Auch hier gilt G} = 0, womit die
viskosen Anteile keinen Beitrag leisten. Ein Auftragen der o33-Spannung tiber dem Fa-
serorientierungsdreieck in Abbildung 5.4 zeigt einen linearen Verlauf dieser Spannungs-
komponente tiber der FOV. Unter Beachtung der Gleichungen (5.15), (5.18) und (5.48)
lésst sich die Spannung i bei diesem Beispiel in einen allgemeinen Ausdruck der Form
al+ bg mit: a,b € R bringen, womit sich die lineare Abhédngigkeit der Spannung vom

zweiten Moment g offenbart.



86 5 Modellierungsrahmen

~0,65 M\

x °
£ 07 0s, %0
= o4 %o
=1 ° P °°D
— 1Y LTy %

P ° % %

LTS 'S °
e} %9 T °
LTS ° °
&) ° LY P %0,
) 009 °°0 °°o
%, %o %o, °

—0,75 *%000ess

=
o
-3
=
wo
o
Al
I~
=0
;o
o
el |
— \

Abbildung 5.4: Spannung bei Erwarmung mit festgehaltener Deformation fiir verschiedene

Faserorientierungsverteilungen.

5.4.3 Hysterese bei zyklischer Scherung

Wird der Schubmodul Gy, nicht zu Null gesetzt, weist das Material ratenabhangige Ei-
genschaften auf. Bei der Vorgabe einer zyklischen, einfachen Scherung F'= I + ke, o e,
k € [-0,50,5] zeigt sich beim Auftragen der Spannung iiber der Deformation in Abbil-
dung 5.5 eine Hysterese.
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Abbildung 5.5: Hysterese bei zyklischer Scherung fiir verschiedene Faserorientierungsver-
teilungen. Dargestellt werden die stationdren Kurven.

Der Versuch wurde sowohl fiir eine unidirektionale FOV, bei der alle Fasern in 3-Richtung
zeigen, als auch fiir eine isotrope FOV durchgefithrt. Im Fall der unidirektionalen FOV
lassen sich deutlich nichtlineare Effekte auf Grund der Anisotropie beobachten und die
Hysterese weicht stark von der elliptischen Form einer Hysterese bei isotropem Material ab.
Interessanterweise nimmt auch die Hysterese bei einer isotropen Faserverstarkung nicht
die Form einer Ellipse ein. Der Grund dafiir ist in der Parallelschaltung der anisotropen
Feder zu den Maxwell-Elementen (vgl. Abbildung 5.1) zu finden, weil die geometrischen
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Nichtlinearitdten von 9, unabhingig von den viskosen Anteilen zu tragen kommen.
Fir die Deformation Fbs = 0 stimmen die Spannungswerte beider FOV {tiberein, weil dort
lediglich die Phasenverschiebungen bedingt durch die Viskositéit zu beobachten sind. Es
sei darauf hingewiesen, dass diese Effekte nur bei sehr groflen Deformationen auftreten
und bei der Anwendung mit kleinen Deformationen fast nicht zu beobachten sind.

5.4.4 Relaxation mit Phaseniibergang

In diesem Versuch soll der Einfluss der Glattungsfunktion fp, (s. Gl (5.30)) sowie der
Phasentiibergang bei einem Relaxationsversuch zur Geltung kommen. Dazu wird in 0,2
eine einfache Schubdeformation aufgegeben und anschlieSlend bis ¢ = 1s konstant gehalten.
Parallel dazu wird die Temperatur mit zeitlichem Versatz von der Referenztemperatur
U auf ¥ = 500K erhéht und anschlieBend wieder auf Referenztemperatur abgesenkt. Der
Versuch wird einmal fiir ¥g9 = 380 K und ein mal fiir ¥g¢ = 350 K durchgefiihrt.

Abbildung 5.6 stellt sowohl den Verlauf der Temperatur als auch den Verlauf der Schub-
spannung o3 iiber der Zeit dar. In den ersten 0,2 s erhoht sich die Schubspannung bis sie ihr
Maximum erreicht. Anschliefend relaxiert das Material bis die Spannung bei t ~ 0,4 s einen
Gleichgewichtszustand erreicht. Ubersteigt die Temperatur die Ubergangstemperatur 350 K
(graue Kurve) bzw. 380K (schwarze Kurve), sorgt die Ubergangsfunktion fp;, fiir einen
glatten Abfall der Spannung, die von g,,. beigesteuert wird, weswegen die Spannung ins-
gesamt auf Null abfillt. Beim anschlieBenden Unterschreiten der Ubergangstemperaturen
andern sich die Spannungen nicht, was auf das Finden einer neuen Referenzkonfiguration

fir die Teildeformation £, schliefen lasst.

- 500

£
=3 1400 =
g
&)

- 350

- 300

Abbildung 5.6: Relaxation mit Phaseniibergang fiir verschiedene Ubergangstemperaturen.
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5.4.5 Thermomechanische Kopplung bei zyklischer Belastung

Die Energiebilanz (5.66) beschreibt eine Kopplung der Temperatur mit den mechanischen
Deformationen. Erfahrt ein Materialpunkt eine Deformation, so éndert sich auf Grund
dessen die mechanische Entropiedichte g's,, und beeinflusst damit die Energiebilanz. Weist
das Material viskose Eigenschaften auf, wenn die Schubmoduln der Maxwell-Elemente
ungleich Null sind, dann flielen zusétzlich Dissipationen D 4 in die Energiebilanz ein und
wirken sich auf die Temperatur aus. Abbildung 5.7 stellt den Verlauf der Temperatur bei

I I
—Gr=0 —Gr=0
2951 Gy #0 | 300 |- Gy #0 R
204,5 |- .
208 | .
o204 )
> >
296 | .
2035 |- .
203\ /\/\/\/\ | 204 | |
| | | | | | | | | | | |
o 02 04 06 08 1 0o 02 04 06 08 1
t [s] t[s]
(a) Zug (b) Scherung

Abbildung 5.7: Thermomechanische Kopplung bei zyklischer Belastung. Die mechanische
Beanspruchung fiihrt zu einer Temperaturanderung. Untersucht werden
rein elastisches (G = 0) und viskoelastisches (G # 0) Verhalten.

einem zyklischen Zugversuch mit freier Querkontraktion und einem zyklischen, einfachen
Scherversuch dar. Ersterer erlaubt eine Volumenénderung wéhrend der Scherversuch isochor
ablauft. Beiden Versuchen wird sowohl ein rein elastisches Materialverhalten (Gy = 0) als
auch ein viskoelastisches Materialverhalten (G # 0) hinterlegt. Die Temperaturantwort
des rein elastischen Materials beim Zugversuch entspricht einer harmonischen Kurve
iiber der Zeit. Dieses Verhalten ist auf den thermoelastischen Effekt zuriickzufiihren,
welcher hauptsichlich auf dem Beitrag i\l’ -C,, ~ L, zur Entropiedichte (s. Gl. (5.49))
beruht und vor allem von Volumenénderung geprigt wird. Es sei erwahnt, dass bei
diesen Beispielversuchen den Moduln konstante Werte hinterlegt werden. Anderenfalls
wiirden die Ableitungen der Materialparameter nach der Temperatur in die Entropiedichte
einflieBen und sich ebenfalls auf die Temperatur auswirken. Beim einfachen Scherversuch
mit rein elastischem Verhalten lasst sich keine signifikante Temperaturénderung erkennen,
was bei der Volumenkonstanz erwartet werden kann. Beim Auflosen des Nahbereichs
der Referenztemperatur offenbaren sich jedoch regelméflige Temperaturschwankungen,
welche sich mit den anisotropen Anteilen der Spannung i und des Tensors L o begriinden
lassen. Bei den Versuchen mit viskoelastischem Materialverhalten erfahrt die Temperatur
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neben der harmonischen Schwingung einen kontinuierlichen Anstieg tiber der Zeit. Die
Ursache dafiir liegt in der Dissipation D 4> welche stets positiv ist und damit nur zu einer

Temperaturerh6hung beitragen kann.

5.4.6 Temperaturabhingigkeit des Relaxationsspektrums

Abschliefend soll der Einfluss der prozessabhéngigen Grofie z auf das Relaxationsspektrum
illustriert werden. Im Zuge dessen wird eine einfache Scherung bei konstanter Temperatur
mit Relaxation fiir verschiedene Werte von z durchgefithrt. Da z von der Temperatur
abhangt, wird auf diese Weise die Temperaturabhangigkeit der Relaxation untersucht.
Abbildung 5.8 stellt die Spannungsverlaufe iiber der Zeit bei verschiedenen Werten fiir

---z2=0,1
30 - - .
z =
....... 2 =10
= z =100
= 20 h
[l
=
]
N
© 10| g
07 .
| | | | | |

Abbildung 5.8: Temperaturabhangigkeit des Relaxationsspektrums beim Relaxationsver-
such.

z dar. Das Verhalten bei z = 1 beschreibt die unmodifizierte viskoelastische Antwort des
Materials. Ein Absenken von z erhoht die Relaxationszeit und lasst das Material zdhfliissiger
werden. Wird ein unterer Grenzwert von z unterschritten, antwortet das Material nahezu
elastisch, weil die Relaxationszeit zu gro8 fiir den betrachteten Zeitraum ist. Eine Erhohung
von z flihrt zu einer Verringerung der Relaxationszeit und lasst das Material fliissiger
werden, wodurch es schneller relaxiert. Auch hier ist ein fiir das Maxwell-Element typischer
Grenzwert zu erkennen, ab dem das Material rein elastisch antwortet, weil sich alle viskosen
Anteile sofort abbauen. Angewandt bei thermoplastischen Werkstoffen sollte z also mit
der Temperatur steigen, weil dann zu erwarten ist, dass sich das Material fliissiger verhélt.

5.5 Anpassung an synthetische RVE-Daten

Die konstitutiven Gleichungen des Materialmodells sollen das effektive Verhalten eines
kurzfaserverstiarkten Thermoplasten abbilden. Zur Uberpriifung dieser Zielstellung werden
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die Materialparameter G, K, Er sowie die Funktionen ¢,,p, an die in Kapitel 4 gewonnenen
synthetischen RVE-Daten angepasst. Dabei soll sich zeigen, wie gut die thermoelastischen
Eigenschaften bei verschiedenen Faserorientierungsverteilungen wiedergegeben werden.
Auf die Untersuchung der viskosen Eigenschaften wird an dieser Stelle verzichtet, weil
sowohl Abbildung 4.6 als auch Abbildung 5.5 aufgezeigt haben, dass die effektiven viskosen
Anteile unabhéngig von der FOV hinzugefiigt werden. Ebenfalls erfolgt keine Anpassung
der Wirmeleitung, weil deren linearer Charakter (vgl.: Abschnitt 4.5) von der Gleichung
(5.61) bereits erfasst wird.

Die Versuche in Abschnitt 4.2 und Abschnitt 4.3 liefern die effektiven Steifigkeiten Crvpir
und thermischen Streckungen Upyy ;- fir jede der iF € {1,...,Nro} verschiedenen FOV.
Gesucht sind diejenigen Materialparameter G,K,Er, bei denen die thermische Deformation
des Materialmodells unter einer Temperaturerhohung von 100 K sowie die Steifigkeit der
Referenzkonfiguration (bei Referenztemperatur) mit den Daten der RVE-Rechnungen
iibereinstimmen. Zusatzlich erfolgt eine Anpassung der Funktionen ¢, und ¢,. Da lediglich
eine einzige Temperaturanderung betrachtet wird, werden keine konkreten Funktionen der
Temperatur gesucht, sondern nur die Werte bei AY =100 K. Angestrebt werden also die
Identitaten
oT

E(zzg)ngRVE,iF A Qf(gzi)m:gmf

o

RVE,iF - (5.76)

Die thermische Deformation des Materialmodells ergibt sich aus der Forderung einer
spannungsfreien Deformation bei Temperaturdnderung. Da Spannung und Deformation
iiber Gleichung (5.48) nichtlinear miteinander verkniipft sind, erfordert die Bestimmung
der thermischen Deformation bei aktuellem Materialparametersatz ein eigenes Newton-
Verfahren. Die Steifigkeit C' . des Materialmodells in der Referenzkonfiguration ergibt sich

aus der Materialtangente (5.70). Die Forderung (5.76) lésst sich als Minimierungsproblem

der Fehlerfunktion £2 formulieren

(5.77)
N Uy

Darin werden die vollen Tensoren der Steifigkeit und thermischen Deformation von RVE
und Materialmodell fir jede FOV miteinander verglichen und auf ein skalares Maf3
reduziert. Eine Wichtung der beiden Versuche mit den Normen der RVE-Daten sorgt fiir
eine gleichméfige Anpassung der Materialparameter an die beiden Versuche.

Zur Berechnung der Materialmodell-Daten werden zunédchst N;p = 192 Integrationsstellen
herangezogen. Abbildung 5.9 stellt die Ergebnisse der RVE-Versuche (Kugeln) und die
Werte des identifizierten Materialmodells (Fliache) beider Versuche gegeniiber. Es zeigt
sich, dass sowohl die Steifigkeit als auch die thermische Deformation sehr gut abgebildet
werden. Der Satz der identifizierten Materialparameter ist Tabelle 5.3 zu entnehmen.



5 Modellierungsrahmen 91

12000

10000

8000

6000

4000 | =g

a22
ass ass

(a) Steifigkeit (b) thermische Deformation

Abbildung 5.9: Vergleich der angepassten Steifigkeit und thermischen Deformation des
Materialmodells (Flache) mit den RVE-Daten (Kugeln).

Tabelle 5.3: Identifizierte Materialparameter bei Anpassung an RVE-Daten.
G [MPa] K [MPa] Ep [MPa] ¢, [] ¢. ][]
935,8 3006,6 5828,3 1,0031 1,0117

In weiteren Betrachtungen soll die Zahl N;p der Integrationsstellen variiert und deren
Einfluss auf die Giite der Anpassung untersucht werden. Zu diesem Zweck wird zunachst
das Maf

Ever = VE2-100% (5.78)

eingefiihrt. &, dient als relativer Fehler und kann aus mathematischer Sicht dem quadrati-
schen Mittelwert zugeordnet werden. Des Weiteren wird ein Vergleich mit Identifikationen
gezogen, bei denen lediglich die Daten fiir eine unidirektionale FOV verwendet werden.
Bei der Berechnung des relativen Fehlers &,.; flieBen bei diesen Identifikationen jedoch
die Daten aller FOV ein. Abbildung 5.10 zeichnet den Verlauf des relativen Fehlers tiber
der Anzahl der Integrationsstellen fiir beide Methoden. Es ist deutlich zu erkennen, dass
der relative Fehler mit steigender Zahl der Stiitzstellen abféllt und sich schnell einem
Grenzwert anndhert. Bereits bei N;p = 32 dndert sich der relative Fehler nicht mehr
signifikant, weswegen fiir dieses Beispiel eine weitere Erhohung der Stiitzstellenzahl ledig-
lich die Rechenzeit erhoht. Nach einer vollstandigen Anpassung mit allen FOV liegt ein
relativer Fehler &, = 1,831 % vor, d.h., Materialmodell und RVE-Daten stimmen nicht
komplett tiberein. Kleine Abweichungen sind aber auch zu erwarten, weil einerseits das
RVE vielleicht noch nicht hinreichend fein vernetzt wird und somit eventuell nicht an
das konvergierte Verhalten angepasst wird. Und andererseits stellt das Stoffgesetz nur ein
Modell dar, welches auf Annahmen beruht, die wie bei jedem Modell von der Realitat leicht
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Abbildung 5.10: Relativer Fehler &,.; iiber Anzahl der Integrationsstellen.

abweichen. Mit einem Fehler von 1,831 % liegt aber schon eine sehr gute Ubereinstimmung

VOr.

Interessanterweise verhélt sich der relative Fehler ganz ahnlich, wenn zur Anpassung
der Materialparameter lediglich die Daten eines unidirektionalen Versuchs verwendet
werden. Auch hier wird bereits bei N;p = 32 ein Grenzwert erreicht, der mit &, = 2,05 %
immer noch sehr klein und nur unwesentlich grofler als bei der Anpassung an alle FOV
ausfallt. Diese Erkenntnis ist deswegen so bemerkenswert, weil sie eine Identifikation des
Materialverhaltens bei nur einer einzigen FOV rechtfertigt. Mit Blick auf reale Experimente
erweist sich das als grofler Vorteil, weil unidirektionale Proben gefertigt werden kénnen
wohingegen die Herstellung von Proben mit beliebiger FOV ein aktuelles Forschungsfeld
beschreibt. Dass die Identifikation an einer einzigen unidirektionalen Probe ausreicht, um
Aussagen fiir beliebige FOV treffen zu konnen, ist sehr stark dem linearen Charakter
des Materialmodells bei kleinen Deformationen geschuldet. Aus diesem Grund reicht es
ebenfalls aus, die Warmeleitung an einer unidirektionalen Probe zu identifizieren. Bei
groflen Deformationen erfordert der nichtlineare Charakter der konstitutiven Gleichungen
die Aufnahme weiterer FOV in die Identifikation fiir eine hinreichend genaue Abbildung
synthetischer RVE-Daten wie die Arbeit von Goldberg et al. (2017) aufzeigt.
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6 Parameteridentifikation

Zur Bestimmung der noch freien Materialparameter in Tabelle 5.1 wurden an den Professu-
ren Festkorpermechanik und Kunststoffe der Technischen Universitidt Chemnitz verschie-
dene thermomechanische Experimente durchgefithrt. Umfang und Art dieser Experimente
wurden derart gewéhlt, dass mit einer moglichst kleinen Anzahl von Versuchsdurchfiih-
rungen alle Aspekte des Materialmodells einzeln angesprochen werden. Kapitel 6 legt
die Ergebnisse dieser Untersuchungen dar und gibt abschliefend einen Uberblick aller

identifizierten Materialparameter.

6.1 Spannungsfreie Ausdehnung

Mit Hilfe einer spannungsfreien Probenausdehnung beim Abfahren einer Temperaturrampe
werden in einem ersten Experiment die thermischen Ausdehnungskoeffizienten o, und o,
sowie die thermischen Ausdehnungsfunktionen ¢, und ¢, bestimmt.

6.1.1 Probekorperfertigung

Die Herstellung der Probekorper fiir die Messung der thermischen Ausdehnung basiert auf
dem Wasserstrahlschneiden extrudierter Kunststoffplatten. Das Verfahren der Extrusion
erlaubt die Produktion von Platten mit sehr hoher Ausrichtung der Fasern, weswegen es
dem Spritzgieen vorgezogen wird. Aus den extrudierten Kunststoffplatten werden in einem
zweiten Schritt mittels Wasserstrahlschneidens die Probekérper entsprechend der Geometrie
in Abbildung 6.1 ausgeschnitten. Durch die Rotation dieses Schnittmusters relativ zur
Extrusionsrichtung der Kunststoffplatten lassen sich Probekoérper mit unterschiedlichen
Faserwinkeln [ erzeugen. Wie die Anpassungen des Materialmodells an synthetische
RVE-Daten in Abschnitt 5.5 gezeigt haben, reichen fiir eine erfolgreiche Identifikation der
thermischen Ausdehnungsfunktionen Proben mit Faserwinkeln = 0°, 90°.

6.1.2 Versuchsaufbau und -durchfiihrung

Als Priifmaschine fiir die Durchfiihrung der spannungsfreien Ausdehnung steht der Pro-
fessur Festkérpermechanik eine Zwick Z020 der AllroundLine der Firma Zwick/Roell
inklusive Temperierkammer und multiXtens Extensometer zur Verfiigung. Mit Letzterem
konnen Verschiebungen in dem schmalen Mittelbereich der Probekoérper (s. Abbildung 6.1)
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Abbildung 6.1: Abmafle des Zugprobekorpers mit Faserwinkel .

erfasst und iiber die Ausgangslénge zu einer Dehnung verrechnet werden. Das Messen der
Dehnung im Inneren des Probekorpers bietet den Vorteil der Betrachtung eines homogenen
Materialbereichs, weil sich die durch die Einspannung gestorten Bereiche an den Enden
der Probe nicht auf die Messung auswirken. Weiterhin flielen keinerlei Maschinennachgie-
bigkeiten, die beispielsweise der Traversenweg enthélt, in die Auswertung ein. Der Ablauf
zur Bestimmung der thermischen Deformation gestaltet sich wie folgt:

« Einspannen des Probekorpers an einer Seite bei Referenztemperatur U =293K
o Anlegen der Messfiihler des Extensometers und Nullen aller Messgrofien

o Aufnahme der Langenédnderung wihrend der gleichméfigen Erhohung der Temperatur
um 100 K tiber einem Zeitraum von 2 h

Die Messung wird sowohl fiir Proben mit einem Faserwinkel von 0° als auch von 90°
durchgefiihrt. Da das zweite Ende der Probe frei bleibt, kann sich wahrend der Erwarmung

eine spannungsfreie Deformation im Inneren der Probe einstellen.

6.1.3 Messdaten

Abbildung 6.2 zeigt die aufbereiteten Messdaten fiir Proben mit Faserwinkeln von 0°
und 90°. Dargestellt wird der Koeffizient F33 des Deformationsgradienten, also derjenige
Koeffizient, der die Streckung in Probenldngsrichtung beschreibt. Die Kurven beider
Versuche weisen einen Anstieg der thermischen Deformation mit nahezu linearem Charakter
bezogen auf die Temperatur auf. Die Messdaten erfahren eine derartige Aufbereitung, dass
die thermische Deformation /' bei ¢ = U = 20°C zum Einheitstensor wird. Der Vergleich
beider Kurven macht einen deutlichen Einfluss der Faserrichtung auf die thermische
Deformation sichtbar, da sich die thermischen Deformationen fast um die Haélfte in
Faserrichtung im Vergleich quer zur Faserrichtung verringern.
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Abbildung 6.2: Messdaten der thermischen Deformation fiir Proben mit Faserwinkel 0°
und 90°.

6.1.4 Modellierung und Identifikation der thermischen
Ausdehnungsfunktion

Die Messdaten in Abbildung 6.2 und insbesondere deren linearer Charakter motivieren
Ansétze fiir die Funktionen @, und @, die sich ebenfalls linear im untersuchten Tempera-
turbereich verhalten. Die Funktionen ¢, und ¢, lassen sich anschlieBend mittels Gleichung
(5.19) bestimmen. Einen solchen Ansatz bietet beispielsweise die Funktion f = 1+ (9 - 1)
mit den Ableitungen nach der Temperatur f’ = a und f” = 0. Die fiir den thermischen
Geschwindigkeitsgradienten L, bendtigten Terme folgen mit

ﬂ ~ a . f//f_fl? ~ &2

f o l+a@-9) 2 (l+a(@-0))2
Der in dieser Arbeit gewahlte Ansatz stiitzt sich auf die Funktion f = exp[a(d - 0 )] und
deren Ableitungen f’ = acexp[a(9-19)] und f” = a2 exp[a(9-1)]. Die fiir den thermischen
Geschwindigkeitsgradienten benétigten Terme folgen daraus mit
/ "e_ f£12
o, 1
f f

Da die Identifikation mit beiden Ansétzen keine signifikanten Unterschiede offenbart und

0.

der exponentielle Ansatz zu simpleren Termen fiihrt, wird dieser dem linearen Ansatz

vorgezogen. Folglich lauten die konkreten thermischen Ausdehnungsfunktionen

po=expla,(¥-9)] @, =expla,(¥-1)] (6.1)

und greifen auf die thermischen Ausdehnungskoeffizienten «a,,«a; zuriick. Ein weiterer
Vorteil des exponentiellen Ansatzes (6.1) zeigt sich bei der Berechnung von ¢, und ¢,
nach Gleichung (5.19), denn es gilt

P, explay (¥ - 5)]

P TSR] mepla@-00)) (02)
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Somit entfillt eine Abhéngigkeit der thermischen Deformation von der Referenzkonfigura-
tion und lediglich die Temperaturdifferenz zwischen der Zwischenkonfiguration C und der

Startkonfiguration Ky flie3t ein.
Eine Identifikation der Materialparameter liefert die Werte

a, = 5,623 . 10_5 K_l
a, =1,015- 104K

Abbildung 6.3 stellt den Vergleich des identifizierten Materialmodells mit den experimentell
ermittelten Messdaten dar. Bei beiden Faserwinkeln weisen die Kurven des Materialmodells
eine sehr hohe Ubereinstimmung mit denen der Experimente auf.
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Abbildung 6.3: Vergleich der experimentell ermittelten Messdaten der thermischen Defor-
mation mit dem identifizierten Materialmodell.

6.2 Relaxationsversuche bei unterschiedlichen

Temperaturen

Die Spannungsantwort des Materials wird mafgeblich von seinen viskoelastischen Fi-
genschaften bestimmt. Dabei sind unter anderem Abhéngigkeiten von der Belastungsge-
schwindigkeit, der Belastungsrichtung sowie der Temperatur zu erwarten. Mit Hilfe von
Relaxationsversuchen bei unterschiedlichen Umgebungstemperaturen sollen diese Abhén-
gigkeiten gezielt erfasst und mittels geeigneter Materialparameterfunktionen abgebildet

werden.
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6.2.1 Versuchsdurchfiihrung

Die Versuche werden an Probekorpern mit der gleichen Geometrie wie bei der spannungs-
freien Ausdehnung (s. Abschnitt 6.1) durchgefithrt. Fur die Faserwinkel werden ebenfalls
die Werte 8 = 0°,90° gewéhlt. Die Relaxationsversuche finden bei den Temperaturen
¥ =20°C,70°C, 120°C statt und laufen wie folgt ab

o Einspannen der Probe an einem Ende und Positionierung in der Temperaturkammer

Einstellen der Versuchstemperatur mit anschliefender Wartezeit von 10 min

« Einspannen des zweiten Probenendes

gleichméfBiges Aufbringen einer Dehnung von 1% im Messbereich tiber 4 min

o Halten der Dehnung iiber 12 h

Thermoplaste sind bekannt fiir ihr lang andauerndes Relaxationsverhalten. Aus diesem
Grund wird eine Haltezeit von 12 h gewéhlt, um moglichst viele der Relaxationsspektren zu
erfassen. Die zehn miniitige Durchwiarmphase bei freier Ausdehnung schliefft Spannungen
auf Grund thermischer Ausdehnungen aus. Vor Durchfiihrung der Experimente werden die
Querschnitte der Referenzkonfiguration bestimmt, sodass tiber die gemessene Kraft der
Verlauf der ersten Piola-Kirchhoff-Spannung bestimmt werden kann. Da die Zugrichtung
in 3-Richtung zeigt (vgl. Abbildung 6.1), erfolgt die Auswertung der Spannung in der
33-Komponente.

6.2.2 Messdaten

Abbildung 6.4 stellt den Spannungsverlauf bei einem Relaxationsversuch mit Faserwinkel
£ =0° und einer Temperatur von ¢ = 20°C tiber der Priifzeit dar.

T T T T T
30 |-

0 60 120 180 240

0 3 6 9 12

Abbildung 6.4: Verlauf der 1. Piola-Kirchhoff-Spannung iiber der Zeit beim Relaxations-

versuch in Faserrichtung bei Raumtemperatur.



98 6 Parameteridentifikation

Die Spannung steigt in den ersten 4 min nichtlinear an und erreicht nach dieser Zeit ihr
Maximum. Eine genaue Betrachtung dieses Zeitraumes bietet die Detaildarstellung in
Abbildung 6.4. Darin wird der nichtlineare Charakter des Spannungszuwachses sichtbar.
Nach Erreichen des Spannungsmaximums und mit Beginn der Dehnungs-Haltephase baut
sich die Spannung iiber der Zeit ab; sie relaxiert. Der Anstieg des Graphen zum Ende
des Versuches lasst darauf schlieffen, dass der Relaxationsvorgang noch nicht komplett

abgeschlossen ist.

Abbildung 6.5 stellt die Messdaten aller sechs Versuche (drei Temperaturen mit je zwei
Faserwinkeln) gegeniiber. Diese Gegeniiberstellung bildet einen wichtigen Ausgangspunkt
bei der Formulierung der beschreibenden Materialparameter, weil sich anhand dieser
Experimente entscheidende Eigenschaften ablesen lassen. Es zeigt sich, dass sowohl die
Spontanantwort (nach Erreichen des Spannungsmaximums) als auch die Gleichgewichts-
spannung eine starke Abhédngigkeit von der Temperatur und dem Faserwinkel besitzen. Mit
steigender Temperatur verhalt sich das Material weicher und reagiert entsprechend mit
kleineren Spannungen. Dabei lasst sich bereits in der Darstellung von Abbildung 6.5 ein
nichtlinearer Charakter dieser Temperaturabhéngigkeit erkennen. Auch das Relaxations-
spektrum verédndert sich mit steigender Temperatur. Weisen die Spannungsverlédufe bei
¥ = 20°C noch einen signifikanten Abfall zum Ende des Versuchs auf, konnen die Versuche
bei ¥ = 120°C bereits nach der Halfte der Zeit beendet werden, weil die Spannungen
ausrelaxiert sind.

o
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Abbildung 6.5: Verlauf der 1. Piola-Kirchhoff-Spannung tiber der Zeit beim Relaxations-
versuch mit verschiedenen Temperaturen und Faserwinkeln f.

Beim Vergleich zweier Versuche mit gleicher Temperatur aber unterschiedlichem Faserwin-
kel zeigt sich, dass sowohl die Gleichgewichtsspannung als auch die Spontanantwort mit
dem Faserwinkel variieren und bei Versuchen quer zur Faserrichtung kleiner ausfallen als
langs zur Faserrichtung. Eine Darstellung der Spannungsdifferenz ATs3 = ATs5, — ATs3, in



6 Parameteridentifikation 99

Abbildung 6.6 von Versuchen bei gleicher Temperatur aber unterschiedlichen Faserwinkeln
legt zum einen offen, dass diese Differenz anders als in Abschnitt 4.4 nicht nahezu konstant

bleibt und zum anderen, dass sie mit steigender Temperatur abfallt.

8F T T T T ] 9 — 20°C

—— 9 ="70°C
6l | |— w9 =120°C

AT33 [MPa]

9 12

o
w
o -

Abbildung 6.6: Differenz der 1. Piola-Kirchhoff-Spannung zwischen Relaxationsversuchen
in und quer zur Faserrichtung bei verschiedenen Temperaturen.

6.2.3 Modellierung

Die bei der Auswertung der Messdaten gewonnenen Erkenntnisse finden in der Formulierung
der Materialparameter Berticksichtigung. Einen Ansatz fiir die starke Temperaturabhéan-
gigkeit der Schubmoduln G und Gy, liefert die der Arbeit von Landgraf (2015) entnommene
Arkustangens-Funktion fy

fo= (i [arctan (for(¥ =9a)) + g])fm (6.3)

mit den Materialparametern fy; < 0 und fyo sowie der Glastibergangstemperatur vg;.
Letztere wird mit dem fiir Polypropylen iiblichen Wert von ¢ = 0°C belegt (vgl. Ehrenstein
(1999)). Die Variation der Parameter fy1,fy2 beeinflusst, wie stark der Funktionswert von
fo bei steigender Temperatur abfallt. Der Parameter fyo dient einer Normierung von fy
bei Referenztemperatur und lasst sich deshalb unabhéngig von der aktuellen Temperatur

bestimmen
~ 7r
f90 = arctan (fy1 (9 —da1)) + B

Die Materialparameter G und Gy folgen mit
G =G1fy ; Gr =G, fo. (6.4)

Damit unterscheiden sich die einzelnen Schubmoduln lediglich um einen skalaren Vorfaktor,
was sich physikalisch dadurch motivieren lasst, dass diese Steifigkeiten dem Matrixma-
terial zugeordnet werden und dessen Temperaturabhéingigkeit gleich bleibt. Die fir die
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Auswertung der Bilanzgleichungen benétigten Ableitungen nach der Temperatur folgen
mit

fo2-1

Ofs _ fonfoe (fﬂo [arctan(fm(ﬁ Jar)) + ]) (1+ f2,(9-9a)*)",

3 fao

0? fy _ Jorfoe
002 f90

(1+ f5 (0 - 19@1)2)2{

Jon(fo2—1)
foo

-2(9 - ﬁGl)fﬁl(flo [arctan(fm(ﬁ Yal)) + = ])fm_l}.

(fﬂo [arCtan(fm(ﬁ Jan)) + = :I)fﬁz—Q

Mit steigender Temperatur d&ndern sich nicht nur die Steifigkeiten des Matrixmaterials,
sondern auch die viskosen Eigenschaften. Aus diesem Grund wird ein Potenzansatz fiir die
prozessabhéngige Grole z gewahlt

z= zgﬂ Dz ; % = Z—Oln(z) (19 Dz mit:  z,=1K. (6.6)
Dieser greift auf den Materialparameter z; zuriick und sorgt dafiir, dass sich das Material-
verhalten bei steigender Temperatur immer mehr dem Verhalten eines Fluids néhert. Der
Parameter z, dient lediglich der Entdimensionierung. Mit den Gleichungen (6.4) und (6.6)
flieen die Temperaturabhéngigkeiten der isotropen Spannungsanteile in das Materialm-
odell ein. Der anisotrope Spannungsanteil bendtigt allerdings auch eine von der Temperatur
abhangige Formulierung, weil sonst die Spannungsdifferenz von Relaxationsversuchen bei
gleicher Temperatur aber unterschiedlichen Faserwinken bei jeder Temperatur gleich bliebe.
Aus diesem Grund wird die Steifigkeit Er mit einem linearen Ansatz unter Verwendung
der Parameter Epy, Fr, formuliert

OER ?’Er

EF:EF1 —EF2(7.9—’L,§) ) W Z—EFQ ) WZO (67)

Zur Klarung der Frage nach der Anzahl Ny der zu verwendenden Maxwell-Elemente
wird auf eine géngige Technik zuriickgegriffen, die sich in der Arbeit von Landgraf (2015)
findet. Formal zieht die Wahl von N,y Maxwell-Elementen die Einfithrung von 2Ny
Materialparametern mit sich, denn jedes Maxwell-Element besitzt einen Schubmodul Gy
sowie eine Viskositat n bei der zu Grunde liegenden Modellierung aus Kapitel 5. Die
Identifikation einer solch hohen Anzahl von Materialparametern bedingt jedoch in der
Regel eine hohe Anzahl von Experimenten. Diesem Problem lédsst sich mit folgenden

Annahmen begegnen
o die Steifigkeiten aller Maxwell-Elemente sind gleich

» das Relaxationsspektrum verteilt sich dquidistant auf einer logarithmischen Zeitskala
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Fiir die erste Annahme gilt folglich Gy = Gy =--- = Gy, = %‘V‘—]g (nicht zu verwechseln
mit den Materialparametern aus Gleichung (6.4),. Mit dem Parameter Gy wird ein
Schubmodul eingefiihrt, der der Summe aller Schubmoduln G, entspricht. Die Umsetzung
der zweiten Annahme erfordert zunéchst die Festlegung eines Relaxationsbereichs, also
einer minimalen (7T,e;min) und einer maximalen (7, ma.) Relaxationszeit. Da die Rela-
xationsversuche tliber eine Zeitdauer von 12h durchgefiihrt werden und auch am Ende
dieser Versuche noch Relaxationen zu erkennen sind, wird als maximale Relaxationszeit
Trelmaz = 1 - 10°s gewdhlt. Um auch kurzzeitige Geschwindigkeitsabhéngigkeiten zu erfas-
sen, wird fir die minimale Relaxationszeit die Wahl 7, min = 1- 107! s getroffen. Damit
liegen zwischen der minimalen und der maximalen Relaxationszeit sechs Groflenordnungen,
was wiederum eine Empfehlung fir die Anzahl der zu verwendenden Maxwell-Elemente
gibt. Nach der Faustregel 2,5 Maxwell-Elemente pro Groflenordnung des abzubildenden
Relaxationsspektrums ergibt sich somit eine Anzahl von Ny = 15 Maxwell-Elementen.
Die einzelnen Relaxationszeiten 7, folgen mit

k-1
N -1
Trel,max ) Mw

Trel,min

(6.8)

Trel,k = Trel,min (

Uber den Zusammenhang

M = GeTrelk

lassen sich die Viskositdten der einzelnen Maxwell-Elemente direkt ausrechnen. Dank der
beiden Annahmen fiir die Verteilung der Steifigkeiten und der Relaxationszeiten lésst
sich die Anzahl der Materialparameter von 2N,y auf Eins reduzieren, denn lediglich der
Schubmodul G muss identifiziert werden.

6.2.4 Identifikation

Mit den konstitutiven Annahmen des letzten Abschnittes steht eine vollstdndige Beschrei-
bung des viskoelastischen Materialverhaltens bei unterschiedlichen Temperaturen zur
Verfiigung. Die noch zu identifizierenden Materialparameter werden durch Anpassungen an
die Versuchsdaten aus Abbildung 6.5 gewonnen. Hierbei sei erwdahnt, dass die Parameter-
identifikation einer Auswertung der Spannungsgleichung (5.48) bedarf. In diese flieit neben
dem im Relaxationsversuch zu identifizierenden Materialparametern auch der unbekannte

Kompressionsmodul K ein.

Empfehlungen fiir die Identifikation des Kompressionsmoduls sind unter anderem der
Arbeit von Goldberg et al. (2015) zu entnehmen. Da fiir diese Arbeit keine geeigneten
Experimente zur Verfiigung stehen, wird der Kompressionsmodul mit Hilfe von RVE-
Homogenisierungen abgeschétzt. Solch eine Abschétzung wird in Abschnitt 5.5 dargestellt
und liefert einen geschétzten Kompressionsmodul von K » 3000 MPa.
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Eine Fehlerquadratminimierung der vom Materialmodell vorhergesagten Spannungswerte
abziiglich der Messdaten aus den Relaxationsversuchen fiihrt zu den Parametern in
Tabelle 6.1.

Tabelle 6.1: Mit Relaxationsversuchen identifizierte Materialparameter.

Parameter Wert Einheit
G, 379,24 [MPal
Guw 1067,80 [MPa]
Er, 686,01 [MPal
Ep, 4,70 [MPa K-
2 1,05 -]
fo1 -2,14-1072 -]
fo2 9,88-107! -]

Die Parameter z; und fyo weichen nur schwach von ihren Werten in der Referenzkonfi-
guration (jeweils Eins) ab. Thr Einfluss auf die Temperaturabhangigkeit fallt daher klein
aus. Der Wert des Parameters Ep, hingegen lésst eine starke Temperaturabhangigkeit des
anisotropen Spannungsanteils erkennen, da eine Erhéhung der Temperatur auf 120 °C die
zugehorige Steifigkeit Fr von 686 MPa auf 216 MPa sinken lésst. Mit Betrachtung der
Anforderungen an die Polykonvexitat der Energiedichte (5.35), Er > 0, bedarf es einer
Priifung, bei welcher Temperatur Jg, die Steifigkeit Er negativ wird. Diese Temperatur
lasst sich tber die Beziehung Vg, = Ep [Er, ermitteln und liegt mit einem Wert von
¥p, = 145°C bereits im Wirkbereich der Glattungsfunktion mit fp, = 0.

Abbildung 6.7 stellt die Messdaten der Relaxationsversuche mit den zugehorigen Kurven
des identifizierten Materialmodells gegentiber. Bei allen Temperaturen und Faserwinkeln
ist das Materialmodell in der Lage die Messdaten sehr gut abzubilden. Sowohl die Tempe-
raturabhéngigkeit der Schubmoduln als auch die der Steifigkeit Fr werden korrekt erfasst.
Kleine Abweichungen der Kurven aus Experiment und Modell sind lediglich bei den ersten
Stunden der Versuche mit Faserwinkel g = 90° zu erkennen. Ob die Ursachen dafiir in
einer fehlerhaften Modellierung oder aber in unbekannten Messfehlern liegt, bleibt zu

untersuchen.
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Abbildung 6.7: Vergleich des identifizierten Materialmodells mit den Messdaten des FEx-
periments beim Relaxationsversuch fiir verschiedene Temperaturen und

Faserwinkel.

6.3 Bestimmung der kalorischen Eigenschaften

Mit Hilfe von DSC-Versuchen (engl. Differential Scanning Calorimetry) an der Professur
Kunststofte der TU Chemnitz sollen die kalorischen Eigenschaften des Materials bestimmt
werden. DSC-Versuche erfassen die Warmemenge, die bei der thermischen oder chemischen
Umwandlung eines Stoffes entsteht oder abgegeben wird. Grundlagen des Verfahrens
werden unter anderem in der Arbeit von Ehrenstein (2004) erklart. Mit Hilfe der DSC
lassen sich charakteristische Temperaturen wie die Schmelztemperatur oder die Glastiber-
gangstemperatur detektieren sowie Informationen iiber die spezifische Warmekapazitat
des Materials gewinnen. Fir diese Arbeit werden DSC-Versuche bei drei unterschiedlichen
Temperaturraten (9 = 5K/ min, 10K/ min, 20 K/ min) durchgefiihrt. Jeder Versuch besteht
aus zwei Heizphasen und einer Abkiihlphase und zeichnet die zu- oder abgefithrten spezifi-
schen Warmestrome Ppgc/m auf. Die fir die Identifikation relevanten Daten werden erst
nach der ersten Heizphase verwendet, weil sich vorher durch die Fertigung eingebrachte
zusitzliche Energien abbauen konnen und erst danach die reine Materialantwort beobachtet

wird.
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6.3.1 Messdaten und deren Aufarbeitung

Abbildung 6.8 illustriert die bei den DSC-Versuchen gemessenen Wérmestrome tiber dem
Temperaturverlauf. Die Pfeile veranschaulichen den zeitlichen Ablauf des Versuches, das

heifit, die Proben werden zunéchst abgekiihlt und geben dabei Energie ab.

4| |
| | | | |
300 350 400 450 500
¥ [K]

Abbildung 6.8: Gemessene Warmestrome bei DSC-Versuchen mit drei unterschiedlichen

Temperaturraten.

Bei circa 293 K erfolgt der Wechsel zum Aufheizen der Probe und somit muss der Probe
Warme zugefiihrt werden, um die Temperatur zu erhohen. Die Kurven in Abbildung 6.8
zeigen mehrere Abhédngigkeiten von der Temperaturrate auf. Es lasst sich feststellen, dass
der Betrag des Warmestroms mit dem Betrag von 0! steigt. Qualitativ lassen sich die
Verlaufe beim Erstarren und beim Aufschmelzen in nahezu konstante Bereiche und in
Ausschliage (engl. Peak) aufteilen. Die Peaks sind typische Indikatoren von Phaseniibergéin-
gen, bei denen die Auflésung bzw. Bildung der Molekiilstrukturen eine zusétzliche Energie
benotigt. Der Verlauf der Abkiihlung unterscheidet sich sowohl in der Form als auch in
der Position des Peaks vom Aufschmelzen.

Die Ursachen dafiir finden sich im Kristallisationsprozess des teilkristallinen Polypropylens.
Das Aufbrechen einer Kristallstruktur bendtigt im wesentlichen nur eine zusétzliche Energie.
Die Geschwindigkeit, mit der diese Energie zugefiihrt wird spielt dabei keine Rolle. Aus
diesem Grund zeigen die Messdaten auch keinen horizontalen Versatz der Aufschmelzkurve
bei unterschiedlichen Heizraten. Beim Erstarren hingegen sammeln sich die Molekiilketten
des Polypropylens und bilden kristalline Strukturen aus. Diesen Vorgang machen drei
wichtige Prozesse aus - die Keimbildung, das Wachstum sowie die Sekundéarkristallisation
(vgl. Nakamura et al. (1972)). Insbesondere die Keimbildung sowie das Wachstum der
Kristalle hingen jedoch stark von der Abkiihlgeschwindigkeit ab. Aus diesem Grund sinkt
die Peak-Temperatur mit zunehmender Abktihlgeschwindigkeit.
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6.3.2 Modellierung der spezifischen inneren thermischen

Energie
Kristallisationsgrad

Die Messdaten der DSC-Versuche weisen einen groflen Einfluss der Kristallisationskine-
matik auf die kalorischen Eigenschaften des Materials nach. Aus diesem Grund ist der
Kristallisationsgrad ~, der das Volumenverhaltnis von kristalliner Phase zu Gesamtvolumen
angibt, fiir eine realitdtsnahe Abbildung des Materialverhaltens unentbehrlich. Einen ersten
Ansatz zur Modellierung des Kristallisationsgrades v liefert die Arbeit von Avrami (1940)
mit der Gleichung

v =1-exp[-k()t"]

und den darin enthaltenen Parametern k£ und n. Die Avrami-Gleichung beschreibt die
zeitliche Entwicklung des Kristallisationsgrades bei konstanter Temperatur. Sie ist jedoch
so ausgelegt, dass sich mit ihr nur Erstarrungsprozesse ohne Erfassung von Kristallisati-
onsenergien abbilden lassen. Die Arbeit von Patel & Spruiell (1991) gibt eine Ubersicht
verschiedener Abwandlungen der Avrami-Gleichung und deren Anwendung. Mit der Arbeit
von Malkin et al. (1984b,a) erfolgt erstmals eine Beschreibung des Kristallisationsgrades

iiber eine Differentialgleichung der Form

v =F(v,9).

Die homogene Losung dieser Differentialgleichung liefert den Gleichgewichtskristallisations-
grad 7eq bei konstanter Temperatur. Im Gegensatz zur Avrami-Gleichung erlaubt dieser
Ansatz die Abbildung des Erstarrungs- und des Schmelzprozesses. Die Autoren in Piccarolo
et al. (1992) greifen das Modellierungskonzept auf und beschreiben die Entwicklung des
Kristallisationsgrades mit

U — 0
V-9

7= f)(ea(¥) =) mit: yeq(9) =€ (6.9)

Die Wahl der einzelnen Funktionen und Parameter kann der Arbeit entnommen wer-
den. Gleichung (6.9) ermoglicht einen einfachen Zugang zu einer Evolutionsgleichung des
Kristallisationsgrades. Solange der aktuelle Kristallisationsgrad v vom Gleichgewichtskris-
tallisationsgrad abweicht, verindert er sich iiber der Zeit. Die Anderung kann sowohl in
positive als auch in negative Richtung stattfinden, wodurch der Ansatz zur Abbildung
von Erstarrung und Aufschmelzen geeignet ist. Da 7, in der Arbeit von Piccarolo et al.
(1992) jedoch nur von der Temperatur abhingt, unterscheiden sich die resultierenden
Wiérmestrome beim Modellieren der Erstarrung und des Aufschmelzens lediglich um das
Vorzeichen.

Die Autoren in Lion & Johlitz (2016) wahlen einen abweichenden Ansatz zur Modellierung
der kalorischen Eigenschaften. Ausgehend von einer Aufteilung des Materials in drei
Phasen (vgl. Wunderlich (2003)) werden zwei innere Variablen zur Beschreibung des
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Kristallisationsgrades sowie der amorphen Phase eingefithrt. Nach Vorgabe der spezifischen
Warmekapazitat der einzelnen Phasen, anschlieBender Integration zur Gewinnung der freien
Gibbs’schen Energien und Einsetzen in die CDU ergeben sich so die Evolutionsgleichungen
zur Bestimmung der inneren Variablen. Dieser Ansatz bildet beispielsweise die Tatsache
ab, dass der Kristallisationsgrad bei sehr hohen Abkiihlraten einen deutlich kleineren Wert
annimmt als bei niedrigen Abkiihlraten. Allerdings wird auch hier keine Unterscheidung

zwischen Erstarrung und Aufschmelzen getroffen.

Der in dieser Arbeit gewéhlte Ansatz wird sich an dem Grundprinzip der Gleichung (6.9)
orientieren und eine zusatzliche Fallunterscheidung zwischen dem Erstarren und dem

Aufschmelzen einfithren.

Aufarbeitung der Messdaten

Zunéchst erfolgt jedoch eine weitere Aufarbeitung und Einordnung der experimentell
gewonnenen Daten. Mit Blick auf den 1. Hauptsatz der Thermodynamik in lokaler Form
unter Annahme konstanten Druckes (p = 0) und keiner Warmequellen lasst sich der
DSC-Versuch mit der Differentialgleichung

Qeﬁz—Y'QN

beschreiben. Eine Uberfithrung in die globale Form des Hauptsatzes fithrt in Analogie zur
Arbeit von Lion & Johlitz (2016) auf den Zusammenhang
_ Posc

6= —2C. (6.10)

Gleichung (6.10) legt dar, dass der wahrend des DSC-Versuches gemessene Warmestrom
der spezifischen inneren Energierate entspricht. Die daraus resultierende spezifische innere

Energie liasst sich durch Integration iiber der Zeit gewinnen

eﬁ:feﬁdt

und wird in Abbildung 6.9 fiir die Abkiihlphase dargestellt. Die darin kenntlich gemachten
Energiespriinge Ae,, entsprechen der wéhrend der Kristallisation freigesetzten Energie und
weisen eine nichtlineare Abhéngigkeit von der Abkiihlgeschwindigkeit auf. Es sei erwahnt,
dass sich die folgenden Betrachtungen auch beim Aufschmelzen anstellen lassen, aber aus

Griinden der Ubersichtlichkeit auf deren explizite Darstellung verzichtet wird.
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Abbildung 6.9: Durch Integration gewonnene spezifische innere thermische Energie beim
Erstarrungsprozess (links) sowie Abhéangigkeit der Kristallisationsenergie

von der Temperaturrate (rechts).

Ansatz der inneren thermischen Energie

Das Grundgeriist der konstitutiven Beschreibung der kalorischen Eigenschaften liefert der

Ansatz der inneren thermischen Energie

V2 V2
€9 = ey, +Ae s+ (cﬁlsﬁ + 019253) Y+ (0191#9 + CgQF?) “(Ymax —7Y) - (6.11)

Die darin enthaltene konstante Energie ey, entfallt bei der zeitlichen Ableitung der inneren
thermischen Energie und wird zweckméfligerweise zu Null gewahlt. Der maximal erreich-
bare Kristallisationsgrad V., wird zu Eins gesetzt. Es sei erwahnt, dass es sich dabei um
eine zweckméaflige Modellannahme handelt, die von den tatsdchlichen maximalen Kristalli-
sationsgraden teilkristalliner Thermoplaste abweicht. Das hier formulierte Modell fir die
kalorischen Eigenschaften wird nicht berticksichtigen, dass bei grofien Abkiihlgeschwin-
digkeiten Kristallisationsgrade unterhalb des maximal moglichen Kristallisationsgrades
resultieren.

Die Ausdriicke in den Klammern lassen sich den Phasen vor und nach der Kristallisation
zuordnen. Die Indizes der Koeffizienten ¢y beziehen sich auf den Polynomgrad des
zugehorigen Temperaturterms sowie die solide oder fliissige Phase. Der Energiebetrag
Ae7 5 wird eingefiihrt, um den nichtlinearen Charakter der Kristallisationsenergie Ae,
bezogen auf die Abkiihlgeschwindigkeit abzubilden.

Die Ableitung von Gleichung (6.11) nach der Zeit liefert die spezifische innere Energierate

€y = Aew. <Y+ [AeWé + (01913 - CﬂlF)/ﬁ + (61925 h Cl%F)E:I Y (612)

+ |:(Cl91s + 6192519) -yt (6191F + 0192F7’9) : (1 - 7)] : 19 .
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Der dritte Summand dieser Gleichung lédsst sich in Abbildung 6.8 den nahezu konstanten
Bereichen zuordnen wéhrend der zweite Summand den Warmestrom der Peaks abziiglich
des konstanten Bereichs beschreibt. Der erste Summand der Gleichung (6.12) spielt im
Vergleich zu den anderen Termen eine untergeordnete Rolle.

Fiir den Energiebetrag Aey g wird ein exponentieller Ansatz der Form

Ae_; = Aew- exp [-A |19|] +Ae ; (6.13)
mit den Parametern Ae Ae Ae "5, gewdhlt. Die exponentielle Abhéangigkeit von 0
gewahrleistet sinnvolle obere und untere Schranken fiir den Fall sehr langsamer bzw. sehr
schneller Temperaturdnderungen. Die Ableitung von Gleichung (6.13) ergibt sich zu

_ 9 -
Aew- = —AeW-OAe - exp[-Ae_; |19|] |§ (6.14)
und ist wegen der Betragsfunktion fiir isotherme Prozesse nicht definiert. Da die Rate Ae ;
v
aber ohnehin keinen signifikanten Beitrag zur Rate der spezifische inneren thermischen
Energie leistet, wird sie bei der Modellierung auflen vor gelassen.

Modellierung des Kristallisationsgrades

Weil sich die wahrend der Kristallisation umgesetzte Energie aus dem Produkt von Ae,
und v zusammensetzt und der Wertebereich des Kristallisationsgrades zweckmaéfigerweise
auf das Intervall v € [0,1] gelegt wird, lassen sich die Verldufe des Kristallisationsgrades
vpsc wahrend der DSC-Versuche rekonstruieren. Abbildung 6.10 stellt die Verldufe von
psc Uber der Temperatur fir die unterschiedlichen Abkiihlgeschwindigkeiten dar (links).
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2 M 1% 394 :
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<02 17
0f | 392 |- .
| | | | | | 390 [ | | | T i
380 385 390 395 400 405 5 10 15 20
0 [K] 9 [
min
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Abbildung 6.10: Im Experiment ermittelter Verlauf des Kristallisationsgrades (links) sowie
Abhéngigkeit der Peak-Temperatur von der Temperaturrate (rechts).
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Bei hohen Temperaturen, also im fliissigen Bereich, existieren keine Kristalle und dement-
sprechend ist ypgc = 0. In der festen Phase hingegen erreicht ypge sein Maximum von Eins.
Die Kristallisation findet iiber einem Temperaturbereich Ad, statt, der mit steigender
Abkiihlgeschwindigkeit zunimmt. Der steilste Anstieg des Kristallisationsgrades lésst sich
bei der Peak-Temperatur v, beobachten. Das rechte Diagramm in Abbildung 6.10 lasst
eine nichtlineare Abhéngigkeit der Peak-Temperatur von der Temperaturrate erkennen.
Im Gegensatz zur Erstarrung weisen Ad),, und 9, keine Abhéngigkeit von der Heizrate
beim Aufschmelzen auf.

Diese Erkenntnisse motivieren eine exponentielle Ansatzfunktion fiir die Peak-Temperatur
Q9p :ﬁpo—ﬂpl(l — exXp [—ﬁp2|19|]) —ﬁpgg (615)

mit den Parametern 9,;,0p2,0,3 und der Temperatur v,o, welche der Peak-Temperatur
beim Aufschmelzen entspricht. Weiterhin wird eine Unterscheidung der Temperaturbereiche
A, fir die solide Phase und Av,p fiir die fliissige Phase getroffen, wobei letztere eine
lineare Abhéngigkeit von 9 besitzt

A= Ay, + A, - 0] (6.16)

und auf die Parameter Ad. gz und Ad,p zuriickgreift.

Fir die Evolutionsgleichung des Kristallisationsgrades wird ein der Arbeit von Piccarolo
et al. (1992) entnommener Ansatz eingefiihrt

T2~ (a8 =) (617)

Der darin enthaltene Parameter 7 fungiert als Dadmpfung und wird fiir Erstarrung (77) und
Aufschmelzen (7g) unterschiedlich bestimmt. Der Ansatz (6.17) ist so zu verstehen, dass
der Kristallisationsgrad ~ einem temperaturabhéngigen Gleichgewichtskristallisationsgrad
Veq folgt. Mit der Festlegung der Identitét

Yeq = YDSC

reduziert sich die Wahl von v, auf eine Funktion, die die experimentell ermittelten Verlaufe
von Ypsc abbildet. Abbildung 6.11 illustriert das Zusammenspiel der in Gleichung (6.17)
enthaltenen Terme an charakteristischen Punkten wihrend eines DSC-Versuches. Die
Evolutionsgleichung bleibt konsistent bei kompletten Durchldufen des DSC-Versuches. Da
sich v.q bei ein und derselben Temperatur aber unterschiedlichen Phasen unterscheidet,
wird sowohl fiirs Erstarren als auch fiirs Aufheizen ein Ansatz formuliert. Fiir eine korrekte
Zuordnung der Phase erfolgt ein Vergleich mit der Statusvariable Spy, (vgl. Tabelle 5.2).

Es verbleibt die Aufgabe, Funktionen fiir 7.q zu finden. Die Kurven des experimentell

ermittelten Kristallisationsgrades in Abbildung 6.10 lassen einen Verlauf erkennen, der

denen von Sigmoid-Funktionen &hnelt. Als Vertreter solcher Funktionen sind beispielsweise
x

1+ |z

fi(x) =tanhz : fo(x) = %arctan gx : fa(x) =
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300 350 400 450 500
0 [K]

Abbildung 6.11: Darstellung charakteristischer Konstellationen der Parameter 7,Yeq,7-

zu nennen. Thnen gemein ist der typische S-Schlag zwischen den Funktionswerten —1 und 1
mit mehr oder weniger steilen Anstiegen. Fiir die Abbildung von 7., taugen sie allerdings
nur bedingt, weil der Ubergang von minimalem zu maximalem Funktionswert auf dem
Temperaturbereich Ad,, erfolgen muss; sich der zugehorige Definitionsbereich bei den
Sigmoid-Funktionen aber nicht genau einstellen lasst. Eine Alternative dazu bietet die fiir
fpn bereits eingefiihrte Smooth-Step-Funktion

1, £<0
T — X
Yeq =11 -&3(10- 156 +6£2), 0<¢&<1 ; §= . (6.18)
1 — X
0, E>1
Die darin enthaltene Koordinate x folgt aus der Temperatur iiber die Beziehung
2(19 — ﬁp)
= 6.19
=S (6.19)

und setzt die relative Position der Temperatur ¥ im Intervall A, um die Peak-Temperatur
Y, in Bezichung zu dem Intervall [zg, z1]. Mit der Wahl z = -1 und z; = 1 fiir die fliissige
Phase bewegt sich ¢ im Bereich von Null bis Eins wahrend der Kristallisation. Beim
Prozess des Aufschmelzens bedarf es weiterer Modifikationen der Smooth-Step-Funktion,
weil sich die Peak-Temperatur auflermittig von Av.,, befindet. Ausgehend von zwei weiteren
zu bestimmenden Koordinaten xgy und x;9 sowie dem Parameter m folgen die angepassten

Koordinaten xg und x; tiber die Beziehungen

m) ; x1 = max(x,zy) . (6.20)

T = max (ZEoo, r—m:-
T10 — Too

Alle anderen Koordinaten werden wie gewohnt bestimmt. Abbildung 6.12 veranschaulicht

den Einfluss der Parameter m, xoo und x;¢ auf die resultierende Funktion fir veq. Mit den

Werten m > 2 und wgo/10 = -1.0/1.0 lassen sich die gleichen Verlaufe erzielen wie fiir die

Erstarrungskurve.
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08|

g
2
0,4 | =00/10 = -1.0/1.0
—m =20
02 -m=1s5
——=- m=1.0
.......... m =0.5
Of]--=--m=01
| |
-1 -0,5

Yea

0,8

0,6

0,4

0,2

20010 = ~1.0/1.0 [
-+ @10 = ~1.5/0.5

S [ 200 10 = ~0.5/0.5

- == @010 = 0-5/1.5 | %,

-1 -0,5 0
x

Abbildung 6.12: Einfluss der Smooth-Step-Parameter auf den Gleichgewichtskristallisati-

onsgrad.

6.3.3 Identifikation der Materialparameter

Fiir die Identifikation der eingefithrten Materialparameter wird eine Fehlerquadratminimie-
rung unter Zuhilfenahme der FORTRAN-Bibliothek MINPACK durchgefithrt. Die dafiir

zu minimierende Zielfunktion erfasst die Abweichungen der gemessenen Wérmestréme von

den spezifischen inneren Energieraten des Materialmodells so wie die Unterschiede zwischen

der durch Integration gewonnenen spezifischen inneren Energie aus dem Experiment von

der des Materialmodells. Tabelle 6.2 fiihrt die identifizierten Materialparameter auf.

Tabelle 6.2: Mit DSC-Versuchen identifizierte Materialparameter.

Parameter Wert Einheit Parameter Wert Einheit

Upo 441,135 K] oo -15,293 ]

Ip1 16,119 K] 10 0,001 -]

Vo 4,658 [s K] m 0,186 ]

Up3 36,393 K] Cors -1,108 [Jg 'K
Ay 84,093 K] Coys 0,009 [Jg 'K
Ay g, 7,386 (K] Coyp 2902 [Jg 'K
AV g, 6,599 [s] COypr -0,001 [Jg K2

Tg 5,817 [s] Aew-o 356,587 [Jg]

TR 8,088 [s] Aew-l 0,053 [s K71

Aew-2 373,942 [Jg]

Es sei erwahnt, dass einige dieser Parameter auch durch blofles Ablesen aus den Messdaten

gewonnen werden konnten (beispielsweise die Peak-Temperaturen), aber die Identifika-

tion fiir alle Parameter gleichzeitig erfolgt. Dass dabei trotzdem ein Minimum gefunden
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wird, unterstreicht den robusten Charakter des Materialmodells und deutet auf wenig

Korrelationen der Parameter untereinander hin.

Die Grafen der beiden Diagramme in Abbildung 6.13 stellen das identifizierte Material-
modell den Messdaten gegentiber. Sowohl der Vergleich der spezifischen inneren Energierate
(links) als auch der spezifischen inneren Energie (rechts) zeigen eine sehr gute Uberein-
stimmung des Materialmodells mit den Messdaten auf. Sowohl die Bereiche aulerhalb der
Kristallisation als auch die Phasen der Kristallisation werden korrekt beschrieben. Die
Positionen der Peaks sowie deren Hohen stimmen sehr gut mit denen der Messdaten tiber-
ein. Einzig bei den spezifischen inneren Energien lasst sich nach Ablauf des Versuches ein
Versatz erkennen. Dieser ist aber auch auf den unterschiedlichen Temperaturverlauf bei Ex-
periment und Simulation zuriickzufithren. Wéahrend die Temperaturrate beim Experiment
kontinuierlich verandert wird, erfolgt der Wechsel bei der Simulation schlagartig.

w
g
R

o - — 200 -
S 3

—2 |
—400 -

4 |- ,

| | | | |
300 350 400 450 500
¥ [K]
- -- Experiment —— Modell

Abbildung 6.13: Vergleich des identifizierten Materialmodells mit den Messdaten der DSC-
Versuche anhand der spezifischen inneren thermischen Energierate (links)
und Energie (rechts).

Da die Identifikation der Materialparameter in Tabelle 6.2 auf den Messdaten von DSC-
Versuchen mit nur drei Temperaturraten basiert, erfolgt eine Priifung des Materialver-
haltens auflerhalb dieses Temperaturratenbereiches. Aus diesem Grund werden in Ab-
bildung 6.14 die spezifischen inneren Energieraten fiir ¢ ¢ {1,15,60}K/min mit denen
der experimentellen Basis (graue Fléche) verglichen. Sowohl die Kurve fiir 9 =15 K/ min
als auch die fiir ¢ = 1K/min liegen innerhalb der grauen Flache. Mit sinkender Tem-
peraturrate nehmen die Warmestrome ab und der Peak der Kristallisation verschiebt
sich nach rechts. Der Peak beim Aufschmelzen behélt wie erwartet seine Position. Eine
Erhéhung der Temperaturrate auf 9 = 60 K/min zieht eine Erhohung der spezifischen
inneren Energieraten sowie eine Verschiebung der Peak-Temperatur der Kristallisation
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nach links nach sich. Simulationen bei 9 = 300 K/min zeigen einen dhnlichen Trend! mit
dem Unterschied, dass sich die Peak-Temperaturen nicht mehr wesentlich &ndern. Dieses
Verhalten lédsst sich dem exponentiellen Charakter der Gleichung (6.15) zuordnen und
verhindert ein Abfallen der Peak-Temperaturen in Bereiche, die sich physikalisch nicht
mehr plausibel erklaren lassen.

9 = 1K/ min ||

¥ = 15K/ min

9 = 60K/ min
| | I I I
300 350 400 450 500

0 [K]

Abbildung 6.14: Vergleich des identifizierten Materialmodells fiir variierende Temperatur-
raten (Kurven) mit experimenteller Basis (graue Fliche).

6.3.4 Ableitung nach der Temperatur

Mit Blick auf die Implementierung der kalorischen Materialeigenschaften in die FE-
Umgebung wird die Ableitung der spezifischen inneren thermischen Energie nach der
Temperatur benotigt. Die Ableitung von Gleichung (6.11) liefert zunachst

ey 9?2 92\ Oy
% = [Aew- + (6191519 + 01925?) - (CﬁlFﬁ + 01921,?)] : 8_19

+7 (61915 + 0192519) + (1 - 7) ) (0191F + 6792F/l9)

und benoétigt die partielle Ableitung des Kristallisationsgrades nach der Temperatur. Es
sei erwahnt, dass auf die Ableitung des Terms Ae«Y 5 nach der Temperatur verzichtet
wird, weil dieser vernachlassigbar klein ist. Einen Zugang zur Ableitung 9+v/0¢ bietet die
Differentialgleichung (6.17). Unter Verwendung des Euler-Riickwérts-Verfahrens folgt eine
explizite Formel zur Bestimmung des Kristallisationsgrades zum neuen Zeitpunkt ¢ + At

1 At

t+At t+At
S
1+4t] 71

Yeq + W]

und somit gilt fiir die Ableitung nach der Temperatur

8t+At7 ~ 1 aHAtrqu
aHAtQ? - 1+ ALt 8t+At19 :

! Aus Griinden der Ubersicht entfillt deren Darstellung in Abbildung 6.14.
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Nachfolgend entfallen aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Indizes des Zeitpunktes sofern
dadurch keine Missverstiandnisse entstehen. Die Ableitung des Gleichgewichtskristallisa-
tionsgrades nach der Temperatur geschieht iiber die Kettenregel und die Ableitung der
relativen Koordinate £ nach der Temperatur

) 0, £<0
;Eq = 1[-3062+ 6062 - 306*]- 55, 0<&< 1.
0, £21

Von hier an bedarf die weitere Ableitung einer Unterscheidung zwischen dem Prozess des
Erstarrens und des Aufschmelzens, weil sowohl die Werte von xy und z; als auch ¥, und
A, fiir beide Prozesse unterschiedlich definiert sind.

Erstarren
o 1 do
90 x-xo AV
de _0x 2 99, 2(9,-9) 0AVp
dv 99 AYyp 0V AIS%F ov
% 2
oY A, )
09 in. v .1
a—é’ = —0p1 - U2 - exp[-0pa|0]] - Wi a0 0
-A .
Aufschmelzen

%_ 1 _%+ T - _8x0+ To—T .8301
819_371—.’170 oY (.361—1'0)2 o (Ll'l—l'o)2 oY

e L10~Z00
v [1— 1 ]-g—g, sonst.

Z10—Z00

d
Ory {£7 T 2T

oY 0, sonst.
d_x 2
dv AV

Damit stehen alle Terme zur Ableitung der spezifischen inneren Energie nach der Tem-
peratur zur Verfiigung. Es sei darauf hingewiesen, dass isotherme Vorgénge mit 9 =0
gesonderte Behandlungen der Terme mit 9 / ]19\ erfordern. Eine Moglichkeit dafiir bietet die
Verwendung einer e-Umgebung, innerhalb derer die Ableitungen von & nach der Temperatur
gleich sind

9
0

_ %

. T mit: |ef < 1Ks™, sign(e) = sign(zé).
[9]<lel

[91=]e]
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6.4 Bestimmung der Warmeleitfahigkeit

In Ermangelung geeigneter Experimente wird fiir die Bestimmung der Warmeleitfahig-
keit auf die in Abschnitt 4.5 beschriebene RVE-Homogenisierung zurtickgegriffen. Das
vom RVE beschriebene Volumen wird mit Hilfe von 60° Elementen diskretisiert und
die zu Grunde liegende FOV entspricht einem zweiten Moment der FDF mit den Ko-
effizienten [Ay] = diag(0 0 1), also einer unidirektionalen FOV. Den beiden Phasen
des RVE werden entsprechend der Herstellerangaben die beiden Warmeleitfahigkeiten
A1 =0,11723W/(mK) und Ay = 1,0W/(mK) zugewiesen. Eine Auswertung der effekti-
ven Warmestrome und Temperaturgradienten entsprechend Gleichung (3.55) liefert die

Koeffizientenmatrix
0,1710 10,0001 -0,0006

[Mes] =] 0,0001 0,1704 0,0009
-0,0006 0,0009 0,2723

An Hand dieser Koeffizientenmatrix lassen sich die Materialparameter A\, und A\, (vgl.
(5.61)) direkt ablesen

W
)\H :0,272R
W
A =0,171 —
1 ) IIIK

Die RVE-Homogenisierungen zeigen demnach, dass Warmestrome bei unidirektionaler
FOV in Faserrichtung ungefahr 1,6-mal schneller geleitet werden als senkrecht dazu.
Es sei darauf hingewiesen, dass Gleichung (5.61) zwar den Warmeleitungstensor in der
Referenzkonfiguration beschreibt, bei den RVE-Homogenisierungen zur Bestimmung der
Warmeleitfahigkeit jedoch keine Deformationen auftreten und somit Referenzkonfiguration

und aktuelle Konfiguration tiibereinstimmen.

Abbildung 6.15 stellt den Betrag des Wéarmestroms dar, wenn ein Temperaturgradient in
3-Richtung aufgebracht wird.

g in [Wm~2]

Abbildung 6.15: Betrag des Wéarmestromvektors bei Aufgabe eines Temperaturgradienten
in 3-Richtung.
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Obwohl die Fasern nur auf Ebene der Gaufipunkte zugewiesen werden, lassen sich deren
Lage und Geometrie deutlich erkennen, weil sie hohere Warmestrome aufweisen als das

Matrixmaterial.

6.5 Messung der Referenzdichte

Fiir die Bestimmung der Referenzdichte ¢ wird eine Ringprobe mit klar definierter Geo-
metrie gewogen. Das Verhaltnis von gemessener Masse zu Volumen der Ringprobe liefert
die gesuchte Dichte g in der Referenzkonfiguration bei ¥ = 20°C. Abbildung 6.16 stellt die
Mafe der Ringprobe dar.

R 5,015 R 10,005

6,12

Abbildung 6.16: Mafle der zur Dichtebestimmung herangezogenen Ringprobe.

Sowohl die beiden Radien als auch die Hohe wurden mit Hilfe eines Messschiebers be-
stimmt. Durch Multiplikation der Grundflache mit der Hohe lasst sich das Volumen V,
der Ringprobe ausrechnen

Vo=7-h-(R?>-R?)=1441,026 mm?.

Dabei sind R, der Auflenradius, R; der Innenradius und h die Hohe. Das Wiegen der
Ringprobe ergibt eine Masse m, = 1,486 g. Damit lisst sich die Dichte iiber g = m,/V,

ausrechnen

&

g =1,0312—=
cm

6.6 Ubersicht der identifizierten Materialparameter

Folgend werden alle identifizierten und eingefiithrten Materialparameter aufgelistet.
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Thermische Deformation

Oy = eXp[Oéu (79 - 790)]

Ausdehnungsfunktion
¢, =expla, (J-1do)]
Q= 5,623 . 10_5 K_l
Ausdehnungskoeffizient A
a, =1,015-10*K™!
Steifigkeiten
Kompressionsmodul K =3000 MPa

Schubmodul, s. Gl. (6.4)

Schubmodul Maxwell-Elemente

E-Modul, s. Gl. (6.7)

G, = 379,24 MPa

GMW = 1067,80 MPa

Er, = 686,01 MPa
Ep, = 4,70 MPaK™!

for=-2,14-1072
Temperaturfunktion, s. Gl. (6.3)

fo2 = 0,988
Viskositit
Prozessgrofe, s. Gl. (6.6) 2z = 1,05

Warmeleitfahigkeit

)\H = 0,272Wm_1 K_l
Koeflizienten

A =0171Wm K™
Dichte
Dichte 0=10312gcm™
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Kalorische Eigenschaften

Peak-Temperatur, s. Gl. (6.15)

Temperaturbereich Kristallisation,
s. GL (6.16)

Dampfung

Parameter Smooth-Step-Funktion
beim Aufschmelzen

9,0 = 440,236 K

9,1 = 16,119K
0pp = 4,658 K
9,3 = 35,494 K

AV,s = 50,573K
AV, = 3,693K
AV, = 3,299

Tg =5,817s
T = 8,088s

Too = —12,701
T10 = 0,018
m = 0,155

Cos = 1,108 g K
Coys = 0,009] g K2

Wiérmekapazitaten o1
cop =2,902Jg7 K
Co,p =—0,001 T g 1 K2
Ae : =400,743] g™
ratenabhéngige iy ’ &
Kristallisationsenergie Ae 5, = 0,047s K™
7792 ’
Temperaturen
Referenztemperatur U =293K
Schmelztemperatur dg =19,
Us1=1Vs
Grenztemperaturen
Vg0 =1¥s1 — 20K
Glastibergangstemperatur Pa =273 K
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7 Anwendung in einer FE-Umgebung

Dieses Kapitel widmet sich der numerischen Umsetzung des Stoffgesetzes innerhalb der
FE-Umgebung ABAQUS sowie der Simulation eines Kettenglieds, welches im Spritzguss
hergestellt wird. Zunéchst wird die Ubertragung der konstitutiven Gleichungen von der
Referenzkonfiguration auf die fiir ABAQUS bendtigte Momentankonfiguration erlautert.
Am Beispiel einer rotierenden Platte werden anschliefend Aspekte der Anisotropie auf
korrekte Umsetzung gepriift.

Die Simulation der Abkiihlung eines Kettenglieds dient der Veranschaulichung der Eigen-
schaften des Materialmodells bei einem realen Anwendungsfall. Insbesondere soll untersucht
werden, inwiefern sich eine Variation des Einspritzpunktes auf die Eigenschaften des Ket-

tenglieds auswirkt.

Abschlielend wird das Verhalten des Kettenglieds bei grofien zyklischen Deformationen
dargestellt. Letzteres Beispiel besitzt keinen Anspruch, eine reale Betriebslast wiederzu-
geben. Vielmehr dient es dazu, den Effekt der Selbsterwérmung und den Einfluss der
Faserorientierungsverteilung herauszustellen.

7.1 Numerische Umsetzung des Stoffgesetzes

Die numerische Umsetzung des Stoffgesetzes innerhalb der Simulationsumgebung ABAQUS
erfolgt mit Hilfe der Nutzerschnittstellen SDVINI, UMAT und UMATHT. Die Routine
SDVINTI dient der Bereitstellung und Initialisierung der Statusvariablen aus Tabelle 5.2. Die
Spannung, dissipative Anteile in Folge mechanischer Deformation sowie deren Ableitungen
nach der Verzerrung und Temperatur werden in der Schnittstelle UMAT definiert. Der
Routine UMATHT schliellich obliegt die Entwicklung der inneren thermischen Energie
sowie des Warmestroms in Folge von Warmeleitung. Da ABAQUS das thermomechanische
Feldproblem in der aktuellen Konfiguration mit Hilfe eines Updated-Lagrange-Algorithmus
(vgl. Abaqus (2014b)) 16st, bedarf es einer Ubertragung der konstitutiven Gleichungen.
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7.1.1 Groflen der Schnittstelle UMAT

Die Nutzerschnittstelle UMAT verlangt eine Aktualisierung der Spannungen im Feld?
STRESS sowie der dissipativen Anteile im Feld RPL. Als Spannungsmafl wird die Cauchy-
Spannung ¢ erwartet, welche aus der zweiten Piola-Kirchhoff-Spannung mit Hilfe der

Push-forward-Operation
1

T

folgt. Die dissipativen Anteile lassen sich der Ubertragung des Terms R in die Momentan-

SE-T-FT (7.1)

Hq

konfiguration zuordnen. Die integrale Betrachtung der Definitionsgleichung (5.66) von R
unter Beachtung des Zusammenhanges (2.24)

[ﬁdv:fj dv_pgsdv,

RAV = D dVv - 19 dv
/Jg g 3 J QS

erlaubt die Identifikation des gesuchten Terms

R = —R 7.3
- (73)

Die Ableitung k der Spannung nach der Verzerrung wird dem Feld ddSddE tibergeben.

Sie resultiert aus der Ubertragung der Materialtangente g—:g und wird in der Arbeit von
Ihlemann (2014) wie folgt beschrieben -

k= 2{(F0FT)S”‘ :

Q| ©
SIS,

~(EToE)™ + (g0 I)S""‘} - (7.4)

Den Zugang zu dieser Gleichung verschaffen die Betrachtung der zeitlichen Ableitung der
Lagrange’schen Grofle sowie der Zusammenhang (2.30) zwischen der Rate des rechten
Cauchy-Green-Tensors und dem Tensor der Forménderungsgeschwindigkeiten. In dhnlicher
Weise lisst sich die Ableitung von R nach der Verzerrung x herleiten

. 10R R J5
R’Jgag = ngg ¢
:il@_ﬁcl
JloC 2= | = (75)
2 [oR R
=—F-|—=-=C'F'-C
J3= [aC’ 2= ] =

und in das Feld dRPLdE iibergeben.

2Im Zusammenhang mit Nutzerschnittstellen von ABAQUS ist der Begriff ,,Feld“ als Array-Variable vom
Typ REAL mit doppelter Maschinengenauigkeit zu verstehen.
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Die Ableitungen der Spannung (ddSddT') sowie der dissipativen Anteile (dRPLdT) nach

der Temperatur folgen mit den Gleichungen

do 1 _ 0T OR 10R
= _fp.=.f"T . gLt )
09 = 09 = ’ 09 J3 09 (7.6)

7.1.2 Groflen der Schnittstelle UMATHT

Die Nutzerschnittstelle UMATHT aktualisiert die spezifische innere thermische Energie
im Feld U sowie den Vektor des Warmestroms in Folge von Warmeleitung im Feld FLUX.
Weiterhin verlangt sie die Ubergabe der Ableitungen nach der Temperatur (dUdT, dFdT)
sowie nach dem Temperaturgradienten (dUdG, dFdG). Die Modellierung der spezifischen
inneren thermischen Energie wird von Gleichung (6.11) beschrieben. Sie besitzt keine
Abhéngigkeit vom Temperaturgradienten, weswegen die Ableitung nach V(¢) zu Null
gesetzt wird. Die Ableitung nach der Temperatur wird in Unterabschnitt 6.3.4 dargelegt.

Der Wérmestrom ¢ in der Momentankonfiguration folgt nach dem Fourier-Modell (vgl.
Holzapfel (2010)) mit
g=-2-V(). (7.7)

Die Bestimmungsgleichung fiir den Tensor A der Wéarmeleitung in der Momentankon-
figuration findet sich in Gleichung (5.62). Der lineare Zusammenhang zwischen ¢ und
V (V) begriindet die Ubergabe von —) als Materialtangente an das Feld dFdG. Da q keine
Abhéangigkeit von der Temperatur besitzt, entfillt die Ableitung nach der Temperatur.

7.1.3 Verhalten bei groflen Rotationen

Am Beispiel einer rotierenden Platte soll die korrekte Erfassung der anisotropen Wéarme-
leitung sowie der anisotropen thermischen Ausdehnung demonstriert werden. Die Platte
(vgl. Abbildung 7.1) setzt sich aus zwei Teilbereichen zusammen und erfdhrt wéhrend der

Simulation eine Rotation R

cosp —sing 0
[Rap] =|sinp cosep 0| mit: ¢e[0°90°] (7.8)
0 0 1

um die 3-Achse.
Wairmeleitung einer rotierenden Platte

Fiir das Beispiel der Warmeleitung wird der Winkel ¢ iiber eine Zeit von 1000s linear
von 0° auf 90° erh6ht. Den Teilbereichen werden die Anfangstemperaturen ¢; = 350 K
und vy = 293 K zugewiesen, sodass sich ein Warmefluss von Innen nach Auflen einstellt.

An den dufleren Rdndern der Platte kann keine Warme abfliefen, weswegen sich die
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U2

. O )
L, "

Abbildung 7.1: Anfangs- und Randbedingungen der rotierenden Platte.

[l

Temperaturen beider Teilbereiche anndhern. Jedem Materialpunkt wird ein zweites Moment
[A,,] = diag(1 0 0) der Faserdichtefunktion hinterlegt, so dass in der Referenzkonfiguration
alle Fasern parallel zur 1-Achse orientiert sind. Die Platte wird lediglich rotiert, aber in

jeglicher Ausdehnung behindert.

Abbildung 7.2 stellt das Temperaturfeld der rotierenden Platte nach 500s und 1000 s
dar, also bei einem Drehwinkel von 45° und 90°. Wahrend nach der Hélfte der Zeit der
Kern noch immer nahezu seine Anfangstemperatur besitzt, wurde ihm zum Ende der
Simulation deutlich Wéarme entzogen. Das Temperaturfeld im Inneren der Platte nimmt
eine elliptische Form ein, was auf die Anisotropie der Warmeleitfahigkeit zurtickzufithren
ist. Die grofle Hauptachse der Ellipse liegt zu jedem Zeitpunkt parallel zu der Kante der
Platte, die urspriinglich in die 1-Richtung zeigte. Sie erfahrt also die Rotation I und zeigt
somit, dass die anisotropen Eigenschaften der Warmeleitfahigkeit bei groffen Rotationen
korrekt erfasst werden.

¥ in [K]
348

339

330

320

311

302

293

(a) 5005 (b) 1000

Abbildung 7.2: Temperaturfeld der rotierenden Platte in Kelvin nach 500s und 1000s.

Thermische Dehnung einer rotierenden Platte

In einem zweiten Beispiel soll die Anisotropie der thermischen Dehnung herausgestellt
werden. Zu diesem Zweck werden die Anfangstemperaturen zu ¢, = 5 = 293 K gewéhlt.
Uber einem Zeitraum von 10s wird der Drehwinkel linear von 0° auf 90° und die Tem-
peratur in der gesamten Platte auf 350 K erhoht. Die Platte folgt der Rotation R, darf
sich aber zusétzlich ausdehnen, sodass die Forderung nach Spannungsfreiheit bei Tempera-
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turdnderung erfiillt wird. Als Faserorientierungsverteilung in der Referenzkonfiguration
wird sowohl eine unidirektionale Ausrichtung aller Fasern in die 1-Richtung als auch eine

isotrope Verteilung gewahlt.

Abbildung 7.3 zeigt die Koeffizienten des Verschiebungsgradienten tiber dem Drehwinkel
fiir beide FOV.
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Abbildung 7.3: Spannungsfreie Dehnung der rotierenden Platte fiir eine unidirektionale
und eine isotrope Faserorientierungsverteilung. Dargestellt werden die

Komponenten H;; und Hyy des Verschiebungsgradienten.

Die thermische Normaldehnung in 1-Richtung bleibt bis zu einem Drehwinkel von 45° unter
der in 2-Richtung bevor sie die Normaldehnung in 2-Richtung tibersteigt. Die Endwerte
der Koeffizienten des Verschiebungsgradienten betragen

Hiy, =5,7855-1073 : Hy =3,2051-1073.

Der Verlauf beider Kurven lasst sich damit erklaren, dass sich das Material in Faserrichtung
weniger ausdehnt als quer dazu. Bis zu einem Drehwinkel von 45° zeigen die Fasern mehr in
1-Richtung als in 2-Richtung, was zur Folge hat, dass Hyy < Hao gilt. Danach kehrt sich das
Verhéaltnis immer mehr um bis schlieflich die Fasern komplett in die 2-Richtung orientiert
sind. Aus diesem Grund féllt der Koeffizient Hyy hinter Hy; ab. Fur den Sonderfall der
unidirektionalen FOV lassen sich die thermischen Dehnungen unmittelbar aus Gleichung
(6.2) bestimmen und ergeben sich zu

0, -1=321-1073 : 0, —1=5,802-1073.

Diese Werte entsprechen den jeweiligen Koeffizienten des Verschiebungsgradienten und
bestitigen das Konzept der mitrotierenden Faserrichtungen. Fiir den Fall einer isotropen
FOV dehnt sich die Platte in alle Richtungen gleich aus. Der Endwert der thermischen
Dehnung liegt zwischen den beiden Endwerten der Platte mit unidirektionaler FOV. Damit
zeigt sich eine hemmende Wirkung der Fasern gegen thermische Ausdehnung, ohne dass
eine Vorzugsrichtung ins Material eingebracht wird.
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7.2 Simulation eines Kettenglieds

Das Stoffgesetz und dessen Umsetzung in ABAQUS wird in diesem Abschnitt genutzt, um
den Abkiihlvorgang eines Kettenglieds zu untersuchen. Das Kettenglied in Abbildung 7.4
wird an der Professur Fordertechnik der TU Chemnitz entwickelt und besitzt die Mafe
53 x 20,5 x 58 mm in 1 x 2 x 3-Richtung sowie eine maximale Wandstarke von 6 mm. Die
Herstellung des Kettenglieds erfolgt im Spritzguss mit einer Fiillzeit von 1,22s. Das Ket-
tenglied verbleibt 46,5s in der Kavitat zum Abkiihlen und wird anschlieend ausgestofien.
Wiéhrend es sich in der Kavitéat befindet, wird ein zeitlich variabler Nachdruck tiber den
Einspritzpunkt aufgebracht. Die Intervalle des Nachdrucks sind in Tabelle 7.1 zu sehen.

Tabelle 7.1: Verlauf des Nachdrucks iiber der Zeit.
t [s] 0 1 11 16 16,5 46,5

p[bar] 0 150 350 260 110 0O

Ziel dieses Abschnittes ist die Entwicklung des Temperaturfeldes sowie die Entstehung
von Eigenspannungen und Verzug zu verfolgen. Durch Variation des Einspritzpunktes soll
untersucht werden, inwiefern er sich auf die Eigenschaften des fertigen Bauteils auswirkt.
Die Position der beiden Einspritzpunkte (1) und (2) wird in Abbildung 7.4 dargestellt.

=

(a) Einspritzpunkte (b) Schnittbild der starren Schale

Abbildung 7.4: Geometrie des Kettenglieds mit zwei unterschiedlichen Einspritzpunkten
(links). Das Kettenglied wird von einer starren Schale umgeben (rechts).

7.2.1 Anfangsbedingungen

Den Ausgangspunkt der Simulationen bildet die Definition der Anfangsbedingungen. Diese
enthalten vor Allem Informationen tiber die Faserorientierungsverteilung in Form des
zweiten Momentes g sowie die Temperaturverteilung im Bauteil. Beide Informationen



7 Anwendung in einer FE-Umgebung 125

werden aus einer Simulation des Fillvorgangs gewonnen. Die dabei verwendete Software
basiert auf OpenFOAM (vgl. Ospald (2014)). Da das Netz der Strémungssimulation und
das Netz der FE-Simulation voneinander abweichen, werden die Temperatur bzw. der
Tensor g mittels Interpolation auf die Knoten bzw. GauBpunkte des FE-Netzes iibertragen.
Letzteres besteht aus circa 87000 Tetraeder-Elementen mit linearer Ansatzfunktion fiir
Verschiebung und Temperatur.

Abbildung 7.5 stellt den Orientierungsgrad sowie die Projektion der Eigenvektoren von g
mit den groBten Eigenwerten fiir beide Einspritzpunkte in Schnittbildern gegeniiber.

1
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Abbildung 7.5: Schnittbilder nach der Spritzgusssimulation mit dem Orientierungsgrad
sowie den auf die Schnittebene projizierten Eigenvektoren mit den gréfiten
Eigenwerten des zweiten Momentes der Faserdichtefunktion. Der Schnitt
erfolgt normal zur 2-Richtung und verlauft durch den Einspritzpunkt,

welcher durch einen Pfeil symbolisiert wird.

Die Schnitte werden normal zur 2-Achse durch den Einspritzpunkt gelegt. Die Ausrichtung
der Eigenvektoren mit den groBten Eigenwerten von g , also die Hauptrichtung der Fasern,
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ahnelt sich in Bereichen des Kettenglieds, die weit entfernt vom Einspritzpunkt liegen und
weist dort eine hohe Parallelitit auf. Die Nahbereiche der Einspritzpunkte unterscheiden
sich jedoch stark bei der Hauptrichtung der Fasern. Wahrend der untere Mittelbereich
bei dem Kettenglied mit Einspritzpunkt (1) eine hohe Ausrichtung der Fasern in 1-
Richtung zeigt, wird dieser Bereich beim Kettenglied mit Einspritzpunkt (2) von den
UnregelméBigkeiten im Nahfeld des Einspritzpunktes geprégt.

Ob die FOV sich stark um eine Richtung konzentriert oder eher isotrop ausféllt, beschreibt
der Orientierungsgrad OG, welcher wie folgt definiert ist

3 1
0G = S —5  €[0.1]. (7.9)

Darin ist A\pax der maximale Eigenwert von g . Fiir OG =1 liegt also eine unidirektionale
FOV vor und fiir OG = 0 eine isotrope FOV. Die zugehorigen Schnittbilder in Abbildung 7.5
veranschaulichen demnach, dass die Fasern im Kettenglied keinesfalls iiberwiegend uni-
direktional ausgerichtet sind. Sowohl beim Kettenglied mit Einspritzpunkt (1) als auch
beim Kettenglied mit Einspritzpunkt (2) sind Bereiche mit nahezu isotroper FOV zu
erkennen. In letzterem féllt der Orientierungsgrad insgesamt niedriger aus, was auf den

unregelméfBigeren Verlauf der Schmelze zuriickgefithrt werden kann.

Wairmeleitung unterschiedlicher Wanddicken

Die bei der Abktihlung dominierenden Prozesse sind die der Warmeabfuhr an die Kavitét
und der Warmeleitung innerhalb des Kettenglieds. Die Geschwindigkeit beider Prozesse
wird von den kalorischen Eigenschaften des Materials beeinflusst. In einem einfachen
Beispiel soll der Einfluss der Wanddicke auf den Temperaturverlauf bei der Abkiihlung
in der Kavitiat untersucht werden. Zu diesem Zweck werden Streifen unterschiedlicher
Léange (1-3mm) mit einer Anfangstemperatur von 488 K versehen. Anschlieflend wird die
Temperatur eines Endes auf 323 K herabgesetzt und festgehalten, sodass ein Warmefluss hin
zu diesem Ende entsteht. Die Rander der Streifen werden als adiabat angenommen, sodass
kein Warmeaustausch mit der Umgebung stattfindet. Von Interesse bei diesem Versuch ist
zum einen, ob die Versuchszeit von 46,5s ausreicht, um den Streifen iiber die komplette
Lange abzukiihlen und zum anderen, ob sich die Kristallisation beim Temperaturverlauf
bemerkbar macht.

In Abbildung 7.6 werden sowohl die Temperaturfelder der kompletten Streifen als auch
die Temperaturverlaufe an den Enden der Streifen, deren Temperatur nicht vorgegeben
wird, dargestellt. Es zeigt sich, dass bei einer Streifenlénge von 1 und 2 mm nahezu der
komplette Streifen abkiihlt, wohingegen bei einer Streifenlénge von 3 mm das freie Ende
noch fast 380 K warm ist. Ubertragen auf das Kettenglied lisst sich diese Erkenntnis wie
folgt formulieren. Bereiche mit Wanddicken bis 4 mm werden nach der Abkiihlphase in der
Kavitat einen nahezu abgekiihlten Kern besitzen, wohingegen der Kern bei Wanddicken
bis 6 mm noch eine deutlich hohere Temperatur aufweist und sogar noch fliissig sein



7 Anwendung in einer FE-Umgebung 127

kann. Weiterhin lésst sich feststellen, dass die zusétzlich bendtigte Kristallisationsenergie
als Ausschlag im Temperaturverlauf zu erkennen ist (vgl. Abbildung 7.6 (unten)). Eine
mafgebliche zeitliche Verzogerung des Temperaturabfalls stellt sich deswegen jedoch nicht

ein.
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Abbildung 7.6: Temperaturfeld (oben) von Streifen unterschiedlicher Lange nach 46,5s.
Temperaturverlauf (unten) tiber der Zeit an den freien Enden. Die Kreise
markieren den Temperaturbereich, in dem die Kristallisation stattfindet.

7.2.2 Abkiihlung in der Kavitat

Ob der Kern des Kettenglieds nach 46,5s tatséchlich nicht richtig abkiihlt, wird in diesem
Abschnitt iiberpriift. Zu diesem Zweck wird die Temperatur der Oberflachen des Ketten-
glieds iiber einem Zeitraum von 1s der Temperatur der Kavitat von 323 K gleichgesetzt.
Der Randbedingung liegt die Annahme zu Grunde, dass das Kiihlsystem in der Lage
ist, die Wéarme so schnell von der Oberflache der Kavitat abzufiithren, dass es zu keiner

Erwédrmung kommt.

Die Verschiebungen des Kettenglieds werden lediglich durch eine Kontaktrandbedingung
beschrankt. Um das Schrumpfverhalten der Schmelze in der Kavitat abzubilden, wird
das Kettenglied von einer starren Schale (vgl. Abbildung 7.4) umgeben. Die Position der
Schale wird fiir die Dauer der Simulation fixiert. Die Kontaktrandbedingung zwischen
der Oberflache des Kettenglieds und der starren Schale erlaubt ein Zusammenziehen des
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Kettenglieds bei gleichzeitiger Verhinderung ungewollter Starrkérperbewegungen. Die
Geometrie des Kettenglieds im Bereich des Einspritzpunktes enthalt eine Partitionierung,
sodass eine Oberflichennormalspannung beim Einspritzpunkt aufgebracht werden kann.
Damit lasst sich der Nachdruck in einfacher Form berticksichtigen.

Die Temperaturfelder des Kettenglieds nach den 46,5s sind in einem Schnittbild in Ab-
bildung

quantitativ als auch qualitativ sehr gut iiberein, was darauf schlieflen ldasst, dass der
Einspritzpunkt in diesem Fall keinen signifikanten Einfluss auf die Abkiihlung besitzt. Die
Ergebnisse aus den Vorbetrachtungen zum Einfluss der Wanddicke auf die Temperaturent-
wicklung werden von beiden Simulationen bestétigt. Wahrend die diinnwandigen Bereiche
auf 323 K abkiihlen, besitzt der Kern des Kettenglieds in den dickwandigen Bereichen noch
eine Resttemperatur bis zu 385 K. Demzufolge liegt an den Randbereichen und an Stellen

diinner Wanddicke eine deutlich festere Phase als in den wiarmeren Kernbereichen vor.

9 in [K] ¥ in [K]

380 380

371

361

(a) Temperatur - EP 1 (b) Temperatur - EP 2

Abbildung 7.7: Temperaturfeld im Kettenglied fiir beide Einspritzpunkte. Dargestellt wird
ein Schnitt durch die Mittelebene, wenn sich das Kettenglied noch in der
Kavitat befindet.

7.2.3 Abkiihlung und Verzug nach Auswurf

In einem néchsten Schritt wird das Kettenglied aus der Kavitiat ausgestolen und der
Umgebungstemperatur 293 K iiber einen Zeitraum von 60s ausgesetzt. Die Tempera-
turrandbedingung in der Simulation wird derart gewahlt, dass die Temperatur jedes
Randknotens innerhalb der ersten 10s auf 293 K herabgesetzt wird. Die Verschiebungen
der Knoten konnen sich frei einstellen, da die Kontaktrandbedingungen mit der Schale de-
aktiviert werden. Einzig Starrkérperbewegungen miissen durch geeignete Randbedingungen
unterbunden bleiben.

Das Temperaturfeld in Abbildung 7.8 verdeutlicht, dass das Kettenglied nahezu komplett
abgekiihlt ist. Lediglich einige Kernbereiche in besonders dickwandigen Abschnitten sind
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circa 7K wéarmer als der Rest. Genau wie bei der Abkiihlung in der Kavitéat ldsst sich kein
Einfluss des Einspritzpunktes auf das resultierende Temperaturfeld erkennen.
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Abbildung 7.8: Temperaturfeld im Kettenglied fiir beide Einspritzpunkte. Dargestellt wird
ein Schnitt durch die Mittelebene, wenn das Kettenglied an der Umgebung
abgekiihlt ist.

Abbildung 7.9 illustriert die Felder der von Mises-Spannung sowie der minimalen Haupt-
dehnung des Kettenglieds nach der Abkiihlung an der Umgebung.
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Abbildung 7.9: Von Mises-Spannung und minimale Hauptdehnung im Kettenglied fiir
beide Einspritzpunkte. Dargestellt wird ein Schnitt durch die Mittelebene,
wenn das Kettenglied an der Umgebung abgekiihlt ist.
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Die von Mises-Spannungen im Kettenglied ahneln sich bei beiden Einspritzpunkten. In
beiden Féllen ist die gleiche qualitative Verteilung mit marginalen quantitativen Abwei-
chungen zu erkennen. Lediglich die Nahbereiche der Einspritzpunkte weichen deutlich
voneinander ab, weil dort zusétzlich der Nachdruck wirkt. Allgemein lasst sich eine Ab-
nahme der Spannung vom Rand hin zum Inneren des Kettenglieds erkennen. Dieser
Spannungsgradient ist mit der lokal unterschiedlichen Abkiihlung zu erkldren. Wahrend
der Rand seine Wérme bereits abgegeben und sich zusammengezogen hat, besitzt der
warme Kern eine niedrigere Steifigkeit und kann Spannungen iiber Relaxation abbauen.

Die minimale Hauptdehnung beschreibt wie stark sich das Kettenglied zusammenzieht
ohne eine Aussage iiber die Richtung dieser Dehnung zu treffen. Auch hier lassen sich
keine signifikanten Unterscheide bei beiden Einspritzpunkten feststellen. Lediglich die
Nahbereiche der Einspritzpunkte weisen grofie Unterschiede auf, weil das Material der
Belastung des Nachdruckes nachgegeben hat. Beiden Kettengliedern gemein ist, dass sich
die Kerne weniger zusammenziehen als die Rander, was dhnlich wie beim Spannungsfeld
auf die lokal unterschiedliche Abkiihlung zuriickzufiihren ist.

7.2.4 Verhalten bei zyklischer Deformation

In folgendem Beispiel erfihrt das Kettenglied eine zyklische Deformation mit den in
Abbildung 7.10 dargestellten Randbedingungen.

Abbildung 7.10: Randbedingungen am Kettenglied bei der zyklischen Deformation.

Die Amplitude ug der Auslenkung in 3-Richtung betrégt 2 mm und wird tiber eine Sinus-
Funktion mit einer Kreisfrequenz von w = 7 s~ vorgegeben. Bei einem Simulationszeitraum
von 10s ergeben sich damit fiinf komplette Deformationszyklen. Als Faserorientierungs-
verteilungen werden die Daten aus der Spritzgusssimulation mit dem Einspritzpunkt
(D) hinterlegt. Anders als bei den vorherigen Beispielen wird jedoch jedem Knoten eine
Starttemperatur vy = 293K vorgegeben. Das Kettenglied dieser Simulation hat noch
keine Vorgeschichte erfahren, sodass keine Eigenspannungen und -dehnungen vorliegen.
Die Oberfliche des Kettenglieds kann wéhrend der Simulation keine Warme mit der
Umgebung austauschen. Die aufgebrachten Anfangs- und Randbedingungen entsprechen
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keiner realen Betriebslast eines Kettenglieds. Vielmehr dienen sie der Veranschaulichung
ausgewahlter Materialeigenschaften. Ziel der Simulation ist es, die Selbsterwarmung bei
zyklischer Beanspruchung mit groffen Deformationen zu untersuchen und den Einfluss der

Faserorientierungsverteilung aufzuzeigen.

Abbildung 7.11 stellt das Temperaturfeld im Kettenglied nach Ablauf der Simulation dar.
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Abbildung 7.11: Temperaturfeld im Kettenglied nach fiinf Deformationszyklen. Die Tem-
peraturverlaufe der Knoten A,B,C sind in Abbildung 7.12 zu sehen.

Vor Allem im mittleren Bereich des Kettenglieds ist ein Anstieg der Temperatur zu
verzeichnen. Dieser fallt in den Radien der Schéfte sowie im Bereich der festen Einspannung
mit bis zu 16 K besonders hoch aus. Dass sich das Kettenglied bereits nach dieser kurzen
Zeit so stark erwédrmt, ist jedoch auch der Tatsache geschuldet, dass die Warme in der
Simulation an den Réndern nicht abflieBen kann. Weiterhin kommt es in diesen Bereichen
zu numerisch bedingten Spannungserhohungen, welche zu einem starken Anstieg der
spezifischen Entropiedichte fithren. Die hinteren Halften der Schéafte sowie die vordere
Hélfte der Pfanne andern ihre Temperatur nur unmerklich, was daran liegt, dass diese

Bereiche kaum Deformation erfahren.

Der zeitliche Temperaturverlauf der drei in Abbildung 7.11 markierten Knoten ist in
Abbildung 7.12 zu sehen.
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Abbildung 7.12: Temperaturverldufe einzelner Knoten im Kettenglied (vgl. Abbildung 7.11)

iiber fiinf Deformationszyklen.
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Knoten A liegt genau im Radius eines Schaftes und erfihrt an dieser Stelle die grofiten
Spannungen im Kettenglied. Knoten B befindet sich an der schrégen Flanke des Mittelteils
und damit ebenfalls im Kraftfluss. Der Bereich des Kettenglieds, in dem der Knoten C liegt,
wird hingegen kaum deformiert. Die unterschiedlichen Deformationen und Spannungen
der einzelnen Bereiche schlagen sich in den Temperaturen der Knoten nieder. Wahrend
Knoten A seine Temperatur um 12 K dndert, weicht die des Knotens C lediglich um » 0,1 K
von der Starttemperatur ab. Allen drei Kurven gemein ist, dass sich die Temperatur
innerhalb eines 2s-Intervalls zyklisch d&ndert und dieser Temperaturzyklus mit einem
Temperaturanstieg tiber der Zeit iiberlagert wird. Der Anstieg der Temperatur iiber der
Zeit ist den Dissipationen Dy der Maxwell-Elemente zuzuordnen, wohingegen die einzelnen
Temperaturzyklen von den Beitragen der spezifischen Entropierate s,, zur Energiebilanz
gepriagt werden. Die Form dieser Zyklen bei den Knoten A und B &ahnelt sehr den
Kurven in Abbildung 5.7 bei Scherung und zeigt einen grofien Einfluss der Anisotropie
auf die Temperatur auf. Der Temperaturzyklus am Knoten C dhnelt mehr einer einfachen
harmonischen Funktion und weist keine Doppelausschliage wie bei den Knoten A und B
vor. Die starke Orientierung der Fasern in 2-Richtung (vgl. Abbildung 7.5) verhindert hier
eine Auswirkung der anisotropen Anteile.

Um den Einfluss der Faserorientierungsverteilung auf das mechanische Verhalten des
Kettenglieds aufzuzeigen, wird die Simulation mit angepassten Faserorientierungsinfor-
mationen wiederholt. Zu diesem Zweck wird an jedem Gaufpunkt im Modell derjenige
Eigenvektor a des zweiten Momentes g ermittelt, der zu dem grofiten Eigenwert gehort.
Anschlieend wird jedes g durch seinen zugehorigen Rank-1-Strukturtensor @ o @ ersetzt.
Dieses Vorgehen reduziert das mechanische Verhalten des Materialmodells auf transversale
Isotropie. Die Ergebnisse dieser Simulationen werden mit denen verglichen, die unter
Verwendung des kompletten zweiten Momentes g entstehen. Als Vergleichsmafl dient die
externe Arbeit We, des gesamten Kettenglieds, welche fiir die aufgebrachte Deformation
benétigt wird. Abbildung 7.13 stellt die Ergebnisse beider Versuche gegentiber.
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Abbildung 7.13: Externe Arbeit iiber der Zeit fiir eine Rechnung mit der vollen ACG-
Verteilung als Faserorientierungsverteilung und fiir eine Rechnung mit

unidirektionaler Ausrichtung der Fasern an jedem Gaufpunkt.
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Die von auflen eingebrachte Arbeit steigt bei beiden Simulationen mit der Zeit an. Die bei-
den Kurven sind nahezu identisch und unterscheiden sich am Ende der Simulation lediglich
um ~ 0,5 J. Die gesonderte Beriicksichtigung der vollen Faserorientierungsverteilung bringt
demnach bei dieser Simulation keinen signifikanten Mehrwert gegeniiber der Simulation
mit transversal isotropem Materialverhalten, obwohl das Kettenglied stark deformiert
wird. Die Ursache dafiir kann in dem hohen Orientierungsgrad derjenigen Fasern (vgl.
Abbildung 7.5), die sich im Kraftfluss befinden, liegen. Eine andere Erklarung bietet die
schwache Auspragung der anisotropen Komponente Er im Vergleich zu den isotropen
Anteilen G und Gy der Steifigkeit.

Deswegen wird die Simulation fiir eine ACG-Verteilung und eine unidirektionale Verteilung
der Faserrichtungen mit angepassten Materialparametern wiederholt. Im Gegensatz zu
den bisherigen Simulationen werden die beiden Materialparameter G und G um den
Faktor zehn reduziert, um so den Einfluss von Er zu verstarken. Abbildung 7.14 stellt die

Kurven der externen Arbeit beider Simulationen gegeniiber.

I
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Abbildung 7.14: Externe Arbeit tiber der Zeit fiir eine Rechnung mit der vollen ACG-
Verteilung als Faserorientierungsverteilung und fiir eine Rechnung mit
unidirektionaler Ausrichtung der Fasern an jedem Gaufipunkt. Die iso-
tropen Anteile der Steifigkeit im Materialmodell wurden um Faktor zehn

verkleinert.

Der qualitative Verlauf der externen Arbeit iiber der Zeit ist der gleiche wie in Abbil-
dung 7.13. Allerdings ist nach Reduktion der Steifigkeiten G und Gy ein deutlicher
Einfluss der Faserorientierungsverteilung zu erkennen. Das Kettenglied mit unidirektionaler
Faserausrichtung an den GauBBpunkten verhalt sich steifer als das Kettenglied mit verteilten
Faserrichtungen. Der Unterschied beider Kurven betrégt zum Ende der Simulation » 1,2 J,

was relativ zu den absoluten Werten beider Versuche eine Abweichung von 20 % bedeutet.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Ergebnisse der Arbeit

Die Herstellung kurzfaserverstéirkter Bauteile im Thermoplast-Spritzgieen ermoglicht eine
grofserientaugliche Fertigung, weil sich grofie Stiickzahlen bei kurzen Produktionszeiten
realisieren lassen. Das Fertigungsverfahren zeichnet sich dadurch aus, dass eine Schmelze
unter hohem Druck in eine Kavitét gespritzt wird, darin abkiihlt und erstarrt und schliefllich
aus der Kavitit ausgestoflen wird. Wahrend dieses Prozesses durchlauft das Material
verschiedene physikalische Vorginge wie den Phaseniibergang, eine lokal unterschiedlich
schnell fortschreitende Abkiihlung, Wéarmetransport im Bauteil und hin zur Kavitéit sowie
den Aufbau von Eigenspannungen, die zu einem Verzug des Bauteils nach dem Ausstofien
aus der Kavitét fithren. Wie sich eine Anderung der Prozessgrofien beim Spritzgiefien
auf die resultierenden Bauteileigenschaften auswirkt, wird iiblicherweise in teuren und
aufwendigen Experimenten mit Prototypen erprobt. Eine kostengiinstige Alternative dazu
bietet die Simulation der kompletten Prozesskette.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Materialmodell zur Beschreibung des Materialver-
haltens kurzfaserverstiarkter Thermoplaste entwickelt. Als Zugang zur Beschreibung des
Materialverhaltens diente ein phdnomenologischer Ansatz. Das heifit die Beobachtungen der
effektiven Eigenschaften eines kurzfaserverstiarkten Materials flielen in die konstitutiven

Gleichungen des Materialmodells ein.

Den Zugang zu den effektiven Eigenschaften verschaffte die Homogenisierung des Ma-
terialverhaltens repriasentativer Volumenelemente (RVE). Dabei wurde ein statistisch
reprasentativer Materialausschnitt mit hinreichend vielen Fasern modelliert und dessen
effektive Materialantwort extrahiert. Da ein grofler Einfluss der Faserorientierungsvertei-
lung auf das Materialverhalten zu erwarten war, wurden reprasentative Volumenelemente
mit einem moglichst breiten Spektrum von Faserorientierungsverteilungen untersucht. Mit
Blick auf die Rechenzeit solcher RVE-Homogenisierungen erwies sich die raumliche Diskre-
tisierung des RVE als wichtige Grofle. Die gleichmaflige Unterteilung des RVE in Voxel
mit Materialzuweisung auf Ebene der Integrationsstellen bietet einen intuitiven Zugang
zur Umsetzung der RVE-Homogenisierung innerhalb einer Finite-Elemente-Umgebung.
Unter Verwendung von Mischvoxeln, die auf einer Laminat-Mischregel basieren, lassen
sich deutliche Genauigkeitsgewinne gegeniiber Mischvoxeln mit einer Voigt-Mischregel
erzielen. Auf diese Weise konnte der Einfluss der Faserorientierungsverteilung auf die
effektive Steifigkeit, auf die effektive Relaxation, die effektive thermische Deformation



136 8 Zusammenfassung und Ausblick

sowie die effektive Warmeleitfahigkeit in annehmbarer Rechenzeit auf einem Desktop-PC
herausgestellt werden. Des Weiteren zeigte ein Vergleich der effektiven Steifigkeiten von
RVEs mit einer alternativen Faserorientierungsverteilung aber gleichen zweiten Moment
der Faserdichtefunktion, welche qualitativen Unterschiede die Wahl der Faserdichtefunktion

ausmachen kann.

Die Ergebnisse der RVE-Homogenisierung dienten als Ausgangspunkt bei der Formulierung
eines phanomenologischen Materialmodells. Darin finden die Faserorientierungsverteilun-
gen durch einen Mittelungsansatz nach der Arbeit von Lanir (1983) Berticksichtigung. Die
dabei zu losenden Integrale besitzen in der Regel keine analytische Losung und bediir-
fen einer numerischen Integration. Etablierte numerische Integrationsverfahren versagen
allerdings bei nahezu planaren Faserorientierungsverteilungen, weil die Anzahl der be-
notigten Integrationsstellen gegen Unendlich geht. Erst die Entwicklung einer effektiven
Integrationsmethode unter Ausnutzung einer Variablentransformation entsprechend der
Faserorientierungsverteilung erlaubte die Anwendung des Ansatzes von Lanir bei akzep-
tablen Rechenzeiten in dieser Arbeit. Das Materialmodell berticksichtigt Anisotropie in
der Steifigkeit sowie der thermischen Deformation und der Warmeleitfahigkeit, weist eine
starke Temperaturabhéngigkeit auf und realisiert eine thermodynamisch konsistente Kopp-
lung von Dehnung und Temperatur. Fiir den Phaseniibergang wurde eine Kinematik mit
Wechsel der Referenzkonfiguration in Kombination mit einer Glattungsfunktion gewéahlt.
Anfangstemperaturen, die von der Referenztemperatur abweichen, werden ebenfalls mit
Hilfe eines Wechsels der Referenzkonfiguration erfasst. Die Materialtangenten wurden
analytisch hergeleitet und liegen genau wie die anderen Bestimmungsgleichungen in Lagran-
ge’scher Form vor. Eine Anpassung des Materialmodells an mit der RVE-Homogenisierung
gewonnene Daten erbrachte die Erkenntnis, dass zur Identifikation der freien Materialpa-
rameter lediglich Proben mit unidirektionalen Faserorientierungsverteilungen notwendig
sind, so lange die Deformationen im Material klein bleiben.

Als experimentelle Basis der Parameteridentifikation dienten Versuche mit spannungsfreier
Ausdehnung bei Temperaturdnderung, Relaxationsversuche bei unterschiedlichen konstan-
ten Temperaturen sowie DSC-Versuche bei unterschiedlichen Heizraten. In Ermangelung
eines geeigneten Experiments wurde die Warmeleitfahigkeit des Materials mit Hilfe einer
RVE-Homogenisierung gewonnen. Der Vergleich des identifizierten Materialmodells mit
den experimentellen Messdaten zeigte bei allen Versuchen eine hohe Ubereinstimmung.

Anwendung fand das Materialmodell schliefilich bei der Simulation eines Kettenglieds
in der kommerziellen FE-Umgebung ABAQUS. Das Kettenglied wurde mit ca. 87000
Elementen mit linearer Ansatzfunktion fiir Verschiebung und Temperatur diskretisiert.
Die Ubertragung der konstitutiven Gleichungen von der Referenzkonfiguration zu der von
ABAQUS verlangten Momentankonfiguration wurde dargelegt. Als Anfangsbedingungen
wurden der Simulation Informationen iiber die Faserorientierungsverteilung aus zwei
vorgeschalteten Spritzgusssimulation mit unterschiedlichen Einspritzpunkten iibergeben.
Die Simulation der Bauteilabkiihlung offenbarte die Entstehung von Eigenspannungen, die
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an den Randschichten des Kettenglieds hoher ausfallen als im Kern sowie den Einfluss der
Wanddicke auf die Entwicklung der Temperatur im Bauteil. Ein Einfluss der Position des

Einspritzpunktes war aufler im Nahbereich des Einspritzpunktes nicht zu erkennen.

Abschlieend wurde das Kettenglied mit einer Starttemperatur von 293 K einer zyklischen
Deformation mit groffen Dehnungen ausgesetzt, um die Selbsterwérmung in Folge dissi-
pativer Vorgéange darzustellen. Bereits nach fiinf Zyklen und einem Zeitraum von zehn
Sekunden stellte sich an manchen Stellen im Kettenglied eine Erwédrmung um bis zu 16 K
ein. Ein Vergleich der extern auf das Kettenglied aufgebrachten Arbeit fiir ein Modell, bei
dem die Faserorientierungsverteilung auf die Hauptrichtung des zweiten Momentes des
Faserdichtefunktion reduziert wird, zeigte nur marginale Abweichungen zu dem Modell mit
der vollstandigen Faserorientierungsverteilung. Erst nachdem die Materialparameter der
isotropen Steifigkeitsanteile des Materialmodells reduziert wurden, lielen sich deutliche Un-
terschiede zwischen den Modellen mit voller und reduzierter Faserorientierungsverteilung

erkennen.

Die Ergebnisse des Anwendungsbeispiels zeigen, dass die aufwendige Berticksichtigung der
Faserorientierungsverteilung bei groflen Deformationen und hohen Steifigkeitsunterschieden
ihre Berechtigung besitzt. Das in dieser Arbeit untersuchte Polypropylen mit E-Glas-
Kurzfaserverstarkung ist jedoch nicht in der Lage diese Vorteile zur Geltung zu bringen,
weil die verstarkende Wirkung der Kurzfasern im typischen Belastungsspektrum bei kleinen

Deformationen nicht grof§ genug ist.

8.2 Weitere Forschungsansiatze

Im Laufe dieser Arbeit haben sich Fragestellungen aufgetan, die weitere Forschungsarbeiten
motivieren. Den Hauptansatzpunkt dafiir stellt die Betrachtung grofler Deformationen dar.
Das Materialmodell greift in seiner jetzigen Form zwar auf eine Formulierung fiir grofie De-
formationen zurtick, findet aber nur bei Untersuchungen im Bereich kleiner Deformationen
Anwendung. Aus diesem Grund macht eine Aufnahme plastischen Materialverhaltens zur
Erweiterung des zuléssigen Deformationsbereiches Sinn. Weiterhin ist mit einer teilweisen
Ablosung der Fasern von der Matrix bei starker Beanspruchung zu rechnen. Dem konnte
mit Schadigungsmodellen Rechnung getragen werden. Eine gute Moglichkeit zur Anwen-
dung des Materialmodell bei groflen Deformationen ohne Beriicksichtigung plastischer
Effekte bieten andere Materialien wie beispielsweise faserverstirkte Elastomere.

Mit dem Ubergang zu grofien Deformationen erweitert sich die experimentelle Basis fiir die
Parameteridentifikationen auf Proben mit Fasern, die nicht nur unidirektional ausgerichtet
sind (vgl. Goldberg et al. (2017)). Dafiir muss jedoch ein Verfahren zur Herstellung von

Probekorpern mit einer genau definierten Faserorientierungsverteilung entwickelt werden.
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Des Weiteren benotigt eine umfassende Validierung des Materialmodells einen Abgleich
mit Experimenten an Bauteilen oder bauteilnahen Probekoérpern, um lokal verédnderliche

Faserorientierungsverteilungen zu berticksichtigen.

Mit Hinblick auf die RVE-Homogenisierung sind die Grenzen des Desktop-PC, in denen
Ergebnisse bei akzeptablen Rechenzeiten und Genauigkeiten erzielt werden, nahezu ausge-
reizt. Hier konnte ein Wechsel zu FFT-basierten Homogenisierungen nach der Arbeit von
Moulinec & Suquet (1998) neue Moglichkeiten eréffnen.
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