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あらま し 座席予約問題では駅slか ら駅 鞠 までの ん駅 に停 まるn席 の座席 を持 った列車を考える.各 乗客 は出発駅

8¢から到着駅8ブ(1≦i<j≦ κ)ま でのチケッ トを要求す る.オ ンライ ンアルゴリズムは,未 来の要求 を知 らずに各

乗客をn席 の座席の1つ に割 り当てる必要がある.座 席予約問題の 目的はチケ ットの売上合計額 を最大化す ることで

あ る.チ ケ ットの価格設定 により,座 席予約 問題 には2つ のモデルがある.一 つは単一価格問題であ り,も う一つ は

比例価格問題である.我 々は,両 方のモデルにおいて,競 合比の上下限を改 良 した.単 一価格 問題に関 しては,上 限

を8k+5か らk -27着+4に 改 良 した.ま た,Worst-Fitア ル ゴ リズ ム の 上 限 も4k-1か らk-222に 改 良 し た.さ ら

に･比 例 価 格 問 題 に 関 し て は･上 限 を4+213k+3+213(N11.2k十10.2)か ら､皇 千無(盤 譜､)に 改 良 し･下 限 を 詣 力･ら2k-1

に改 良 した.

キーワー ド 座席予約問題問題,オ ンライン問題,オ ンラインアルゴリズム,競 合比解析
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AbstractIntheseatreservationproblem,thereareκstationsラ81through8κ,andonetrainwithnseatsdepart-

ingfromthestation81andarrivingatthestation8ん.Eachpassengerordersaticketfromstations2tostation8ゴ

(1≦2<ブ ≦ 紛byspecifying2andブ.Thetaskofanonlinealgorithmistoassignoneofnseatstoeachpassenger

online,i.e.,withoutknowingfuturerequests.Thepurposeoftheproblemistomaximizethetotalpriceofthesold

tickets.Therearetwomodels,theunitpriceproblemandtheproportionalpriceproblem,dependingonthepricing

policyoftickets.Inthispaper,weimproveupperandlowerboundsonthecompetitiveratiosforbothmodels:

F･･th･unitp･icep･･bl･m,w･giv･anupP･･b･und･f､ 一､詣+､,whi･himp･･v･･th･p･evi･u･b･und･f轟,･

We･1･･giv･anupP･･b･und･㌦ 一､詣+､f･･thec･mp･titiv･･ati･･fW･rst-Fit･lg･･ithm,whi･himp･･v･･th･

P･evi･u･b･und･f､≦､･F･･th･p･･P･･ti･n･lp･icep･･bl･m,w･giv･upP･･andl･w･･b･und･･f嵩 轟(駄 辛62.､)

･nd､皇､,re･pectiv･ly,･nthec･mp･titiv･･ati･,whi･himp･･v･･th･p･evi･u･b･und･･4+213fk
+3+213(～112k十10.2)･nd

占･e･pectiv･ly.

Keywordstheseatreservationproblem,onlineproblem,onlinealgorithms,competitiveanalysis

1.は じ め に

座 席 予約 問 題 はBoyarとLarsenに よって考 え出 され た オ ン

ライ ン問題 であ る[4].座 席予約 問題 で は駅slか ら駅 亀 の κ駅

と,1か らnま で の番 号 が振 られ たn席 の座 席 を持 った列 車 を

考 える.こ の列 車 は駅slを 出発 し,駅5κ に到 着す る.入 力列 は
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2つ の 駅 間の 区 間の 列 であ り,各 区間 は[乞,の(1≦2〈 ゴ≦ κ)

と表記 され,駅5,か ら駅8コ まで のチ ケ ッ トを乗 客 が購 入 す る

こ と を要 求 してい る とい う こ とを表 して い る.オ ン ライ ンア ル

ゴ リズ ムは将 来 の入 力列 を知 らない状 態 で,各 乗 客 を割 り当 て

る座席 を選 ば なけ れ ばな らな い.も し,乗 客 を割 り当 て る こ と

が で きる座席 が あ る場合,そ の乗 客 を必 ず割 り当て る アル ゴ リ

ズム を公 正 な アル ゴ リズ ム といい,座 席予 約 問題 で は アル ゴ リ

ズム は公 正 で なけ れ ばな らな い.そ して,座 席予 約 問題 の 目的

は売却 した チ ケ ッ トの価 格 の合 計 を最 大化 す る こ とで あ る.

座席 予 約 問題 に はチ ケ ッ トの価 格設 定 に よ り,2つ の モ デ ル

が あ る.一 つ は単 一価格 問 題 で あ り,も う一 つ は比例 価 格 問題

であ る.

単一 価 格 問題 で は,全 ての チ ケ ッ トは同 じ価格 であ り,一 般

性 を失 う こ とな く1と す る.ま た,比 例 価格 問題 で は チ ケ ッ ト

の価格 は 区間 の距 離 に比例 す る.具 体 的 に は,駅s2か ら駅8フ

まで のチ ケ ッ トの価 格 は ゴー2で あ る.

オ ン ラ イ ン アル ゴ リ ズム の 性 能 は競 合 比 解 析 に よっ て評 価

さ れ る.Aを オ ンラ イ ンア ル ゴ リズ ム と し,σ を入 力 列 とす

る.ま た,OPTを 最 適 オ フ ライ ンアル ゴ リズ ム とす る.最 適

オ フ ラ イ ン アル ゴ リズ ム とは 入力 列 σ を全 て知 った 上 で,最

適 に振 舞 う アル ゴ リズ ム で あ る.さ ら に,pa(σ)とpoPT(σ)

を そ れ ぞ れ σ が 与 え られ た 時 にAとoPTが 得 る利 益 とす

る.こ こで,任 意 の 入 力列 σ と σ に依 らな い定 数dに 対 し,

pa(σ)≧r･poPT(σ)-dが 成 り立 つ 時,Aの 競 合比 がrで あ

る とい う(iT1).

BoyarとLarsen[4]は 単 一価 格 問題 と比 例価 格 問題 に対 す る

競 合比 を解 析 した.具 体 的 に は,彼 らは3つ の 自然 な アル ゴ リ

ズ ムFirst-Fit,Best-Fit,Worst-Fitを 扱 った.First-Fit

は各 要求 を割 り当 て る こ とが可 能 な座 席 の 中で最 も小 さ な数が

振 られた座 席 に割 り当 て る.Best-Fitは 要求 され た区 間 を含 む

空 席 の区 間 が最 も短 い座 席 に割 り当 て る.こ の際,同 川頁位 の も

の は適 当 に選 ば れ る.例 え ば,8つ の駅 と3席 の座 席 を考 え,

現 在 の割 り当て状 況 が図1の よう にな ってい る とす る.図1に

お い て,割 り当 て られ てい る区 間 は陰影 に よって表 され てい る.

こ こで,区 間[4,6)と い う要 求 が与 え られ た とす る.ま ず,座

席1に は割 り当 て る こ とが で きない.座 席2と 座 席3の[4,6)

を含 む 空席 の区 間 は そ れぞ れ52か らs6とs4か らs7で あ り,

各 区 間の 長 さ は4と3で あ る.そ の ため,Best-Fitは[4,6)を

割 り当 て るた め に座 席3を 選択 す る.逆 に,Worst-Fitは 要求

され た区 間 を含 む空 席 の 区間 が最 も長 い座 席 に割 り当 て る.こ

の際,Best-Fitと 同様 に同順位 の もの は適 当 に選 ば れ る.図1

の例 の場 合 に,Worst-Fitは 区 間[4,6)を 要 求 と して受 け取 る

と,座 席2に 割 り当 て る.

座 席予 約 問題 の 競 合 比 に 関す る これ まで の結 果 を表1(文

献[6]よ り抜 粋)に 示 す.

本 論 文 の結 果 我 々 は本論 文 にお い て競合 比 の 上 下 限 を改 良す

る.我 々の結 果 を表2に ま とめ て示 す.本 論 文 にお い て改 良す

(注1):競 合比が必ず1以 上 となるような定義が一般的であるが,過 去の座席予

約問題 の慣例に従い,本 論文ではこの定義を使用する.

1

座席2

3

駅
sls2s3s4SSs6s7S8

(?
0

O
0

0

●
図1割 り当て状況の例

る結果 は太 字 で示 され てい る.単 一 価 格 問題 に 関 して は,上 限

を8k+5か ら κ_2詣+4に 改 良 す る.ま た,表1に 示 さ れ て

い る よう にFirst-FitとBest-Fitの 上 下 限 はほ ぼ一致 して い る

ため,こ れ らの ア ル ゴ リズ ム の さ らなる解 析 を行 った と して も

下 限 を改 良 す る こ とはで きない.但 し,Worst-Fitに 関 して は

上 下 限 に開 きが あ り,可 能性 は残 され て い る.し か し,我 々 は

Worst-Fitの 上 限 を4k -1か ら た一27缶+2に 改 良 す る こ と で,

そ の可 能性 が ない こ と を示 す.比 例 価格 問題 に関 して は,上 限

を4+213k
+3+2/3(11.2tik十10.2)か ら3+13k-/+/3(駄 辛皇､)に 改 財 る･

下 限 に 関 して も,First-FitとBest-Fitの 競 合 比 の下 限 が2k -1

とな る こ とを示 し,こ れ まで 知 られ てい た1k -1を 改 良 す る.こ

れ は,結 果 と して,比 例 価 格 問題 自体 の 下 限 の改 良で もあ る.

なお,こ れ まで の下 限 は単 に アル ゴ リズ ムが公 正 で あ る とい う

こ とか ら導 かれ た もの であ り,全 ての オ ン ライ ンア ル ゴ リズ ム

に当 ては まる結果 で あ ったの に対 し,我kの 結果 はFirst-Fitと

Best-Fitの 性 質 を考 え,導 きだ され る もので あ る.

関 連 研 究BoyarとLarscnは 競 合 比 と は 別 に 入 力 列 をac-

commodatingsequencesの み に 制 限 し,acccommodating

sequencesの み を考 慮 したaccommodatingratioと い う もの

を用 い て,座 席 予 約 問 題 の 解 析 を 行 っ た[4].acccommodating

sequencesと は 最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リ ズ ム が 入 力 列 の 全 て

の 要 求 を座 席 に 割 り当 て る こ と が で き る よ う な 入 力 列 で あ る.

彼 ら は 単 一 価 格 問 題 のacccommodatingratioの 上 下 限 が そ れ

ぞ れ/11≡y/5と12と な る こ と を 示 し た[4].さ ら に,Bachら は

acccommodatingratioの 上 限 を 改 良 し,上 下 限 が12で 一 致 す

る こ と を示 した[1].

ま た,acccommodatingratioに 関 して,い くつ か の 乱 択 ア

ル ゴ リ ズ ム に 関 す る 結 果 が 存 在 す る.BoyarとLarsenは オ ブ

リ ビ ア ス モ デ ル に お い て,単 一 価 格 問 題 のacccommodating

ratioの 上 限 が8k-910k-15と な る こ と を 示 し た.そ し て,Bachら

はacccommodatingratioの 上 下 限 を改 良 し,上 下 限 が79で 一

致 す る こ と を 示 し た[1].

さ ら に,Boyar,Larsen,Nielsenはacccommodatingratio

の 一 般 化 を行 っ た[5].彼 らは 変 数 α(≧1)を 用 い て,α 一列 を 定

義 し,α 一列 を 入 力 列 と す る 場 合 の 競 合 比 を 一 般 化acccommo-

datingratioと した.α 一列 は 最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リ ズ ム がan

席 の 座 席 を用 い る こ と で,入 力 列 の 全 て を 座 席 に 割 り当 て られ

る よ う な 入 力 列 で あ る.そ し て,彼 ら は 単 一 価 格 問 題 の 一 般 化

acccommodatingratioの 上 下 限 を解 析 し た.Boyarら は α が

1未 満 の 場 合 も考 慮 し,First-Fit,Worst-Fitや そ の 他 の オ ン

ラ イ ン ア ル ゴ リ ズ ム の 一 般 化acccommodatingratioの 上 下 限
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表1こ れ までの競合比の上下限[6]

任意の決定性アルゴリズム

Worst-Fit

First-Fit/Best-Fit

単一価格問題

8rS
k+5｣

2
k≦r≦4k+1

z≦r≦
､.､

12-
k-1

比例価格問題

r≦4
k+吉2x/13+2/13(～/12k十10.2)

1r=

k-1

kllSrsk+2

表2改 良後の競合比の上 ド限(太 字で示 されているのは本論文で改良 した結果)

任意の決定性 アル ゴリズム

Worst-Fit

First-Fit/Best-Fit

単一価格問題

γ ≦(4一 た
一2v儒=了+4

Srsz
k-2k-1+2

2
k≦r≦ ≒ 皇1･

比例価格問題

r≦
｡三+131+13(～6･6一 陀十2.6)

1r=

k-1

2
/e‐1≦･≦4k+2

を与 え た[2].

また,BoyarとMedvedevは 最 適 オ フラ イ ンアル ゴ リズムの

代 わ りに,オ ンライ ンアル ゴリズ ムの性 能比 較 を行 うrelative

worstorderratioを 用 い て オ ンラ イ ンア ル ゴ リズ ム の解 析

を行 った[6].そ して,彼 らは単 一価 格 問題 と比 例価 格 問題 にお

い てFirst-FitとBcst-FitがWorst-Fitよ りもrclativeworst

orderratioの 観 点 で優 れ て い る こと を示 した.

さ らに,座 席 予約 問題 の派 生 的 な 問題 もい くつ か存 在 す る.

Boyar,Krarup,Nielsenは,各 要 求 に対 してx回 の席 の移 動

を許す 問題 を提 案 した[3].こ れは,各 区間 を最大x+1個 の区

間 に分 割 し,そ れ ぞれ の 区間 を別 々 の座席 に割 り当 て る こ と と

同等 で あ る.そ して,彼 らは競 合 比 とacccommodatingratio

に関 してい くつ か の上 下限 を示 した.

また,KohrtとLarsenは オ フラ イ ン問題 とオ ンラ イ ン問題

の間 に位置 す る問題 を提案 した[7].ア ル ゴ リズ ムは,要 求 を具

体 的 に どの座 席 に割 り当 て るか は決定 せ ず,以 前 に受 け入 れ た

要 求 に追 加 して割 り当 て る こ とが で きるか ど うかの み を決定 す

る.そ して,彼 らは適 切 なデ ー タ構 造 とアル ゴ リズム を提案 し,

その ア ル ゴ リズム の実行 時 間 が最 適 であ る こ と を証 明 した.

2.単 一価格 問題

よ り 良 い 理 解 の た め に,κ=4でn=2の 簡 単 な 例 を 与

え る.(図2を 参 照.)そ して,以 下 に 示 す 入 力 列 σ を 考 え る.

σ=(r1,r2,r3,r4rs)で,r1,r2,r3r4rsは そ れ ぞ れ 区 間[1,2),

[3,4),[1,4),[2,4),[1,2)を 要 求 し て い る.こ こで,オ ン ラ イ ン

ア ル ゴ リ ズ ムAがrlとr2を 座 席1に 割 り当 て た とす る.す る

と,Aは 公 正 で な け れ ば な ら な い た め,γ3を 座 席2に 割 り当 て

な け れ ば な ら な い.そ の た め,γ4と γ5は 割 り 当 て ら れ ず,利

益 は3と な る.一 方,最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リズ ム は σ が 与 え

られ た 時,γ1とr2を そ れ ぞ れ 座 席1と 座 席2に 割 り 当 て る こ

とで,γ3の 割 り当 て を拒 否 し,γ4とr5を 割 り当 て る こ と が で

き る.そ の た め,利 益 は4と な る.

2.1上 限

は じめ に,単 一 価 格 問 題 の 上 限 を改 良 す る.

[定理1]単 一価 格 問題 に対 す る全 て の オ ンラ イ ンアル ゴ リズ

ムの競 合比 は κ一42k1+4以 下 であ る.

証 明.任 意 のオ ンライ ンア ル ゴ リズムAを 考 え る.ま た,m

とcを そ れ ぞ れ 任 意 の 正 の 整 数 と し,ん=2m十1を 駅 の 数,

n=2cmを 座 席 の数 と定 義 す る.本 証 明 にお い て 考 え る ア ド

バ ー サ リ は,は じめ に要 求列 σ/を 与 え る.σ1は 区間[1,2)に

対 す る2c個 の 要 求,区 間[2,3)に 対 す る2c個 の 要求,_7区

間[rit,m+1)に 対 す る2c個 の 要求 か ら成 る.Aは 公 正 で あ る

ため,σ1の 全 て の要 求 を受 理 す る.

ここで,Aが σ1の 要 求 を割 り当 てた座 席 の集合 をRと す る.

一 般 に
,Aが σ1の 要求 を割 り当て た状 況 を図3の よ うに示 す

こ とが で きる.但 し,図3の 座 席 は適 切 に順 序が 入 れ替 え られ

てい る.領 域(i)は 区 間[m,m+1)の 要 求が 割 り当 て られ てい

る座 席 のsm,Sm+1間 の領 域 で あ る.領 域(ii)は(i)の 領 域 と同

じ座席 のsl,Sm間 の領 域 で あ る.つ ま り,(ii)で は各 座 席 に対

して 要求 が割 り当 て られて い るか否 か は不 明 で あ る.領 域(iii)

はslysm問 に少 な くと も1つ の要 求 が割 り当 て られ てい る(i)

(及 び(ii))と は異 な る座 席 のsl,Sm間 の領域 で あ る.領 域(iv)

はそ の他 の領 域 で あ り,ど の要求 も割 り当 て られ て いな い.

続 けて,ア ドバ ーサ リはRの 大 きさ に応 じて,与 え る入力 列

を決 め る.ア ドバ ー サ リは,IRI<c(m十1)な らば,Case(1)

を実行 し,そ うで なけ れ ば,Case(2)を 実 行す る.

Case(1):ア ドバ ーサ リは 以下 に示 す 入力 列 σ2,σ3,σ4を 順

に与 え る.σ2は 区 間[1,紛 に対 す る2cm-IRI個 の要求 か ら成

り,σ3は 区 間[m,κ)に 対 す る1珂 一2c個 の要求 か ら成 る.さ ら

に,σ4は 区 間[m+1,紛 に対 す る2c個 の 要求 か ら成 る.Aは

公 正 で あ るため,σ2,σ3,σ4の 全 て の要 求 を受 理 す る.そ の た

め,σ4を 割 り当 てた後,図3の 領 域(iv)は これ らの要 求 に よっ

て埋 まる.最 後 に,ア ドバ ー サ リは区 間[m,m+1)に 対 す る

2cm-IRI個 の 要求,区 間[m+1,m+2)に 対 す る2cm-IRl

個 の要 求,_,区 間[ん 一1,κ)に 対 す る2cm-IRI個 の要 求 か ら

成 る 入力列 σ5を 与 え る.Aは σ5を 全 て拒否 す る ため,Aの 利

益 は2cm十(2cm-IRI)十(IRI-2c)十2cと な る.
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図2単 一価格問題 の例
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(iii)
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(i)

(iv)

図3入 力列 σ1に対するアルゴリズムAの 割 り当て状況

一 方
,σ､の 各 要 求 を異 な る 座 席 に割 り当 て る ア ル ゴ リ ズ

ム を考 え る.す る と,そ の ア ル ゴ リズ ム は σ2の 全 て の要 求

を拒 否 し,σ3,σ4,σ5の 全 て の 要 求 を受 理 す る こ とが で き

る.そ の ため,最 適 オ フ ライ ンア ル ゴ リズ ム の利 益 は少 な く

と も2cm+(IRI-2c)+2c+(ん 一m)(2cm-IRI)と な り,

R<c(rit+1)で あ る ことか らこの場 合 の競 合比 は,高 々

2cm一 ト(2cm-IRI)十(IRI-2c)十2c

2cm一 ト(IRI-2c)十2c一 ト(ん 一m)(2cm-IRI)

4cm

2cm十IRI十(km)(2cmIRI)

4
<

κ2正 二f+4

とな り,IRI≧C(m+1)で あ る こ とか ら,こ の 場合 の競 合 比

は,高 々

2cm.十(2cm,-1.配)一 ト(.Rl-2c)一 ト2c

2cm一 ト(2cm-IRD一 ト(IR-2c)一 ト2c一 ト(k-m-1)(IRI-2c)

4cm

4crra十(k-rra-1)(IRI-2c)

4s

k-2k-1+4

と な る.

Case(2):ア ドバ ー サ リ は 以 下 に 示 す 入 力 列 σ2,磁,σ3,σ4を

順 に 与 え る.σ2,σ3,σ4はCase(1)で 用 い た もの と 同 じ で あ

り,σ 全 は 区 間[1,m+1)に 対 す るIRI-2c個 の 要 求 か ら 成 る.

す る と,Aは σ2,σ3,σ4の 全 て の 要 求 を 受 理 し,磁 の 全 て の

要 求 を 拒 否 す る.そ の た め,こ の 場 合 も,図3の 領 域(iv)は

全 て埋 ま る.最 後 に,ア ドバ ー サ リ は 区 間[m+1,m+2)に 対

す るIRI-2c個 の 要 求,[m+2,m+3)に 対 す るIRI-2c個

の 要 求,_,[ん 一1,紛 に 対 す るIRI-2c個 の 要 求 か ら 成 る 入

力 列 σ6を 与 え る.Aは 鴫 を 全 て拒 否 す る た め,Aの 利 益 は

2cm十(2cm-IRI)十(IRI-2c)十2cと な る.

一 方
,σ､の 各 要 求 をFirst-Fitを 用 い て 割 り当 て る ア ル ゴ リ

ズ ム を 考 え る.す る と,そ の ア ル ゴ リズ ム は σ3の 全 て の 要 求

を拒 否 し,σ2,酪7σ4,垢 の 全 て の 要 求 を受 理 す る こ とが で き

る.そ の た め,最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リズ ム の 利 益 は少 な く と

も2cm+(2cm-IRI)+(IRI-2c)+2c+(ん 一m-1)(IRI-2c)

となる.□

2.2Worst-Fitの 上 限

1節 にお い て説 明 した よ うに,Worst-Fitは 要 求 され た 区 間

を含 む空席 の 区 間が最 も長 い座 席 に各要 求 を割 り当 て る.ま た,

1節 にお い て述 べ た よ うに,Worst-Fitは 単 一価 格 問題 の 下 限

を改 良す るた め に用 い る こ とがで きる と期 待 され る アル ゴ リズ

ムの 一つ で あ る.し か し,我 々 はWorst-Fitに 対 す る上 限 を改

良 し,ほ ぼ下 限 と一致 させ る こ とで,Worst-Fitを 用 いて単 一

価 格 問題 の 下 限 を改 良 す る こ とが で きない こ と を示 す.

[定理2]単 一 価 格 問 題 に お け るWorst-Fitの 競 合 比 は

κ一22k-1+2以 下 で あ る･

証 明.定 理1の 証 明 と同 様 にmとcを 任 意 の 正 の 整 数 と

し,ん=2m+1,n=2cmと す る.は じめ に,区 間[1,2)に 対

す る2c個 の要 求,区 間[2,3)に 対 す る2c個 の要 求,_,区 間

[m,m+1)に 対 す る2c個 の要 求 か ら成 る 要求 列 σ/を 与 え る.

す る と,Worst-Fitは これ らのn=2cm個 の要求 を全 て異 なる

座 席 に割 り当て る.次 に,以 ドに示 す要 求列 σ2,σ3,σ4を 順 に

与 える.σ2は 区 間[1,m+1)に 対 す る2cm-2c個 の 要求 か ら

成 り,σ3は 区 間[m,κ)に 対 す る2cm2c個 の 要 求 か ら成 り,

σ4は 区間[m十1,ん)に 対 す る2c個 の要求 か ら成 る.Worst-Fit
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は σ2の 要 求 を 全 て 拒 否 し,σ3と σ4の 全 て の 要 求 を受 理 す る.

そ の た め,σ4を 割 り当 て た 後,全 て の 座 席 の 区 間[m+1,紛 は

埋 ま っ て い る.最 後 に,区 間[rit+1,m+2)に 対 す る2cm-2c

個 の 要 求,区 間[m+2,m+3)に 対 す る2cm-2c個 の 要 求,

.,区 間[m+2,m+3)に 対 す る2cm2c個 の 要 求 か ら成 る

要 求 列 σ5を 与 え る.Worst-Fitは σ5の 全 て の 要 求 を拒 否 す る

た め,Worst-Fitの 利 益 は2cm十(2cm-2c)十2cと な る.

一 方
,σ､の 各 要 求 をFirst-Fitを 用 い て 割 り 当 て る ア ル

ゴ リ ズ ム を 考 え る.す る と,そ の ア ル ゴ リ ズ ム は σ2,σ4,

σ5の 要 求 を 全 て 受 理 し,σ3の 全 て の 要 求 を 拒 否 す る.そ

の た め,最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リ ズ ム の 利 益 は 少 な く と も

2cm+(2cm-2c)+2c+(κ 一m-1)(2cm-2c)と な り,こ

の 場 合 の 競 合 比 は,高 々

2cm一 ト(2cm2c)十2c

2cm一 ト(2cm-2c)十2c一 ト(κ 一m-1)(2cm-2c)

4cm

4cm十(κ 一rit-1)(2cm-2c)

2
κ一2丙+2

となる. 口

G
2+2,/is3-2

2+2 133-2+(κ1)(1x//33-2)

3+x/13

κ+2+x/13

と な る.

3.比 例価格問題

本 節 で は比例 価格 問題 の上 下 限 の改 良 を行 う.比 例 価 格 問題

で は,駅siか ら駅5コ へ の チ ケ ッ トの価 格 は ブー2で あ る.

3.1上 限

[定理3]比 例 価 格 問題 に対 す る 全 ての オ ン ライ ン アル ゴ リズ

ムの 齢 比 は3+/3k-1+13以 下で あ る･

証 明.任 意 の オ ンラ イ ンア ル ゴ リズ ムAを 考 える.ま た,κ

を駅 の数 と し,あ る正 の 整 数mに 対 して,n=2mを 満 た す

nを 座 席 の 数 とす る.は じめ に,ア ドバ ー サ リ は区 間[1,2)に

対 す るm個 の要 求 か ら成 る入力 列 σ1と 区 間[2,3)に 対 す るm

個 の要 求 か ら成 る入 力 列 σ2を 入 力 と して与 える.こ こで,A

が σ1と σ2の 両方 の 要求 を割 り当 てた座 席 の集 合 をRと す る.

一 般 に
,割 り当 て状 況 は図4の よう に示 す こ とが で きる.図4

にお い て,割 り当 て られ た領 域 は陰 影 に よっ て示 され て い る.

続 け て,ア ドバ ーサ リはRの 大 きさに応 じて,与 え る入力列

を決 め る.ア ドバ ーサ リ はR<(13-2)m3な らば,C･･e(･)

を実 行 し,そ うで な けれ ば,Case(2)を 実行 す る.

Case(1):ア ドバ ーサ リは 以 下 に示 す 入 力列 σ3と 入 力列 σ4

を順 に与 え る.σ3は 区 間[1,3)に 対 す るIRI個 の要 求 か ら成 り,

σ4は 区間[1,κ)に 対 す るm-1珂 個 の 要求 か ら成 る.Aは σ3

の全 ての 要 求 を受 理 し,σ4の 全 て の要 求 を拒 否 す る.そ の た

め,Aの 利 益 は2m+21Rlと なる.

一方
,σ/の 要求 とσ2の 要求 を合 わせ てm席 の座席 に割 り当 て

る アル ゴリズム を考 える.す る と,そ の アル ゴ リズ ムは σ3と σ4

の全 ての要求 を受理 す る こ とがで きる.そ の ため,最 適 オ フライ

ンアル ゴリズムの利益 は少 な くと も2m+21Rl+佛 一1)@-lRl)

とな り,1珂 く(x/13-23)mで あ る こ とか ら,こ の場 合 の 競合 比

は,高 々

2rrt+21EI

2m一 ト21Rl十(κ 一1)(m-IRI)

Case(2):ア ドバ ーサ リは以 下 に示 す 入力列 σ3,σa,σ6を 順 に

与 える.σ3はCase(1)と 同様 であ り,σaは 区 間[2,3)に 対 す る

rit-IRI個 の 要求 か ら成 り,磁 は区 間[2,ん)に 対 す るIRI個 の要

求か ら成 る.Aは σ3と 磁 の全 て の要求 を受 理 し,磁 の全 て の

要求 を拒否 す る.そ のた め,Aの 利 益 は2m+21Rl+(mIRI)

となる.

一 方
,σ1の 要 求 と σ2の 要 求 を全 て異 な る座 席 に割 り当 て

る ア ル ゴ リズ ム を考 え る.つ ま り,2m席 の座 席 にそ れ ぞ れ

1つ の 要 求 が 割 り当 て られ る.す る と,そ の アル ゴ リズ ム は

σ3の 全 て の要 求 を拒 否 し,σaと 磁 の 全 ての 要求 を受 理す る.

そ の た め,最 適 オ フ ラ イ ンア ル ゴ リズ ム の利 益 は少 な く と も

2m+(mIRI)+(κ2)IRIと な り,IRI≧(x/13-23)mで あ る

こ とか ら,こ の場 合 の競 合 比 は,高 々

2γ几一ト21Rl-←(γγz-IRI)

2m一 ト(mIRI)十(κ2)IRl

G3+蒋 一2-

3一 源 一2+(κ 一2)x/133-2

3+x/13

κ1+x/13

となる.□

3.2First-FitとBest-Fitの 下 限

1節 にお い て説 明 した よ うに,First-Fitは 各 要求 を割 り当 て

る こ とが 可 能 な座席 の 中 で最 も小 さな数 が振 られ た座席 に割 り

当 て,Best-Fitは 要 求 され た区 間 を含 む空席 の 区 間が最 も短 い

座 席 に割 り当 て る.我 々 は これ らの アル ゴ リズ ム の競 合比 の下

限 を改 良 し,結 果 的 に比例 価格 問 題 自体 の下 限 の改 良 を行 う.

[定理4]比 例 価 格 問題 に対 す るFirst-FitとBest-Fitの 競 合

比 は どち ら も2k-1以 上 で あ る.

証 明.本 証 明で はFirst-Fit(以 下,FF)に 対 す る証 明 を与

え る.Best-Fitに 対 す る証 明 は同 じで あ るため に省 略 す る.ま

ず,k駅 に停 ま り,π 席 の座 席 を持 っ た列 車 と任 意 の 入力 列 σ

を考 え る.も し,各 座 席 に関 してFFが 割 り当 て る区 間の合 計

長 が2以 上 であ れば,FFは2n以 上 の利益 を得 るの に対 して最

適 オフ ライ ンアル ゴリズ ムOPTは(ん 一1)n以 下 の利益 しか得

られ ない ため,題 意 は満 た され る.ま た,も し,FFが 割 り当

て を行 った結 果,要 求 が割 り当 て られ てい ない座 席 が あ った場

合,FFは σの どの要 求 も拒 否 して い ない ため,競 合比 は1と

な り,題 意 は満 た され る.従 って,以 後 は全 て の座 席 に要 求が

割 り当 て られ てお り,さ らに,長 さ1の 区 間の みが 割 り当 て ら

れ た座 席 が少 な く とも1つ あ る場 合 を考 える.こ こで,そ の座

席 をqと し,rをFFに よってqに 割 り当 て られ た要求 とす る.

さらに,rが 割 り当て られ た 区間 を1=[乞,乞 十1)と す る.も し,

1に 要 求が 割 り当 て られ てい な い座席g'が あ った場 合,qとg'

の要 求 が割 り当 て られ た 区 間 には重 な りが ない た め,FFの 定
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図4入 力列 σ1と 入力列 σ2に対するアルゴリズムAの 割 り当て状況

義 に反 す る こ とに なる.そ の た め,全 て の座 席 の1に は要求 が

割 り当て られ て い る.

次 に,FFに よって1を 含 む区 間に割 り当 て られた要 求集合 を

RIと す る.全 て の座 席 の1に は要 求 が割 り当 て られ て い るた

め,Rr=nで あ る.こ こ で,RIをE}1)とRl≧2)に 分 類 す る.

El1)は 長 さ1の1に 対 す る 要 求 の 集 合 と し,Rl≧2)=RI＼El1),

つ ま り,1を 含 む長 さ2以 上 の 区 間 に対 す る 要 求 の 集 合 とす

る.(図5の 上 図 を参 照.)さ ら に,s(1)とs(≧2)を そ れ ぞ れ

罵1)が 割 り 当 て ら れ た 座 席 集 合 と 鵡 ≧2)が 割 り当 て ら れ た

座 席 集 合 と す る.こ の 時,15｢(1)1=IRI1)1,15｢(≧2)1=IEI≧2)1,

15(1)1+15'(≧2)1=nが 成 り立 っ て い る.

も し仮 に,罵1)の 中 にoPTに よ っ て 拒 否 さ れ た 要 求 〆 が

あ っ た とす る.0-PTに よっ て1を 含 む 区 間 に割 り当 て られた

要 求 集合 をR'と した時,OPTは 公 正 で あ る に も関 わ らず 〆

を拒 否 した ため,IE/1=nで あ り,Rノ の各 要求 はr'よ り先 に

与 え られ て い る.さ らに,r'がFFに よ って受 理 され,oPT

に よって拒否 され てい るた め,R'の 中 にFFに よって拒 否 され

た 要求 〆ノが 存在 す る.こ こで,r"∈Rノ で あ るた め,〆 ノは 〆

よ り先 に与 え られ て い るが,FFがr"を 拒 否 して 〆 を割 り当

て てい るた め,〆 ノによって 要求 され た 区間 の長 さは2以 上 であ

る.そ の上,〆 が割 り当て られ る座席q"の 区間1に は,FFが

r"を 拒 否 した際 に,要 求 が割 り当て られ てお らず,そ れ以外 の

ど こか の区 間 に割 り当 てが行 われ てい る.FFがr'ノ を拒 否 した

際 に,既 にrが 与 え られ,FFがrをqに 割 り当 て てい た とす

る と,qとq"の 割 り当 て られ た 区 間 に重 な りが ない た め,FF

の 定義 に反す る.従 って,rは まだ与 え られて い ない こ とが わ

か る.し か し,FFが 〆ノを拒 否 した際 に,qに は どの要 求 も割

り当 て られ て いな い こ とにな り,FFはr"をqに 割 り当て る こ

とが で きた こ と にな り,FFの 定義 に矛 盾 す る.つ ま り,罵1)

の 要求 は全 て0-PTに よ って受 理 され るこ とが わか る.

ここで,oPTに よって 璃1)の 要 求が 割 り当 て られ た座 席 集

合 をSと し,oPTに よってSに 割 り当 て られ た要 求 集 合 を

R(S)と す る.さ らに,万=R(S)＼ 罵/)と す る.(図5の 下 図

を参照.)FFは 公 正 で あ り,FFが 割 り当 て を行 っ た座 席qに

は最 終 的 に区間1に 対 す る要求 のみ が割 り当 て られて い るため,

FFはRの 全 ての 要 求 を割 り当 て て い る こ とが わ か る.ま た,

万 の要 求 は1を 含 む 区 間 に対 す る要求 で は ない ため,万,Rl/),

R}≧2)は 全 て互 い に素 で ある.

要 求nXに 対 し,Xの 要 求 に 対 す る チ ケ ッ トの 合 計 価

格 をp(X)と す る と,15'(1)1=S,15'(1)1+15'(≧2)1=nよ り,

FFの 利 益 はp(Rl1))+p(El≧2))+p(珂 ≧1θ(1)1+21θ(≧2)1+

p(R)=ISI+2(n-ISI)+p(R)以 上 と な る.oPTの 利 益 は

佛 一1)(n-S)+S+p(R)以 下 と な る.よ っ て,FFの 利 益

と0-PTの 利 益 を 比 較 す る と,

諜)≧(2(n1)-lsl)+(n-lsl)1早ll考1響 珂 ≧κ21

とな り,題 意 を満 たす.

4.お わ り に

口

我 々は座 席予 約 問題 の単 一 価格 問題 と比例 価 格 問題 におい て

競 合 比 の上 下 限 の解析 を改 良 した.今 後 の 課題 は更 なる解 析 を

行 い,上 下 限 の ギ ャップ を縮 め る こ とで あ る.

単 一価 格 問題 の よ り良 い下 限 を求 め るた め に は,本 論文 にお

い て扱 っ たFirst-Fit,Best-Fit,Worst-Fitと は別 の ア ル ゴ リ

ズ ム を解 析 す る必 要 が あ る.ま た,比 例 価 格 問題 に関 して は,

First-FitとBest-Fitの 上 下 限 に ま だ開 きが あ る ため(表2を

参照),こ れ らの アル ゴ リズム の解 析 を進 め,上 下 限 の 開 き を

縮 め る こ とが今 後 の課 題 と考 え られ る.最 後 に,こ の 方 向性 に

関 して,短 い展 望 を述 べ る.

座 席 予約 問題 を少 し変形 した環 状線 モデ ル とい うモ デ ル を考

え る.つ ま り,亀=slと な って い るモ デ ル で あ る.そ して,

区 間 レ,の(フ 〉 の に対 す る要 求 が あ り得 る もの とす る.乗 客

は駅5フ で乗 車 し,駅skを 通 過 し,駅s2で 降 車 す る.(正 確 に

考 えれ ば,周 回数 を考 える必 要 が あ るが,本 モデ ルで は周 回数

は1し か な く,例 えば,区 間[2,4)と 区 間[5,3)は 重 な る もの

とす る.こ の定 義 は実 用 的 な もの で はない が,以 下 で 述べ る よ

うに,First-FitとBest-Fitの 解析 を行 う上 で有 用 な もので あ

る.)本 モ デル にお いて,First-FitとBest-Fitの 上下 限 は2k -1

で 一 致 す る.上 限 に 関 して は 以 下 で 示 す.下 限 に 関 して は 定

理4の 証 明が 環状 線 モデ ルで もその ま ま成 り立 つ.こ の ことか

ら,First-FitとBest-Fitの 下 限 を改 良 す る ため には,環 状 線

モ デル で は成立 しな い議論 が 必 要 に なる こ とが わか る.

環状 線 モ デル にお け るFirst-FitとBest-Fitの 上限 の 改良 に

関 す る証 明 本 証 明 で はFirst-Fit(以 下,FF)に 対 す る証 明

を与 える.Best-Fitに 対 す る証 明 は全 く同 じで あ るため,省 略
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す る.ま ず,kを 駅 の 数,n=2mを 座 席 の 数 と す る.そ して,

以 下 の 入 力 列 σ1,σ2,σ3,σ4,σ5をFFに 川頁に 与 え る.σ1は 区

間[1,2)に 対 す るm個 の 要 求,σ2は 区 間[2,3)に 対 す るm個

の 要 求,σ3は 区 間[1,3)に 対 す るm個 の 要 求,σ4は 区 間[2,κ)

に対 す るm個 の 要 求,σ5は 区 間[3,2)に 対 す るm個 の 要 求 か

ら 成 る.

す る と,FFは σ1,σ2,σ3の 全 て の 要 求 を 受 理 し,σ4と σ5

の 全 て の 要 求 を拒 否 す る.そ の た め,FFの 利 益 は4rrtと な る.

一 方
,最 適 オ フ ラ イ ン ア ル ゴ リ ズ ム は σ1と σ2の 全 て の 要 求 を

異 な る シ ー トに 割 り当 て,σ3の 全 て の 要 求 を拒 否 し,σ4と σ5

の 全 て の 要 求 を受 理 す る こ とで,2m(κ 一1)の 利 益 を 得 る.す

る と,2k1と い う上 限 が 得 ら れ る.
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