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KUZUS ELEMEK MASODRENDU REKURZIV
SOROZATOKBAN

DR. KISS PETER

Legyen G =G (A, B, Gy, Gi) egy masodrendd linedris rekurziv sorozat,
melyet az A, B, G, és Gy racionalis egészekkel és a

G.=AG,_1— BG,_» (n=>1)
rekurziv formulaval definidlunk. Legyenek « és f§ a sorozat
f(xy=2*—-Ax+ B

karakterisztikus polinomjanak a gyokei és tegylk fel, hogy a sorozat nem
degeneralt, vagyis-AB & O, G, és G| nem mindkettéje nulla és a/ﬂ nem egyseg-
gyok, Jol ismert, hogy a sorozat tagjainak explicit el6allitasa

' _aa"—bpn
(1) Gn—'——&‘_‘_Ts

ahol ¢ = G; — Gy f§ és b = Gi—Gy «, tovabba
@ - |Gl lern=C e

ha n > w, ahol c,, cy és n”a sorozat adatalbol explicit. meghatarozhato kons-
tansok . (lasd pl. [3]-ban}..

.. A G sorozat specmhs esetét, arnlkor G,=0¢és Gi=1, a kovetkezokben
Rirel jelaljiik: Az R sorozat tagjai (1) alapjan -

PR M e : I
‘i) . R"—'afﬁ'-- : - - “Ee

alakban irhaték fel. ~ =~ -

(2)-b6l adédik, hogy minden R és minden G sorozatban, ha «/f nem
egységgyok, barmely x valés szam esetén |R,| > x, illetve |G,| > x ha n>
ng (A, B, x), illetve n > n, (A, B, Go, Gy, x). Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozatokban
minden elem csak véges sok elemmel lehet egyenld. K. K. Kubota [4, 5] ennél.
tdbbet bizonyitott: ha egy G sorozatban a/f nem egységgyok, akkor a sorozat-
ban minden elem legfeljebb négyszer fordulhat el6. F. Beukers [1] javitotta
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ezt az eredményt, megmutatta, hogy néhadny kivételtsl eltekintve a négyes
konstans harommal helyettesithetd.

Hasonlé probléma a kovetkezzd. Legyen G =G (A, B, G,, G|) és H=
H (A, B, H,, H)) két masodrendd linearis rekurziv sorozat, melyeket ugyanazok
az A, B konstansok definialjak. A két sorozat kéziil elemeinek halmaza véges-e
vagy végtelen? Ha G és H ekvivalens sorozatok (vagyis ha G, =H,  minden
n = 0 egész esetén valamely rogzitett r és s természetes szamok mellett) akkor
nyilvan végtelen sok kozos elem létezik, ezért csak azzal az esettel érdemes
foglalkozni, amikor G és H nem ekvivalensek. Ebben az esetben, a sorozatok
tagjainak explicit alakja alapjan, G. Revuz [8] egy altalanos tétele ad valaszt
a kérdésre; bebizonyitotta, hogy ha ¢;(1=i=M), bj(1=j=N), O és ¢
algebrai szamak, @ és ¢ linearisan fliggetlenek az egész szamok felett, akkor a

egyenletnek csak véges sok m;, m; raciondlis egész megolddsa van, eltekintve
attol az esett6l, mikor mindkét oldal zérus. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy a
Gy = H, egyenlet (x,y) megolddsainak szdma is véges, vagyis valamely m,
konstans esetén Gy & Hy, ha x > m,.

Hasonlé eredményt bizonyitott M. Mignotte [7]. O a tételét tetszéleges
rendd linedris rekurziv sorozatokra mondta ki. allitdsa a mi esetiinkre leszi-
kitve a kovetkez6t mondja ki: Ha D > 0 és aff nem egységgyok, akkor létezik
egy effektiv meghatarozhato m, konstans ugy, hogy Gx+ H, ha x,y > m,,.
F. Matyas [6] kiilonbozé A, B konstansokkal generalt masodrendd sorozatok
esetéén ezeket a konstansokat explicit alakban is megadta, azonban ezek nagy-
sagrendje jelenleg még szamitogéppel sem érheté el.

Az A = —B =1 esetre (dltalanos Fibonacci sorozatokra) M. D.. Hirsch [2]
konkrétabb eredményt bizonyitott: Ha G (1,—1, G, Gy) és H(1,—1,H,, H)
nem ekvivalens sorozatok, akkor a G és a H sorozatoknak nincs ¢()/ 5— 1) -nél
nagyobb abszolut értékii kozos elemiik, ahol ¢ = max(|G,G;—~ G¥ ,/H,H,— H}))

A kovetkezékben altalanositjuk M. D. Hirsch eredményét a D = A2—4 B > 0
feltételnek eleget tevd altaldanos masodrendl sorozatokra, és egyben javitjuk
Revuz és Mignotte eredményeinek masodrendili sorozatokra vonatkozo allita-
sat, megadva az m, konstans explicit értékét.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyenek A és B rogzitett nem zérus
egészek, G =G (A,B,G,, Gy) és H= H (A, B, H,, Hy) két masodrendi linearis
rekurziv sorozat, melyekre D = A2—4B >0, és G,, Gy, illetve H,, H; nem
mindkettéje zérus. Legyen G és H tagjainak explicit elGallitasa

_aa®—bp"
Co=—""p
és
_par—qp”
Hn" ““/);



ahola =G —Gyf, b= G —Goa,p =H —Hyp, q=H —H,a és tegyik
fel, hogy ¢’} nem egységgyok. Tovabba legyen

m=max(G,|, [, , Gy, |H,),

w=max(|b| , l¢),

U
nf’_log s 080w
, = log p/q
= log|q]
és
(L 1=la/p|-|alt) |a/p]- |2t~ 1
£=min (Z’ i , 1 ]

A feltételek miatt a és f valds és |u| = |f|, ezért a tovabbiakban feltehetjiik,
hogy |a| > || F 0.

Ezen jeloléseket felhaszndlva a kévetkezfket bizonyitjuk.

2. Tétel. Ha a G és H sorozatok nem ekvivalensek és || < 1, akkor nincs olyan
ko6zds elemiik, melyek indexei nagyobbak mint n, + 1.

Kgvetkezmény. Az F = F (1,— 1,0, 1) Fibonacci és az L = L (1, —1, 2, 1) Lucas
sorozatoknak csak 1 (= F = Fy=1,) és 3 (= F; = L) a k6z0s elemiik. Ugyanis
ebben az esetben a= (1+ V5)/2, = (11— V5)2 és w= V5, é koénnyi
ellenérizni, hogy n, < 3. Igy F; = L; csak akkor teljestilhet az 1. Tétel miatt,
ha i <3 vagy j < 3. Ezekben az esetekben pedig kozvetleniil belathatd, hogy
csak a felsoroltak a kozos elemek.

2 .Tétel. Ha a G és H sorozatok nem ekvivalensek, B <0 és || <1, akkor
nincs olyan kozos elemiik, melyek abszolut értéke legalabb 6 mw |B|™.

3. Tétel. Ha a %0, pF 0 és a G és H sorozatok nem ekvivalensek, akkor ninecs
olyan koézos elemiik, melyek indexei nagyobbak mint

loge—log b/ ,Joge—log q/p
log '/« log:p/el

ny = max

Megjegyezziik, hogy a 3. Tétel nem igaz, ha elhagyjuk az a0, p3F0
feltételeket. Ugyanis G =G (6,8,1,4) és H=H(6,8,1,2) sorozatok esetén
A =6, B=28 miatt « =4, § =2 és p=H{—H, =0, a tagok explicit els-
allitasa pedig G, = 2’0, H, = 2n. Igy a Gx = H, egyenletnek végtelen sok meg-
oldasa van, de a két sorozat nem ekvivalens.
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© 1. Tétel bizonyitdsa. n, megvalasztdsa miatt o

(az n, konstansnak van értelme, mert w = 0 és Gy = H,, esetén G és H ekviva-
lens sorozatok lennének), igy |f| < 1 miatt

1
=2

. g, 1
és Eﬂ -

b n
4 —_
@ e <3

ha n>n, Legyen Gyy1 =Hg 1 =Q és 7,5> n, Konnyd beléfni (1) segitsé-
gével, hogy

Gn+l ~ _b "
ii_(yn___a_p»

24

minden n természetes szadm index esetén, ezért (4) alapjan

1

brl_1
=3

(Cﬂ

Qg

«

és

-t

L

Q

.adodik. Ebbél kévetkezik, hogy G, és H, a~ valés szdmhoz legkozelebbi egészek

[+4
igy G, =H,. De ez G ;1 = Hg1 egyenlSséggel egyiitt azt mutatja, hogy a G és
H sorozatok ekvivalensek, tehit igaz a tétel allitasa.

2. Tétel bizonyitdsa. El8szor belatjuk, hogy a tétel feltételei mellett
(%) |Rp| = [a 1

minden n > 0 természetes szAm esetén. A bizonyitast n-re teljes indukcidval
végezzlk el. n =1 és n = 2 esetén R; = 1 és Ry = A miatt igaz az allitas, mert
a és § kiilonbdzé elsjel és igy |A| = |a + 8] <|qal.

Ha (5) fenndll valamely n és n + 1 esetén, akkor A=a -+ f és B=qaf <0
miatt

|Rasz2|=| ARas1— BRa|=|a[*~1 (|A] - |a] —af)=
= [an+1 ( atf _E)=’a|n+l ,
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mivel —1 < ,5"< 0, ezért (5) valoban teljesiil minden n > 0 esetén.
a

Ezek utan ratériink a tételben szerepld allitds bizonyitasara. Az n, kons-
tans megvéalasztasa miatt

ha n=n,

A

Do s Dl =

w |
24

o

©) |

v

ha n=n,

(1) és (3) alapjan konnyid beldtni, hogy
G,=Gya" + (G —Goa) - Ry,
ezért (5) felhasznalasaval
N = max (|Gy|, [Hp|) = m [a[* + W [R;| = m |a|? + w]a[?~!

adédik. De ha n =n, +1, akkor «f = B miatt (6)-bol

B! |«

]a}n:|a|-|a’|“—]:ia . —

1 T "~7
LB Rt T wia

B ‘'n—1

Bp—1=2w

adodik. Igy n=mn, + 1 esetén, felhasznilva hogy w=m + m|a| és |a| > 1,

N=2mw B »~ l+fw 2wl B! =2w| B, n(m+| |)
x|

1+1

Jal

EbbdSl mar kiovetkezik az allitas az 1. Tétel miatt.

=2mw B, o( 1+ - | | )<6mw§ B mo.

3. Tétel bizonyitdsa. Elészér belatjuk, hogy a Gy = Hy, vagy ami ezzel ekvi-
valens, az

(7) a X—DbpX=pa¥—qpy
egyenletnek, csak véges sok (x; y) egész megoldasa van, ha G és H nem ekviva-

tens sorozatok. Tegyuk fel az 4allitas ellenkez6jét, vagyis hogy végtelen sok
(x; y) megoldasa van (7)-nek. a + 0 és p &+ 0 miatt (7)-bél

oo olE)
/

®) «
P _(

TSN L L 4

th



kdvetkezik. A bal oldal egész x,y esetén 1 kiornyezetében csak diszkrét érté-
keket vehet fel, a jobb oldal hatarértéke viszont 1, ha x és y a végtelenhez
tart, ezért végtelen sok (x;y) egész értékparra csak akkor allhat fenn az
egyenldség, ha

x—y
2ac =1,
D
vagyis
aax =po¢y

valamely (x; y) esetén. Ebbél azonban b f* = q ¥ és Gy, = Hy, , adédik min-
den n természetes szdmra, vagyis G és H ekvivalens sorozatok.

Tehat ha G és H nem ekvivalensek, akkor létezik olyan n; valds szam
gy, hogy Gy + Hy, ha =,y > n.. A kovetkezdkben belatjuk, hogy a tételben
megadott n, rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

a
z megvalasztasa miatt ';“ = 1 és z nem egész szam, mert ha z egész
lenne, akkor az el§z6ekhez hasonléan kovetkezne, hogy G és H ekvivalensek,
Ekkor azonban |a| > 1 miatt.

|a il a it
1"‘0! <1 < ize|,

P p
ha i = [2] és j = [2] +1. Legyen

_loge — log|b/a|
Tog 3/

és

y > log e — log q/p|
log|B/a|

Nyilvan x,y > ng is teljesii], ahol n; a tételben definidlt konstans. Ekko
b 5 x! /3 y |
o=« 30

Ezeket felhasznalva (8)-bol

—— X - !
1 € =< !g(g yg << ‘1 +8

1—4e < i S = 1+4e

9
p

< &

adddik, ami viszont egész x, y esetén nem teljesiilhet ¢ valasztasa miatt. Ebbdl
mar kovetkezik az 4llitas.
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COMMON TERMS IN SECOND ORDER RECURRENCES
by Péter Kiss

(Summary)

Let G =G (A, B,G,, G{) be a second order linear recurrence defined by
rational integers A, B, G,, Gi and by recursion G, = AG,_— BG,_asforn > 1,
We denote the roots of polynomial x2— Ax + B by a and . Let us suppose
that AB+0, G, and G; are not both zero, D = A2—4B > 0, «/f is not a root
of unity and |a| > |f|. Let H=H (A, B, Ho. Hy) be also a second order linear
recurrence with similar conditions. The sequences G and H are called equiva-
lent if there exist integers r and s such that G, , = H, for every integer
n=0.

The following three theorems are proved in the paper.

Theorem 1. If the sequences G and H are not equivalent and |#] <1 then the
equation Gy = H, has no solutions with condition x,y > n, + 1. Theorem 2.
If the sequences G and H are not equivalent, B <0 and |f] <1 then the
equation Gx = H,, has no solutions with condition |G| = 6 mw |B|™ Theorem 3.
Let the explicit form of the terms of sequences G and H be
G,=(aa®—Dbf")/(a—f) and Hy= (P a® —q ") (a— f)

respectively. Suppose that the sequences G and H are not equivalent and
ap ¥ 0. Then the equation Gy = H, has no solutions for which x, y > n,.

The constants n,, n;, m and w m the theorems are given in the paper and
they depend only on the parameters of sequences G and H.
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