MASODRENDU LINEARIS REKURZIV SOROZATOK TAGJAINAK
SZINUSZAIROL

H. MOLNAR SANDOR

Legyen a G = {G,},=, mésodrend(i linearis rekurziv sorozat definidlva
a Gy, Gy, A, B egész szamokkal és a

G, = AG,_,; +BG,_,
ha n > 1, rekurziéval. Tegyiik fel, hogy AB = 0, A2+4B = 0 és hogy G, és

G, értéke egyidejiileg nem zérus.
Jol ismert, hogy a G sorozat elemei a

Gn = as®—hg"

Binet formuldval kifejezhetSk explicit alakban, ahol « és g a G sorozat
x%2— Ax — B karakterisztikus polinomjanak zérushelyei, tovabba

G,— Gy b — G, —Gya
a—p "’ «— B

a =

(V.6. I. Niven és H. S. Zuckermann [9] 91, 0.).
Dolgozatunkban a karakterisztikus polinom zérushelyei koziil mindig a nem
kisebb abszohit értékiit fogjuk o-val jelolni: |«j=|f|, Az A2+ 4B = 0 fel-
tételiinkbdl kovetkezik, hogy « és f valds szdmok és |«|=|f|.
Az A = B = 1 specidlis esethen a G gorozatot Fibonacei t{pust sorozatnak
nevezziik, és elemeit u,, uy, u,, .. .-vel jeloljik.

Olyan konvergencia vizsgalatot, mely maésodrendd linedris rekurziv
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W. Gerdes [2] eltekintett attél, hogy a G sorozat kezd§ értékei és az A, B
konstansok egész szdmok, helyette tetszileges valdés szamokat megengedett.
Meghatarozta Gy, G, A, B¢ R és G, = AG,_;+BG,_, (ha n = 1) esetén a
{Gp}pzo sorozat konvergenciajanak feltételét. Eredménye szerint ahhoz,
hogy a {Gp},=y sorozat konvergens legyen az A és B szamoknak egy — 4altala
meghatarozott — sikbeli tartoményba kell esnie. Eredményeit [3]-ban Alta-
lanositotta harmadrend(i linearis rekurziv sorozatokra.

825


https://core.ac.uk/display/160250275?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

A {Gqx},=, (ahol x egy valés szdm) modulo 1 konvergencidjaval és eloszlasaval
foglalkoznak Kiss Péter és Molnar Sandor a [6]-ban.
M. B. Gregori és J. M. Metzger [4]-ben a

lim sin (u,xm)

n—»oco

hatarértéket vizsgaljak, ahol x egy valds szam. Megmutatjak, hogy ez a
hatarérték akkor és csak akkor létezik, ha x € Q(¥5), tovabb4, hogy ilyenkor
értéke sziikségképpen zérus. (Q(V5)-el jeloltiik a racionalis szdmtest J5-tel
valé hévitését.) A [8]-ban eredményiiket altalanositottuk olyan maésod-
rend(i linedris rekurziv sorozatokra, melyeknek az egyik definidl6é konstansa
B = 1, tehit melyek a Gy, G,, A egész szamokkal és a

Gn = AGn_l + Gn—z

ha n > 1, rekurziéval vannak meghatdrozva. Ugyanitt rémutattunk, hogy
a {sin(G,x7)},=o és a {Gax},=, modulé 1 sorozatok konvergenciai nem ekvi-
valens problémaéak.

A [8]-beli mddszerek felhasznalasaval altalanosabb esetekben is tanulmanyoz-
hatjuk a

lim sin (Gyxs) (1)

n—>eo

hatarértéket, ahol x egy valds szam.

Jelen dolgozatunkban példat mutatunk arra, hogyan lehet az (1) hatarérték
létezésének feltételét megadni, illetve értékét kiszdmitani, ha a G sorozat
karakterisztikus polinomjanak egyik zérushelye Pisot- Vijajaraghavan-féle
(a tovadbbiakban PV) szdm (Az o« > 1 valds algebrai egész szamot PV szdm-
nak nevezziik, ha valamennyi o-tél kiilonb6z6 konjugaltjainak ahszoldt
értéke egynél kisebb, 1d. J. W. S. Cassels [1] 133 —134. old.)

TETEL: Legyen a G masodrendii linearis rekurziv sorozat definidlva a
G,,G, egész szamokkal és a G, = 4G,_; + 3G, _,ha n > 1, rekurzioval. Tegyiik
fel, hogy G+ Gi = 0. Legyen x egy valds szém. A

lim sin (G,xm)

N—roco

hatarérték akkor és csak akkor létezik, ha x eleget tesz az

2(c; —cpf) 4 (d; — dyf)
(G —=Gof) - a°

X =

formulénak, ahol ¢, c,, e tetszlleges egész szamok és d,, d, egész szamok, vagy

d =d, = %, ahol k valamely egész szam.
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Ekkor

lim sin (Gyxn) = sin (d;n)

n—oo

Bizonyitds: Legyenek x és q olyan valds szdmok melyekkel

lim sin (Gyxm) = sin(qm). (2)

N—»oo

Nem megy az altaldnossdg rovasara, ezért feltételezziik, hogy

Legyen a val6s szamok g, sorozata definidlva a
Gnx = g, (mod 2)

kongruenciaval és a —1 < g, = 1 feltétellel.
A (2)-h6l kovetkezik, hogy barmely ¢ > 0 valds szamhoz van olyan N = N(¢)
természetes szam, hogy ¢ = 0 esetén

gG—dql <e (3)
V&gy

g —(1—-q) <e (4)
q < 0 esetén °

g —a] < e (3)
vagy

g —(=1-q) <e (5)

teljesiil minden n = N egész szamra, mert
sin(qn) = sin((1 —q)z) vagy sin (qm) = sin ((—1—q)r) aszerint, hogy
1

1
Osqsé—vagy 3 =q < 0.

14— (1—q)]
o2 ]

Ha |q| # g 1 , 0 <e=< mm{

q—(—1-q) |
2

és n= N - N{e), akkor a (3), (4), (3"), (5) egyenlGtlenségek koziil egy és
csak is egy teljesiil, barmely n = N egész szamra.
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Legyenn = N. Ha |q| = %, akkor legyen g, = q, ha |q] = %, akkor legyen

g, = q, 1 —q, q vagy — 1 — q aszerint, hogy (3), (4), (3’) vagy (5) igaz.
A g és g, definici6ja szerint n = N-re

Gnx = 2Pn+gn, = 21)11+gn+rm (6)
ahol irp) = lg/—g, <eés po (n =N, N+1, N+2, ...) egész szdm, to-

vébbar, - 0 han - .
Felhasznalva a Gg,,— AG,,; — BG, = 0 azonossigot, azt kapjuk, hogy

Sp = 2Pnya+ e~ A2Pas1 +Eny1) — B2pa+ga) =
= GnpX—Tnyn— A(Gny X —Tayy) = B(Gax—rp) =
= —(rnya—Arn,; — Bry), {7)

igy Ss ~ 0han - .
De n = N esetén S, tortrésze csak véges sok értéket vehet fel — tekintve,
hogy pi egész és gi-nek mindossze két értéke lehet — ezért

S =0 (8)
ha n = n, = N.
A (7)-bdl és (8)-bdl kivetkezik, hogy {2Dn + Zn}aZ0 €8 {rn}a=p masodrendii linea-

ris rekurziv sorozatok f(x) = x*— Ax—B karakterisztikus polinommal, és
igy a Binet formula szerint

2pn+ 8o = a a4 by gt
és ®
I, = a2an—n0+b2ﬂn—no
minden n = n,-ra teljesiil.
Mivel f2-T0 — 0, @] > o (n —o>) ezért az r, - 0 (n - ) csak ugy
teljesiilhet, ha a, = 0, igy
r, = by,
A (6)-ba behelyettesitve a sorozatok explicit értékeit
(aan_}_bﬂn)x — alall—no+})1ﬂn—llo+b2ﬂn—no

amibdl

n—1ng
(%) (axamo—a,) = —bxpf%+ b, +b,
adédik.
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ezért axot —a;, = 0.
Behelyettesitve az a és a; konstansok értékét, és x-et kifejezve

Az egyenlet jobb oldaldn konstans all, de a bal Oldalon( )nﬁnﬂ-a- co han — oo,

X = & _ 2Png+1 + Buor1— (2Pn, + En,) B .
a-oh? (Gop—GB)ame -
_ 2(c;—Cof) + Zuyt 1 — &0, (9)
(Go— G B)aro

ahol ¢, és ¢, egész szdmok.
Meg fogjuk mutatni, hogy az A = 4 és B = 3 esetben g csak egész vagy

3 alaku lehet, ahol k egész szam.

Mivel {2p,+ gn}a=o mésodrendii linedris rekurziv sorozat f(x) = x*—Ax—B
karakterisztikus polinommal, ezért

Zio = Agi, +Bgi+2t; (10)
i = ny-ra, ahol t; valamely egész szam.
Foltehetjiik, hogy g; = q vagy g =1—q (j = ng ng+1, ...), ugyanis
sin ((—1—q)x) = sin (((1—q)—2)7) = sin (1 —q)7). A (Zniz) Syt Cn) SZAmM-
hdrmas n = n, esetén csak nyole kiilonhoz6 értéket vehet fel:

(1) (9, 9, q)

(ii) (I1-q,1—q, 1-q)
(iii) (q, 1—q, q)

(IV) (l—q’ q, l_q)
(v) (0, 9, 1—q)

(vi) (1-q,1-q, q)
(vii) (4, 1—q, 1-q)
(viii) 1-q, 9, q)

Az (i) esetben (10) szerint
q = Aq+Bg+2t,
amibdl
(A+B"‘1)q = 2ty
illetve az A = 4, B = 3 esetben
6q = 2t,
e
1=3

adddik valamely k egész szdmmal
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Az (ii) ugyanerre az eredményre, mig az (iii) és (iv) a (10) felhaszndldsdval

(A—-B+1)q = 2k
q=k

osszefiiggésre vezet.
A (v) és (vi) (10)-be helyettesitve az

(A—B-1)q = 2k+1
egyenletet adja, melynek egyetlen ¢ valds szdm sem lehet megoldasa, tekintve
hogy a bal oldalon zérus, mig a jobb oldalon a 2k + 1 paratlan szam 4ll.

Végezetiil a (vii) és (viii)-bdl

(A+B+1)q = 2k+1

illetve
_ 2k+1
-8
adédik.
. s 2k +1 . .
Be fogjuk latni, hogy a q = g nhem lehetséges. A (vii) esethen

Qoys = G Gnyr = 1—0q, o = 1—q. A qn,3 megengedett értékei q vagy
1—q. Ha qn.5; = q akkor a (v) esethez jutunk, melynek eleget tevd ¢ szam,
mint mar lattuk nem létezik.
2k+1
8
gyen. Tekintve, hogy a szamlal$ paratlan, a nevezd paros ez lehetetlen.

A gn,3 = 1—qa (iv)-re vezet, igy a q = egész szam kellene hogy le-

A (viii) esetben hasonléan lathatjuk be,hogy a q a %ﬂértéket nem veheti

fel.
Ezeket tsszefoglalva és (9)-et figyelembe véve x minden esetben eleget
tesz az

2(c; — ¢f) + (d; — d,f)
(Gy— Glﬂ) a®

X =

forménak, ahol ¢;, ¢, és e egész szamok, tovabba d, és d, egyész szdmok vagy
d, =d, = g, ahol k egy egész szdm.
Legyenek c,, ¢, és e egész szamok és legyen d,, d, szintén egész szam, vagy

d; = d, =§,ahol k egy egész szam. Tekintsiik a {sin (Gnxn)},=, sorozatot,.

830



Az a+ f = A azonossig felhasznaldsdval
— 2(¢; — ;) + (dy — dof) -
(G —Gop)ec

2(cy + co) +d; — Ady + dyo
(G —GoP)ac ’

ahol ¢; egy egész szam. Mivel G, = ao™+bg" és
a = (G, —Gf)/(x—p) # O,

ezért

ccﬂ—e+1 _— ﬂn-—e+1

OCn—e_ ﬂn—e
Gux=axo®+ bxf"= 2, +2¢ -
ﬂ 3 _ ﬂ 2 a“ﬂ
onh—e _— ﬁn—e o ﬁn—e ocn-—e+1 — ‘Bn—e+1
.__Adz’——?“_——ﬁ—*—!—dl (Z——ﬂ +d2 a_ﬂ _I.

n—e

+xgr (20, 20,0 - Adyt dyt daf) P

o™ — gm e s 4 . . s . .
Az il i = Ry, kifejezés egy madasodrend{i linearis rekurziv sorozat

x—p
Ry, =0, R, =1 kezd§ értékekkel és f(x) = x2— Ax—B karakterisztikus
polinommal, és igy {Rm}uo sorozat elemei egész szamok. A d; és d, racioné-
lis szdmok, tovadbba |f| < 1 miatt f° — 0, han — .
Ezek figyelembevételével sin (G,xm) akkor és csakis akkor konvergens, ha

H, = —Ad,R,+d; R+ dyR,,; 7 =1 vagy 121 (mod 2) elég nagy n-ekre
ahol r egy rogzitett racionalis szam — minthogy sin (rz) = sin ((1—r)z) —, és
ekkor a hatarérték sin (rm).

Ha d, és d, egészek, akkor H,, is egész szam és igy

H,=0 vagy 1 (mod 2)
s igy ekkor a hatarérték

lim sin (Gyxz) = sin(0z) = 0.

N-»oo

wl =

Had, =d, = g alaku, teljes indukeciéval bizonyitjuk, hogy H, =
(mod 2).
n = 0-ra H, = gmiatt igaz az 4llités.

Tegyiik fel, hogy H, = g (1—=A)R,+Rp,y) =

00|

(mod 2). Mivel H,,, =
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k k
= § ((1 _A)Rn+1+Rn+2) = 3 (Rn+1 —ARn+1+AR’n+1 +BRn) =

k k k
'g(Rn+1+BR‘n‘*‘(l*A)Rn_(l_A)I{n) = 5((1_A)R’n+Rn+1)+ §((A+B—
~1R,) = H,+ §6Rn = H,+2kR, = H, E-:l; (mod 2), ezért minden n-re

H, zg (mod 2) teljesiil, igy tételiinket bizonyitottuk.
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