PELL EGYENLETEK MEGOLDASA LINEARIS REKURZIV
SOROZATOK SEGITSEGEVEL

KISS PETER

Legyenek A, B, G,, G, rogzitett egész szamok, melyekre AB = 0 és
Gy, G; nem mindkettdje zérus. Az egész szamok Gy, Gy, G,, . .. végtelen soro-
zatat, ahol

Gn = A-Gu_,—B.Go_,

ha n > 1, masodrendii linedris rekurziv sorozatnak nevezziik és G-vel illetve
G(A, B, G, G))-el jeloljiik. A kovetkezGkben hasonléan definialjuk és jelol-
jik a kiilonboz6 adatokkal megadott mésodrendt linedris rekurziv sorozato-
kat..

Egy G(A, B, G,, G,) sorozat asszocidlt sorozatdnak nevezziilk azt a
H = H(A, B, H,, H,) sorozatot, melyben

és
Hl = AG’]_ -_— BGU
Az altaldanos G sorozat specidlis esete az F = F(1, —1, 0,1) Fibonacei
sorozat, az L = L(1, —1,2,1) Lucas sorozat mely a Fibonaceci sorozat asszo-
cidlt sorozata, és a P = P (2, —1, 0,1) Pell sorozat.
Az
x2—-D.y2 =N
alak orozatok kozott tobb

. bronigeq p}x EKE KebozifolA op bnpuc;uouz

Hoggatt [4]
Mrmungivouw, mugy wa A —uy — LT ugyuiaou ugyvuuu avgolddsal x =
= 1L, y = + F,, ahol L, illetve ¥, a Lucas illetve Fibonaceci sorozat
n-edik tagja. E. M. Cohn [3], I. Adler[1, 2]és V. Thébault [7T]az x? —2y%? = #+1
egyenlet és a méasodrendli rekurziv sorozatok illetve a Pell sorozat kozott
talaltak hasonlé kapesolatokat. M. J. de Leon [6] bizonyitotta, hogy ha x,
Yo €gy alapmegoldésa az x2—2y? = N egyenletnek, akkor azon x,, y, szdm-
par is megoldéds, melyre x,+yn =(Xy+ ¥o)Paony1+ YoPon €8 yu= (Xo+¥o)Pon+,
+ YoPan—1, ahol P; a Pell sorozat i-edik tagja.
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Véarnai Ferenccel kozosen [5]-ben bizonyitottuk, hogy az x?—2y% = N
egyenlet Osszes megoldasa megadhatd véges szami P(2, —1, Py, P,) sorozat
elemeibdl alkotott

(x5 5) = (£ (Pan+ Pans1); +Ponyy)
pérok altal. Tovahh4 ezen sorozatokra N > 0 esetén 0 = P, < 2N, N < 0

esetén pedig 0 < P, <} —9N/2. Megmutatjuk, hogy ez az eredmény 4ltalano-
sabban is igaz:

1. TETEL. Legyenck N = 0 ésa = 0 egész szdmok. Ha az
(1) x?2—(a?+ 1)y = N

egyenletnek van x, y egész megolddisa, akkor az Osszes megolddst véges szdmi
G(2a, —1, Gy, G,) sorozat tagjaibdl képezett

(x;5) = (£ (Gan+28Gany1); £ Gonyy)
pdrok szolgdltatjdk, és ezen G sorozatokra N > 0 esetén 0 = G, < 2a)yN,N < 0
esetén pedig 0 < G, < (2a2+ 1)) —N/(a2+1).

V. E. Hoggatt [4] fentebb idézett eredménye altalancsal b formaban is
igaz. A kovetkezs tételeket bizonyitjuk.

2. TETEL. Legyenek a és N egész szdmok a > 2 és N = 0 feltétellel. Ha az
x?—(a?—4)y% = 4N

egyenletenk van x, y egész megolddsa, akkor az ésszes megolddst véges szdmai
G(a, 1, G,, G,) sorozat segitségével képzett

(x;9) = (£ Hyn; £ Gy),n=0,1,2, ...

szdmpdrok szolgdltatjdk, ahol H a G sorozat asszocidlt sorozata. Tovdbbd ezen G
sorozatokra N = 0 esetén 0 = G, < YN és N < 0 esetén
0= G <a J—N/az—4).

3. TETEL. Legyenck a és N egész szdmok a > 0 és N = 0 feltétellel. Ha az
x2—(a’+4)y? = 4N

egyenletnek van z, y egész megolddsa, akkor az Osszes megolddst véges szdmai
G(a, —1, G,, G,) sorozat segqitségével képzett

(x;9) = (£ Hpn; £ Goa)yn=0,1,2, ...
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szamparok szolgdaltatjdk, ahol H a G sorozat asszocidlt sorozata. Tovibbd ezen G
sorozatokra N = 0 esetén 0 = G, < a})N és N < 0 esetén pedig 0 = G, <
< (a®+2)Y —N/(a2+4).

4. TETEL. Ha az
(x;y) = (£ Hpn; £ Gua)yn =0,1,2, ...
alakd szamparok az
x?!—(a®+4)y% = 4N
egyenletnek megolddsai, akkor az
(x;¥) = (£ Hpnyqs £ Gonyy)yn=0,1,2, ...
alakit pdrok megolddsai az
x?—(aZ+4)y? = —4N
eqyenletnek.
MielStt ratériink a tételek bizonyitasara, megemlitjiik a linedris rekurziv
sorozatok néhany ismert tulajdonsagat és bizonyitunk egy segédtételt.

Legyen G = G(A, B, G, G;) egy méasodrend{i lineéaris rekurziv sorozat,
tovabb4 jelolje az

f(x) = x2—Ax+B
polinom két gyokét

_ A+2V12éS P é:’;l,

ahol D = A2—4B. Ha D = 0 (vagyis ha « % B), akkor mint jél ismert, a
G sorozat tagjai

bat—cg"
(2) anTﬁﬂ ,n=0,1,2,...

alakban is megadhaték, aho!l

Ennek alapjan, felhasznalva az asszocidlt sorozat fentebbi definiciéjat, kony-
nyen helathatd, hogy a G sorozat H asszocialt sorozatdnak tagjai

(4) H, =ba"+eft,n=0,1,2, ...
alakban irhatok fel.
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LEMMA. Jelolje D = A*—4B a G sorozat f(x) karakterisztikus polinomjdnak
a diszkrimindnsdl. Ha D # 0, akkor a G sorozatnak és a Il asszocidlt sorozatd-
nak tagjaira minden n természetes szdm esetén fenndll a

H,2—-D-G,% = 4be¢.B"
egyenldséy, ahol b és ¢ a (3)-ban definidlt dllandok.
BIZONYITAS. Mivel D = (a— )2, ezért (2) és (4) alapjan
H.2—D.G,2 = (ba"+¢p")2— (ba"—cf?)? = 4be-(ap).

Ebb6l mar kovetkezik az allitas, mivel af = B.
Rétériink a tételek bizonyitéséra.

1. TETEL BIZONYITASA. Haegy G = G (A, —1, Gy, G,) sorozathan
G2+ AGG,— G2 =k,
akkor minden n = 0 esetén
(5) G2+ AG,Gp, — G2, = (—1)"-k.
Ugyanis

GRy1+AGh1Gny o —Ghyy = G;“"+1+AG,‘+1(AG2H+GH)—
—(A(}n.ﬂ‘f“(}n)2 = _(G%+AGnGn+1‘Gﬁ+1)

és n = 0 esetén (5) nyilvanvaloé.
Ha A = 2a, akkor (5) alapjan

(6) (Gn+aGa,)2—(a2+1)G2; = (—1)"k.
Tegyiik fel, hogy az (1) egyenletnek x, y egészek megoldédsai, tovabb4a felte-
hetd, hogy x, y = 0. Definidljuk egy G sorozatot az A = 2a, B = —1 kons-
tansokkal és valamely i termdészetes szammal meghatarozott

Gupg =y € GutaGy, =x
illetve

Gy = x—ay é Gy, =y
szomszédos tagokkal. Az igy definidlt sorozat esetén k = N. Ez a G sorozat
minden egész indexre értelmezve van, mert B = —1 miatt két egymést

kovets Gj, Gj,, tag a sorozat definicidja miatt egyértelmiien meghatirozza
a G;_, és Gy, tagokat, melyek egészek, ha Gj, Gj,, egészek. gy meghata-
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rozhatjuk a i indexet tigy, hogy G, a paratlan indexii tagok kozott a legkisebb
nem negativ értékii legyen. Ekkor (6) miatt minden

(X; Y) = (G2n+aG2n+1; G2n+1)
szampar megoldéasa (1)-nek.
Meg kell még mutatni, hogy a hasonlé tulajdonsagi G sorozatok szama
véges,

Legyen elGszor N > 0. Ha x,, y; > 0 egészek megoldasai az (1) egyenlet-
nek, akkor az el6z6ekhez hasonléan generalt G sorozat két szomszédos tagja

Gy = x;—ay;
illetve
Goiy1 = Vi
Ekkor a sorozat definiciéja alapjan
Gaimy = Guiy1—2aGy = (2a®+ 1)y, —2ax,
és
Gyi_y = Gyi—2aG,i_; = (4a%+ 1)x,— (4a%+ 3a)y,,
tovabbé (6) kovetkeztében

és
yi = Goy = (2a*+ 1)y, —2ax,

szintén kielégiti az (1) egyenletet. De ha x,, y; > 0, akkor

x=y(@*+1)y,2+N

és
1=V (x*-N)/(a?+1),
tovabbé
v, = (2a2+ 1)y, —2ax, = (2a%+ 1)y, —2a)({@’+ 1)y,?+ N <
< (2a%+1—2a)a?+ 1)y, < vy,
valamint

X, = (2824 1)x; — (2a° 4 22)Y (x,2 = N)/(a®+ 1) =

= (2a2+ 1)x, — J4a%(al+1)(x,2—N) = 0
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és konnyi belatni, hogy

y, = (2a2+ 1)y, —2a}(a+1)y,2 +N =

hay, = 2a)N. Igy, ismételve az eljarast, olyan Vi Vo Yo oo €8 Xy, Xa, Xy, -
sorozatot kapunk, melyek tagjaira yi ;< y;i és x .y, Vn+1 =0, ha yi =
= 2a)N. Ezért van olyan j index, melyre 0 = y; < 2a}/N és igy a G sorozat

generalhato G, = xj—ay;, G; = y; kezd§ elemekkel, melyekre 0 = G, <
< 2a}N. Az ilyen G sorozatok széma nyilvdn véges.

Tehat az allitas N > 0 esethen igaz.

Legyen most N < 0. Ha x,, y; > 0 megoldasai az (1) egyenletnek, akkor
(mint az elézbekben)

(2a2+1)x, — (2a® + 2a)y,,
(2a2+ 1)y, — 2ax,

Xy

Ye

is megoldds. Folytatva az eljardst, megmutatjuk, hogy xi,; = 0 és 0 <
< yiy1 = yi mindaddig, mig y; = (2a2+ 1)) = N/(a?+1). Ha ugyanis y; =
= (2a2+ 1)/ = N/(a*+1), x; = 0 és x2— (a®+ 1)y;2 = N, akkor

xi = Y@+ 1)y;2+ N = 2a) — (aZ+ )N,
amibdl pedig

Xiyp = (2a2+1)x;— (2a%+ 2a)y; =
= (224 1)x;— 2a(a?+ DY (x2—-N)/(a?+1) = 0

kovetkezik. Tovabba N < 0 miatt

Vier = (2024 1)yi—2ax; = (2a2+ 1)y;—2a)(a? + 1)y? + N > 0,
és y; = (2a2+ 1)) = N/(a2+ 1) > J — N alapjan pedig

Vi = (2824 )yi—2a)/(@®+1)y*+ N < y;
adé6dik.

Tehit N < 0 esetén minden megoldas megadhaté olyan G(2a, —1, G,
G,) sorozatok segitségével, melyekre x = Gy +aG,, y = G, megoldésai az (1)

egyenletnek és 0 < G, < (2a2+ 1)) —N/(a2+1).

2. TETEL BIZONYITASA. Elegend$ az egyenlet nem negativ megoldésait
keresni, hiszen ha (x;y) egy megoldas akkor (£ x; + y) is az. Legyenek
x €8 y nem negativ egész szamok megoldasai az

(7) x2—(a?2—4)y2 = 4N
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egyenletnek. Definidljuk egy G sorozatot az A = a, B = 1 konstansokkal ugy
hogy valamely iindexre G; = y és H; = x. Ekkor (2) és (4) miatt, felhasznéilva
az a—f = yD egyenlGséget,

bol—cf = y(a—f) = yID,
illetve

bhol+cfi = x
adddik, amihdl

_ x+yD.y . x—}Dy
(8) b = 5o ill. ¢ 5.5

kovetkezik. Tehat a G ill. H sorozat tagjai egyértelmiien meg vannak hata-
rozva, ha, mint az 1. Tétel bizonyitdsdban lattuk, negativ indexii tagokat is
definidlunk. B = «f = 1 miatt B® = 1 minden egész n esetén, ezért a Lemima
alapjan N = be és minden (x;y) = (+ Hy; + Go),n = 0,1, 2, ... par meg-
oldéasa (7)-nek.

Azt kell még igazolni, hogy az i index megvialaszthaté gy, hogy G, a
a tételben megadott intervallumba essen. Tegyiik fel, hogy a (7) egyenlet egy
(%15 ¥1) megolda,sama x;, = Hy > 0 és y, = G; > 0. Ekkor (x,; y,) = Hi_q;
Gi_,) is megoldas és (8) alapjan

+VDy % —¥Dey,
_ 2 26
(@+A)x,—(«= B VD-y, _ ax,— Dy,

2af 2 ’

Hi_, = boi~14cfi~1 =

mivel e+ f=A =a,af =B =16 a—f = ]ﬁ Hasonléan addédik a

1 i i —X,tay
Gi_, = oc—ﬂ (bai-1—cpi-1) =f_12__£

egyenl8ség. x, = Hi_; = 0 akkor és ecsak akkor, ha ax, = Dy,, vagyis ha

a V4N + (a2—4)y? = Dy,.
Ez a feltétel azonban D = A?2—4B = a?—4 kovetkeztébhen
(9) (a?—4)y,? = —a2N

alakba irhaté. N > 0 esetén az a > 2 feltétel miatt (9) minden egész y, ese-
tén fennill. N < 0 esetben pedig (9)-bél az kovetkezik, hogy H;, Gi = 0

mellett Hi_, = 0, ha G; = y, = a J —N/(a?—4).

52% 819



Hasonléan lathaté be, hogy H;, Gi = 0 mellett G;_, = 0 akkor és csak
akkor, ha N < 0, vagy ha N = 0és G; = y; = VN.

Tehat ha H;, G; = 0 és G; nem esik a tételben megadott intervallumba,
akkor az (x,;y,) = Hi_;;Gi_,) megoldas is nem negativ. Bizonyitjuk, hogy
ekkor H;_; < H; és Gi_; < Gi. Be kell 1atni, hogy H;_, = (ax,— Dy,)/2 <
< x, = H;. Ehhez elég igazolni, hogy (a—2)x; = (a—2) V4N + (a2 —4)y:? <
< (a?2—4)y,. Ez a feltétel azonban az N < (a+ 2)y, egyenlStlenséggel ekvi-
valens, ezért valéban 0 = H;_, < H;, ha N < 0, vagy ha N = 0 és G; =
=y > VN/(a+2), ami nyilvan teljesiil, ha y, = JN. Hasonléan ldthaté
be, hogy Gi_, < Giha N = 0, vagy ha N < 0és G; =y, = ¥V —N/(a—2),
ami nyilvan igaz, ha G; = y, = a J —N/(a®2—4), mert a > 2.

Ezek szerint elGallithaté az (x;y) megolddsok (Hi;Gy), (Hi_;;Giy),
(Hi_s;Gi_,), . . .sorozata Ggy, hogy valamely k-ra H; > H;_; = ... > Hi_y =
=06 Gi>Gi_; > ... >Gi_x = 0, tovibba G;_x a tételben megadott
intervallumba esik, vagy pedig Hi_x = 0. De ha Hi_yx = 0, akkor N < 0 és

Gi_x = Y —4N/(a?—4) < a J-N/(a®>—4),ezért i = k+1 valasztdssal a kapott
G sorozat kielégiti a tétel feltételeit és meghatdrozza a (7) egyenlet egy meg-
oldédssorozatdt. Ezen G sorozatok szama nyilvan véges a G,-re adott feltéte-
lek miatt.

3. TETEL BIZONYITASA. A bizonyitas a 2. Tétel bhizonyitasdval analdg
modon végezhets el, ezért csak vazoljuk.
Legyen (x;y) egy nem negativ megoldésa az

(10) x?—(a*+4)y%2 = 4N

egyenletnek és definidljuk egy G sorozatot az A = a, B = —1 konstansokkal
ugy, hogy valamely i egész esetén Gy = y és Hy = x. Ekkor az f(x) polinom
diszkriminédnsa D = A2—4B = a%4 4 és most is

_ x+|/ﬁy . _ X—Vﬁy
(11) b = —SaE illetve ¢ = T

ad6dik. Ennek alapjén

x + Dy N x—}Dy _ (a*+2)x—aDy

H2(i—1) = 2“2 2‘32 2

illetve

1 - (‘f + lﬁy X — l/ﬁy) _ —ax + (aﬂ + 2)y

247 282 2
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A Lemma alapjan (x’;y’) = (Hya_1);Gsa_py) 18 megolddsa (10)-nek, tovahba
beldthaté, hogy 0 = Hys_) < Hy = xé38 0 = Gyi_y) < Gy = y, ha y nem
esik a tételben megadott intervallumba. EbbSl mar az elGz6ekhez hasonléan
kovetkezik a tétel allitasa.

4, TETEL BIZONYITASA. A tétel allitdsa kovetkezik a 3. tételb§l és a Lemmé-
bol.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy V. E. Hoggatt [4] emlitett eredménye a 3.
¢s 4. Tételbdl egyszerti kovetkezményként adoédik. Tekintsiik ugyanis az
x? — 5y% = 4 egyenletet. Jelen esethen A =a =1, B = —1é N =1 =0,
ezért ha van megoldéasa az egyenletnek, akkor a 3. Tétel alapjan olyan (x;y)
megoldés is van, melyre 0 = y < 1. Tehat y csak 0 lehet és igy csak egy
megoldassorozat létezik, melyet a (2;0) = H;;G,) megoldas general. (11)
alapjan b = ¢ = 1, ezért a megolddsokat generilé sorozat a G(1, —1, 0, 1)
sorozat, ami azonos a Fibonacci sorozattal és H = L. Az Osszes megoldés
tehat (+ L, ;+ F,,) alakd. Hasonléan lathaté be a 4. Tétel alapjan, hogy az
x?—5y%2 = —4 egyenlet Osszes megolddsa (+L,n,;; +Fyn,q), tehdt az
x?2—-5y? = +4 egyenlet Osszes megoldasat a (+L,;+F,), n=1,1,2, ...
szémparok szolgaltatjak.
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SOLUTION OF PELL EQUATIONS BY THE HELP OF
LINEAR RECURRENCES

BY PETER KISS
(Summary)

Let A, B, G, and G, be fixed integers such that AB ¢ 0 and G, G, are
not both zero. The infinite sequence G,, G;, G,, ... of integers, for wich

Go = A-Go_,—B-CGo_,

forn > 1, is called second order linear recurrence and we shall denote it by
G =G(A, B, Gy, Gy). If D = A2— 4B = 0, then the terms of G can be written
in the form

_ bat—cpn
Gn = — =5

where « and g are the roots of the polynomial f(x) = x?— Ax+ B and
(1) h = G,—Gyfand ¢ = G, —Gyo.
The sequence H, defined by

H, = ba®+c¢pn,

is called the associate sequence of G. The sequence H is also a linear recurrence
having parameters A, B, H, = 2G,— AG, and H, = AG - BG,.

Some connections are known between the Pell equations of the form
x2—~Dy? = N and second order linear recurrences. For example V. E.
Hoggatt [4] proved that the all integer solutions of the eqqation x* —5y? =
= +4 are the numbers (x;y) = (+Ls; +F,), n=0, 1,2, ..., where
L@, -1, 2, 1) and F(1, —1, 0, 1) is the well knowm Lucas and Fibonacci
sequence, respectively. Some similar results were obtained by 1. Adler [1, 2]
E. M. Cohn [3] and V. Thébault [7] for the equation x2—2y? = +1.

The purpose of this paper is to look for solutions of some classes of Pell
equations. We prove the following theorems.

THEOREM 1. Let N (#0) and « (= 0) be integers. If the equation

x2—(a2+1)y? = N
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has integer (x;y) solutions, then all solutions are obtained by (x;y) =
= (+ (Gan+aGyn,1);+Gonyy)yn = 0, 1, 2, ..., using finitely many linear
recurrences G(2a, —1, G,;, G,;). These sequences satisfy the conditions
0=G, <2 JNor 0= G, < (2%+1) V—N/(@a%+1)according as N > 0 or
N < o.

THEOREM 2. Let N (#0) and a (> 2) be integers. If the equation
x2—(a?2—4)y? = 4N

has integer (x;y) solutions, then all solutions are obtained by (x;y) =
(+Hn;+Gyq), n=0, 1, 2, ..., using finitely many linear recurrences
G(a, 1, Gy, G,) and their associate sequences H. These sequences satisfy the
conditions 0 = G, < YN or 0 = G, < a J/—N/(a®—4) according as N > 0
or N < 0,

THEOREM 3. Let N (0) and a (= 0) be integers. If the equation
x2—(a?+4)y? = 4N

has integer (x;y) solutions, then all solutions are obtained by (x;y) =
= (+ Hyn;+Gsn), n =0, 1, 2, ..., using finitely many linear recurrences
G(a, —1, Gy, ;) and their associate sequences H. These sequences satisfy the
conditions 0 = G, < a YN or 0 = G, < (a?+2) ¥ —N/(a?+4) according as
N=>=0o0orN < 0.

THEOREM 4. Ifthe pairs (x;y) = (£ Hsn;+Gon), n = 0,1, 2, ..., are
solutions of the equation x%2—(a?44)y? = 4N, then the numbers (x;y) =
= (+Honyp1:+Gonyy)s,n=0, 1, 2, ..., are solutions of the equation
x?2—(a?+4)y? = —4N.

The proofs of the theorems are based on the following two results:
1.If (A, —1, G,, G)) is alinearrecurrence and k = G2+ AG,G,2— G,2, then

G2+ A-G,-Gp—G2,, = (—1)-k
for every integer n = 0.

2. Let G = G(A, B, G,, G,) be a linear recurrence and let D = A2—-4B = 0.
If H is the associate sequence of GG, then

H.2—D .Gz = 4bec-B

for every integer n = 0, where b and ¢ are defined in (i).
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