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Wybrane problemy oceny ryzyka zmian cen akcji 
za pomoc# miar klasycznych i nieklasycznych 
Some problems of assessing the risk of changes  

in stock prices with classical  
and non-classical measurements 

 
 
Streszczenie: W pracy podj to problem oceny ryzyka zmian cen akcji za pomoc! dwóch grup 
miar: klasycznych i nieklasycznych. W grupie miar klasycznych znalaz"y si  odchylenie standar-
dowe oraz wspó"czynnik zmienno#ci. Miary nieklasyczne reprezentowane s! przez wymiar frak-
talny. Materia" badawczy stanowi! szeregi czasowe cen akcji czterech spó"ek notowanych na 
Gie"dzie Papierów Warto#ciowych w Warszawie. Prezentowany w pracy wymiar fraktalny uzna-
ny zosta" za dobre uzupe"nienie miar klasycznych, gdy$ jest miar! o prostej interpretacji i jedno-
cze#nie pozwala na skuteczne klasyfikowanie akcji ze wzgl du na poziom ryzyka.  
 
S$owa kluczowe: ryzyko, ceny akcji, stopy zwrotu, odchylenie standardowe, wymiar fraktalny 
 
 

Abstract: This paper discusses the problem of assessing the risk of change in stock prices us-
ing two measure groups: classical and non-classical. In the classical group there are classic 
standard deviation and coefficient of variation.  Non-classical measurements are represented by  
fractal dimension. The research material includes the time series of stock prices of four compa-
nies listed on the Stock Exchange in Warsaw. The fractal dimension, presented in the paper,  
has been recognized as a good complement to conventional measures, since it is a measure of 
a simple interpretation, and allows for effective classification of shares due to the level of risk. 
 
Key words: risk, stock prices, rates of return, standard deviation, fractal dimension 
 
 

Wst%p 
 

W klasycznej teorii analizy ryzyka cen akcji stosuje si! popularne na-
rz!dzia statystyczne: wariancj!, odchylenie standardowe, wspó"czynnik 
zmienno#ci, semiodchylenie standardowe czy wspó"czynnik korelacji

1
.  

W szczególno#ci odchylenie standardowe stóp zwrotu oraz wspó"czynnik ko-
relacji s$ wa%nymi miarami, gdy% na ich podstawie budowane s$ portfele 
papierów warto#ciowych

2
. 

                                                            
1
 K. Jajuga, T. Jajuga, Inwestycje, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006, s. 182-187. 

2
 Tam%e, s. 209-223. 
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Je#li próbuje si! oceni& zmiany poziomu ryzyka jednego papieru war-
to#ciowego w ró%nych okresach czasu, wybór miary jest w"a#ciwie oboj!tny. 
Praktyczne problemy z ocen$ ryzyka zaczynaj$ si!, gdy próbuje si! porów-
na& poziom ryzyka ró%nych papierów warto#ciowych w tym samym okresie 
czasu, a takie porównanie jest kluczowym etapem zarz$dzania portfelem 
papierów warto#ciowych. Warto tutaj zwróci& uwag! na fakt, i% dla cen akcji 
najw"a#ciwsz$ z wymienianych miar b!dzie wspó"czynnik zmienno#ci, gdy% 
warto#& odchylenia standardowego zale%y od poziomu cen, natomiast dla 
szeregów stóp zwrotu najw"a#ciwsz$ miar$ b!dzie odchylenie standardowe. 
W dalszej cz!#ci pracy problem ten ukazany zostanie od strony danych rze-
czywistych. 

Oprócz miar klasycznych wspó"czesna statystyka dostarcza bada-
czowi tak%e szeregu innych nieklasycznych narz!dzi oceny ryzyka. S$ to np. 
narz!dzia teorii chaosu. Narz!dzia pochodz$ce z teorii chaosu nie s$ jesz-
cze powszechnie stosowane w#ród badaczy, g"ównie ze wzgl!du na trudno-
#ci powstaj$ce przy obliczaniach oraz cz!ste niejasno#ci interpretacyjne. Ni-
niejsza praca ma na celu przedstawienie jednego z narz!dzi teorii chaosu  

– wymiaru fraktalnego w kontek#cie oceny ryzyka oraz ewentualnego 
wykorzystania w doborze papierów warto#ciowych do portfela. Jedn$ z naj-
popularniejszych metod szacowania wymiaru fraktalnego jest metoda waria-
cyjna VM

3
. Jej rozwini!ciem jest metoda segmentowo-wariacyjna SVM za-

proponowana przez Zwolankowsk$4
. Metody te wymagaj$ jednak od 

badacza bardzo dobrej znajomo#ci matematyki. W pracy zaprezentowano 
autorsk$ metod! szacowania wymiaru fraktalnego metod$ podzia"u pola. 
Metod! t! charakteryzuje si! mniej skomplikowanym aparatem matema-
tycznym oraz bardzo przejrzyst$ interpretacj$. Ponadto ta sama metoda 
mo%e by& zastosowana zarówno do oceny ryzyka w sytuacji, gdy badacz 
analizuje szeregi cen lub szeregi stóp zwrotu.  

 
Ocena ryzyka za pomoc# odchylenia standardowego  
oraz wspó$czynnika zmienno!ci 
 

Analiz! empiryczn$ przeprowadzono na przyk"adzie czterech spó"ek 
notowanych na Gie"dzie Papierów Warto#ciowych w Warszawie: Armatura 
Kraków S.A., Getin Holding S.A., Zak"ady Chemiczne Police S.A. oraz TVN 
S.A. Okres bada  obejmowa" 1000 dni sesyjnych od 1 pa'dziernika 2008 
roku do 20 wrze#nia 2012 roku. Na rysunku 1 przedstawiono szeregi czaso-
we cen analizowanych papierów warto#ciowych. 
 

                                                            
3
 B. Dubuc, J.F. Roques-Carmes. C. Tricot, S.W. Zucker, Evolving the Fractal Dimension of 

Profiles, Physical Review A 1989, Vol. 39, s. 1506. 
4
 M. Zwolankowska, Fraktalna geometria polskiego rynku akcji, Uniwersytet Szczeci ski, Roz-

prawy i Studia, t. 382, s. 63. 
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Rys. 1. Szeregi czasowe cen analizowanych akcji 
(ród"o: opracowanie w"asne na podstawie danych GPW w Warszawie. 

 
Z wykresu odczyta& mo%na, i% akcje trzech spo#ród czterech analizo-

wanych spó"ek zachowywa"y si! podobnie: Armatura, Getin i TVN. Inaczej  
w badanym okresie zachowywa"y si! akcje Polic. W okresach wzrostu cen 
trzech wskazanych akcji, akcje Polic traci"y na warto#ci. W tabeli 1 zaprezen-
towano podstawowe charakterystyki badanych szeregów czasowych. Bior$c 
pod uwag! zró%nicowanie bezwzgl!dne zmian cen (mierzone odchyleniem 
standardowym), okazuje si!, i% najmniej od poziomu przeci!tnego odchyla"y 
si! akcje Armatury, nast!pnie Getinu i Polic, a najsilniej akcje TVN. Jednak 
akcje TVN by"y #rednio najdro%sze. Generalnie okazuje si!, i% wraz ze wzro-
stem warto#ci #redniej, tak%e ro#nie odchylenie standardowe, co jest zjawi-
skiem naturalnym. Dlatego te% lepiej jest w przypadku szeregu cen analiz! 
zmienno#ci przeprowadzi& za pomoc$ wspó"czynnika zmienno#ci. I tutaj 
okazuje si!, i% najwi!ksz$ wzgl!dn$ zmienno#ci$ charakteryzowa"y si! akcje 
Getinu, potem Polic, a zmienno#& cen akcji Armatury i TVN by"a wyra'nie 
mniejsza. 
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Tabela 1. Ocena ryzyka – miary klasyczne, szeregi cen 
 

Spó$ka Ocena ryzyka  
(szeregi cen) Armatura Getin Police TVN 

#rednia 1,89 3,49 8,20 13,26 

od.stand. 0,48 1,33 2,72 3,35 

wsp.zm. 25,4% 38,2% 33,1% 25,2% 

 
(ród"o: obliczenia w"asne. 

 
Z punktu widzenia inwestora jednak zamiast analizy szeregu cen le-

piej jest bada& stopy zwrotu, gdy% inwestor w praktyce zainteresowany jest 
wzrostem wzgl!dnym. 

Na rysunku 2 zamieszczono dzienne stopy zwrotu analizowanych 
spó"ek, a w tabeli 2 przestawiono podstawowe charakterystyki tych szere-
gów czasowych.  
 

 
 

Rys. 2. Szeregi czasowe stóp zwrotu analizowanych akcji 
(ród"o: opracowanie w"asne na podstawie danych GPW w Warszawie. 

 
Okazuje si!, i% w badanym okresie tylko akcje Polic charakteryzowa"y si! 
dodatni$ #redni$ dzienn$ stop$ zwrotu. Jednak z punktu widzenia tematyki 
pracy najwa%niejsze jest kszta"towanie si! odchylenia standardowego. Oka-
zuje si!, dla akcji Polic odchylenia dziennych stóp zwrotu od poziomu #red-
niego by"y najwi!ksze, nast!pnie dla TVN-u i Getinu, a najmniejszym odchy-
leniem charakteryzowa"y si! akcje Armatury. Sytuacja ta bardzo dobrze 
widoczna jest na rysunku 2. Mimo, i% formalnie mo%liwe jest tutaj wyznacza-
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nie wspó"czynnika zmienno#ci, to jednak jego interpretacja pozbawiona jest 
sensu. 
 
Tabela 2. Ocena ryzyka – miary klasyczne, szeregi stóp zwrotu 
 

Spó$ka Ocena ryzyka  
(szeregi stóp zwrotu) Armatura Getin Police TVN 

#rednia -0,01% -0,03% 0,02% -0,05% 

od. stand. 2,12% 2,79% 3,25% 2,84% 

wsp. zm. -17140,4% -8176,2% 13860,3% -6084,7% 

 
(ród"o: obliczenia w"asne. 

 
Ta bardzo prosta analiza uwidacznia podstawowy problem, z którym 

zmierzy& musi si! inwestor. Okazuje si!, i% klasyfikacja akcji ze wzgl!du na 
poziom ryzyka zale%y od przyj!tej miary oceny ryzyka. Jak mo%na by"o za-
uwa%y&, kolejno#& akcji jest inna przy wykorzystaniu wspó"czynnika zmien-
no#ci dla cen oraz odchylenia standardowego dla stóp zwrotu. Poza tym je#li 
chodzi o odchylenie standardowe stóp zwrotu, to do#& "atwo jest oceni& po-
ziom ryzyka z ich wykresu, lecz ju% w oparciu o wykres cen, trudno jest tak$ 
ocen! przeprowadzi&. Zaprezentowana dalej w pracy metoda ma uczyni& 
ten problem prostszym. 
 
Wymiar fraktalny szeregów czasowych 
 

Geometria euklidesowa podaje wymiar przestrzeni, w której umiesz-
czony jest szereg czasowy. Przestrzeni$ t$ jest p"aszczyzna o wymiarze eu-
klidesowym – 2. Rozpatruj$c natomiast trajektori! szeregu czasowego jako 
"aman$, otrzymujemy wymiar euklidesowy – 1. Odchodz$c od wymiaru eu-
klidesowego mo%na zauwa%y&, %e wykres szeregu czasowego nie wype"nia 
ca"ej p"aszczyzny, na której zosta" umieszczony, zatem jego wymiar b!dzie 
mniejszy od 2 i ró%ny od 1, gdy% jest to wymiar euklidesowy prostej, a szere-
gi czasowe nie maj$ na ogó" kszta"tu linii prostej. 

Rozwi$zaniem tej niedogodno#ci jest wymiar fraktalny, scharaktery-
zowany przez Petersa: Wymiar fraktalny, który opisuje, w jaki sposób obiekt 
(lub szereg czasowy) wype"nia swoj! przestrze%, jest wynikiem wszystkich 
czynników wp"ywaj!cych na system, którego wytworem jest dany obiekt 
(szereg czasowy)

5
. 

Wymiar fraktalny oznacza si! przez D i nie musi on by& liczb$ ca"kowi-
t$. Dla wykresów szeregów czasowych przyjmuje warto#ci z przedzia"u <1; 
2>. Warto#& 1 wymiar szeregu czasowego przyjmowa& b!dzie wówczas, 
gdy wykres b!dzie mia" kszta"t linii prostej, a warto#& 2, gdy b!dzie wype"-
nia& pewien obszar dwuwymiarowy na p"aszczy'nie. W praktyce warto#ci 
skrajne nie s$ osi$gane. 

                                                            
5
 E.E. Peters, Teoria chaosu a rynki kapita"owe, WIG-Press, Warszawa 1997, s. 58. 
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Skoro wymiar fraktalny ma opisywa&, jak szereg czasowy wype"nia 
obszar, innymi s"owy – jak zag!szcza si! na p"aszczy'nie, to wi!ksze za-
g!szczenie b!dzie powodowa& zwi!kszony wymiar fraktalny, a mniejsze za-
g!szczenie spowoduje mniejszy wymiar fraktalny. Dla szeregów czasowych 
oznacza to, %e cz!ste zmiany w ró%nych kierunkach b!d$ powodowa& 
zwi!kszenie wymiaru i szereg b!dzie bardziej wype"nia" p"aszczyzn!, a sze-
regi jednokierunkowe, z ma"$ liczb$ zmian, b!d$ mia"y mniejsze wymiary 
fraktalne, ich kszta"ty za# b!d$ bardziej zbli%one do kszta"tu prostej. Szeregi, 
w których wyst!puj$ cz!ste zmiany w ró%nych kierunkach charakteryzuje 
zjawisko powrotu do #redniej, a szeregi o ma"ej liczbie zmian – zjawisko 
podtrzymania trendu. Odpowiednie wnioski mo%na jednak wysnu& dopiero 
po obserwacji danych empirycznych. 

Przyk"ad zastosowania wymiaru fraktalnego do zjawisk naturalnych 
podaje Mandelbrot

6
. Problem dotyczy pomiaru d"ugo#ci linii brzegowej. Wy-

nik zale%y od d"ugo#ci miarki: im miarka jest krótsza, tym wynik dok"adniej-
szy, gdy% pozwala uchwyci& wi!cej krzywizn. Wymiar fraktalny umo%liwia 
odpowied' na pytanie, jak postrz!pione s$ linie brzegowe. Im linie brzegowe 
s$ bardziej postrz!pione, tym ich wymiar fraktalny jest wi!kszy. E. Peters 
podaje np. wymiar fraktalny linii brzegowej Norwegii – 1,52 i linii brzegowej 
Wielkiej Brytanii – 1,26

7
. Wynik ten jest zgodny z obserwacj$ mapy – linia 

brzegowa Norwegii jest bardziej postrz!piona od linii brzegowej Wielkiej Bry-
tanii, a wi!c jej wymiar fraktalny jest wi!kszy i bardziej zbli%ony do 2. 
 
Geometryczny sposób wyznaczenia wymiaru fraktalnego 
 

Jeden ze sposobów znalezienia wymiaru fraktalnego szeregów cza-
sowych podaje E. Peters

8
: Wymiar fraktalny ustala si! mierz$c stopie  po-

strz!pienia linii. Nale%y policzy& liczb! kó" o okre#lonej #rednicy, które po-
trzebne s$ do pokrycia ca"ej linii. Nast!pnie trzeba zmniejszy& ustalon$ 
#rednic! kó" i powtórzy& obliczenia. Po przeprowadzeniu odpowiedniej liczby 
takich operacji mo%na zauwa%y&, %e liczba kó" zwi$zana jest wyk"adniczo  
z d"ugo#ci$ promienia kó" nast!puj$c$ relacj$: 

 
Nr = (2r)

D
,      (1) 

gdzie: 
Nr – najmniejsza liczba kó" przy ustalonym r, 
r – promie , 
D – wymiar fraktalny, 
st$d wymiar fraktalny D jest wspó"czynnikiem kierunkowym prostej regresji 

 
logNr = Dlog(2r).      (2) 

 

                                                            
6
 B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, American Journal of Physics, V. 51, Issune 3, 

1983. 
7
 E.E. Peters, Teoria chaosu..., op. cit., s. 60. 

8
 Ibidem. 
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Jest to jednak ma"o efektywny sposób wyliczenia wymiaru fraktalne-
go, gdy% wymaga wielu geometrycznych konstrukcji. Podobnie liczy si! wy-
miar fraktalny metod$ pude"kow$ BCM, z tym %e zamiast kó" zlicza si! kwa-
draty o okre#lonej d"ugo#ci boku potrzebne do pokrycia wykresu szeregu 
czasowego. 
 
Szacowanie ryzyka metod# podzia$u pola 

 

Autorska metoda szacowania wymiaru fraktalnego przedstawiona  
w niniejszym opracowaniu "$czy elementy metod segmentowo-wariacyjnej 
oraz tradycyjnych metod geometrycznych. Podobnie jak w metodzie seg-
mentowo-wariacyjnej wykres szeregu czasowego pokrywany b!dzie przez 
prostok$ty, samo szacowanie wymiaru fraktalnego b!dzie natomiast odby-
wa& si! poprzez szacowanie wspó"czynnika regresji podobnie jak w meto-
dach geometrycznych. 

Nale%y za"o%y&, %e ma si! do dyspozycji kawa"ek p"aszczyzny  
w kszta"cie prostok$ta o podstawie a i wysoko#ci b. Pole tego prostok$ta 
b!dzie wynosi& P=ab (rysunek 3).  
 

 

Rys. 3. Prostok$t o polu P 
(ród"o: opracowanie w"asne. 

 

Prostok$t ten zostanie podzielony na po"owy, dlatego te% pole P na-
zwiemy pierwotnym (przed podzia"em). Nast!pnie dzieli si! pierwotny pro-
stok$t na dwie równe cz!#ci pionow$ prost$ (rysunek 4).  

)$czne pole powsta"ych dwóch prostok$tów b!dzie wynosi& p, i p=P, 
poniewa%: 

Pab
ab

b
a

b
a

   !"!
2

2

22     (3) 
 

 
 

Rys. 4. Prostok$t o polu P po podziale 
(ród"o: opracowanie w"asne. 

a

b

P=ab

b

P=ab

a/2a/2
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Kolejne przepo"awianie prostok$tów nie zmieni faktu, %e suma pól 
zawsze b!dzie wynosi& P. Oznacza to, %e suma pól P po podziale prostok$-
ta na dowoln$ liczb! równych prostok$tów pionowymi liniami b!dzie taka 
sama, jak suma pól p po podziale dwukrotnie g!stszym od danego (pierwot-
nym mo%e by& podzia" np. na trzy prostok$ty, a nast!pny na sze#&). Zatem 
dla dowolnego podzia"u zachodzi tutaj zwi$zek: 

 

2
2
P

p ! 
      (4) 

 
W prostok$cie nale%y umie#ci& wykres szeregu czasowego. 

 

 
 

Rys. 5. Szereg czasowy na p"aszczy'nie. 
(ród"o: opracowanie w"asne. 

 
Niech szereg czasowy ma d"ugo#& N, wtedy pole obszaru zajmowa-

nego przez szereg mo%na wyliczy& nast!puj$co: 

)( minmax xxNP #! 
,     (5) 

 
gdzie: xmax i xmin s$ odpowiednio najwi!ksz$ i najmniejsz$ warto#ci$ w sze-
regu. 

Nale%y podzieli& prostok$t, zajmowany przez szereg czasowy, piono-
w$ prost$ na po"owy i znale'& sum! pól p powsta"ych po"ówek, stosuj$c 
wzór (5) do ka%dej po"ówki: 

 

  

)(
2

)(
2 2211 minmaxminmax xx

N
xx

N
p #!"#! 

   (6) 
 

Pomi!dzy p a P zachodzi nierówno#&: 

   
Pp $

.      (7) 
 

Powtarzaj$c czynno#& przepo"awiania sko czon$ ilo#& razy, za ka%-
dym razem oka%e si!, %e suma pól po"ówek w stosunku do sumy pól pier-
wotnych jest od nich niewi!ksza. Oznacza to, %e przy dowolnym podziale 
pierwotnym na k cz!#ci pole zajmowane przez wykres szeregu b!dzie wy-
nosi&: 
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% &'
 

# 
k

i

k ii
xx

k

N
P

1

minmax ,
   (8) 

 
a przy podziale na 2k cz!#ci: 
 

% &'
 

# 
k

i

k ii
xx

k

N
p

2

1

minmax2
2 ,

   (9) 
 

Pomi!dzy kP  i kp2  zachodzi nierówno#&: 

2
22

k

k

P
p !$ .

    (10) 
 

Równo#& we wzorze 10 zachodzi jedynie dla wykresów szeregów 
czasowych ca"kowicie wype"niaj$cych swoj$ p"aszczyzn!. Je%eli szereg b!-
dzie mia" kszta"t linii prostej to pomi!dzy p a P zachodzi& b!dzie równo#&: 

2
12

k

k

P
p ! .

    (11) 
Równo#& ta zachodzi tak%e dla "amanej pocz$wszy od pewnego po-

dzia"u. Dla dowolnego szeregu: 
 

 2
2

k

k

P
Dp ! ,

   (12) 
 
gdzie: D zawiera& si! b!dzie w przedziale <1;2> i b!dzie tym wi!ksze im 
kszta"t trajektorii szeregu czasowego b!dzie bardziej postrz!piony, czyli im 
cz!#ciej w szeregu wyst!powa& b!dzie zmiana trendów na przeciwne. War-
to#& D natomiast b!dzie tym bli%sza 1, im kszta"t szeregu bli%szy b!dzie pro-
stej, czyli im mniej b!dzie w szeregu zmian trendów na przeciwne. Je#li  
w uk"adzie wspó"rz!dnym na osi x b!dzie si! odk"ada& warto#ci P/2, a na  
osi y warto#ci p, to warto#& D b!dzie wspó"czynnikiem regresji prostej osza-
cowanej dla punktów (P/2; p). Tak zdefiniowania warto#& D mo%e by& trak-
towana jako miara postrz!pienia szeregów, czyli jako wymiar fraktalny sze-
regów. 

W praktycznym zastosowaniu dla danych gie"dowych na podstawie 
warto#ci wymiaru fraktalnego mo%na wnioskowa& o ryzyku inwestycyjnym. 

 
Przyk$ad 1. Zak"ada si!, %e szereg o N=100 ma nast!puj$c$ posta&: 1, 2, 1, 
2, 1, 2 itd. Dla ca"ego szeregu N=100, xmax=2, xmin=1, st$d P=100. Po prze-
po"owieniu szeregu otrzymuje si! dwa szeregi d"ugo#ci 50, w których xmax=2, 
xmin=1. Pole ka%dego jest równe 50, a suma p=100. Szeregi d"ugo#ci 50 s$  
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z kolei pierwotnymi dla szeregów d"ugo#ci 25, w których xmax=2, xmin=1,  
a st$d pole ka%dego prostok$ta jest równe 25, a suma 100. Jest to jeden  
z mo%liwych podzia"ów szeregu d"ugo#ci 100 na po"owy. Drugi podzia" – to 
podzia" najpierw na szeregi d"ugo#ci 20, potem 10, a nast!pnie 5. W ka%dym 
z tych przypadków suma pól równa jest 100. Przeprowadzaj$c oszacowanie 
wymiaru fraktalnego D dostajemy warto#& 2, co jest równoznaczne z tym, %e 
powy%szy szereg zajmuje ca"$ swoj$ p"aszczyzn!, a to oznacza tak%e,  
%e mamy do czynienia ze zjawiskiem powrotu do #redniej. 

 
Tabela 3. Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podzia"ach szeregu  

z przyk"adu 1 

 

N N/2 P p 

100 50 100 100 

50 25 100 100 

20 10 100 100 

10 5 100 100 

 
(ród"o: opracowanie w"asne. 

 
Przyk$ad 2. Zak"ada si!, %e szereg o N=100 ma nast!puj$c$ posta&: 1, 2, 3, 
4 itd. Dla ca"ego szeregu N=100, xmax=100, xmin=1, st$d P=9900. Po przepo-
"owieniu szeregu otrzymujemy dwa szeregi d"ugo#ci 50, w pierwszym 
xmax=50, xmin=1, w drugim xmax=100, xmin=51, a st$d pole ka%dego jest równe 
2450, a suma p=4900. Szeregi d"ugo#ci 50 s$ z kolei pierwotnymi dla szere-
gów d"ugo#ci 25, w których ka%de pole równe 600, a suma p=2400 (przy po-
lu pierwotnym P=4900, dla N=50). Jest to jeden z mo%liwych podzia"ów sze-
regu d"ugo#ci 100 na po"owy. Drugi podzia" – to podzia" najpierw na szeregi 
d"ugo#ci 20, potem 10, a nast!pnie 5. Wyniki tych podzia"ów umieszczono  
w tabeli 4. Przeprowadzaj$c oszacowanie wymiaru fraktalnego D, otrzymuje 
si! dla takich danych warto#& 0,9861, co jest równoznaczne z tym, %e wy-
kres szeregu stanowi lini! prost$. Oznacza to równie% zjawisko jednokierun-
kowego trendu. Gdyby dopu#ci& wszystkie warto#ci rzeczywiste le%$ce na li-
nii prostej warto#& D by"aby równa 1. Warto#& 1 oznacza lini! prost$ i nie 
jest osi$gana dla szeregów innego typu. 
 
Tabela 4. Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podzia"ach szeregu  

z przyk"adu 2 

 

N N/2 P p 

100 50 9900 4900 

50 25 4900 2400 

20 10 1900 900 

10 5 900 400 

 
(ród"o: opracowanie w"asne. 
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Wymiar fraktalny dla szeregu cen i stóp zwrotu akcji  
analizowanych spó$ek 

 
Praktyczne zastosowanie wymiaru fraktalnego pokazano na przyk"a-

dzie szeregu cen i szeregu stóp zwrotu akcji Armatury, Getinu, Polic oraz 
TVN-u w tym samym okresie, dla którego wcze#niej wyznaczono odchylenia 
standardowe i wspó"czynniki zmienno#ci.  

Obserwacja kszta"tu wykresów szeregu cen akcji (rysunek 1) pozwala 
wysnu& wnioski, i% szeregi czasowe Armatury i TVN-u s$ do siebie najbar-
dziej podobne, a wi!c powinny charakteryzowa& si! podobnym wymiarem 
fraktalnym. Z oblicze  wynika, i% wyniós" on odpowiednio 1,518 i 1,547. Na-
tomiast zjawisko podtrzymania trendu najsilniejsze jest dla szeregów cen 
spó"ki Getin i potwierdza to wynik wymiaru fraktalnego, który jest dla tej 
spó"ki najmniejszy i wyniós" 1,417. Wniosków takich nie mo%na by"o wyci$-
gn$& z obserwacji wspó"czynnika zmienno#ci. Wykresy szeregów cen pozo-
sta"ych trzech spó"ek charakteryzuj$ si! wyra'nie wi!ksz$ zmienno#ci$,  
i wyniki wymiaru fraktalnego s$ o wi!cej ni% 0,1 wi!ksze.  
 
Tabela 5. Ocena ryzyka – wymiar fraktalny dla szeregów cen i stóp zwrotu akcji 
 

Wymiar fraktalny 
Spó$ka 

ceny stopy zwrotu 

Armatura 1,518 1,675 

Getin 1,417 1,676 

Police 1,530 1,700 

TVN 1,547 1,679 

 
(ród"o: obliczenia w"asne. 

 
Obserwacja kszta"tu szeregów stóp zwrotu wskazuje na do#& du%e 

podobie stwo. Wyniki z wymiaru fraktalnego s$ do siebie zbli%one i dla Ar-
matury, Getinu oraz TVN-u kszta"tuj$ si! na poziomie nieco wi!kszym ni% 
1,67. Dla Polic jest to 1,7 i uwa%na obserwacja warto#ci na rysunku 2 po-
twierdza wi!ksze postrz!pienie szeregu stóp zwrotu Polic w porównaniu  
z pozosta"ymi. 

 
Podsumowanie 
 

W praktyce wymiar fraktalny mo%e by& traktowany jako miara ryzyka 
inwestycyjnego. Je#li ryzyko zdefiniujemy jako zmienno#& ceny i przyjmiemy, 
%e wi!ksza zmienno#& oznacza wi!ksze ryzyko, to ni%sze warto#ci wymiaru 
fraktalnego oznacza& b!d$ ni%sze ryzyko (tak jak w przypadku cen akcji Ge-
tinu-u), a wy%sze warto#ci wymiaru fraktalnego wy%sze ryzyko (pozosta"e 
spó"ki). Je%eli ryzyko zdefiniujemy jako zmienno#& stopy zwrotu, to w przy-
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padku badanych spó"ek wyró%ni& mo%na stopy zwrotu Polic jako charaktery-
zuj$ce si! wi!kszym zró%nicowaniem. 

Warto zwróci& uwag! na fakt, i% miara ta mo%e by& z powodzeniem 
stosowana zarówno dla szeregów cen, jak i stóp zwrotu. Oczywi#cie nie ma 
sensu porównywanie wymiaru fraktalnego szeregu cen i szeregu stóp zwro-
tu, bo wiadomo, %e ten drugi w praktyce zawsze b!dzie mia" wi!kszy wy-
miar. Porównywa& nale%y ten sam typ szeregu (albo cen albo stóp zwrotu) 
dla ró%nych papierów warto#ciowych. Tak uczyniono w niniejszej pracy. 
Ocena kszta"towania szeregu cen i szeregu stóp zwrotu jest osobnym bada-
niem. Jedn$ z najwa%niejszych zalet wymiaru fraktalnego jest jego prosta in-
terpretacja graficzna, co mo%e by& z powodzeniem wykorzystane nawet 
przez mniej do#wiadczonych inwestorów. 
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