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RESUMEN: Presentamos un acercamiento a la funcién seno involucrando una construccién geométrica en GeoGebra.
Cobijamos nuestra investigacion en la sociepistemologia siendo la “experiencia de ensefianza” la metodologia utilizada. El
disefio de aprendizaje provoca un uso intuitivo de los radianes asi como una discusion de los pardmetros que se involucran
en la expresion analitica de esta funcion al manipular la grafica lograda. Reportamos un primer analisis de los datos
recogidos al invitar a doce estudiantes de bachillerato tecnolégico mexicano a construir geométricamente la funcién seno,
donde la medida del angulo no involucre razones trigonométricas sino su lectura directa en radianes. Todos los equipos
reconocen, por la “forma”, una “onda” que asocian con la funcién seno en la primera sesion del experimento de ensefianza.
Nos enfocamos en la produccion de uno de los equipos el cual discierne que la medida del arco representa el angulo medido
sin reconocerlo como radianes, argumentando desde la definicion de seno (relacién trigonométrica) que conocen.
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ABSTRACT: We present an approach to the sine function involving a geometric construction in GeoGebra. We base our
research on socio-epistemology, being the "teaching experience” the methodology used. The learning design causes an
intuitive use of radians as well as a discussion of the parameters involved in the analytical expression of this function when
manipulating the graph achieved. We report a first analysis of the data collected by asking twelve Mexican technical high
school students to geometrically construct the sine function, where the angle measurement does not involve trigonometric
ratios but their direct reading in radians. All the teams recognize, by the "form", a "wave" that they associate with the sine
function in the first session of the teaching experiment. We focus on the production of one of the equipment that could discern
that the arc measurement represents the measured angle without recognizing it as radians, arguing from the sine definition
(trigonometric relation) that they know.
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Introduccion

La apropiacion de “funcion”, en el ambito escolar, ha sido estudiada desde diferentes miradas tedricas
y en particular a través de la “covariacion” (Johnson, 2015). En general, se reflexiona sobre funciones
partiendo de conocer sus caracteristicas mediante su lenguaje algebraico, numérico y grafico. Pocos
son los que reflexionan sobre funciones particulares tales como funciones cuadraticas (Ellis, 2011),
funciones exponenciales (Castillo-Garsow, 2010), funciones trigonométricas (Shotz & Montiel, 2013;
Moore, 2014), funcion logaritmica (Ferrari & Farfan, 2010) entre otras. Sin embargo, vemos que se va
desdibujando el paradigma imperante afios atras sobre el estudio global de funciéon dando lugar al
estudio de funciones especificas donde posicionamos esta investigacion. Respecto a la funcion
senoidal, Demir y Heck (2013) evidencian que en la escuela existen dos acercamientos a funciones
trigonométricas: razones trigonométricas y circunferencia unitaria. Presentan un modelo de
entendimiento trigonométrico, disenando tres momentos: trigonometria del triangulo rectangulo; circulo
trigonométrico; y, graficas de estas funciones. Reportan que los estudiantes de bachillerato presentan
dificultades en convertir de grado a radianes y vincular el triangulo trigonométrico con el circulo
trigonométrico unitario. Sin embargo, consideran que los estudiantes evolucionan hacia ser capaces de
evaluar funciones trigonométricas en relacion con la longitud de un arco.

Para Yigit (2016) es factible considerar a la trigonometria como una especie de puente entre el
razonamiento geométrico y el algebraico. Reporta dificultad en los estudiantes graduados en
Matematicas para el concepto de angulo; observa que prevalece el método del triangulo rectangulo y
su nemotecnia, y recomienda fomentar estudios donde se involucre la circunferencia unitaria con
relaciones trigonométricas asi como desarrollar tareas en entornos dinamicos. En tanto que Akkoc
(2008) reporta que los profesores en formacion entrevistados evidencian que el “concepto imagen” de
grado predomina sobre la de radian, asi como una concepcion conflictiva entre T como angulo en
radianes y como numero irracional al reflexionar desde la funcion. Moore, LaForest y Kim (2015)
reportan sobre como profesores en formacién relacionan la longitud de un arco de circunferencia,
observan que el circulo unitario surge como estrategia de calculo. Concluyen que para estos
estudiantes considerar al circulo unitario como herramienta juega un papel fundamental en la
conversiéon de medidas en relacion con la longitud de un arco de la misma

A diferencia de los reportes anteriores, estudios de corte socioepistemologico se cuestionan sobre la
construccion de saberes entorno de funciones trigonométricas, en busqueda de argumentos originales
que se han cercenado del discurso matematico escolar, elementos que no son discutidos en los
reportes mencionados. En Montiel (2005), encontramos que si bien una caracterizacion funcional para
el seno ya era conocida por Newton, fue en el Introductio in analysin infinitorum de Euler (1748, citado
en Montiel 2005) donde se reconoce a las cantidades trigonométricas como relaciones funcionales
trascendentes, junto con el logaritmo y la exponencial. Al seno se le consideraba como la longitud de
segmentos de linea relativos a un circulo dado de radio R. Es decir, el seno del angulo A es la mitad
de la cuerda en un circulo, subtendida por el angulo central 2A.
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Para Montiel (2005), en De quantitatibus trascendentibus ex Circulo ortis (primer Tomo, Capitulo VIII
del libro mencionado), Euler define las funciones trigonométricas como cantidades trascendentes que
nacen del circulo y aunque no hace uso de la palabra radian, sefiala que 1T es la semicircunferencia de
un circulo (de radio 1) y en consecuencia es la longitud del arco de 180°. Establece entonces, que sen
0m=0,senm/2=1,senm=0;y, sen3m/2=-1. En este sentido, Buendia y Montiel (2009) observan
que en esta obra coexisten la presentacion de la medida de un angulo en grados y en radianes;
manejo ambiguo que, en la literatura actual se evidencia los conflictos que acarrea en tanto que Euler
utiliza y transita entre ambas unidades (grados y radianes) sin complejidad, sin limitarse su método de
calcular la cantidad trascendente al triangulo rectangulo.

En este reporte presentamos las reflexiones del lider de un equipo de estudiantes de bachillerato
tecnoldgico mexicano sobre funcién seno desde un par de ejes cartesianos, un circulo unitario y una
construccion geométrica. Nos cuestionamos en esta investigacion sobre ;Qué argumentos emergen
en estudiantes de bachillerato que participan en un experimento de ensefanza que evidencien el
desarrollo de su pensamiento covariacional?

Marco tedrico

La socioepistemologia, sustento tedrico de esta investigacion, propicia la confluencia y relacion
dialéctica de aspectos que consideramos fundamentales al abordar un fendmeno didactico.
Contemplar y analizar el devenir de una nocién a un objeto de saber; caracterizar las concepciones de
los alumnos; dar cuenta de cémo vive una nocién en las aulas y el discurso matematico escolar que se
genera, ser conscientes que la Matematica es un bien cultural inmerso en una sociedad y tiempo
determinados que condiciona su comunicacién y apropiacion (Cantoral, 2013) conlleva profundizar en
la reorganizacion del discurso matematico escolar y sus personajes.

Compartimos con Buendia (2004) y Cordero (2005), la idea de que desde las construcciones sociales
generadas por ciertas practicas asi como desde los contextos argumentativos que surgen
naturalmente en los grupos sociales, emerge la construccion del conocimiento matematico. Buendia
(2004) rescata que argumentar es presentar una postura con la conciencia de que existe otra opinion,
implicita o explicita, diferente de la propia. En este sentido Cordero (2005) establece una terna entre:
los significados generados por los estudiantes en la interaccion; los procedimientos; los procesos-
objetos y el argumento refiriéndose a la reorganizacion de los anteriores.

Por otro lado, Krummheruer (1995, en Lavy, 2006) explicita que el aula de Matematicas es una
situacion social donde emerge una conexidén cercana entre la participacion activa en acontecimientos
aulicos y el desarrollo del concepto matematico discutido con el estudiante. Krummheruer (2015)
considera que el foco principal debe estar sobre el analisis del proceso y no del producto, pues al
analizarlo se descubre un cierto dominio de realidad, que esta de algun modo solamente entre el nivel
sociologico de los aspectos institucionalizados escolarmente y el nivel psicolégico del individuo de
conocimiento. Ademas, considera que, el conocimiento matematico es un conocimiento argumentativo.
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Esta basado en la participacion de los estudiantes en "una practica de explicar” (Garfinkel, 1967, p. 1)
que es provechosa, de apoyo, y la iniciativa para los procesos de aprendizaje matematicos de los
estudiantes (p. 62). Mas especificamente sus aportaciones sobre la argumentacion, nos hace
entenderla no sélo como un elemento deseable en una situacion de aprendizaje, sino una condicion
fundamental para que este aprendizaje se dé, y por tanto, consideramos de interés no sélo
preguntarnos como esta estructurado un argumento realizado en el curso de la interaccion, si no
también, cémo el profesor y los alumnos participan en su produccion (colectiva) interactiva.

Metodologia

Consideramos como metodologia de la investigacidon, el experimento de ensefianza (Steffe &
Thompson, 2000), ya que nuestro propodsito es percibir el desarrollo del pensamiento covariacional de
estudiantes de bachillerato provocado por un disefio de aprendizaje en un ambito discursivo que
propicia GeoGebra analizando sus argumentaciones.

El experimento de ensefianza fue desarrollado en tres sesiones con 12 estudiantes de sexto semestre
de bachillerato, un par de ellos con especialidad en electronica y el resto en electromecanica. Los
estudiantes, de 17 y 18 afios, fueron organizados en cuatro equipos de tres jévenes, de los cuales solo
dos fueron mujeres y todos participaron libremente en la puesta en escena.

Sesion 1

Sesion 2

Figura 1. Disefio del experimento de ensefanza

Las sesiones fueron videograbadas asi como recopilado las evidencias escritas de los estudiantes. En
cada equipo se colocé una videocamara y un grabador que fueron controlados por cuatro auxiliares de
investigacion. Se contd con un testigo, en este caso el profesor del grupo, y el investigador principal
desarroll6 las actividades (Fig.1)

En los programas de Bachillerato Tecnoldégico encontamos en los cursos de Matematicas que en
segundo semestre cursan Geometria y Trigonometria donde se les pesentan las relaciones
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trigonométricas, en particular, razones, funciones, circulo unitario, identidades y resolucién de
triangulos. En cuarto y quinto semestre se desarrollan los Calculos diferencial e integral, invitandolos a
reflexionar sobre la variacion y la acumulacion, en tanto que en sexto semestre se espera articular los
saberes matematicos en la unidad de aprendizaje “Matematica aplicada”, ideas que se retoman y
profundizan en el nivel superior que se extiende incluso al uso de varias variables. En cursos de
especialidad también se acercan a la funciébn seno priorizando sus caracteristicas en diferentes
actividades (Fig. 2)

Técnico en Electromecanica

“Utilizamos la funcién

i “Ahi veiamos la funcion
i seno en los ciclos que

H hace una maquina,
jemplo las revoluciones

“Cémo se comportan la
inductancia y capacitancia en
la corriente eléctrica, por
ejemplo la onda senoidal se
utiliza para graficar la corriente
y el voltaje”

Realiza y mantiene

seno, para expresar los
ciclos de la revolucion de
una maquina”

Técnico en Electrénica

Elabora piezas
mecanicas en
tornoy

“Buscando discontinuidades en
la sefial del circuito del aparato
televisor; visualizando en el
osciloscopio la sefial de audio”

peminLIo instalaciones eléctricas

Mantiene maqui resid
eléctricas rotativas

%o /20

fresadora

Repara equipos de
audio y receptores de
television
3° /

En esta materia de su
especialidad o carrera

A

En cuales materias de su
especialidad o carrera

En qué semestres

En qué semestre

Figura 2. Uso escolar de funcién seno

En la primera sesion se proponen, en el disefio de aprendizaje, tres actividades. El objetivo de la
primera es familiarizarlos con el espacio de GeoGebra y percibir la forma de la curva, quizas
reconocerla como la funciéon seno. La segunda se destina a sobrepasar las limitantes de la geometria
dinamica al solicitarles que construyan puntos hacia la derecha (implica reconocer el periodo de la
funcion) y hacia la izquierda (reconocer la simetria central y el papel del signo menos aplicado a
cantidades positivas “arco”). La tercera, pretende reflexionar sobre por qué creen los estudiantes que
se utiliza el arco y la altura para trazar los puntos de la curva asi como de dos caracteristicas de la
misma: “es funcién” y “es funcioén sobre”.

En la segunda sesion se busca desafiarlos a agrandar el circulo unitario que provocara alterar los
parametros de la expresion algebraica y propiciar la reflexion sobre ¢ qué varia? Como varia? ;qué
pasa con la forma de la curva? ;qué mide el arco en realidad? ;como ajustar los puntos? La tercera
sesiéon se destina a escuchar a los jovenes sobre en qué actividades reconocen ellos el uso de la
funcion seno.
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En este articulo reportamos los argumentos presentados por el Equipo 3 conformado por tres
muchachos uno de los cuales fungié como lider y portavoz (E1) que evidencia cierta articulacion de
varios elementos del disefio.

Resultados

En la primera sesidn se inicié la construccion geométrica de puntos de la funcién seno mediante el
trazo de un punto sobre la circunferencia unitaria que determinaria un punto de la funcién al medir el
arco que subtiende y la recta horizontal que lo atraviesa. El equipo 3 utiliz6 varios minutos para trazar
puntos de manera aleatoria, sin un orden, sélo con el fin de percibir la “onda” que iba emergiendo.
Comienzan a buscar una relacion entre el aumento de “y” y el del “arco” (Episodio 1).

“e

Episodio 1: Relacion entre altura de “y” y el arco subtendido

E1: Es que, lo que pasa es que, en este punto que graficamos el primer punto que es “B”, el radio vale
exactamente 1 y conforme va subiendo la longitud en “y” va aumentando y por eso... cuando llega,
cuando el radio estda exactamente a 90 grados alcanza, yo creo que alcanza su punto maximo,
entonces ya cuando alcanza 90 grados ya pasa a 100, entonces ahora el radio... la longitud de “y” va
disminuyendo.

Testigo 1: Pero ¢ es el radio el que va disminuyendo?
E1: No, es la longitud de “y”.

Testigo 1: Y s quién es la longitud de “y’?

E1: aahh, Como?

Testigo 1: Tu me dices, hay un radio que es 1y la longitud de “y”’ estd cambiando, pero la longitud de
“y” respecto al circulo donde tu estas marcando, ¢,con qué lo relacionas?

E1: Es que eso esta relacionado con el cateto... si lo trazaramos seria un triangulo rectangulo y la
hipotenusa seria el radio y el eje “x” nunca cambiaria ese seria el cateto adyacente, o que cambiaria
solamente seria el cateto opuesto y creo que por eso se pone una ... ecuacion ehh... digo una funcion
senoidal, porque el seno es igual al cateto opuesto entre la hipotenusa.

Al observar la variacion de la “altura de y” y los angulos que estan involucrados “E1” reconoce la
funcién seno. Respalda su argumento imaginando un triangulo rectangulo y utilizando la definicion de
seno, es decir la razon trigonométrica “cateto opuesto sobre hipotenusa”. No duda entonces que la
variacion del seno aumenta hasta 90° y disminuye nuevamente hasta 180°. Sin embargo, no tiene aun
una respuesta sobre porqué se utiliza el arco. Sin embargo, percibe una gran relacién entre “angulo y
arco” (Episodio 2)

Episodio 2: “ese arco es lo que vale el angulo
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Maestra: [...] ;Qué es lo que estds mirando? [...] esto que decias
de los catetos y el triangulo, ¢ cual seria el triangulo que visualizas?

E1: Este y después la perpendicular a ésta.
Maestra: Ah ok

E1: Y a este angulo es el que esta variando y esta recta sube y por
lo tanto el angulo esta variando.

Maestra: [...] iy por qué creen que medimos el arco?

E1: ;Este arco? Porque ese arco es lo que vale el angulo, porque esté angulo es igual a este arco.
Entonces le digo que sélo lo que varia es el eje “y” esta longitud que si la ponemos hasta aca ya el
triangulo seria mas amplio... eso... por eso que se forman esos puntos, por eso creo que suben y por

€so0 creo que luego bajan

En la segunda sesion se los desafia a ajustar los puntos que surgen al “agrandar” el circulo unitario.
Todos los puntos estan vinculados al circulo inicial pues son construidos midiendo el arco que
subtiende y la altura que determina, por tanto el radio del circulo esta involucrado (Fig. 3).

1o 1o oo s ¥ Ny
p - C o ; ! ! !
circulounitario ! ! ciriculo de radio 2 | |
! ! ! I I I I I I I
IR e i
! P E L b : L : :
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) SN SN A |
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| P : : N : :

Figura 3. Construccion de funcion seno

El equipo 3 intenta “atrapar” los puntos multiplicando por una constante la funcién seno (Fig. 4a) para
luego manipular el argumento de la funcion (Fig. 4b) que les permite observar, en ambos casos, los
efectos globales, la primera ataca la amplitud (la altura) en tanto que el segundo varia el periodo.
Luego de varios intentos perciben que se trata de alterar ambos parametros al mismo tiempo y que el
radio del circulo es primordial (Fig. 4c)
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Figura 4. Exploracion para ajustar la curva

Conclusiones

Emerge, en la gestidn del disefio de aprendizaje, un uso intuitivo de los radianes en tanto se construye
un acercamiento a la funcion seno ampliando la discusion a los parametros que se involucran en la
expresion analitica de esta funcion. El equipo 3, acepta la medida de los arcos como representante de
los angulos medidos en grados sin discutirlo. Centran su argumento en la definicion del seno (relacion
trigonométrica) sin reconocer los radianes como unidad de medida. Logran asociar en la segunda
sesiéon la medida del radio con el efecto que produce en los puntos construidos involucrando los
parametros (amplitud-periodo), lo cual conlleva discutir sobre como medir arcos subtendidos en un
circulo y por ende el uso de radianes. Consideramos que este equipo logra percibir la covariacion
senoidal, pues articulan los “puntos” (modelo geométrico) con “la forma” (modelo grafico) que los
ajusta requiriéndose para ello una expresién algebraica (modelo algebraico), es decir, lograron una
red de modelos, que nos permite establecer que se sumergieron en la practica de modelar al participar
en el experimento de ensefianza.

Todos los equipos reconocen por su “forma” una “onda” asociandola rapidamente a la funciéon seno,
elementos que se constata en la tercera sesion donde los equipos presentan ejemplos de donde ellos
usan la funcion. El equipo 3 explica el uso de una maquina donde se percibe que les es suficiente
reconocer un ciclo que se repite regularmente, pese a que se trataba de una variacion lineal la que
describe el movimiento de la pieza, imaginandolo como una “onda” y por tanto involucran a la funcién
seno.

Los resultados encontrados en esta investigacion nos dan aliento a continuar explorando el disefio de
aprendizaje, pues se vislumbré articulacion de los estudiantes entre las razones trigonométricas y el
estudio de variaciones senoidales.
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