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EL PLACER DE DOBLAR PAPEL. MOSTRACIONES Y ALGUNAS APLICACIONES MATEMATICAS

Cuando realizamos en origami cualquier figura y luego la deshacemos, volviendo la hoja a su estado original, nos encontramos con
una especie de plano geométrico de la figura que hemos elaborado.

El presente trabajo no pretende una axioma! izacion o formalizacion de la geometria de dicho plano, esta labor ya la han desarrollado
algunos de los autores mencionados en la bibliografia. Nuestro interés se centra, mas bien, en llamar la atencion sobre algunas
aplicaciones que se desprenden de la actividad de doblar papel, a conceptos matemadticos como sucesion, limite, serie, convergencia

v a algunas nociones de la geometria euclidiana.

LE PLAISIR DE PLIER DU PAPIER. QUELQUES ECHANTILLONS ET APPLICATIONS MATHEMATIQUES

Lors d'une activité d'origami, l'art oriental du pliage de papier, on peut apprécier, au moment de défaire les figurines qu'on avait
deja pliées, remettant lafeuille de papier a sa forme originole, comment les traces laissées par les plis configurent une sorte de plan
géométrique de la figure que nous avions élaborée.

Ce travail ria pas la prétention de postuler des axiomes ou deformaliser la géomélrie du plan retrouvé dans la figure dépliée, car
il a deja étéfait par quelques auteurs cites dans la bibliographie. Notre intérét est plutot celui d'attirer l'attention sur les diverses
applications qui découlent de la pratique du pliage de papier et leurs relations avec de concepts mathématiques, tels que serie,
séquence, limite, convergence et quelques notions de la géométrie euclidienne.

msstzm

THE JOY OF FOLDING PAPER. SHOWINGS AND SOME MATHEMATICAL APLICATIONS

When we perform an origami object and then we undo it turning the sheet to its original state, wefind there some kind ofgeometric
plan of the previously elaborated figure.

This paper does not intend any to achieve a geometric axiomatization or formalization ofthiat plan; that is something that has already
been developed by some of the authors mentioned in the bibliography. Our emphasis is rather focused on calling the attention on

some applications that are dcrivedfrom paper folding to mathematical concepts as series, sequences, limit, convergence and certain
Euclidian geometric notions.

Origami, ensefianza de la matematica, enserianza de la geometria
Origami, Mathematics teaching, Geometry teaching
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INTRODUCCION

ste trabajo surge de un constante in-

terrogar a los libros de texto utilizados en

la ensefianza de la lengua en general y de

la matematica en particular. Como es
licito sospechar, interrogantes como: el texto
guia es el Gnico medio didactico de acercarnos a
ciertas demostraciones de la geometria? La
comprensiéon de ciertas nociones del analisis
matematico, mediante el doblado de papel, ;son
o no utiles para la ensefianza y aprendizaje de
esta disciplina?, no se les halla respuesta en los
textos guia respectivos.

El presente trabajo refleja simultaneamente dos
preocupaciones: la actividad gratificante del
doblado del papel y su utilidad didactica en el
aula. Como actividad ludica, proporciona un
puede

desperdiciar cuando se la considera un simple

potencial cognoscitivo que no se
juego agradable para pasar el tiempo. Su utilidad
didactica radica en que permite a los estudiantes,
desde los primeros afios escolares, acercarse en
forma intuitiva a muchos conceptos matematicos
implicitos en dicha actividad ludica. En otras
se justifica

palabras, en el nivel primario

programar toda una serie de actividades

papirofléxicas por la di-

versidad implicita de conceptos matematicos que
ella brinda.

Cuando aplicamos el doblado de papel como
herramienta alterna para la solucion de pro-
blemas, es sorprendente el interés y el entusiasmo
con que los estudiantes enfrentan la solucién de
ciertos ejercicios propuestos en los libros clasicos
de la ensefianza del célculo.

Como profesores, estamos interesados en buscar
herramientas que faciliten el aprendizaje de las
matematicas y nos familiaricen con ella, para asi
evitar someter a los estudiantes a tortuosas
experiencias que les dejan un sabor amargo y un
repudio por esta disciplina, pues las matematicas
no son una ciencia formal reservada para una
¢lite intelectual. Cualquier profano interesado en
la matematica puede asimilar ciertos conceptos
de esta disciplina, a simple vista muy abstractos,
mediante el doblado de papel u origami.

De acuerdo con lo anterior, los profesores
deberan delimitar, muy claramente, los niveles de
aplicacion de lo acé propuesto y controlar los dos
tipos diferentes de actividades a realizar con sus
estudiantes.
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UNA CAJA RECTANGULAR

Entre las tantas figuras que se pueden hacer en
origami, nos concentraremos en la elaboracion de
una caja rectangular utilizando Unicamente el
doblado del papel u origami; es de

anotar que, en el origami clasico, no se permite
rasgar, cortar, pegar, ensamblar, ni dibujar; sélo
estd autorizado hacer la figura utilizando los
diversos dobleces que ella exija.

A continuacién presentamos las instrucciones
gréficas para la elaboracion de la caja:
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ALGUNAS APLICACIONES
MATEMATICAS DEL ORIGAMI

La hoja de papel hace parte de todo un arsenal de
ayudas educativas funcionales y economicas que
un profesor puede incorporar al quehacer docente
dentro de un aula de clase en cualquiera de los
niveles escolares. Como cualquier ayuda
pedagogica, ella solo tiene una limitacion: la
imaginacion o la creatividad de quien la use.

Si desbaratamos la caja que acabamos de ela-
borar y la desplegamos ante nosotros, veremos
un hermoso mosaico que nos recuerda
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ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

El mosaico de dobleces, después de construida la
caja, es un material tangible, como también una
ayuda pedagoégica en la cual mediante la
imaginacion, la creatividad y wun poco de
esfuerzo, podemos darle vida a expresiones
matematicas que nos parecia imposible llegar a
familiarizarnos con ellas.

Pasemos ahora a desglosar la cantidad insoélita de
temas matematicos: aritméticos, geométricos,
algebraicos y algunos del calculo, implicitos en la
actividad papirofléxica que acabamos de ejecutar.

inmediatamente la geometria de la vida cotidiana:
el embaldosado de una casa, los baldosines del
bafio, los adoquines de un parque,

13
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el tablero de ajedrez, un mantel en la mesa del
comedor o un tendido de cama -obviamente que
con los estampados geométricos respectivos-, las
rejas protectoras de un patio, una jaula para
pajaros, el enmallado de una fibrica o una
universidad, las cerchas en el techo de un coliseo
cubierto o una iglesia moderna...

TEMAS GEOMETRICOS

1. No es gratuito el hecho de que en el doblado
de papel una de las figuras claves sea
precisamente el cuadrado. Este ha intrigado a
més de una cultura: la china, la japonesa, la
griega.... El cuadrado mégico de lado 3 es uno
de los més antiguos, segun lo narra Emmanuel
Lizcano (1993). Es, ademas, una de las figuras
mas virtuosas de la geometria; retine en si
mismo las caracteristicas de los poligonos:
cuadrilatero, rectangulo, paralelogramo,
trapecio y rombo.

De otro lado, sus diagonales son perpen-
diculares y las bisectrices de los angulos
cuyos vértices unen, son iguales y ademas se
cortan en sus mitades.

Cuando en el cuadrado hacemos un doblez por
una de sus diagonales, lo hemos dividido en
dos triangulos rectangulos isosceles
congruentes e igualmente vemos que el area
de cualquiera de esos dos triangulos es la
mitad del area del cuadrado del cual
iniciamos.

Y a proposito de lo que acabamos de comentar
-saliéndonos por un momento del doblado de
papel-, si recortamos los dos tridngulos en que
dividimos el cuadrado por su diagonal,
podemos mostrar con ellos los siguientes
problemas  geométricos, tal como se
acostumbra con el entretenido, apasionante y
muy enriquecedor juego chino del tangram;}

1. Rompecabezas compuesto por siete figuras geométricas: cinco triangulos (dos pequefios, uno mediano y dos
grandes), un rombo y un cuadrado. Todas ellas cortadas de un mismo cuadrado.

14
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b. Construir un paralelogramo de idéntica area al cuadrado original.

2. Siguiendo con nuestra hoja, podemos ejecutar en ella los dobleces adecuados para que nos
genere un paralelogramo similar al referido en el literal anterior.

3. Podemos bocetear un rectangulo:

4. Un trapecio rectangulo o uno isosceles:

REVISTA EDUCACION Y PEDAGOGIA VOL.XVNo.35
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5. Una clase particular de pentagono y heptagono:

6. Un octdgono con sus lados iguales cuatro a cuatro:

7. Podemos mostrar’ que la suma de los an- mos los tres vértices al punto comun 0, los
gulos interiores de un tridngulo cualquie- tres angulos quedan en linea recta forman-
ra es 180° Para ello, volvamos a la division do un angulo plano o sea 180°.

del cuadrado en dos triangulos. Si lleva-

2. Mostracion: acercamiento intuitivo de caracter operatorio y multisensorialmente tangible a conceptos cientificos
de tipo matematico, fisico, bioldgico o quimico (Monsalve, 2000).
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Podemos igualmente preguntarnos sobre 13. Podemos proponernos un tltimo interro-
la relacion que guardan entre si las areas gante sobre el nimero de lineas que con-
de los diversos triangulos con respecto al vergen en un punto determinado de la
area total del cuadrado inicial; el area en- hoja.

tre triangulos o entre los cuadrados.

8. Como ya sabemos que los triangulos ge- 14. "Aparece también esbozado el t.ef)rema
nerados son rectingulos e isésceles, en toda paralela a un lado de un triingulo
ellos podemos apreciar sus cuatro lineas forma con los otros dos lados un triangu-
notables: mediana, altura, bisectriz y me- lo semejante al primero".
diatriz, como se puede verificar cotejan-
do las respectivas definiciones en un li- 15. Los mismos trazos que aparecen en la hoj a

bro de geometria. después de hacer la caja rectangular, de

la cual estamos hablando, sirven también
para la ejecucion de otras hermosas figu-
ras como la cruz, una letra L, una camisa,
un barco de doble vela, una silla, el vesti-

9. Podemos preguntar por la totalidad de los
triangulos en la hoja.

10. Asimismo, preguntar por la totalidad de .
cuadrados o de rectangulos. do de un samurai, etc.
11. Nos aparecen cuadrados inscritos en cua-
drados o en triangulos. TEMAS ALGEBRAICOS
12. Tenemos también la posibilidad de intro-

1. En la siguiente figura, el sector especifico
resaltado esboza los dos casos de factorizacion:
(a+Db)?y(a-b)?

ducirnos en el campo de la geometria es-
pacial, ya que la caja es un cuerpo tridi-
mensional.

2. Si tomamos el cuadrado original y no eje-
cutamos sobre él alguna accién concreta,
es obvio que nos queda la misma figura, es

decir 2°; el exponente 0 indica que no he-
mos ejecutado alguna accion sobre la hoja
cuadrada, que en este caso es la unidad 1;
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0 2° = 1. Cuando doblamos por la diagonal del cuadrado generamos dos triangulos, o sea 21; el
exponente 1 en este caso nos indica la primera accion de doblar por la diagonal.

En adelante seguiremos doblando sobre Ia
bisectriz de cada tridngulo generado en el paso
anterior; de esta manera, a cada nuevo doblado le
corresponde una nueva potencia de 2, es decir, 22
(4 triangulos), 23 (8 triangulos), 2" (16
triangulos), 23 (32 tridngulos), 26 (64 triangulos);

como queda dicho, los exponentes hacen
referencia al numero correspondiente  del
doblado.

Como todos los dobleces se hacen por la mitad,
entonces tenemos la posibilidad de in-

THMAS DEL CALCULO

1. Cuando hacemos divisiones por la mitad
en forma sucesiva, aparece la sucesion 1/2,
1/4,1/8,1/16,1/32,1/64........./1/2°1,... y pode-
mos intuir dicho concepto para luego pa-
sar a las nociones de limite, sumatoria, se-
rie, convergencia y divergencia.

18

troducir expresiones de la forma 1/2" o 2n El
mismo procedimiento es valido si las divisiones
se hacen en forma rectangular y no triangular,
como la que acabamos de analizar, porque al
final también tendremos 64 rectangulos.

3.  Es igualmente posible una aproximacion
intuitiva a la nocion de fractal, entendido éste
como un proceso de division iterativo por el
mismo numero.
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Estos dos tltimos numerales nos permiten
introducir un concepto particular de limite,
adecuado para estos dobleces:

Lim 2*=co Lim —=0
Ahora, podemos resolver el siguiente pro-
blema de calculo diferencial, como aplicacion
directa de lo anterior:

Limll + -1 =Limll+ - Liml1 +-J=el=¢

xX-»a> X-»00 X-»<x>

Ahora, dejaremos plantecada esta otra apli-
cacion:

f3x + 2V* Lim
{—)

4. En cada doblado estamos trabajando cons-
ciente o inconscientemente con el concepto
simetria por reflexion, necesario en el trazado
de curvas.

5. Aca también nos aparece la utilizacion del
infinito potencial que permite dividir su-
cesivamente un segmento o la de contemplar
una figura con una escala cada vez menor, de
modo que sucesivamente vayamos ampliando
su aspecto. Una de las criticas serias sobre la
utilizacion del infinito potencial es la paradoja
de Aquiles y la tortuga: «Aquiles trata de
alcanzar una tortuga en movimiento que le
lleva cierta ventaja. Durante el tiempo
invertido por Aquiles en llegar a la posicion
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que ocupaba la tortuga, ésta ha realizado un
desplazamiento y ocupa una nueva posicion.
Cuando Aquiles recorre la distancia que le
separa de la posicién que ocupaba la tortuga,
ella ha vuelto a realizar otro desplazamiento.
De esta forma, Aquiles nunca

alcanzard la tortuga». Esta paradoja plantea la
posibilidad de fraccionar indefinidamente el
espacio y el tiempo.

6. Finalmente, hemos puesto en juego el poderio
de la abstraccion, pues el doblado como hecho
fisico o accidn concreta tiene un limite; como
proceso mental, no lo tiene.

EXPERIENCIA CON UN PROBLEMA
de CALCULO

A los estudiantes de calculo integral se les di-
ficulta la solucion de algunos problemas que
tienen que ver con sucesion y series; una posible
razén es que no exploramos otras alternativas de
solucion de estos u otros problemas similares.
Sorprende pues, ver como mediante el plegado de
papel se descubren nuevas posibilidades que
facilitan la comprension de nociones matematicas
como las sucesiones y las series.

Regresemos al mosaico de nuestra caja y su-
pongamos ahora que la medida de su lado es la
unidad; luego el area de dicho cuadrado es uno, y
pasemos a descomponer esta area, sin perder de
vista los pliegues.

Del area inicial del cuadrado, tomemos:

1. La mitad:

19
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Ahora, imaginemos que existen mas pliegues
en forma indefinida; entonces, la secuencia
que obtenemos a medida que descompone-
mos el area del cuadrado en cada una de sus
partes también es indefinida y la escribimos
asi:
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Al juntar de nuevo cada una de estas descom-
posiciones observemos lo que obtenemos:

Esta grafica es aproximadamente el cuadrado
original de drea uno. O sea que la suma es
aproximadamente uno.

Ahora, si las descomposiciones del area del

cuadrado son indefinidas, la suma que apare-
ce es:

que, en otras palabras, es la suma indefinida
de cada uno de los términos de la secuencia

REVISTA EDUCACION Y PEDAGOGIA VOL. XVNo.35
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Finalmente, observemos la tltima figura y es-
tablezcamos la relacion que existe entre las
fracciones de area del cuadrado con cada uno
de los ténninos de la serie:

para concluir que la suma de dicha serie infinita
es aproximadamente uno. En otras palabras, la

seric  Z”-  esuna serie geométrica

convergentemente y converge a 1.

Otra alternativa bastante ilustrativa, ayudandonos
con los pliegues, es recortar las fracciones de area
correspondientes a cada uno de los términos de la
serie y luego juntarlas, para asi visualizar su
convergencia. Obviamente que las fracciones de
area sumamente posible
recortarlas; hay que imaginarnos la situacion en

pequeiias no  es

el caso de que pudiéramos hacerlo.
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Imaginemos que podemos seguir cortando y
juntando cada una de las fracciones de area
correspondiente a los términos de la serie.
Observamos que dicha suma converge a la mitad
del 4rea del cuadrado original.

Todo lo anterior podemos aplicarlo a la solucion
del problema No. 69, del capitulo "Series
infinitas" del libro de «calculo de Larson,
Hostetler y Edwards, cuyo enunciado es el
siguiente:

los lados de un cuadrado miden 16 cms. Se for-
ma un nuevo cuadrado uniendo los puntos me-
dios del cuadrado original; dos de los triangulos
exteriores aparecen sombreados en la figura ad-

junta. Calcular el drea de la region sombreada
a) si ese proceso se prosigue cinco veces mds, y
b) si ese proceso continua sinfin (1999,643).

22

o también
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Ahora, si el proceso se. contintia sin fin, tene-
mos:

0 sea,

converge a £,
entonces la serie

22(256) = 256A=128

Luego, al continuar indefinidamente el proceso,
el area de la region sombreada es de 128
cm?,

CONSIDERACIONES FINALES

Los profesores debemos hacer un esfuerzo
mancomunado para hallar alternativas que le
permitan al estudiante asimilar conceptos
necesarios para acceder a conocimientos mas
avanzados en el aprendizaje de las matematicas.

Con seguridad que algunos de los lectores tienen
diversas alternativas para la enseflanza y el
aprendizaje de otros temas matematicos; en
compaifiia, lograremos que nuestros estudiantes
disfruten de ellas como un juego que les permite
potenciar el desarrollo de sus habilidades.

El lector puede darse cuenta, por si mismo, de la
estrecha relacion existente entre el
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origami, la aritmética, la geometria, el algebra y
algunos temas del calculo; el origami le permite
al estudiante adquirir conocimientos y destrezas,
y también desarrollar su creatividad e
imaginacion, ingredientes fundamentales para el

desarrollo de la ciencia.

Relacionar el origami con la matematica es
encontrar la oportunidad de estimular el de-
sarrollo de los procesos cognitivos del estudiante
para que pueda articular conceptos abstractos y
concretas en el

operaciones analisis,

planteamiento y solucién de problemas.

Robert Geretschlager (1995), quien hizo su tesis
doctoral en andlisis funcional, publicé en Ila
revista  Mathematics ~ Magazine el  articulo
"Euclidian Constructions and the Geometry of
Origami". Alli el autor utiliza procedimientos
elementales de la geometria del origami para
construir dos teoremas, resolver ecuaciones
generales clbicas y finalmente trisecar el angulo.

Concluye en su articulo:

Quizads las personas interesadas en la triseccion
de un angulo, deberdn centrar su atencion en el
futuro desarrollo del origami; en todo caso es-

peramos que Se deriven importantes resultados
del estudio sistemdtico de la geometria del
origami (1995, 357-370).
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