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RESUMEN

El presente trabajo de grado tiene como objeto de interés ilustrar la ma-
nera en que el principio de coinduccion posibilita una via alternativa para el
estudio 6 construccién de los nimeros reales, lo cual pone de manifiesto que
las matemdaticas como ciencia no son siempre es inductivas. Se estudia a R
mediante la dualidad que existe con N por medio de la teoria de categorias,
la cual permite observar la estructura de estos objetos y definir a los niimeros
naturales como un objeto inicial, y por lo tanto cumple con los principios de
induccion y de recursién. Dualmente, los niimeros reales se definen como un
objeto final, en consecuencia se establecen los principios de coinduccion y de
corecursion.

Palabras Clave: Numeros reales, nimeros naturales, principio de induc-
cioén, principio de recursion, principio de coinduccién, principio de corecur-
sion.



Indice general

Introduccién

1.

PRELIMINARES

1.1. Induccién y Recursion . . . . .. .. ..o

1.2. Axiomatica de Conjuntos . . . . . . . . . . . .. ... ... ..

1.3. El Sucesor . . . . . . . . . ...

1.4. Los Numeros Naturales . . . . . . .. ... ... ... .....

1.5. Principio de Induccién . . . . . ... ...
1.5.1. Orden en los Naturales . . . . . . ... ... ......
1.5.2. Principio de Recursion . . . . . . . .. ...
1.5.3. Operaciones Con Numeros Naturales . . . . . ... ..

Induccién y Coinduccién

2.1. Teoria de puntos fijos . . . . . .. .. ...
2.2, Reticulos . . . . . . .
2.3.  Principio De Coinduccion . . . . . .. .. ... ... ... ..

Dualidad Entre N y R en Categorias
3.1. Categorias . . . . . . . ...
3.2. Algebras TipoO-1 .. . . .
3.3. N como Objeto Inicial en Teoria de Categorias . . . . . . . ..
3.3.1. Principio De Induccién . . . . . . .. ...
3.3.2. El principio de recursién. . . . . . ... L.
3.4. Coalgebra y Coinduccion . . . . . . .. .. ... ... ... ..
3.4.1. R como Objeto Final y Codlgebra Final . . . ... ..
3.5. La Ecuacién de Pavlovi¢ . . . ... .. ... ... ... ....
3.6. La Coinduccién en el Célculo . . . . ... .. ... ... ...
3.6.1. La Serie de Taylor desde La Coinduccién . . . . . . . .

I1I

14
14
17
19
21
23

26
26
30
37



IV INDICE GENERAL

Conclusién 83



Introduccion

El presente trabajo de grado se inscribe en la linea de formacion en His-
toria y Epistemologia de las Matematicas; del Programa de Licenciatura en
Educacion Bésica con énfasis en Matematicas del Instituto de Educacion y
Pedagogia de la Universidad del Valle; y esta dirigido a estudiantes de li-
cenciatura en matematicas de ultimo ano y a docentes de matematicas que
ejerzan y deseen estudiar los ntimeros reales desde otra perspectiva.

En lo que se refiere al estudio de los niimeros reales, es necesario tener en
cuenta el proceso de construccién a través de la historia; por consiguiente,
en el siglo XIX buena parte de las matematicas se dedican a la fundamen-
tacion del andlisis, y el ideal para lograr este objetivo fue la construccién de
un conjunto numérico continuo que prescindiera de la nocién de magnitud.
Como resultado se obtuvieron diversas construcciones de los niimeros reales,
cada una con su respectiva nocion de continuidad y completitud.

Tradicionalmente se estudian dos construcciones de los niimeros reales
surgidas en el siglo XIX: a través de cortaduras por Richard Dedekind y a
través de sucesiones de Cauchy por Georg Cantor, de las cuales se hablard un
poco a continuacion. Cabe aclarar que en este trabajo no se hara un estudio
histérico de estas dos construcciones, si no que se tomaran algunos resultados
que ayudaran a evidenciar la dualidad que existe entre N y R.

Dedekind tiene como objetivo construir un conjunto numérico continuo
6 completo y para esto parte de un conjunto base, como son los racionales,
en este sentido los racionales no constituyen una construccion si no una crea-
cién a partir de los enteros. Dedekind! para cumplir su objetivo identifica tres
momentos: en el primero toma a (Q como un cuerpo numérico ordenado. En

La construcion de los niimeros reales por cortaduras de Dedekind se encuentra en [6]
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el segundo momento observa que los niimeros racionales generan cortaduras,
siendo estas denominadas como cortaduras de tipo uno. Por otro lado, De-
dekind observa que existen las cortaduras que son generadas por nimeros no
racionales, a estas las denomina cortadura de tipo dos. Finalmente Dedekind

une los dos tipos de cortaduras para obtener un conjunto numérico continuo
llamado R.

Cantor en 1872 fue el primero en publicar una construccién? de los reales
con sucesiones de Cauchy, para esto inicié con los niimeros racionales con
su estructura de cuerpo numérico ordenado. Luego penso en cada racional
no como un nimero si no como una sucesion de Cauchy; es decir, los ntime-
ros reales se representan como sucesiones de Cauchy. Posteriormente, hizo
paquetes o colecciones de sucesiones que tuvieran el mismo limite formando
asi clases de equivalencia. A estas clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy se les define una estructura basica como la suma, el producto y el
orden, para formar un cuerpo numeérico ordenado el cual contiene una copia
exacta de Q y tiene exactamente las mismas propiedades algebraicas y de
orden de Q. Ademas cumple con la caracteristica de que cada sucesion de
Cauchy coincide con las sucesiones convergentes, entonces se obtiene un nue-
vo cuerpo numérico ordenado que contiene los limites que le faltaban a las
sucesiones de Cauchy en QQ, denominado R.

Por otro lado, al inicio del siglo XX, la naturaleza de las mateméticas es
esencialmente axiomatica y formalista, las cuales se basaron en las propuestas
estructurales que surgieron a finales del siglo XIX. La estructuralizacién de
las matematicas, se puede dividir en tres momentos:

= El primero surgio con la matematica moderna a mediados del siglo XIX.
Hilbert en 1900 en su libro de Fundamentos de las Matemadticas propone
el método axiomatico, el cual consiste en dar existencia a los objetos
matematicos a través de constructos tedricos previamente definidos,
denominados axiomas. Segin Zalamea en [24] el método axiomatico,
pertenece a la matematica moderna y se fundamenta en axiomas y
definiciones que se ligan. Por ejemplo, la teoria de conjuntos que se
fundamenta con la légica matematica, esto permite definir un objeto
matematico como los niimeros reales.

2Esta construccién se encuentra en el articulo de Cantor Sobre la extensidn de un
teorema de la teoria de las series trigonométricas en 1872.
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= Un segundo momento transcurre con los miembros del grupo Bour-
baki en los anos 1940-1960, cuando presentan su programa unificador
de las mateméticas introduciendo las estructuras madres (algebraica,
de orden y topoldgica) en el interior de las axiomadticas bésicas. Esta
propuesta metodoldgica no solo ocupa un lugar de privilegio en la his-
toria reciente de las matematicas sino que es reconocida por su enorme
influencia en la formacién matematica universitaria.

= Un tercer momento aparece con el estructuralismo categérico de Ei-
lenberg, Mac Lane y Grothendieck a partir de los anos 1960. También
llamado las matematicas contemporaneas, que se fundamentan en el
método sintético, el cual es un proceso que relaciona hechos aparen-
temente aislados y se formula una teoria que unifica los diversos ele-
mentos; es decir, consiste en la reunién racional de varios elementos
dispersos en una nueva totalidad.

Este trabajo hace uso de conceptos desarrollados en las matematicas con-
temporaneas, sin excluir los fundamentos histéricos de los otros momentos, y
propone otra forma de ver a los nimeros reales, por medio del método cono-
cido como el principio de coinduccién, el cual permite estudiar la estructura
de los objetos.

El objetivo principal de este trabajo es evidenciar la importancia del
principio de coinduccién, que permite comprender desde otra perspectiva la
construccién de los nimeros reales. Para esto se identifica la dualidad que
existe entre la induccién y la coinduccién. El primer principio es el método
de demostracion de conjuntos inductivos como el conjunto de los nimeros
naturales; dualmente, el principio de coinduccion es el método de demostra-
cion de los conjuntos coinductivos como el conjunto de los niimeros reales.
Lo anterior permite decantar una dualidad entre N y R, fundamental para
la comprension de R.

Los numeros naturales se estudian por medio de la inducciéon y la re-
cursion, teniendo como fundamento los axiomas de Zermelo-Fraenkel, con
el axioma de eleccion (ZFC). Esto con el fin de realizar un estudio episte-
moldgico de la construccién de dicho conjunto e identificarlo como un objeto
y un algebra inicial. De forma dual se estudia a los nimeros reales como una
coalgebra final y como un objeto final que tiene inmerso los principios de
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coinduccién y corecursion. Estos principios constituyen la forma de razonar
sobre las codlgebras y son duales a los principios de induccién y recursion.
Estos conceptos con los que se estudia a R surgen de una teoria axioméatica
consistente que no incluye el axioma de fundamentacion, que es la de Peter
Aczel [1]. En consecuencia, con el fin de comprender mejor el concepto de
coinduccién se hace un estudio desde la teoria de puntos fijos, reticulos y
teoria de categorias.

Esta ultima teoria es un lenguaje usado en la matematica desde mediados
del siglo XX, y es la generalizacién de la teoria de reticulos®, puesto que, las
categorias son la generalidad de los conjuntos parcialmente ordenados, de
igual forma sucede con los conceptos de: funtor, algebras y codlgebras que
son la generalizacién de funcién mondtona, puntos prefijos y puntos postfijos,
respectivamente.

Este trabajo de grado se ha estructurado en tres capitulos:

En el primer capitulo, se presentan los nimeros naturales desde la axiomati-
ca de ZFC. Ademss se explican los principios de induccién y de recursion con
el fin de identificar a N como el menor conjunto inductivo y como un objeto
inicial.

En el segundo capitulo, se presentan los principios de coinduccion y co-
recursion como una dualidad a los principios de induccion y recursion, por
medio de la teoria de puntos fijos y reticulos, con el fin de definir los conjun-
tos inductivos y coinductivos.

En el tercer y ultimo capitulo, se presenta la dualidad entre N y R me-
diante la teoria de categorias, con el fin de identificar a N como un algebra
inicial y a R como una codlgebra y objeto final. Ademas, esta dualidad per-
mite exhibir evidencias que ilustran el caracter coinductivo del andlisis en
contraste con el caracter inductivo de la aritmética.

3El concepto de reticulo permite distinguir las propiedades de una clase de dlgebra con
otra. La teoria de reticulos surgié desde el algebra de Boole s y el estudio de divisibilidad
de Dedekind, y comenzé a cobrar impulso en la década de 1930 siendo en gran medida
promovida por el libro de Lattice Theory en la década de 1940 [3].



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los principios de induccién y recursion, que
definen los nimeros naturales por ser un objeto inicial de acuerdo con [17].
Con el fin de presentar la forma clésica en la cual se construyen los niimeros
naturales en la teoria de conjuntos, se presentan los axiomas de ZFC, sien-
do necesarios para comprender la construccion de los niimeros naturales, y
asi evidenciar las propiedades que permiten caracterizar a los niimeros natu-
rales como objetos iniciales.

Al identificar los principios de induccion y recursién de los niimeros na-
turales, se puede establecer la dualidad existente entre N y R, que se estu-
diara en los capitulos dos y tres.

1.1. Induccién y Recursion

La induccion es un proceso que permite demostrar propiedades sobre ob-
jetos que estan definidos recursivamente, un ejemplo de ello son los niimeros
naturales que se definen recursivamente asi:

I. 0e N

II. Si n € N entonces el sucesor de n pertenece a N y se denota como
suc(n)

ITII. N es el menor conjunto que cumple con las propiedades anteriores.
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El principio de induccién es un método de demostracion, y la recursiéon es
un método que garantiza la buena definicién de las operaciones entre objetos
inductivos. Cuando se realiza una demostracion por el método de induccion,
implicitamente se estd utilizando el principio de recursion, pues éste garan-
tiza que las operaciones basicas de la suma y el producto estén bien definidas.

Por ejemplo, los niimeros naturales se forman recursivamente puesto que,
pueden ser formados a partir del nimero 0 y dado cualquier n, se puede obte-
ner el sucesor. Al realizar las operaciones suma o producto con dos elementos
de los nimeros naturales el resultado es otro niimero natural.

Observaciéon 1.1 La diferencia entre el principio de induccion y recursion
es que el primero es un método de demostracion sobre propiedades del conjun-
to de los numeros naturales y el sequndo permite establecer la buena definicion
de las operaciones sobre N.

Hasta el momento se ha definido de una manera muy intuitiva y general
los principios de inducciéon y recursion; sin embargo falta ain profundizar
mas sobre estos, debido a que son fundamentales para entender la dualidad
que existe entre N y R. Para definir formalmente los dos principios es nece-
sario definir a los nimeros naturales y para esto escogeremos partir de una
axiomatica.

Para comprender las propiedades de los nimeros naturales es necesa-
rio reconstruir a este objeto matematico y para ello se empleara el sistema
axiomatico de (ZFC). Este método es una forma bésica de construccién de
los niimeros naturales en la teoria de conjuntos, que permite identificar a
este conjunto numérico como el mas pequeno de los conjuntos inductivos; es
decir, como un objeto minimal.

1.2. Axiomatica de Conjuntos

El sistema ZFC estd formado por los siete axiomas propuestos por Zerme-
lo en 1908, por el axioma de reemplazo introducido por Fraenkel y Skolem en
1922 y por el axioma de fundamentacion incluido posteriormente por Zermelo
en su “sistema ZF extendido” [26]. Los axiomas de Zermelo son el de exten-
sionalidad, de los conjuntos elementales, de separacion, conjunto potencia,
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de la unién, de eleccién y del infinito [25]. A continuacién presentamos estos
axiomas tal como se exhiben generalmente en los textos modernos de teoria
de conjuntos. Su incorporacion en el documento responde a la necesidad de
que este trabajo sea auto contenido. Sin embargo si el lector lo considera
pertinente, puede avanzar a la lectura de la seccién siguiente.

Los axiomas' de ZFC son:

[1]Axioma de Extensién

Un conjunto A es igual a un conjunto B, si y s6lo si, tienen los mismos
elementos. Es decir cuando todo elemento de A es un elemento de B y todo
elemento de B es un elemento de A.

A =B, siysélosi, (r € Aimplica x € B) y (r € B implica z € A).

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos sin importar si
se repiten varias veces. Por ejemplo sean los conjuntos A y B:

A ={a b, c},yB=1{a, a, b, c c}
Con lo anterior los conjuntos A y B son iguales.
De acuerdo a este axioma se tiene los siguientes resultados:
. A=A
II. A =B implica B=A
III. A=ByB =Cimplica A =C

Definicién 1.1 B es un subconjunto de A, si y solo  si:
Ve (x € B implica © € A). Que usualmente se resume por
BCA<«w (xr € B—xeA), donde el cuantificador sobre la variable
se sobreentiende.

'Estos axiomas son tomados de [12] y como ayuda para una mejor comprensién se
recomienda [16]
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[2] Axioma de Especificacién 6 de Separacién

Si A es un conjunto, existe otro conjunto contenido en A, que satisface
una propiedad determinada. En otras palabras si se parte de un conjunto A
determinado, se obtiene otro conjunto B, el cual es una parte de A, y cuyos
elementos cumplen una propiedad ? S(x).

Una definiciéon maés precisa de este axioma es: Dado un conjunto A y una
propiedad S(x), existe un conjunto B cuyos elementos son aquellos elementos
de A que satisfacen la propiedad S(x). Por el axioma de extensién, B es tinico
y se denota por {z € A: S(x)}.

Este axioma permite obtener nuevos conjuntos de un conjunto dado, a
partir de una propiedad cualquiera, y tiene como fin limitar el tamano de los
conjuntos que se pueden formar licitamente.

Hasta aqui no se ha introducido la existencia de un conjunto alguno, es
por ello que el siguiente axioma lo permite y en algunos casos se opta por
empezar con este.

[3] Axioma del Conjunto Vacio

Existe un conjunto el cual no contiene elementos. Es decir,

(34)(Vz) (x ¢ A)
Proposicion 1.1 FEuxiste un unico conjunto vacio.

Demostracion

Sea A un conjunto vacio, el cual existe por el axioma de existencia. Supon-
gamos que B es otro conjunto vacio, entonces la proposicion © € A <z € B
es verdadera, ya que las implicaciones t € A > xr € Byr € B -z € A,

son verdaderas puesto que sus antecedentes son falsosm

Proposicién 1.2 Para todo conjunto A se tiene que: ) C A

2Formalmente una propiedad es una férmula de primer orden con ocurrencia de varia-
bles libres (no cuantificadas), por ejemplo si X es una variable libre en la férmula se dice
una propiedad sobre X.
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Demostracién
reEf—szecA

Todo elemento de () es un elemento de A, pero como () carece de elementos,
entonces, r € () es una proposicién falsa y por lo tanto la implicacién es
verdadera. En consecuencia la condicién se cumple de manera inmediata.g

[4] Axioma de Pares

Dados dos conjuntos cualesquiera, existe un conjunto que los contiene a
ambos. Este axioma permite ampliar los conjuntos a partir de dos ya exis-
tentes.

VAVB 3C (x € C <» x = AV x = B). Por el axioma de extensién C' es
tnico y se denota {A, B}

Ejemplo
Sea A =0y B =0 entonces C = {0, 0} = {0} (por el axioma de extensién).
Este axioma permite obtener D = {(), {0} }

Observacion 1.2 0 # {0}. Dado que O es un conjunto sin elementos y {0}
es un conjunto con el elemento vacio.

[5] Axioma de la Unién

Dado dos conjuntos A y B, se forma la coleccién cuyos elementos son
todos los elementos de A, junto con los elementos de B, que se designa por

AUB.

De esta formaz € A|JB+< € AVvzreRB

[6] Axioma de las Uniones

La unién arbitraria de conjuntos es un conjunto.
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Sea C una coleccién de conjuntos, el axioma anterior garantiza la existen-
cia de la coleccién |JC. Es decir z € | JC «» X tal que X e CAz € X

Observacién 1.3 |J0 =0

Definicién 1.2 La interseccion de dos conjuntos A y B, se define como el
conjunto formado por los elementos comunes a A y B.

re ANB+< x€ANzeEB.

Intersecciones Arbitrarias

Sea C una coleccién no vacia de conjuntos, se define la interseccion gene-
ralizada asi:

Definiciéon 1.3 [a interseccion generalizada de C, una coleccion no vacia de
conjuntos con C' € C, esta dada por

NC={x € C:z € X, para todo X € C}

Observacion 1.4 (0 no se puede definir porque el conjunto vacio carece de
elementos, y una (0 corresponderia a la coleccion de todos los conjuntos.

[7] Axioma De Las Potencias

Dado un conjunto A entonces partes de A es conjunto. Y esta dado por
la coleccién de todos los subconjuntos de A. Se denota por p(A).

VAJBVx (x € B+ o CA)

Ejemplo Si el conjunto A = {a, b}, entonces:

@(A) = {(Z)v {a}v {b}> {a> b}}
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[8] Axioma Del Infinito

En 1870 Georg Cantor da el sentido moderno del tamafnio de un conjunto
a través de las biyecciones y proporciona el primer estudio sistematico de los
conjuntos, los nimeros ordinales y cardinales.

Notacién: la cardinalidad de un conjunto X se denota por Card(X)

(@) =0  Card(A) =0 — Card (p(A)) =1

o (a) ={0,a} Card(A) =1 — Card (p(A)) =2

o (a, b) = {0, {a}, {b}, {a, b}}  Card(A) =2 — Card (p(A)) = 4

Card(A) = n — Card (p(A)) =27

Si se parte del conjunto vacio y de acuerdo con el axioma de pares se
puede obtener un nuevo conjunto que contenga por elemento al conjunto

inicial. Ademas, este axioma permite obtener otro conjunto cuyos elementos
sean los dos anteriores y asi sucesivamente, como se muestra a continuacion:

0=10
= {0}
2 = {0,{0}}
3 ={0.{0},{0.{0}}}

Con el anterior proceso de construccién se crea un conjunto infinito de
manera potencial, pero este proceso es inacabado porque el problema radica
en tomar todos los componentes, de tal forma que se pueda ver una coleccién
que contengan los infinitos términos. Para dar solucién a este problema se
establece el axioma del infinito diciendo que existe un conjunto infinito que
contiene al cero y a todos los elementos formados a partir de adicionar cada
vez un nuevo componente.
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La siguiente definicién se presenta para formalizar el axioma del infinito.
Definicién 1.4 Un conjunto I es inductivo siempre que:

I 0el

II. Six € 1, entonces el sucesor de x S(x) € I
Con la anterior definicion se puede formalizar el axioma del infinito:

Axioma Del Infinito: Existe un conjunto inductivo.

[9] Axioma de Regularidad o Fundamentacién

Si A es un conjunto no vacio entonces A posee un elemento {a} € A tal
que {a} N A=0.

VX (X #0—>TeeX AnznX=0)

Este axioma asegura que los conjuntos cumplen con la prohibicion del
regreso al infinito, es decir, garantiza que en esta teoria de conjuntos no
suceden cadenas infinitas descendientes de pertenencias:

LA EA, €. A3 € Ay e A

Ni suceden cadenas circulares de pertenencias;

AreA, €A, e.. Az Ay e Ay

Ni sucede que un conjunto sea elementos de si mismo: A € A.

Existen teorias axiomaticas consistentes que no incluyen el axioma de
fundamentacién y por tanto admiten conjuntos que son miembros de si mis-
mos. Ver en este sentido [1]. En este libro, Peter Aczel expone una teoria
axiomatica consistente que permite la existencia de conjuntos que forman
cadenas de pertenencia con descenso infinito. En su propuesta incorpora el
axioma de anti-fundamentacion. En la teoria de conjuntos de Peter Azcel
define a los conjuntos como objetos, que pueden ser grafos, y permite ver las
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relaciones o propiedades que estan inmersas en el conjunto.

Con el trabajo de Peter Aczel de conjuntos no bien fundados en [1], sur-
gieron conceptos como el de Codlgebras que es dual a las algebras, el de
coinducién y corecursion que es dual a la induccion y recursion respectiva-
mente. La dualidad de estos principios seran estudiados en los dos siguientes
capitulos. Sin embargo, para el estudio de los niimeros naturales desde la
teoria de conjuntos en este capitulo se hard uso el Axioma de fundamenta-
cion y la teoria de ZFC, con el fin de comprender el proceso de construccion
de los ntimeros naturales.

[10] Axioma de Reemplazo

Si F(x,y) representa una condicién en dos variables que es funcional en
x, es decir, tal que para cualesquiera A, B, C colecciones, sin importar su
tamafio 2

F(A,B)AF(A,C) — B =C.

El axioma dice que F' representa una relacion funcional, entonces para
cada conjunto A su imagen por F' es un conjunto.

[11] Axioma de Eleccién

Sea X un conjunto de conjuntos no vacios. Una funcién de eleccion para
X es una funcién f: X — [J X tal que ((Va € X)f(a) € a)

El axioma de eleccion es, tal vez, uno de los axiomas mas controversiales
en la historia de las matematicas; aunque hoy en dia es mayormente aceptado
como cierto, el axioma de eleccion sigue siendo un tema controversial.

De acuerdo con [10], la teorfa ZFC se “ construye ” partiendo de las si-
guientes premisas: todos los elementos de los conjuntos han de ser a su vez

3A, B, C pueden ser clases, es decir, sub-colecciones de la coleccién de todos los con-
juntos.
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conjuntos y dado que por el axioma de regularidad o fundamentacion, no
puede haber “ cadenas descendentes infinitas de pertenecia ”.

Los anteriores axiomas se presentaron con el fin de comprender la cons-
truccién tradicional de los ntmeros naturales, pero para presentar formal-
mente a N, es necesario definir un conjunto que sea representante del cero,
el cual es vacio, y evidentemente este conjunto no contiene elementos; luego

es necesario definir los elementos que siguen del vacio, y para ello se emplea
el concepto de sucesor.

1.3. El Sucesor

Definicién 1.5 Se llama sucesor de un conjunto X a S(X) =X U{X}

Definicién 1.6 Si x es un conjunto, entonces S(x) también lo es.

1.4. Los Numeros Naturales

Intuitivamente se tiene que 0 representa la cantidad de elementos del
conjunto (), pero, de su definicién, el conjunto vacio tiene 0 elementos.

Definicién 1.7 Se definen los numeros naturales a través de las siguientes
wgualdades:

0="0

1=S5(0)={0}

2=25(1) ={0.{0}}

3 =5(2)={0,{0}.{0,{0}}}

n+1=Sn) = Sm U {n}
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Es importante resaltar que:

L.

IT.

III.

IV.

Cada una de las colecciones constituidas en la definicién anterior es un
conjunto.

0 es un namero natural.
Si n es un numero natural, su sucesor también lo es.

Todo numero natural o es 0 (cero) 6 es el sucesor de algin otro niimero
natural.

La sucesién de ntiimeros naturales se puede escribir como:

1 = {0}
2 = {0, 1}

3=1{0, 1,2}

n+1=S(mn)={0,1,2 3,...,n}

Lo anterior asegura que a cada nimero natural le pertenece un niimero de
la serie numérica S(n), por ejemplo el niimero 3 es igual al conjunto {0, 1,2}
y tiene como elementos los nimeros 0,1 y 2 que son los antecesores de 3. Pero
si se quiere formar el conjunto de todos los niimeros naturales, se requiere
del axioma del infinito que asegura su existencia. Ademas con el axioma del
infinito se puede concluir que los ntimeros naturales cumplen con la definicién
de conjunto inductivo, por lo que se puede establecer la siguiente observacién:
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Observacion 1.5 Dado un conjunto inductivo X, el conjunto
N ={n € X /n estd en todos los conjuntos inductivos}

Es un conjunto inductivo. Ademds, si Y es otro conjunto inductivo, tam-
bién se tiene

N ={ne€Y /nestd en todos los conjuntos inductivos}

Con la observacion 1.5 se puede concluir que cada nimero natural obli-
gatoriamente debe pertenecer a todo conjunto inductivo, lo cual implica, que
los niimeros naturales son la interseccién de todos los conjuntos inductivos,
esto permite presentar la siguiente definicion:

Definicién 1.8 El conjunto de los nimeros naturales, designado por N, es
el conjunto:

N=({I: I es inductivo}

Hasta al momento se tiene que el conjunto de los niimeros naturales per-
tenece a la coleccion todos los conjuntos inductivos y ademas, son la intersec-
cion de todos estos conjuntos, esto permite obtener la siguiente propiedad:

Observacion 1.6 N es el mds pequenio de los conjuntos inductivos; es decir
N es inductivo y para cualquier otro conjunto I, se tiene que N C [I.

Hasta al momento con la definicién 1.8 y la proposicion 1.4, se puede con-
cluir que los nimeros naturales son el minimo conjunto contenido en todos
los conjuntos inductivos, esto implica que N es un objeto minimal.

Con el resultado anterior y de acuerdo con Ortiz y Valencia en [17], se
establece que los ntmeros naturales son un objeto inicial, lo cual permite
definir en ellos los principios de induccién y de recursién. La induccién es un
principio de demostracion y la recursién es un método que permite definir
las propiedades de objetos estudiados intuitivamente. A continuacién se es-
tudiaran estos dos principios.
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1.5. Principio de Induccion

En este punto ya se puede abordar el principio de induccién puesto que
ya se reconocio la existencia de los nimeros naturales. A grandes rasgos el
principio de induccion va ligado a un razonamiento a través del cual se par-
te de una premisa dada para llegar a una conclusion, es decir, partir de lo
particular a lo general. Este razonamiento se manifiesta en un método de
demostracion. Ademas, existen tres variantes del principio de induccién:

Principio de Induccién: Si un conjunto de naturales contiene al primer
elemento, y si cada vez que contiene a un natural contiene también a su
sucesor, entonces el conjunto contiene a todos los nimeros naturales. Esto
es, si A C Ny si

I.OeA

II. ne A—s(n)eA
Entonces A = N

Demostraciéon Como A es un conjunto inductivo entonces N C A, por
hipotesis se tiene que A C N, lo que implica A =N g

Principio de induccion matematica: Se denomina induccién a todo
razonamiento que comprende el paso de proposiciones particulares a generales
con la particularidad de que la validez de los ultimos se deduce de la validez
de los primeros. El método de induccién matematica es un método especial
de demostracion matematica que permite, a base de observaciones peculiares,
juzgar de las regularidades generales correspondientes.

Teorema 1.1 Sea ¢(x) una formula de variable x que satisface:

I ¢(0) se verifica

II. Para todo n € N, p(n) implica que p(n + 1)

Entonces:

o(n) se verifica para todo n € N.



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracién

De las hipdtesis se deduce que X = {n € N / ¢(n)} es un conjunto
inductivo. Por lo tanto, la proposicion 1.3 implica que N estd contenido en
X, y por tanto X =N g

A continuacién se presenta el principio de Induccién Matemaética Fuerte,
este es un método de demostraciéon matemaética equivalente a la induccién
matematica, pero mas general.

Principio de Induccién Matematica Fuerte: Sea A C N tal que:

I.oeA

II. Siparatodok<nykéeA, entoncesn+1¢€ A

Entonces:

Demostracién

Se define el conjunto:
B={neN: ke Aparatodok <n}

Entonces B C A, y por la propiedad I se tiene que 0 € B. De otro lado,
supongamos que n € B, entonces por definicién tenemos que k € A para
todo k < n, y por la propiedad I se tiene que n+1 € A. Consecuentemente.

k € A para todo k <n+1

Lo que significa n + 1 € B. Por el principio de induccién se sigue que
B = N. Finalmente tenemos que N= B C A, y por tanto A =N. g

El principio de induccién matematica fuerte o completa es equivalente al
principio de induccién, solo que es mas sencilla su aplicacién en ciertos casos,
y quizd mds conveniente [16].
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Hasta ahora se ha dicho que N es un conjunto inductivo y es el mas pe-
queno de ellos, es decir, que N es un conjunto minimal. Esto implica que
N es un objeto inicial y por ende se establece un principio de induccién y
recursién [17].

Ademas, se puede establecer una relacion de orden en N puesto que, la
sucesion de los nimeros naturales obtenidas en la definicion 1.6 permite es-
tablecer la cadena 0 € 1 € 2 € ..., evidenciando un orden en N. Después de
definir el orden en los naturales, se puede presentar el principio de recursién
que garantiza que las operaciones en los nimeros naturales estén bien defi-
nidas.

1.5.1. Orden en los Naturales

Definicién 1.9 Sin,m € N se dice que m es menor que n, que se simboliza
porm <mn, sty solo si, m € n.

De acuerdo a lo anterior se tiene: 0 <1 <2 <3< ...
Ejemplo

2 < 3, porque 2 = {(}, {0} },

3={0,{0},{0,{0}}} y {0,{0}} < {0,{0},{0,{0}}}

Cuando se cumple z < y decimos que x es menor o igual que y.
Con la anterior definicién de orden se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.2 * Para todo n,m € N, se tiene que:

L. 0<n
II. Si S(n) = S(m), entonces n = m
III. Sim € n, entonces m € N

IV. m < S(n) siy solo sim <n

4La demostracién de este teorema se puede realizar por el principio de induccién, o
también se puede encontrar la demostracién en [16] en las pdginas 58 y 59.
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V. Sim <n, entonces S(m) <n
Teorema 1.3 < es un orden total discreto sobre N.

Demostracién

[. < esreflexiva pues paratodon e N, n<n

II. < es antisimétrica pues si (n < m A m < n)y m # n, se tendria que
n€m A m € n entonces n € n lo cual es una contradiccion.

III. < es transitiva porque (n <m Am <s) = n<s

(memAmes)=nes=>n<s

Por tltimo veamos que es discreto; es decir, que n < S(n) y que no
existe un natural tal que n < m < S(n). En primera instancia n € S(n),
por tanto n < S(n). Ahora si suponemos que existe un natural m tal que
n < m < S(n), entonces por el item III del teorema anterior se tiene que
m < n < m, de donde se tendria que m < m, que es una contradiccién. g

Con el teorema anterior se demuestra que los niimeros naturales poseen
un orden total discreto. Ahora bien el concepto de sucesor se puede presentar
como la funciéon S : K — X en la cual cada elemento n € K le corresponde un
S(n) € X. La funcién sucesor respeta estrictamente el orden porque es estric-
tamente monétona en K, es decir, si 2,y € Ky x <y = S(x) < S(y), esto
es cierto porque: x <y = S(z) € S(y). Ademés, como y € S(y) y S(z) €y
pues si no fuese asi entonces S(x) = y, lo que implica que S(z) <y < S(y)

Hasta al momento se tiene que los nimeros naturales poseen un orden
total discreto y son el conjunto inductivo mas pequeno, considerandose como
un objeto minimal o inicial, esto permitié definir el principio de induccion
como un método de demostracion, sin embargo, hace falta el principio de
recursion, el cual garantiza la buena definicién de las operaciones suma y
producto en N. Esto se hace con el fin de presentar una estructura dlgebraica
de los niimeros naturales.
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1.5.2. Principio de Recursién

La recursividad es un método que aparece en la soluciéon de muchos pro-
blemas, por ejemplo, en la definicién de conjuntos, sucesiones, funciones o
diseno de algoritmos.

De acuerdo con [5] el concepto de recursion generaliza el de funcién suce-
sor, dado que, en lugar de asignar a cada natural su sucesor se le asigna un
elemento de un conjunto cualquiera.

La recursividad se caracteriza por la existencia de:

I. Unas reglas basicas que dan definiciéon para unos casos concretos.

IT. Unas reglas recursivas que dan la definicion del problema mediante
referencias a una version mas simple de este.

Los anteriores items permite establecer que un concepto se concreta re-
cursivamente cuando: se define explicitamente para los primeros casos y se
da una lista de reglas que lo define para el caso n-ésimo. La importancia de
las definiciones recursivas radica en que se da un método constructivo para
encontrar los términos de la sucesion.

Ejemplo®

El concepto de potenciacién se puede definir recursivamente asi:

n n

Para a,n € N definimos: a' = a, y a” = a"'a para todo n > 2; de esta
manera tendriamos por ejemplo:
a? =a*'a=ala = aa,a® = a®> 'a = a’a = aaa y asi sucesivamente.

De acuerdo con [20] se puede afirmar que toda definicién recursiva siempre
define una sucesién en un determinado conjunto X. Entonces la importancia
de una buena definicién recursiva es el principio de induccién. A continuacién
se formalizard el teorema de recursiéon de Dedekind tomado de [9], con el fin
de garantizar que las operaciones suma y producto de N estén bien definidas.

SEste ejemplo es tomado de [20]
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Teorema 1.4 (Recursion de Dedekind). Si A es un conjunto que contiene
por lo menos un elemento a € A yg: A — A es una funcion de A en
st mismo, entonces existe una unica funcion ¢ : N — A que satisface las dos
propiedades siguientes:

I ¢(0) =a

II. poS=goyp

La funcion ¢ se dice que estd definida recursivamente a partir de
©(0) = a con formula de recursion p(n + 1) = g(p(n)).

Demostracién

Supongamos que dicha funcién existe y procedamos a demostrar primero
su unicidad. Para ello sea 1, @9 dos funciones de N a A que satisfacen (1) y
(2), se demostrara haciendo induccién sobre n que ¢1(n) = ¢y para todo n.
La base inductiva se da por (1) pues ¢1(0) = a = ¢2(0) y nuestra hip6tesis
de induccién estipula que para todo K > 0 se cumple que ¢1(K) = @o(k).
Es por (2) que vemos que se cumple el paso inductivo:

1K +1) = 1(S(k)) = g(p1(K)) = g(¢2(K)) = pa2(k + 1)

Para demostrar la existencia de dicha ¢ considérense todos los subcon-
juntos H C N x A que cumplen las dos propiedades dadas a continuacion:

I. La pareja ordenada (0,a) € H, y

II. Para todos n,b; si se cample que (n,b) € H entonces (S(n),g(b)) € H.

Como todo el conjunto N x A es uno de los mencionados subconjuntos H
y todos los H contiene al elemento (0, a), entonces la interseccién de todos
ellos -Se puede nombrar como D- es no vacia y es ademas el subconjunto
més pequeno de N x A que satisface (1) y (2) en el sentido de que para cual-
quier otro subconjunto G C N x A que satisfaga ambas propiedades se tiene
que D C G. Se afirma que el subconjunto D es la grifica de una funcién
¢ : N — Ay se probard esta afirmacién con el principio de induccién fuerte
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con la siguiente propiedad:

(*) A cadan € Nle corresponde un y soloun b € A tal que (n,b) € D. Pa-
ra comenzar la induccién nétese que por (1): (0,a) € D. Si existiese (0,¢) € D
tal que ¢ # a entones se podria quitar (0,c) de D y obtener un conjunto
D —{(0,¢)} que todavia satisface (1) y (2); pero como esto contradice el que
D es el mas pequeno de los subconjuntos de N x A.

Para completar la demostracion por induccion se plantea que para cada
k € N tal que k > 0 existe una dnica b € A tal que (k,b) € D . Por (2)
se tiene que (S(k), g(b)) € D. Si se tuviese (S(K),c) € D con ¢ # g(b), se
puede remover a (S(k),c) de D y llegar a una contradiccién por el mismo
razonamiento utilizado en el parrafo anterior. De esta manera se termina
la demostracién por induccién y se establece la validez de (*) para todos
los naturales. En consecuencia podemos escribir a D como la grafica de una
funcién ¢ : N — A como sigue:

= {(n, ¢(n))|n € N}

La propiedad (1) significa que ¢(0) = a y la (2) que (S(k), g(p(n))) € D,
por lo que se concluye que ¢ o S(n) = g o p(n) para toda n. g

1.5.3. Operaciones Con Niumeros Naturales

A continuacién se definen las operaciones de suma y producto de los
numeros naturales, esto se hace con el fin de evidenciar una estructura alge-
braica en N y de acuerdo con Ortiz y Valencia en [17], el principio de recur-
sién garantiza la buena definicion de las funciones recursivas, entre las que
se pueden rescatar las operaciones de suma y multiplicacion en los niimeros
naturales, que constituyen parte fundamental en las presentaciones basicas
de la estructura algebraica de N.

Suma

La suma de dos naturales se define como el resultado de aplicar al primero
la funcién sucesor iterada el niimero de veces que indica el segundo. En par-
ticular sumar la unidad equivale a aplicar la funcién sucesor (iterada una vez).
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Se define la suma de los nimeros naturales n,m € N, denotada n +m
como n+m = +,(m) €N

Los ntmeros naturales dados se denominan sumandos, n es el primer
sumando y m es el segundo sumando, también diremos que la suma n + m
es incrementar n en m.

Definicién 1.10 +, : N —+ N

I +,(0)=n
II. +,(s(k)) = s(+n(k))

Producto

Multiplicar dos nimeros naturales es iterar la suma del primero consi-
go mismo tantas veces como lo indique el segundo. En otras palabras, la
multiplicacion es una suma iterada siendo los sumandos todos iguales al pri-
mer numero natural, y estando repetida la iteracion las veces que indique
el segundo. Al multiplicar puede haber ninguna iteracién, una iteracion, dos
iteraciones, etc.

Se define el producto n por m, denotado nm o también n - m, como
nm=n-m=e,(m)
Definicién 1.11 o, : N — N
I e,(0)=0
II. o,(s(k))=e,(k)+n

Observacion 1.7 La suma cumple con las propiedades: Asociativa, conmu-
tativa y tiene elemento neutro. Por otro lado, el producto cumple las propie-
dades de: Elemento neutro, distributiva, conmutativa y asociativa .°

Con las operaciones suma y producto definidas en los niimeros naturales se
puede establecer que este conjunto posee una estructura algebraica, ademas,
es un conjunto bien ordenado, inductivo y minimal.

Las demostraciones de estas propiedades se encuentran en [12] en las paginas 46-54
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En este capitulo se han presentado los axiomas del sistema ZFC, con el
fin de proveer un lenguaje conjuntista, que permita mostrar o identificar las
operaciones y propiedades de los ntimeros naturales, y en un sentido muy
especial reconocer el principio de induccién. Sin embargo, lo mas importante
de este capitulo es reconocer a los nimeros naturales como el subconjunto de
los conjuntos inductivos, que cumple con la caracteristica de ser la intersec-
cion de todos los conjuntos inductivos, esto permite establecer que N es un
conjunto minimal. En otras palabras como se menciona en [17] los niimeros
naturales son un objeto inicial y al ser inicial cumple con los principios de
induccién y recursion, esto permite establecerlos como una estructura alge-
braica. En los préximos capitulos se volvera a este conjunto para hacer la
dualidad con los ntimeros reales.



Capitulo 2

Induccion y Coinducciéon

En este capitulo se retomaran los principios de induccién y recursion es-
tudiados anteriormente, con el fin de comprender los principios de coinducion
y corecursion. En consecuencia se presentard una dualidad entre estos prin-
cipios por medio de la teoria de puntos fijos y la teoria de reticulos, con
el objetivo de definir un conjunto inductivo y coinductivo empleando estas
teorias. Estos resultados permiten estudiar a N y R por medio de la teoria
de categorias.

Los conceptos relacionados con conjuntos inductivos y coinductivos se
formalizan por medio de la teoria de puntos fijos, como lo menciona Cejas
en [4]:

“Poincaré demostré que las soluciones de ciertos problemas
analiticos se podian estudiar definiendo un conjunto X y una
funcion f : X — X de tal forma que las soluciones del pro-
blema correspondiesen a los puntos fijos de la funcion f, esto es,
los puntos x € X tales que f(x) = x”.

A continuacion se formaliza la induccién y la coinduccién mediante la
teoria de puntos fijos, para luego abordar estos mismos principios desde la
teoria de reticulos.

2.1. Teoria de puntos fijos

La teoria de puntos fijos es parte integral de la topologia. En esta teoria se
establece un conjunto X y una funcién f : X — X, la cual permite estudiar

26
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y comprender los objetos inductivos y coinductivos.

De acuerdo con Cejas en [4], un punto fijo es un punto cuya imagen por
una funcién es él mismo; es decir, si x € X entonces f(x) = x.

Se sabe por el axioma de extension y la definicién 1.1, que:
flz) =2 < f(x) CazAx C f(x), al simplificar lo anterior se tiene que:
f(z) € x y se conoce como punto prefijo y x C f(z) es llamado punto
postfijo. Mas adelante se definiran estos dos conceptos, con el objetivo de
identificar conjuntos inductivos y coinductivos. Para lograr esto, es necesario
definir una topologia y se parte de la siguiente afirmacién.

Definicién 2.1 (Operador mondtono:) Sea P(A) el conjunto potencia de
un conjunto A, un operador sobre A es una funcion F : P(A) — P(A). Un
operador es monotono si se cumple la siguiente implicacion.

X CY C A entonces F(X) C F(Y)
Es decir, un operador o funcion es mondtona si preserva el orden.

Con la definicién anterior se tiene un conjunto potencia y un operador
mondtono. A continuacién se va a establecer una topologia partiendo del
conjunto potencia, para esto se definen: espacio topoldgico, vecindad y ad-
herencia. Esto se hace con el propdsito de estudiar los puntos prefijos y
postfijos, que ayudaran a evidenciar la dualidad existente entre los conjuntos
inductivos y coinductivos.

Definicién 2.2 (Espacio topoldgico) una topologia sobre un conjunto X es
una coleccion T de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

I 0y X estin en 7.
II. la union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T.

I11. la interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T
estd en T.

La anterior definicién es tomada de [15]. A continuacién se define la nocién
vecindad y clausura de un conjunto en un espacio topolégico, estas definicio-
nes abriran paso para formalizar el concepto de punto postfijo y prefijo.
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Definicién 2.3 (Definicion de vecindad:) En un espacio topolégico X, se
llama vecindad v de un subconjunto de A de X, a todo conjunto abierto que
contiene a A.

Definicién 2.4 (Definicion de adherencia o clausura:) x es adherente o de
clausura A, si toda vecindad de x tiene al menos un punto de A, es decir:

v €A {Vu, €14 tal que v, N A # 0}

La clausura o adherencia de A se denota como C(A) o A

Con los anteriores definiciones se observa que C : p(A) — p(A) es un
operador de clausura, es decir como C manda de partes en partes, entonces

entonces el operador C manda al conjunto A en su adherencia, y se denota
C:A— A.

Algunas de las mas importantes propiedades de la clausura se resumen
en el siguiente resultado.

C es un operador de clausura, es decir:
I. ACC(A)

II. CC(A) C C(A)

III. ACc B— C(A) CC(B)

Definicién 2.5 (Conjunto cerrado). Sea (X, 7) y sea F' C X. El conjunto
F se llama cerrado (respecto a la topologia T) si F© € T

Propiedad 2.1 (Cerrado): Sea X un espacio topoldgico y A C X, entonces
A es cerrado, si y solo si, A= A.

Demostracién

Si A es cerrado, A C A, lo que implica que A = Ay z ¢ A, existe V € V,
tal que VN A = (). Entonces V C A°, de donde A€ es abierto y A es cerrado.

Como A es cerrado entonces cumple:
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ACAyACAn

La definicién y propiedad de cerrado permiten comprender la definicién
de los puntos prefijos, esto se hace para poder identificar los conjuntos in-
ductivos. De formal dual se definird los puntos postfijos que abren paso para
reconocer los conjuntos coinductivos.

Con lo anterior se puede enunciar la definicién de F' — Cerrado tomado
de [7]

Definicién 2.6 F-Cerrado o punto prefijo de F' si F(K) C K

De los puntos prefijos en teoria de conjuntos se tiene que: f(A) C A, esto
quiere decir, que las imédgenes de f(A) estan contenidas en A, lo que implica
que la interseccion de todos los puntos prefijos es un conjunto minimo, es
decir:

(WK | F(K) C K}

Hasta ahora se ha presentado la definiciéon de punto prefijo, por medio
de la teoria de puntos fijos. A continuacién dualmente se define los puntos
postfijos. Esto se hace para definir el infimo y supremo de los puntos prefijos y
postfijos respectivamente, estos resultados seran 1tiles para poder presentar
un conjunto inductivo y coinductivo.

Definicién 2.7 F es denso o Punto posfijo st K C F(K):

Los puntos post-fijos en teorfa de conjunto se tiene que A C F'(A) esto
quiere decir que A esta contenido en las imdgenes F'(A), por lo tanto, la
union de todos los puntos postfijos son un conjunto maximo, es decir:

K | K € F(K)}

Con las definiciones punto prefijo y postfijo, se evidencia la existencia
del minimo y del maximo en los conjuntos, mas adelante usando la teoria
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de reticulos se presentara el teorema de Knaster-Tarski que contiene dos de-
finiciones equivalentes a las anteriores. Como uno de los objetivos de este
capitulo es definir los conjuntos inductivos y coinductivos, se presenta la de-
finicion de infimo y supremo de los puntos prefijo y postfijo respectivamente,
que hace uso de las definiciones 2.5 y 2.6.

La siguiente definicion es tomada de [7]

Definicién 2.8 (fnﬁmo y supremo de los puntos prefijos y postfijos). Se de-
finen los siguientes conjuntos:

» El infimo de los puntos prefijos de F'es: (J{K | F(K) C K}
» El supremo de los puntos postfijos de F es: | J{K | K C F(K)}

Hasta al momento se tiene que la interseccion de los puntos prefijos son
el infimo y la unién de los puntos postfijos son el supremo, falta mostrar
la relacién que existe entre los conjuntos inductivos y coinductivos con los
puntos prefijos y posfijos respectivamente. Esta relacién se abordara por me-
dio de la teoria de reticulos y el teorema de Knaster - Tarski, que permite
presentar una dualidad entre los conjuntos inductivos y coinductivos, con el
fin de evidenciar la dualidad que existe entre N y R.

2.2. Reticulos

A continuacién se presentardn algunos conceptos de la teoria de reticu-
los. Sin embargo, el objetivo de este trabajo no es estudiar exhaustivamente
esta teoria. Un estudio detallado de la teoria de reticulos puede verse, por
ejemplo, en [2] 6 [21].

Un reticulo es una terna (L, V,A) donde L # 0 es un conjunto y V, A son
dos operaciones binarias en L verificando las propiedades: sea a,b,c € L

[. Asociativa:
(avb)Ve=aV (bVec)

(anb)ANc=aN(bAc)
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II. Conmutativa:
aVb=0bVe

aNb=bAc

II1. Absorcién:
aV(aVb)=a

aN(aNb)=a

La propiedad de idempotencia a Va =a y a A a = a se puede demostrar
con las tres anteriores [21].

Las anteriores propiedades hacen parte de la definicion algebraica de los
reticulos. Sin embargo, los reticulos también se definen por medio del orden;
es decir, estan dotados de un orden que cumple con las propiedades: reflexi-
va, antisimétrica y transitiva, ademas pueden tener supremo, infimo o ambos.

A continuacién se presentaran dos ejemplos de reticulo:

Ejemplo

El conjunto ordenado (NV,|) es un reticulo. En este caso se tiene que
xz Vy = mem(x,y) mientras que x Ay = med(z,y). De la misma forma, si
n € N entonces D(n), con el orden dado por la divisibilidad es un reticulo.
Supremo e infimo vienen dados por el minimo comun multiplo y el maximo
comun divisor respectivamente.

Ejemplo

Dado X un conjunto, (p(X),N,U) es un reticulo.

Proposicion 2.1 Sea L un conjunto que tiene definidas las operaciones V
y N que satisfacen las propiedades: conmutativa, asociativa, idempotencia y
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la absorcion. Supongamos que en L definimos la relacion:

r<ystxVy=y

Entonces, (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado tal que todo con-
Jgunto infinito tiene supremo e infimo.

La siguiente demostracion se realizara por medio de la definicion de orden
pero si se desea estudiar la demostracién por medio de la definicién algebrai-
ca se puede encontrar en [8].

Demostracién

Se debe mirar si tiene (L, <), infimo y supremo.

[. Veamos en primer lugar que (L, <) es un conjunto ordenado. Para esto,
comprobemos que la relacién < es:

s Reflexiva: como x V x se tiene que x < x para cualquier x € L.

= Antisimétrica: supongamos que z < y e y < x. Esto implica que
xrVy=yyyVaer=rx Puesto que V es conmutativa deducimos
quez =y = (zVy).

= Transitiva: supongamos ahora que z < y y que y < z, es decir,
rVy=yeyVz=z Entonces:

zVz=xzV(yVz)=(@xVy Vz=yVz=z
luego x < z.

II. Tiene supremo:dados z,y € L se verifica que sup({z,y}) = = V y.
Puesto que 2V (zVy) = (xVz)Vy =x VY se tiene que x < x V y.
De la misma forma se comprueba que y < x V y.

Siz <wuey < wu (es decir, z Vu = u (por hipétesis) e y V u = u).
Entonces:
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(xVy)Vu=zV(yVu)=2xVu=udedonde se concluye (z Vy) < u.

III. Tiene infimo: inf({z,y}) =z Ay (x Ay)Vez=zV (zAy)=z. Luego
x Ay < x. De la misma forma se comprueba que xt Ay <y.Siu<zy
u <y (esdecir, uVr=xyuVy=y) se tiene que:

UNz=uN(uVz)=u
uNy=uA(uVy)=u
uN(zAy)=uAx) Ny=ulAy=u

uV(@Ay)=wA@Ay)V(zAy)=(@Ay)V(zAy) Au) =z Ny

Luegou <xAy. m

Observacion 2.1 Un reticulo es un conjunto ordenado (L, <) en el que todo
conjunto finito tiene supremo e infimo, entonces:

xVy = sup{z,y} y x ANy = inf{x,y} porlo tanto (L,V,N) es un reticulo.

Si (L,<) es un reticulo y L tiene méximo, se denotard a éste por 1,
mientras que si tiene minimo se denotara por 0.

Por tanto:

Méximo: xV1=1zAN1==x

Minimo: xt VO =2,z A0=0

Es conveniente conocer que los reticulos infinitos no siempre tiene maximo y
minimo, por ejemplo, (N, <) tiene minimo pero no tiene maximo; (Z, <) no
tiene ni minimo ni maximo.

Como ya se reviso la definicién de reticulo entonces ahora se presentara la
definicion de reticulo completo con el fin de presentar el teorema de Knaster-
Tarski el cual permite evidenciar la dualidad que existe entre los conjuntos
inductivos y coinductivos.
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Reticulo Completo

(L, <) es un reticulo completo si para todo S C L existe A S (minimo)
6V S (maximo).

Ejemplo

Sea A =1{1,2,3} y (P(A), C) un reticulo completo.

{1,2,3}

P N

{1,2} {1,3} {2,3}

o] >

{1} {2} {3}

=

Se puede observar que el maximo es el conjunto A y el minimo es el con-
junto 0.

El siguiente teorema es tomado de [21], con el fin de establecer la existen-
cia de los puntos fijos; es decir, que todo operador mondétono tiene un punto
fijo inductivo y un punto fijo coinductivo.

Teorema 2.1 (PUNTO FIJO DE KNASTER-TARSKI): Sea L un reticulo
completo y f : L — L una funcion mondtona. Entonces el conjunto de puntos
fijos de f en L es también un reticulo completo.

Para comprender lo anterior, [21] enuncia el mismo teorema en otros
términos que permiten evidenciar la existencia del menor punto prefijo y el

mayor punto postfijo de f:

Sea L un reticulo completoy f : L — L una funcién mondtona. Entonces:
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/\{x €L: f(x) <z}

Es el menor punto prefijo de f. Dualmente, f tiene el mayor punto post-
fijo, dado por

\/{x €L: f(x) >z}

Como los reticulos no pueden ser vacios, el teorema en particular garan-
tiza la existencia de por lo menos un punto fijo. Esta afirmacién es tomada
de [22] que propone el teorema de Knaster-Tarski de la siguiente manera:

Teorema 2.2 Sea L un reticulo completo y f : L — L una funcion mondto-
na. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion

Sea H={x € L/f(x) <z} yael infimo de H. Vamos a demostrar que
a es un punto fijo de f; es decir, que f(a) = a. Para ello, se demostraré que

fla) <ayquea< f(a)

Para demostrar que f(a) < a, por la definicién de a, basta probar que
f(a) es una cota inferior de H. En efecto, sea x € H. Entonces:

= a < z (por la definicién de a)
» f(a) < f(z) (porque f es mondtona)
» f(z) <z (porque z € H).

Por tanto, f(a) es una cota inferior de H.

Para demostrar que a < f(a), por la definicién de a, basta probar que
f(a) € H. En efecto, tenemos que:
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» f(a) < a (por el apartado anterior)

» f(f(a)) < f(a) (por ser f mondtona)

Por lo tanto, usando la definicién de H, tenemos que f(a) € Hu
Con los anteriores resultados de la teoria de puntos fijos y reticulos, se

puede definir un conjunto inductivo y coinductivo, dado que, en las dos teorias
se concluye la existencia del infimo p y la existencia del supremo v;

pF=N{zel:flx)<a}y
VF:\/{xGL:f(x)zx}.

Con esto se puede definir los conjuntos inductivos y coinductivos de la
siguiente forma:

Conjunto Inductivo

pF=({XCL:F(X)CX}

Conjunto Coinductivo

vF=|{XCL:XCFX)}

Lo anterior evidencia que los conjuntos inductivos y coinductivos son dua-
les, porque el primero es la interseccion de todos los puntos prefijos mientras
que el segundo es la unién de todos los puntos postfijos. Hasta este punto y
teniendo en cuenta lo expuesto en el capitulo uno los niimeros naturales son
un conjunto inductivo, y son un conjunto minimal tal como lo demostré De-
dekind [6], sin embargo, ain falta caracterizar a los nimeros reales como un
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conjunto coinductivo, esto se hace con el fin de establecer la dualidad entre
Ny R.

Como ya se han definido los conjuntos inductivos, coinductivos y el princi-
pio de induccion; entonces, ahora se puede definir el principio de coinduccién.

2.3. Principio De Coinduccién

Los nimeros naturales se establecen como un objeto inicial segin Ortiz
y Valencia en [17], lo cual permite definir en ellos los principios de induccién
y de recursion. La induccion es un principio de demostracion de propiedades
de los nimeros naturales y la recursion garantiza la buena definicién de las
propiedades de objetos estudiados inductivamente.En el caso de los nimeros
naturales se define recursivamente asi: 0 pertenece a los nimeros naturales,
y si n pertenece a N entonces el sucesor de n también. Estos principios per-
miten construir un objeto a partir de un elemento distinguido que es el cero
o el conjunto vacio y un elemento cualquiera, a esto Pavlovi¢ y Pratt en [19]
denominan aritmética.

Por otro lado, se pueden definir los niimeros reales en forma dual al con-
junto anterior. Es decir, los niimeros reales son un objeto final como los define
Hilbert en 1900: un cuerpo maximal arquimediano totalmente ordenado. Lo
que implica que es un objeto final tal como lo muestran Ortiz y Valencia
en [17] y por medio de la dualidad que existe entre los objetos iniciales y fi-
nales se pueden establecer los principios de coinduccién y de corecursion en R.

La coinduccion es un término que se utiliza en el lenguaje de la compu-
tacion y pertenece a las matematicas contemporaneas, pero es poco conocida
inclusive en el mundo de las matematicas y en la educacién. Recientemente
en la comunidad matematica fue considerada como un principio légico ver-
dadero. Este principio se halla oculto en cada andlisis matematico que es
realizado por alguna persona o maquina. Es decir, la coinduccién se genera
en el andlisis matematico, mientras que su dual la induccién se genera en la
aritmética.
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“El paso basico al infinito en el calculo elemental es coinduc-
tivo, dual al paso inductivo al infinito en la aritmética elemen-
tall[19]”.

El proceso de coinduccion en términos generales es partir de lo general a
un primer elemento y la corecursion es dual a la recursion y por tanto permite
establecer que las operaciones entre listas infinitas estén bien formadas. Para
aplicar el principio de coinduccién se requiere de objetos finales, los cuales
pueden ser de naturaleza infinita u objetos infinitos no bien fundados; es
decir, que no tengan el primer elemento. Un ejemplo de un tipo coinductivo
son las listas de secuencias infinitas.

La coinduccién es un principio que permite definir estructuras infinitas
a partir de sus partes finitas. Para construir objetos usamos la recursion y
construimos conjuntos inductivos; al dualizar, y partir de un conjunto infinito
es necesario deconstruir 2 sus partes para obtener sus elementos, pero como
el conjunto es infinito entonces este procedimiento nunca terminaria, por lo
que se hace necesario encontrar una forma de agrupar estos infinitos elemen-
tos de tal forma que hagan el procedimiento terminable en algiin momento.
Al observar este conjunto infinito, se pueden identificar comportamientos co-
munes entre los elementos, lo cual implica que se puede agrupar de cierta
manera estos infinitos elementos y asi poder reconocer todos los elementos
del conjunto; por ejemplo, cuando se tiene el conjunto de los ntimeros reales
que es infinito y se desea conocer sus elementos, no se estudia nimero por
nimero, ya que lo haria un proceso interminable, si no, que se estudian los
comportamientos comunes de las partes del conjunto; es decir, mas formal-
mente se busca conocer la estructura 3 de R la cual permite agrupar de cierta
manera todos los elementos de R y estudiar un conjunto infinito a partir de
sus partes finitas que es la estructura.

El proceso que permite agrupar los elementos de un conjunto infinito es
a través de una funcién, llamada funcién deconstructora (o de observacion)

!The basic passage to infinity in elementary calculus is coinductive, dual to the inductive
passage to infinity in elementary arithmetic”.

2Se usaré esta palabra que ya se ha utilizado en la literatura, porque no es exactamente
destruir sino desbaratar para entender.

3El conjunto de ntimeros reales tiene varias estructuras: de orden, algebraica, topolégi-
ca, etc.
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que se enfocan en obtener las partes del conjunto infinito mediante su estruc-
tura. Estas funciones permiten obtener un sistema de conceptos coherentes
enlazados, cuyo objetivo es precisar la esencia del objeto de estudio.

De acuerdo con [7], este proceso de deconstruir al conjunto coinductivo se
emplea en la computacion porque en ella se trabajan con listas infinitas, para
programar, y se hace por medio de dos operadores head y tail, a partir de una
lista infinita de elementos de un conjunto A podemos obtener la parte inicial
de la lista, es decir la cabeza y observarla, y al quitar la cabeza del resto de
la lista nos quedamos con la cola, que sigue siendo una lista infinita. Estas
dos funciones deconstructoras se aplican para poder obtener los elementos de
la lista stream y asi observar una lista finita.

Ejemplos de coinduccion de forma intuitiva

Supongamos que se tienen dos maquinas de chocolates de distintas empre-
sas, cada una al insertar una moneda de x denominacién da como transaccién
un chocolate a cambio. Como el resultado de ambas maquinas es un producto
de las mismas caracteristicas, entonces el principio de coinducciéon permite
establecer que las dos méaquinas de cierta manera son iguales, porque se ob-
tiene un mismo resultado a pesar de no conocer su funcionamiento interno.

Otro ejemplo de coinduccién es cuando una empresa, quiere saber el pro-
cedimiento interno de un producto de la competencia. Supongamos que este
producto es un computador entonces la empresa que quiere conocer su fun-
cionamiento, lo que hace, es desarmar el computador y observar cada pieza
y su funcionamiento.

Se puede concluir que la teoria de puntos fijos permite formalizar el con-
cepto de coinduccién, que es dual a la induccién. Si al plantear un conjunto
potencia p(A) de un conjunto A, implica que un conjunto operador sobre A
es una funcién F' : p(A) — p(A) y si es monétona preserva el orden. Si F' es
cerrado implica que p(A) es un subconjunto A, lo cual es un punto prefijo , y
hace referencia a la induccién; y si F' es denso entonces A es un subconjunto
de p(A) lo cual es un punto postfijo y hace referencia a la coinduccién. En
un espacio topoldgico X, por definicién se tiene que () y X pertenecen a la
topologia y también pertenecen la union e interseccion de los subconjuntos de
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la topologia; esta definicién permite que los puntos prefijos y puntos postfijos
estén dentro de una topologia. Con el teorema de Knaster-Tarski se tiene que
la interseccién genera un infimo y la unién genera un supremo, el primero
permite definir conjuntos inductivos mientras que el segundo por ser el dual
define conjuntos coinductivos.

El principio de coinducion es poco conocido, pero es trabajado desde el
campo de la computacién para describir listas infinitas, estas listas tienen el
mismo comportamiento que los niimeros reales. La coinduccion es un método
implementado en el andlisis como paso basico para el desarrollo del célculo
elemental; ademas, la complejidad matemaética de los objetos basicos como
los niimeros reales, las funciones y las sucesiones, se van construyendo cuando
se empieza la ensenanza del andlisis. Entonces la dualidad que existe entre
la induccion y la coinduccion, se debe a la existencia de objetos iniciales y
objetos finales. El primero son los naturales y el segundo son los nimeros
reales; para poder entender estos objetos se debe estudiar coalgebras y teoria
de categorias, la cual permite una mirada mas general y estructural de lo que
nos ofrece la teoria de conjuntos, topologia y reticulos.

En el primer capitulo se logré definir a los ntimeros naturales como un
conjunto inductivo y minimal; es decir, un objeto inicial que permite es-
tablecer los principios de induccién y recursion. En el segundo capitulo se
alcanzé presentar una dualidad, entre, los conjuntos inductivos y coinducti-
vos, por medio de la teoria de puntos fijos y reticulos. Ademas, se logré a
grandes rasgos identificar a los niimeros reales como un conjunto coinductivo
y maximal, es decir como, un objeto final.

Al utilizar la teoria de reticulos la nocién de minimalidad lleva inmersa
la nocién de induccion y recursion, y la nocién de finalidad lleva inmersa la
nocion de coinduccion y corecursion, lo cual implica que R es un objeto final
y por ende se pueden establecer los principios de coinduccién y corecursion.
Sin embargo, la teoria de reticulos de alguna manera es un lenguaje débil
dentro de la matematica del siglo XX, porque las mateméticas de este siglo
tienen un lenguaje mas fuerte que se caracteriza por la nocion de morfismos,
como lo es la teoria de categorias; que se presentara en el siguiente capitulo
y la cual permitird reconocer la dualidad que existe entre N y R.



Capitulo 3

Dualidad Entre N y R en
Categorias

En el capitulo anterior se evidencié por medio de Reticulos que la no-
cion de minimalidad lleva inmersos los principios de induccién y recursion, y
dualmente la nocién de finalidad lleva inmerso los principios de coinduccién y
corecursion. Sin embargo, este mismo estudio se llevard a cabo en la teoria de
categorias, que es un lenguaje mas fuerte que permite estudiar la estructura
de los objetos. Para cumplir este fin se paga una cuota de formalismo, esto
implica introducir un poco del lenguaje de categorias, aunque no se va hacer
una investigacion exhaustiva en ésta teoria debido a la naturaleza del trabajo,
lo que implica que se realizard un ligero acercamiento con algunos conteni-
dos, puesto que se considera que no es necesario saber todos los conceptos de
la teoria de categorias para saldar lo que se ha hecho con la teoria de reticulos.

La dualidad se puede pensar como el reflejo de una persona en un espejo,
como sucede en la légica proposicional que por cada expresion valida hay
otra, que obedece a la misma estructura. Partiendo de esto, el propdsito de
este capitulo es usar el lenguaje de categorias para evidenciar la dualidad que
existe entre los nimeros naturales y los reales. Para cumplir este propésito,
se presenta a los nimeros naturales como un algebra inicial y de forma dual
se presenta a los nimeros reales como una coalgebra final. Al caracterizar a
N como un objeto inicial implica que cumple con los principios de inducciéon
y recursion. Y al caracterizar a R como un objeto final implica que cumple
con los principios de coinduccién y corecursion.

41
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3.1. Categorias

La teoria de categorias es un lenguaje usado en la matemaética del si-
glo XX, y de acuerdo con [3] es la generalizacién de la teoria de reticulos,
porque cuando se tiene un reticulo o conjunto ordenado se puede observar
a las categorias como la generalidad del orden. De igual forma sucede con:
funtor-funcién mondtona, algebras- puntos prefijos, y coalgebras-postfijos. A
continuacion se presentara la definicion de categoria y después con un ejemplo
se evidenciard que las categorias son la generalizacién de los reticulos.

Definicién 3.1 Una categoria C' estd compuesta por:

1. Una coleccion Cy de objetos : A,B,C, . .., abec, . . ..
II. Una coleccion C de flechas, morfismos, homomorfismos: f,qg, h . . ..

III. Toda flecha f tiene asociado un origen o dominio dom(f) y un destino o

codominio cod(f). Escribimos f: A——=DB ¢ A-L.B para indicar
que dom(f) = A y cod(f) = B.

V. Si f:A——=B y g: B——=CC hay una flecha go f: A——=C lla-
mada la composicion de f y g. La composicion de flechas es asociativa.

V. Para todo objeto A existe una flecha 14 : A—— A llamada la flecha
identidad de A. Esta flecha es neutra para la composicion.

Ejemplo

Sea un reticulo o un conjunto parcialmente ordenado (A, <), entonces, se
puede plantear la siguiente categoria C' que cumple con:

= Los objetos son elementos de A

= Una flecha que en el reticulo relaciona el orden de a < b como a — b.
En la categoria, esta flecha se puede ver como un morfismo f : a — b,
tal que, a < b

» Existe una flecha identidad 1, : a — a tal que a = a
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= La composicién de fechas es asociativa; es decir, si a < b < ¢ entonces
existen las funciones f:a — by g: b — clo que implica que hay una
composicion de flechas go f:a — c.

Hasta al momento el ejemplo permite evidenciar que las categorias son
una generalizacién de los reticulos puesto que cumple con la definicién. Sin
embargo, es importante conectar los resultados de la teoria de reticulos con
la teoria de categorias, es decir, en el segundo capitulo se obtuvo la existencia
de un infimo y un supremo, ahora bien siguiendo el ejemplo las categorias
también presentan estos dos conceptos, veamos como:

Si (A, <) es un reticulo se tiene que para cada dos elementos existe un
supremo ¢, que es a V b, graficamente se puede observar lo siguiente:

Como este reticulo tiene un orden entonces se puede representar en cate-
gorias, pero es necesario retomar el resultado del capitulo 2 donde se repre-
sent6 al infimo como 0.

Por otro lado, en la definiciéon de reticulo se tiene que para cada dos
elementos existe un infimo d, el cual es a A b, esto se puede observar en el
siguiente grafico:
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a\ /b

a/‘\b
d

El anterior reticulo se puede visualizar en la teoria de categorias y re-
tomando que el 1 es la representacién del supremo, entonces el conjunto
ordenado quedaria de la siguiente forma:

AN
N
N
N
a —_——

b >

d

A
|
|
Y
h—

En conclusién la teoria de categorias generaliza la teoria de reticulos;
esto permite retomar los resultados obtenidos en los anteriores capitulos y
observarlos desde el lenguaje de categorias, permitiendo asi presentar a los
nimeros naturales como un objeto inicial y a los niimeros reales como un
objeto final.

El ejemplo anterior fue una pequena introduccion de teoria de categorias
por medio de los reticulos, pero como se menciond anteriormente la teoria
de reticulos es un lenguaje débil dentro de la matematica del siglo XX pues-
to que el lenguaje utilizado en esta época se caracterizaba por la nocion de
morfismo, por esta razon se definirdn las categorias mediante los morfismos.

Para comprender la definicién de categoria se requiere el concepto de ho-
momorfismo, dado que las categorias trabajan con estas funciones.

Un homomorfismo, (o morfismo) desde un objeto matemaético a otro de la
misma categoria, es una funciéon que preserva la estructura entre dos estruc-
turas matematicas relevantes. Por ejemplo, en un homomorfismo de orden, si
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un objeto consiste en un conjunto X con un orden u y el otro objeto consiste
en un conjunto Y con orden v, entonces:

f: X =Y satisface.

u<v= f(u) < f(v)

Por otro lado un morfismo f : X — X se denomina endomorfismo de X.

El concepto de morfismo se presentd con el fin de dar claridad a la defi-
nicién 3.1 de categorias, es por ello que se intentard explicar el punto tres y
cuatro.

Veamos una explicacién del tercer punto (composicién asociativa):

Sean los siguientes morfismos f: A——=B, g: B——=C y h:C——=D.
Para que la composicién sea asociativa debe cumplir la siguiente igualdad:
ho(go f)=(hog)o f, para que esto se cumpla el siguiente diagrama debe
conmutar?:

gof

El diagrama conmuta si cumple esta igualdad ho (go f) = (hog)o f

Veamos una explicacion del cuarto punto (identidad): un endomorfismo
f X — X, al cual se le llama identidad, es el elemento neutro de una
composicion y se denota 1,. Si f : A — B, 14,: A— Aylg: B— B
son morfismos que cumplen las igualdades foly = fy lgo f=f.

!Cuando un diagrama conmuta significa que para todo par de objetos a y b del diagra-
ma, las composiciones que se hagan a lo largo de cualquier camino dirigido de a a b dan
idéntico resultado.
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A A—T .p
1a fola fois 15
A—7L B B
fola=folp=Ff
A ! B
14 ! 1p
A ! B

A continuacion se introduce el concepto de funtor que es uno de los mas
importantes de la teorfa de categorias, se recomienda al lector consultar [11]
desde las paginas 71 hasta la 80, dado que este concepto es muy general.

Ejemplo

Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es una categoria pequena, cu-
yos objetos son los miembros de P, y un morfismo de x a y ocurre cuando
rz <.

el concepto de funtor, es fundamental para tener un criterio de compa-
raciéon, entre las algebras iniciales y las algebras arbitrarias. De igual forma,
con las codlgebras arbitrarias y las coalgebras finales.

Definicién 3.2 Un funtor es una funcion de una categoria a otra que lleva
objetos a objetos y morfismos a morfismos de manera que la composicion de
morfismos y las identidades se preservan.

A continuacion se presentard un ejemplo tomado de [11] donde los funto-
res se denotan como (), sin embargo, después de este ejemplo se denotaran
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con una flecha (—).

Sea C' una categorfa y A € C, A # (). Definimos un funtor F' : C' — C. Si
B e O, F(B) = BA donde BA = {f/f : A — B}, el conjunto de morfismos
de A en B, Considerado como grupo, por medio de la operacién de grupo en

B.

Si f: B — H es un homomorfismo, f4 : B4 — H* es la funcién
fA(g) = fog para g € BA. Para describir el funtor, tenemos el siguiente
diagrama.

Br——> B4

L

H+—— HA

En este ejemplo la flecha — indica el valor del funtor sobre los objetos de
By H, entonces el ejemplo anterior indica que f4 es un funtor. El ejemplo
evidencia que los funtores son esencialmente morfismos de categorias, es por
esto que los funtores se hara referencia a morfimos tinicos en lo que sigue del
trabajo.

Como el fin de este trabajo es presentar la dualidad existente entre N y
R, se procede a presentar la definicién de un objeto inicial y dualmente la de
un objeto final desde la teoria de categorias.

Definicién 3.3 : Un objeto inicial de una categoria C' es un objeto I en C
tal que para todo objeto X en C' existe un unico morfismo I — X. La nocion
dual es la de objeto final es decir, un objeto F' es final si para todo objeto X
en C' existe un dunico morfismo X — F.

En una categoria pueden no existir objetos iniciales o finales, y si exis-
ten, son unicos, por ejemplo si I; y I son dos objetos iniciales, entonces hay
un unico isomorfismo entre ellos. Ademas, si I es un objeto inicial, entonces
cualquier objeto isomorfo a I es inicial. Por dualidad, todo lo anterior es
cierto para objetos finales.
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gof=1la log=14

La Definicion 3.3 es de suma importancia porque ayudara a identificar la
dualidad de N y R. Ademads, garantiza la existencia y unicidad de morfismo
unico que en el transfondo es un funtor. Lo que sigue en el trabajo se ba-
sard en clasificar a los niimeros naturales como un objeto inicial y de forma
dual a los niimeros reales como objeto final. Esto se hara introduciendo alge-
bras iniciales y coalgebras finales.

En el capitulo 1 se estudiaron los nimeros naturales y se plante6 que
eran una estructura algebraica y un conjunto minimal, es decir, que son un
objeto inicial y que cumplen con los principios de induccion y recursién, aho-
ra bien, se identificard a N como parte de las algebras de tipo 0 — 1 con el
fin de clasificarlos como &dlgebras iniciales para verlos desde una perspectiva
categorica que permita evidenciar la dualidad que existe entre este objeto
con los nimeros reales.

3.2. Algebras Tipo 0 - 1

En los capitulos 1 y 2 se presenté a los nimeros naturales como un con-
junto minimal, dicha minimalidad permite reconocer a N como un objeto
inicial. Sin embargo en estos capitulos no se contaba con el lenguaje de ca-
tegorias y por tanto no se habia definiendo un objeto inicial desde esta teoria.

A continuacion, Se formara la categoria Cyy_; de las algebras de tipo 0 —1
; es decir, Cyp_; = {A: A es élgebra tipo 0 — 1} en la cual A =< A, ®,a’ >,
con los morfismos 0 : 1 - Ny .S : N — N. El primer morfismo es una relacion
0O-aria, mientras que el segundo es una relacién 1-aria. De acuerdo con [17] los
nuimeros naturales son un objeto dotado de una estructura, es decir, como
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un algebra de tipo 0 — 1, porque, N tiene un elemento distinguido cero y un
endomorfismo S : N — N. Este resultado se relaciona con el primer capitulo
porque se consideré a N como una estructura algebraica.

Como N es un objeto de un dlgebra de tipo 0 — 1, entonces se procedera a
mostrar que la minimalidad de N permite considerarlo como un objeto ini-
cial. Después de presentar a los niimeros naturales como un objeto inicial se
procedera a escribir a los niimeros reales como un objeto final en una cate-
goria de coalgebras, esto permite evidenciar la dualidad entre N y R.

3.3. N como Objeto Inicial en Teoria de Ca-
tegorias

Se define a N como un &lgebra de tipo 0 — 1:
N=<N,s50>

[. El objeto es el conjunto de nimeros naturales.
II. La operacién es s = sucesor?.

ITI. El elemento distinguido es cero.

IV. Un morfismo s : N — N.
En el lenguaje de categorias se tiene a N como un algebra 1- 0, porque:
= Se tiene un morfismo unario.
N—=N

= Se tiene un morfismo cero-ario.

R —|

2§ se denota para referirse al la funcién sucesor y s se denota para referirnos al morfismo,
sin embargo, en esencia son lo mismo
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() representa al vacio.

A =1 = {0}

s Combinando los morfismos anteriores se tiene:

N+1 s+0 N

Por los iftem 1 y 2 se considera a los nimeros naturales como un conjunto
N dotado de una estructura, es decir, el conjunto N es un objeto de una
dlgebra de tipo A =< A, ®,a’ >. Normalmente en los textos se denomina
este tipo de algebras como Alg

Como N es un algebra tipo 0 — 1 A =< A, ®,a’ > entonces se tiene:

J+a

A+1 A

Los resultados en el item tres y el anterior se pueden resumir en el si-
guiente diagrama:

N+1 A+1
s+0 f+a
N A

Por la definiciéon de objeto inicial se plantea que existe un morfismo h :
N — A se puede encontrar otro morfismo N+ 1 — A + 1, y es el morfismo
h 4+ id.

(id = identidad)
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h+id

N+1 A+1
s+0 f+a
N b A

El diagrama anterior conmuta porque si n € N + 1 entonces se cumple
la siguiente igualdad f + a(h + id(n)) = h(s + 0(n))), esto implica que los
numeros naturales se definen como un objeto inicial de un cierto tipo de
categorias de algebra 0 — 1.

Se concluye que los nimeros naturales se pueden construir inductivamen-
te, lo cual segin Dedkind en [6] permite establecer a N como un objeto inicial,
ademas los niimeros naturales son algebras tipo 0—1 porque tienen como ope-
raciéon unaria al sucesor y como operacién cero-aria al elemento distinguido
cero.

Observaciéon 3.1 Por ser N un objeto inicial cumple con dos principios:

» Principto de induccion = Método de demostracion de propiedades.

= Principio de recursion= Garantiza la buena definicion de operaciones.

En el capitulo 1 se concluyé que los nimeros naturales forman una estruc-
tura algebraica y en esta seccién se mostrara que los niimeros naturales son
un objeto inicial desde la teoria de categorias, ahora bien las algebras de tipo
uno cero las denominaremos algebras iniciales, que son una forma abstracta
de la induccién, es por esto que se presentara a los niimeros naturales como
un algebra inicial. Entonces, un algebra es inicial si existe un morfismo tinico
que la relaciona con un algebra arbitraria.

Definicién 3.4 Un dlgebra es inicial, si para por una dlgebra arbitraria exis-
te un unico homomorfismo de dlgebras.

(dmico)

(algebra inicial) (algebra arbitraria)

(homomor fismo)
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La anterior definicién abre paso para evidenciar a los niimeros naturales
como un algebra inicial, entonces:

Sea el conjunto N de los nimeros naturales con las funciones cero y su-
cesor; 0 : 1 - Ny S : N — N. Estas funciones se combinan en una tnica
funcién [0, 5] : 1 + N — N del funtor 7'(X) =1 + X.

Se mostrara que [0, S] : 1+ N — N es un algebra inicial: para esto es nece-
sario un homomorfismo unico que permita relacionar las algebras arbitrarias
con un algebra inicial.

Supongamos que tenemos un conjunto arbitrario U que lleva una estruc-
tura en forma de T-algebra [u,h|: 1+ U — U.

Se tiene que definir un homomorfismo mediador:

f N—=>U
f(n) =n"U)

f0) =uy f(n+1) = h(f(n))
Se tiene los siguientes morfismos:
0,8] : 1+ N—=Ny[uh]l:1+U—-U

Estas dos funciones expresan el siguiente diagrama:

id+f

1+N 1+U

[0, S] [u, h]

N U

Se puede observar que el anterior diagrama conmuta, lo que implica que
N es una algebra inicial. Como los niimeros naturales son un objeto y algebra
inicial, entonces se definiran los principios de induccion y recursiéon en teoria
de categorias.
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3.3.1. Principio De Induccion

Como N es un objeto inicial en las Algg 1, se puede definir la induccién
de la siguiente manera:

N h A
s f
N h A

Se debe verificar si la igualdad se cumple f(h(n)) = h(s(n)), con cero y
cualquier elemento n.

Verifiquemos si se cumple con el cero, tal que 0 € N:

s(0) h A

f(h(0)) = h(s(0)) como esta igualdad se cumple, entonces el diagrama
conmuta.

Verifiquemos que se cumple para n

n——""— s h(n)
s f
s(n) i A

Sea n € N se le aplica el morfismo h, entonces se tiene h(n) y se le aplica
el morfismo f, se obtiene f(h(n)) € A.
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Por otro lado, n € N; si se aplica el morfismo s o el sucesor, entonces se
tiene s(n) y si se aplica el morfismo h, se tiene h(s(n)) € A.

Entonces f(h(n)) = h(s(n)).
Ejemplo: utilizar la inicialidad para definiciones inductivas

Supongamos que queremos definir por la induccién la funcién f(n) = 27"
partiendo de los nimeros naturales, para llegar a los ntimeros racionales.

Se definen las ecuaciones:

f(0O)=1(sin=0en f(n+1)) se tienen f(0+1) =1
fin+1)=3f(n)

Ademas, se define la funciéon f : N — Q por inicialidad, ahora se tiene
que poner una estructura de algebra 1 + @Q — Q sobre el conjunto de los
nimeros racionales Q.

La estructura se obtiene de [ y s:

1

11110 s:022%

* — Q x»—>%x
Combinando [ y s se tiene:

1,1 (-
14022 _ 0 formando un algebra de Q.

La funcién f(n) = 27" se determina por inicialidad como una tnica fun-
cion, haciendo que el diagrama conmute.

id+f

1+ N 1+Q

[07 S] [17 %(_)]

N ! Q
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3.3.2. El principio de recursion.

[17] define a la recursién de la siguiente forma:

Definicion 3.5 Dados f : 1 — Ay g : NxN — A, entonces existe una
unica funcion h: N — A tal que:

II. h(n+1) = g(n, h(n))

Como la recursién permite establecer que la operacién suma este bien
definida, entonces combinando la induccién con la recursién se tiene que:

4+ :NxN—N
tal que: +(n,m) = +,(m)
Sise toma a f: 1 — Ay se opera con el morfismo g : N x N — A, se

obtiene:

[f.9]

1+NxN A

Como se obtuvo que N es un objeto inicial, se obtiene:

Empleando el teorema de recursion en un diagrama de teoria de categorias
se tiene:
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[s,0]

1+N N
[id1 s (idN,h>] h
1+ N x N_4 A

En el diagrama anterior se observa que se cumplen los dos puntos de la
definicion:

[. Para0 € 1+N, entonces:ho[0, s](0) = h(0) = [f, g]olidio, (idn, h)](0) =
f(0).

II. Paran € 14+ N(n # 0), se tiene que: ho[0, s|(n) = hos(n) = h(n+1) =
[f; 9] 0 [idso, (idw, W)](n) = [f, g] © lidio, (n, h(n))] = g(n, h(n)).

Hasta al momento se ha caracterizado a los niimeros naturales como un
objeto y un &lgebra inicial desde una vision categorica con los principios
de induccién y recursion. Para cerrar esta seccion se retoma que Dedekind
define a los niimeros naturales como el minimo conjunto inductivo, lo cual
implica que dicha minimalidad significaba que N es un objeto inicial, y por
ende cumple con los principios de induccién y recursion. En lo que sigue del
capitulo dualmente se presentaran a los niimeros reales como un objeto final,
que cumplen con los principios de coinduccion y corecursiéon. Para cumplir
este fin se presentara a R como una coalgebra.

3.4. Coalgebra y Coinduccion

Hilbert en 1900 caracteriz6 a los nimeros reales como el maximo cuerpo
arquimediano totalmente ordenado, desde este momento se puede asociar a
los nimeros reales como un objeto final [17]. Por otro lado, el trabajo de Peter
Aczel de hiperconjuntos y el axioma de anti-fundamentacién abrieron paso
a los conceptos trabajados en esta seccion del capitulo, como las codlgebras,
que son duales a las dlgebras, y de igual forma con los principios de coinduc-
cién y corecursion, que son duales a los principios de induccién y recursion.
Con los anteriores hechos histéricos se promueve evidenciar la dualidad de N
y R mediante el lenguaje de categorias, es por esto que en este capitulo se



3.4. COALGEBRA Y COINDUCCION 57

hara un estudio de los niimeros reales como objetos y coalgebras finales.

A continuacion se definird las coalgebras, con el fin de reconocer a R como
un objeto final.

Observaciéon 3.2 Dado un funtor fijo T, se forma una categoria de todas
la T- codlgebras.

Definicién 3.6 Para un funtor T, una codlgebra (o una T-codlgebras) es
un par (U, c) que consiste en un conjunto U y una funcion ¢ : U — T(U).
Al igual que para las dlgebras, tiene un conjunto U que es el dominio y una
funcion estructural ¢ permitiendo el funcionamiento de la codlgebra (U, c).

Entonces, jcudl es la diferencia entre un algebra T'(U) — U y una codlge-
bra U — T'(U)? En esencia es la diferencia que existe entre la construccién
y la observacion.

Un dlgebra consiste en un médulo que configura a un conjunto U con una
funcién T(U) — U (va en este U), esto implica que se pueden construir los
elementos de un conjunto teniendo una funcién o un operador y un conjunto
base o de dominio, por ejemplo: se tiene como conjunto base, el de los niimeros
naturales y el operador sucesor S(n), si se aplica S(N) — N se tiene al mismo
N

Una codlgebra consta de un conjunto U de partida con una funcion
U — T(U) en la direccién opuesta de las algebras, saliendo del conjunto
U para llegar a un conjunto 7'(U). Aqui no se construye, si no que se analiza
los elementos del conjunto de llegada T'(U). En este caso no se sabe cémo
formar los elementos en U, s6lo se conocen las operaciones que actia en U,
lo que permite obtener informacién acerca de U, lo que implica que se tiene
un acceso limitado a U.

Definicién 3.7 Dados V C X, ei : V — X tal que el operador i es un
morfismo, entonces V' es una subcodlgebra de X.
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A% X

FV Fi FX

Donde se cumple Fi o~y = yx ot

Ejemplo
Sean

A={12,345.n}

(L1111
2’476’8’10"""}

B=

Los conjunto A y B estdn relacionados mediante {1 con 1},{2 con 1}y
asi sucesivamente, si se pudiera hallar la funcién con la cual se logra obtener
B, lo que se debe hacer es tomar cada elemento del conjunto B y analizarlo
para poder comprender la cola infinita, de esta forma, lo que se esta haciendo
es tratar de crear una funcién la cual obtenga a B, a este procedimiento
se le conoce como coinduccién, dado que se hace andlisis de los objetos.
Retomando el ejemplo, es evidente que la funcién que crea a B partiendo
desde A es -, sin embargo esta funcién u operador se hall§ teniendo en

2n?
cuenta el inicio del conjunto y su parte infinita o su cola.

Como se habia mencionado las dlgebras implementan operaciones cons-
tructoras que son la misma definiciéon de recursividad, en cambio las coalge-
bras implementan las operaciones de observacion o de transmision de funcio-
nes; estas observan elementos de datos o la estructura de un conjunto.

Ejemplo

Sea el funtor T(X) = A x X, donde A es un conjunto fijo. La codlgebra
T — T(U) se compone de dos funciones U - Ay U — U.

Obsérvese los siguientes diagramas:
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U next U U value A

U

next

value

\AXU
U/

Llamados antes value : U — A y next : U — U. Entonces a un elemento
u € U se le puede realizar las operaciones:

(1). producir un elemento en A, es decir, value(U)
(2). producir un siguiente elemento en U, que es igual a next(U).

Ahora se puede repetir (1) y (2) y formar un elemento de A, siendo la
composicién de value(next(u)).

Al tomar u € U, y se realiza la operacién en (1) value(u), se obtiene un
a; € A. Ahora se realiza la segunda (2) o la operacién next en u, es decir
next(u), y se produce un elemento us que pertenece a U. Luego se opera valor
en uy obteniéndose as, que pertenece a A, entonces los a,, elementos de A,
tiene la siguiente forma a,, = value(next™(u)), mediante este procedimiento
se puede obtener cada elemento u € U, siendo una secuencia infinita (a1, as) €
AN de los elementos de A. La secuencia de elementos que U origina, es lo que
se puede observar. Dos elementos (u,us) € U también puede dar lugar a la
misma secuencia de elementos de A.

Por tanto, los elementos de A se pueden estudiar a través de los elemen-
tos de U, dado que del conjunto U origina al conjunto A y esto hace que
los elementos de A y los elementos de U se comporten de la misma forma y
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cumplan las mismas condiciones.

Con el anterior ejemplo se puede entender que los funtores son esencial-
mente morfismos que permiten comparar codlgebras. Esto implica que se
puede definir un morfismos entre coalgebras.

Definicién 3.8 Sea T un funtor y c; y co codlgebras.

Un homomorfismo de codlgebras (o mapa de codlgebras) entre una T-codlge-
bras U —=>T(U,)) y otra U,—=>T(U,) es una funcion
f: Uy = Uy que conmuta en las operaciones coo f =T(f)ocy.

U, ! U,
c1 Cc2
TO) 55— T(0)

Definicién 3.9 Decimos que una codlgebra (Z,d) es final , si para cualquier
otra F-codlgebra (U, c) eziste un inico morfismo f:U — Z

Una codlgebra final d © Z — T(Z) es un codlgebra tal que para cada
codlgebra ¢ : U — T(U) es un dnico mapa de codlgebras (U, c) — (Z,d).

U ! Z
c d
T(U) = T(2)

Una codlgebra es final o terminal si por una codlgebra arbitraria existe
un unico homomorfismo de coalgebras:

(inico) (codlgebras finales)

(codlgebras arbitrarias) ,
(homomor fismo)
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Con las dos definiciones anteriores se evidencia que se puede relacionar
una coalgebra arbitraria con una codlgebra final por medio de la existencia
de un unico morfismo. Este es un paso importante para poder clasificar a los
nuimeros reales como codalgebras finales.

Ejemplo de coalgebra final

Para un conjunto fijo A, se considera el funtor 7(X) = A x X. Se afirma
que la codlgebra final de este funtor es el conjunto AY de listas infinitas de
elementos de A, con una estructura coalgebraica :

(head, tail) : AN — A x AN
dada por
head(a) = «(0) y tail(«) = Az.a(x + 1)

Por lo tanto head toma el primer elemento de una secuencia infinita
(a(0),a(1), (2)...) de elementos de A, y tail toma la lista restante. Se eviden-
cia de que el par de funciones (head, tail) : AN — A x AN es un isomorfismo.
Se afirma que para una codlgebra arbitraria (head, tail) : U — A x U, existe
un tinico morfismo de codlgebra f : U — AN: y estd dado parau € Uy n € N
por:

f(u)(n) = value(next™ (u))

De hecho head o f = value y tail o f = f onext, hacen a f un morfismo
de codlgebras y como f es unico, entonces satisface las dos igualdades. Esto
se puede comprobar facilmente:

Como u € U es una lista infinita de elementos de A que surge como
value(u), value(next(u)), value(nexte™ (u)), ..., Ahora vemos que este com-
portamiento observable de u es precisamente el resultado f(u) € AN en u,
con un unico morfismo f para la codlgebra final. Por lo tanto los elementos
de la codlgebra final dan el comportamiento observable. Esto es un ejemplo
tipico de coalgebras finales.

De el ejemplo anterior se puede concluir que una coalgebra es final si existe
un unico morfismo que va de una codlgebra arbitraria a la codlgebra final.
Ademas, una codlgebra tiene dos operadores los cuales se denominan head
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y tail, y permiten observar una lista infinita de datos. El primer operador
head permite observar la cabeza de una lista infinita y tail observa el resto
de la lista.

Ahora bien se puede plantear un diagrama del ejemplo anterior:

U ! AN
(value,next) (head,tail)
AxU St A x AN

Si se cumple la siguiente igualdad:

((Ax f)o(value, next))(u) = ((head, tail)o f)(u) significa que el diagrama
conmuta, entonces se dice que la coalgebra es final.

3.4.1. R como Objeto Final y Coalgebra Final

Con el fin de ver a R como un objeto y una coalgebra final, se presen-
tard un ejemplo tomado de [23], el cual introduce a los niimeros reales per-
tenecientes al intervalo [0, 1), y luego se revisardn los conceptos involucrados
en tal ejemplo.

Ejemplo

Consideremos una maquina con un conjunto de estados Sy una aplicacién
que permite las transiciones o el paso de un estado a otro, llamada c. Ahora,
supongamos que luego de hacer la accién ¢, la maquina tiene todas o alguna
de las siguientes opciones: mostrar un comportamiento (que podria ser un
sonido, una letra impresa, etc.) o brindar la posibilidad de una modificacién
(como el teclado de un computador). Estas posibilidades de observacién y
modificacién es lo que en computacién se conoce como entrada y salida o
por sus siglas en inglés I /0. Para admitir ese tipo de interaccién, lo adecuado
seria cambiar el espacio de estados de llegada luego de aplicar c. Este espacio
con nuevas posibilidades de interaccién lo vamos a llamar F(S).

Supongamos que la maquina anterior tenga como espacio de estados los
nimeros reales pertenecientes al intervalo [0, 1), y se necesita que muestre su
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representacion decimal, ademads, de considerar si su representacion es finita
o infinita. De esta manera las posibles observaciones en cada interaccién
pertenecen al conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,9}. Sea r el nimero real en
cuestién, asi la codlgebra actia de la siguiente manera:

(r) = L sir=20
ary= (d,10r — d) en otro caso, donde des tal que d < 10r < d+1
(3.1)

La pareja ordenada (d, 10r — d) tiene como significado calcular la cabeza
y la cola del decimal entre [0, 1)

El simbolo L significa que la sucesién es finita y por lo tanto debe parar,
como este resultado no pertenece ni a A ni a [0,1) se puede organizar como
un elemento independiente de los anteriores, esto se puede hacer mediante el
coproducto, finalmente el espacio de llegada es: F'([0,1)) = A x [0,1) U L.

La manera como se expresa su resultado (d, ry) quiere decir que el espacio
después de aplicar la transicion es el producto cartesiano A x [0, 1).

. ;1 . . .
Se aplicard ; en la siguiente proceso c:

c(r) = (d,10r — d)

Para realizar el proceso es necesario conocer el valor de d el cual se halla
de la siguiente manera:

(4

1
2 0,25

Se estudia en la primera transicién de estado a 0,2 dejando a un lado a
la cola que es 5 para la préxima transicion c:
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0,2 x 10 = 2 obteniendo d = 2 en la primer preimagen de la pareja
ordenada.

Ahora es necesario hallar la imagen de la primera pareja ordenada y para
ello se aplica el proceso c:

C(zl;) = (27% - 2)
c(3)=2, ) yaque2<2<3

En el primer estado }1 = 0,25, al hacer la transicién se estudio de la parte
decimal 0,2 que es la cabeza del decimal 0,25, ahora se estudiara la parte
decimal 0,5 que es la cola; es decir, que en cada estudio o aplicacion se toma
la parte entera y el primer decimal.

1

Entonces la aplicacion ¢ se repite nuevamente con 3

si repetimos el proceso con % tenemos:
c(3)=(5,0) yaque 5<5<6

se aplica el proceso en 0 y este cumple con la primera clausula de la
codlgebra terminando la aplicacién c.

c(0) =1

De esta manera, las repetidas aplicaciones de ¢ a un determinado niimero
en [0, 1) muestra su representacién decimal paso a paso, en este caso muestra
. . 1
0,25 y luego detiene el computo, representando a ;.
El siguiente es un ejemplo de un nimero con representacién infinita:

1

Se utilizaréa 3

€11 proceso c.

Primero se hallara d.

113
1

0,3
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1=[03]33.. 1=0.3

0,3 x 10 = 3 obteniendo d = 3 en la primer preimagen de la pareja

ordenada, el cual nos permite calcular la cabeza del decimal 0. 3.
Para hallar la imagen es necesario aplicar la definicién (d, 10r — d)

(10-3) - 3=

(S

¢(3)=(3,3) yaque 3< 2 <4

Se realiza la transicion ¢ nuevamente con c(%), puesto que este decimal
permite calcular la cola, obteniendo:

¢(3)=(3,5) yaque 3< 2 <4

Como se puede observar obtenemos nuevamente la transicion c(%), puesto
que el primer digito después de la coma es 3 y el siguiente es 3, y asi pe-
riédicamente; entonces se tiene un proceso c infinito que calcula una cola
infinita.

{, Donde quedan los irracionales con este ejemplo?

Supongase que r = % y se quiere representar en su forma decimal mediante
la transicién ¢, entonces para estudiarlo es necesario utilizar (d, 10r—d) donde
d =3y —3=0,183098..., entonces se tiene la pareja (3,12=27), si se
continua el proceso con r = 19237 se obtiene la pareja (1, 102_%) el proceso
continua estudiando las cabezas y colas infinitas de %, arrojando cabezas
pertenecientes al conjunto A y colas pertenecientes a los irracionales que se

encuentran en el intervalo [0, 1).

Este ejemplo muestra la versatilidad de un cambio de espacio de estados,
por un lado se pueden hacer observaciones de lo que esté ocurriendo y por
otro lado se tiene la posibilidad de frenar el proceso si las condiciones lo re-
quieren. También estd la opcidén de representar un programa que corra por
siempre, como por ejemplo un sistema operativo.
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El ejemplo anterior se puede identificar como una coalgebra, dado que:
la maquina tiene como espacio de estados a los nimeros reales pertene-
cientes al intervalo [0,1), y la tarea era expresar la representacién deci-
mal de cada nimero perteneciente a este intervalo, por medio de la funcién

F([0,1)) = Ax [0,1)U L

Para expresar este ejemplo como una coalgebra primero se tienen que
definir los dos posibles resultados de la maquina:

= El primero es cuando el proceso finaliza: Este proceso permite obtener
un conjunto A* de sucesiones finitas de los elementos de A.

= El segundo resultado es cuando el programa de la maquina corre por
siempre: Este proceso permite obtener un conjunto AN de sucesiones
infinitas de los elementos de A.

Los conjuntos A* 'y AN permiten definir el conjunto
A¥ siendo w = {0, 1,2, ...} de la siguiente manera:

A = A*u A

A este conjunto se le asignard una estructura de transiciéon llamada (head, tail)
formando la siguiente codlgebra de la categoria CoAlg(F):

AOJ
(head,tail)

{L}U (A x A®)

Para comprender como la codlgebra funciona en el ejemplo, se observa el
siguiente caso particular en el que r = i obteniendo:
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Se puede observar que }l € A¥ y al aplicarle la transicién ¢ se obtiene la
pareja (2,3) enlacual 2€ {L}UAy 3 € A

En esta codlgebra se tiene que (head,tail) es la transicién de un estado
a otro que contiene los operadores de observacion h para estudiar la cabeza
y t para estudiar la cola de cualquier decimal. Formando asi la siguiente
coalgebra.

(hit)

{L}UA x A¥

Esta codlgebra contiene dos posibles resultados de la maquina de la si-
guiente forma:

o { 1 si o es la sucesion vacia () (3.2)

(a,0") sio =a-0 concabeza a € Ay cola o’ € A*®

Observaciéon 3.3 La aplicacion (h,t) envia L a la sucesion vacia y corres-
ponde al proceso de la mdquina cuando finaliza. Por otro lado, esta aplicacion
envia a (a,0) € A X A a la sucesion a,o que corresponde al proceso que
corre por siempre de la mdquina.

Ahora es necesario probar que (h,t) : A — {L} U (A x A¥) es una
coalgebra final, es decir:

Que para cada codlgebra arbitraria (k,s) : S — {L} U (A x S) sobre
un conjunto S existe un tnico homomorfismo [(k,s)] : S — A“ entre las
coalgebras. Para verificar lo anterior es necesario comprobar que el siguiente
diagrama conmuta.
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[(k,9)]

95!

(k,s) (h,t)

{L}UAX[(k,s)]

{L}UAXS {1} UA x A

Para determinar si el diagrama conmuta:

Sea n € S entonces, se verifica la siguiente igualdad:

{LYUA X[k, s)] ok s))(n) = ((h,1) o [{k, 5)])(n)

I. Como n € Sy al aplicarle el operador (k, s) se obtiene la pareja (a,n),
enlacuala € {L}UAy (a,n) € {L}UAXS. Por tltimo, si se aplica el
operador { L} UA X [(k, s)] a (a,n), se tiene que (a,n) € { L} UA x A%

II. Por otro lado, sean € Sy se le aplica el operador [(k, s)] a n y como el
operador es el morfismo establecido anteriormente se tiene que n € A“.
Ahora si a n se le aplica el operador (h,t), se obtiene:

(a,n) e {L}UAx A,

De esta forma se puede concluir que el diagrama conmuta, lo cual impli-
caque (h,t) : AY — {L}U(Ax A¥) es una coalgebra final para las de su tipo.

El ejemplo anterior, muestra que se puede representar en su forma de-
cimal los niimeros reales pertenecientes en el intervalo [0,1), y asi son una
codlgebra final, por lo que se puede concluir que el conjunto de los niimeros
reales son un objeto final como lo mencionan Ortiz y Valencia en [17], pues-
to que Hilbert en 1900 definié que eran un cuerpo maximal arquimediano
totalmente ordenado. Teniendo en cuenta el resultado anterior se puede re-
presentar a R en el siguiente diagrama.
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R como Coalgebra Final

(k,s) (h,t)

{LIUAX[(k,5)]

{L}JUAXS {L}UA xR

Con el diagrama anterior se puede observar que los nimeros reales en
intervalo [0, 1), se pueden representar en forma decimal, dado que existe un
tnico morfismo [(k, s)| que relaciona las codlgebras.

Retomando el capitulo 2, los nimeros naturales se consideraron como
el minimo conjunto inductivo y en este capitulo tres se concluyé que dicha
minimalidad define a N como un objeto inicial, dualmente, Hilbert en 1900
clasifico a los nimeros reales como el méaximo cuerpo arquimediano total-
mente ordenado, dicha maximalidad define a los niimeros reales como un
objeto final. Por otro lado, si los naturales son un conjunto inductivo enton-
ces dualmente los niimeros reales son un conjunto coinductivo que cumple la
siguiente definicion:

vF=|{XCL:XCFX)}

Con el fin de evidenciar la dualidad entre R y N se presenta la ecuacién
de Pavlovic¢.

3.5. La Ecuacién de Pavlovié
En los capitulos anteriores, se ha estudiado a los niimeros naturales como
un objeto inicial y a los niimeros reales como un objeto final; es decir, se ha

intentado estudiar a R mediante la dualidad que tiene con N.

Cuando se establece a N como un objeto inicial se define el principio de
induccién y de recursion, dualizando lo anterior si se establece a R como un
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objeto final se evidencia el principio de coinduccién y corecursion. Con lo
anterior [19] presenta la siguiente ecuacién:

Induccion Coinduccion

Aritmética Andalisis

Como se puede observar en el lado izquierdo, las infinitas construcciones
en la aritmética elemental tienen como base el principio de induccién, un
ejemplo de ello son los niimeros naturales que se definen recursivamente con
un elemento distinguido que es el cero (vacio), y si n pertenece a N, el sucesor
de n también. La pregunta seria ;Para qué se utiliza la aritmética? y la
respuesta se halla en la funcién sucesor, puesto que tal funcién parte de un
elemento n y para obtener el conjunto N se necesita de f : n+ 1 y alli se
esta utilizando la aritmética. Cuando el objeto es inicial entonces se hace
uso de la inducciéon y ademads se hace necesario establecer el principio de
recursiéon que permite establecer que las operaciones esta bien definidas, es
por ello que esta parte de la ecuacién quedaria asi:

Induccion + Recursion

Aritmética

Dualmente al observar el lado derecho, se tiene que el calculo elemental
hace uso de la coinduccién, puesto que al momento de estudiar un objeto
final es necesario conocer la estructura que lo compone y esto lo permite el
principio de coinduccion, puesto que hace uso de operadores de observacién,
ademas también es importante el principio de corecursién porque permite
establecer que las operaciones estén bien definidas.

En este capitulo se presenté un ejemplo que evidencia lo anterior, el cual
planteaba a una maquina con un conjunto de estados S y una aplicacion ¢
y tenia como propdsito representar a los nimeros en el intervalo [0,1) en
su forma decimal. Al aplicar la transicién ¢ se usaba a los operadores de
observacion head y tail para pasar de un estado al otro, esto implicaba el
uso del andlisis. Para evidenciar lo anterior veamos un caso particular del
ejemplo: Cuando r = }L y se obtenia la pareja (2, %) y se realizaba otra vez
la transicion ¢ con r = % y se obtuvo (5,0) allf se esta utilizando el analisis,
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porque se estudia la cabeza y la cola de r = 1.

W~

Con los resultados anteriores se reformula la ecuacién de Pavlovié¢ y Pratt
en [19] de la siguiente forma:

Induccion + Recursion  Coinduccion + Corecursion

Aritmética Andalisis

La ecuacion de Pavlovi¢ reformulada abre paso al estudio de algunos
contenidos del calculo que tienen inmerso el razonamiento coinductivo.

3.6. La Coinduccion en el Calculo

En la ensenanza de los niimeros reales es necesario conocer el método o
principio que permite el estudio de este objeto final, es por ello que en este
trabajo de grado se ha propuesto otra forma de ver a los nimeros reales,
como lo menciona [18] cuando se ensefia de una manera adecuada los temas
relacionados con los niimeros reales, como el célculo, se puede observar que se
desarrolla un razonamiento coinductivo. Es por ello que de aqui en adelante se
observara el razonamiento coinductivo que contiene las nociones matematicas
que estudian los nuimeros reales, como la integral y las series de Taylor,
con el fin de obtener otras herramientas para la ensenanza de este objeto
matematico.

Segun [18] los elementos del célculo poseen razonamiento coinductivo,
y para empezar a identificarlo el punto de partida es la observacion de las
estructuras algebraicas de las listas infinitas (Streams®) y para ello se necesita
definir las siguientes operaciones bésicas, dada una funcion:

head(f) = £(0)
tail(f) = f'

3Las Streams de acuerdo con [7] son listas infinitas de datos, este término se empleard en
lo que sigue del documento.
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a:f=(@—a+ [ f)
Nota: el simbolo :: se usa para separar la cabeza y la cola de una sucesion.

Aqui , head y tail son operaciones de observacién de una coalgebra de
listas infinitas.

Las propiedades bésicas que contienen las streams de algebras que cap-
turan gran parte del calculo son:

head(a :: B) = a (1)
tail(a :: B)=p (2)
head(a) :: tail(f) = « (3)

Las anteriores propiedades se pueden ver de la siguiente forma:

Cuando se analiza (1) head(a :: ) lo que realmente se estd realizando es;
la aplicacion de las reglas de la integral definida con respecto a un intervalo.

head(a :: f) = head(a + [; f(t)dt)
= (a+ [y f(t)dt)(0)

=a+ [) f(t)dt =a

Cuando se observa (2) tail(a :: ) lo que se tiene es la aplicacién de la
integral con respecto a la funcién subintegral:

tail(a :: f) = tail(a + [y f(t)dt)
= %(a + f(f f(t)dt)

=0+ L [Fft)dt = f
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Por 1ltimo cuando se analiza (3)head(a) :: tail(fB) se tiene el teorema
fundamental del calculo:

head(a) :: tail(f) = f(0) == f* = f(O)+ [ f/(t)dt = f
Ejemplo particular
Sea la f(t) = cos(t)

Para calcular (head) se define la operacién y se realiza la propiedad an-
teriormente mencionadas:

= La operacion:

head(f) = f(0)

f(0) = cos(0) =1

= La propiedad (1):

0
head(a :: B) = a—i—/o f(t)dt =a

Como x — a entonces:

0

a+ /0 cos(t)dt = a+ sen(t)] =a+ sen(0) — sen(0) = a

Por otro lado, cuando se analiza tail en f(t) se realiza lo siguiente:
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= La operacion:

tail(f) = f'

J'(t) = —sen(t)
» La propiedad (2):

tail(a :: f) :0+%/Oxf(t)dt:f

T

=0+ % i cos(t)dt =0+ %sen(t}] =0+ cos(z) = cos(x) = f

Por ultimo se observard la propiedad (3) que contiene el teorema funda-
mental del calculo:

head(a) :: tail(B) == " = f(0)+ [y f (t)dt = f

xT

=1+ /Ox —sen(t) =14 cos(t)| =1+ cos(z) — cos(0)
=1+cos(x)—1=cos(z) = f

.Que se obtiene si se aplica varias veces la propiedad (3)?

Si la propiedad (3) se repite varias veces; es decir, si se calcula la cabeza
y la cola de la stream varias veces con la funcién f se obtiene:

f=F00) = f/(0) - f7(0)
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f=f0) f(0) - f7(0)
A/ g )

cabeza cola

Con esta sucesion se tiene la expresion de Taylor, pero como este pro-
cedimiento esta centrado sobre el punto cero, se le denomina expansion de
McLaurin.

F(@) = FO) + F Oz + -+ W+

Cuando se aplica infinitas veces (3) se obtiene una stream que captura
la nocién de coalgebras, porque si se analizan las cabezas y las colas de la
stream, se tiene un conjunto de secuencias infinitas de datos que forman una
coalgebra final:

f= O 5 L) ween (00
~~~ S~~~ S——
primer dato  segundo dato dato infinito

Como la secuencia infinita es una Stream de un codlgebra, entonces la
expansion de Taylor se obtiene utilizando un tinico homomorfismo:

(codlgebras arbitrarias) (homizlsjj‘)ismo) (codlgebras finales)
(stream funciones analiticas)(hom(;;i:;)ismo) (codlgebras finales)
(tinico)

(f(2))

(homomor fismo) (expansion de Taylor)

Ejemplo

Un ejemplo de lo anterior de una stream que captura la nociéon de codlge-
bra es el que presenta [18], el cual trata de un programa que emite una lista
o stream de datos que forman una secuencia infinita:
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Sea f(x) = sen(x)
f'(z) = cos(x); cos(0) =1

f"(z) = —sen(z); —sen(0) = 0

() = sen(z) = f

Con los anteriores resultados se tienen:

f(O) = O’f/(O) — 1,f”(0> — ()’ f”/(O) T y f//// _ f
Estos resultados forman la secuencia de datos de la stream:
f=0:10:—-1:f

3.6.1. La Serie de Taylor desde La Coinduccién

Brook Taylor en su trabajo “Methodus Incrementorun Directa et inversa”
(1715) desarrollé lo que hoy se conoce como célculo de las diferencias finitas.
Este trabajo contenia la famosa férmula conocida como el Teorema de Tay-
lor, cuya importancia se reconocié en 1172, cuando Joseph Louis Lagrange
lo definié como: “El fundamento principal del cdlculo diferencial”, esta serie
permite aproximaciones a funciones, la idea principal es poder aproximar los
valores de una funcién f(z) para cualquier punto z, partiendo de un polino-
mio basado en una serie de potencias infinita.

La expansion de la serie de Taylor puede ser dada en términos de una
sumatoria infinita, y los coeficientes son la sucesivas derivadas de una funcion
f diferenciable infinitas veces en x = a.

Se puede facilmente deducir esta formula mediante el uso de la coinduc-
cion. Sin embargo, para esto, se requiere de una operacién c la cual permita
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calcular la cabeza y la cola del polinomio infinito.

Entonces sea c¢(x) una codlgebra que actia de la siguiente forma:

L f™(a)

II. f"(x), n es el nimero de derivadas en ambas operaciones .

La primera me permite observar la cabeza y la segunda me permite ob-
servar la cola o el polinomio infinito.

Con la siguiente expansion de series de potencias o polinomio de series
infinitas, se busca llegar a la serie de Taylor.

fx)=co+ci(r—a)+e(r—a)+ces(z—a)+.. +c(r—a)

Entonces al realizar la primera operacién de la coalgebra, evaluando a en la
funcién anterior, se obtiene:

fla) =c

Si se calcula la primer derivada o se aplica la operacion de la funcion se
obtiene lo siguiente:.

f'(z) 1 + 2c3(x — a) + 3es(w —a)® + ...

Con este proceso se ha calculado la primer cabeza que es ¢y y su cola
infinita que es f’(x). Se continua con las operaciones de ¢, evaluando a en
f'(z) y calculando la segunda derivada , se obtiene los siguiente:

flla) =
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() : 2043 2c3(x —a) + ...

Evaluando a en la segunda derivada de f(x)

"
a
f"(a) = 2cy entonces ¢y = fTU
Este proceso se puede hacer indefinidamente y al continuar con el proce-
so, de evaluar a en f" y calculando la n derivada de f(z), se puede observar

que:

f™(a) = nle,

De esta forma se obtiene la serie de Taylor.

) =3 L8 gy

n:

: f"(a) 2, J"(a) 3
f(a)+f(a)(x—a)+T(x—a) +T(:U—a) + ...

La serie de Taylor proporciona una buena forma de aproximar el valor de
una funcién en un punto y sus derivadas en otro punto.

Uniendo las derivadas de f se obtiene el conjunto:
A= f(z), f'(x), ["(z), [ (). " ()

Si R<“ es el conjunto de secuencias de coeficientes de Taylor, es decir, de
a€ R¥o) Ha'<ooparal<uw



3.6. LA COINDUCCION EN EL CALCULO 79

T{r} = [£(0), £(0), f"(0).]

f{a} = > oo %xz

T=T

Con las operaciones anteriores se observa la identidad del conjunto A con
> 9ia’ < 0o. Obteniendo el morfismo identidad T

ALR<w

Con las dos operaciones plateadas de ¢ f"(a) y f"(x), donde el primero
calcula la cabeza O y el segundo calcula la cola D, entonces se tiene un mor-
fismo, el cual parte desde un elemento del conjunto A y se llega a una pareja
ordenada (O, D) perteneciente al producto (R x A).

(0,D)

A R x A

Por definicién de codlgebra final (los nimeros reales) existe un inico mor-
fismo tal que:

(head,tail)

R* R x R

Si el funtor identidad i : R——=R ysi A —L R<¥ al hacer el producto
entre ambos funtores se obtiene:
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(RxT)

A xR R x R¥

Con lo anterior se pude visualizar la serie de Taylor por medio de la
siguiente estructura:.

A (©.0) R x A
T (RxT)
R<w (helad,tail) R x R¥

De esta forma la serie de Taylor puede ser abordada por medio de la
coinduccion

Ejemplo con la serie de Maclaurin.
Tomando f(x) = sen(z), formar la serie de Maclaurin. Esta serie es

un caso particular de la serie de Taylor pero centrado o evaluado en cero,
entonces se parte desde la siguiente sumatoria:

oo " 3 4

Entonces sea c¢(x) una codlgebra que actia de la siguiente forma:
L f(0)
IT. f™(x), n es el nimero de derivadas en ambas operaciones

Al aplicar 1 y 2 se obtiene la cabeza y la cola respectivamente. Derivando
varias veces f(x) y luego evaluando en 0 en cada derivada n-ésima. Se tiene
la siguiente lista



3.6. LA COINDUCCION EN EL CALCULO 81

n f(x) = cola £7(0) = cabeza
0 f(x) = sen(a) F(0)=0
1 fx) = cos(a) F1(0)=1
2 f(x) = —sen(a) F1(0) =0
3 fix) = —cos(a) £(0) = 1
4 14 = sen(a) 0y =0
5 f(e) = cos(a) £70) =~

Asi sucesivamente, la secuencia se repite tras la tercera derivacion, asi que
la serie de potencias pedida es:

oo " 3 4
ZO fn— = f(0) + f'(0)z + f2—(!0)3:2 + f3(!0)$3 + f4(!0>a:4

0 n 2n+1 .233 .175 .CE7
I L B

Con lo anterior se puede concluir que el teorema fundamental del calculo,
la serie de Taylor y de Maclaurin, estudian a los ntimeros reales y por ende se
trabaja con un proceso de coinduccién, dado que son parte de una coalgebra
final, como son los niimeros reales. Sin embargo existen muchos conceptos
que estudian a R, como los limites, las sucesiones, los ejemplos particulares
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de funciones y series, entre otros; los cuales no se abordaron en este trabajo
puesto que es un trabajo extensivo y se deja postergado como un trabajo
futuro.

En este capitulo se abordé la dualidad que existe entre los niimeros na-
turales y los niimeros reales, por medio de la teoria de categorias, esta teoria
permite estudiar la estructura de los cuerpos matematicos y se dejan a un
lado los conceptos de pertenencia de los elementos de un conjunto. Los mor-
fismos son funciones que van desde un objeto matemaético hasta otro objeto
de la misma categoria. Con ayuda de los funtores se puede relacionar dos
categorias, esto se hizo con el fin de caracterizar algebras y codlgebras finales.

Presentando la dualidad, se observaron los siguientes resultados:

= Los nimeros naturales son algebras de tipo 0 — 1 porque tienen como
operacién unaria al sucesor y como operacién cero-aria al elemento dis-
tinguido cero. Ademads, los niimeros naturales se establecen como un
objeto inicial dado que este objeto se construye inductivamente. Al ser
un objeto inicial, los nimeros naturales cumplen con dos principios; el
de induccién que es el método de demostracion y el de recursion el cual
establece que las propiedades y operaciones estén bien definidas.

» Los ntmeros reales son codlgebras finales, que forman parejas (U, ¢) en
el cual U es un conjunto y ¢ es una funcién, tal que: ¢: U ——=T(U) .
En las codlgebras no se construyen como en las algebras, si no que se
observan o analizan los elementos del conjunto de llegada de T'(U), con
el fin de conocer las operaciones que actian en el domino U, ademas,
las coalgebras también se pueden operar o componer, esto implica que
si una coalgebra es final es porque existe un unico morfismo que va
desde una codlgebra arbitraria a la codlgebra final. Segun [17] y [13]
los nimeros reales son la codlgebra final, dado que se puede estudiar
la representacién decimal del intervalo [0,1) con ayuda de los opera-
dores de observacién head y tail, formando el morfismo tnico (h,t)
que va de cualquier codlgebra arbitraria a la codlgebra final. Como los
nimeros reales son un objeto final entonces cumplen con el principio
de coinduccién y el de corecursion.



Conclusiones

= A lo largo de este trabajo se han estudiado cuatro teorias, con el fin
de comprender la coinducciéon matematica y ver desde otra perspecti-
va a los nimeros reales. La primera de ellas es la teoria de conjuntos
que permite ver de forma clara y precisa los principios de induccién y
recursion; sin embargo, no es suficiente para entender el concepto de
coinduccién. Por esta razon, se estudié la teoria de puntos fijos que
es una rama de la topologia la cual va mas alla de la teoria de con-
juntos. Esta teoria permite evidenciar la dualidad que existe entre la
induccion y la coinduccion mediante los puntos prefijos y puntos post-
fijos respectivamente, ademas permite definir los conjuntos inductivos
y coinductivos. Con la ayuda de la teoria de reticulos se pudo identifi-
car a los conjuntos inductivos como la interseccién de todos los puntos
prefijos; es decir, la existencia de un infimo o menor punto prefijo, y
dualmente se puede definir a los conjuntos coinductivos como la union
de todos los puntos postfijos. Es decir, la existencia de un supremo o
mayor punto postfijo. Entonces con estos resultados se puede compren-
der que la coinduccion es dual a la induccién, lo que implica que los
numeros reales son duales a los naturales. Esta dualidad se abordé me-
diante la teoria de categorias la cual permite estudiar la estructura de
los objetos, es por ello que se definen a los niimeros naturales como
algebras iniciales mientras que a los nimeros reales como coalgebras
finales, en consecuencia se define a N como objeto inicial y a R como
objeto final.

= Los nimeros naturales son algebras iniciales, puesto que existe un tni-
co morfismo que relaciona el algebra inicial con un algebra arbitraria.
Dualmente, los niimeros reales son una codlgebra final porque existe un
unico morfismo que relaciona una coalgebra arbitraria con la final.

33
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CONCLUSION

Los nimeros naturales son objeto inicial puesto que cumplen con la
caracteristica de ser la interseccion de todos los conjuntos inductivos.
Esto permite establecer los principios de induccion y recursion, el pri-
mero es un método de demostracion de propiedades mientras que el
segundo es un método que garantiza la buena definicion de las opera-
ciones entre los elementos de N. La induccién es el paso basico para el
desarrollo de la aritmética elemental.

Los nimeros reales son objetos finales puesto que cumplen con las ca-
racteristicas de una coalgebra final. Al ser un objeto final se establecen
los principios de coinduccién y de corecursién. El primero es un méto-
do de demostracién que emplea la observacion y el segundo permite
establecer que las operaciones entre listas infinitas estén bien definidas,
y el paso basico para el desarrollo del calculo elemental es el principio
coinductivo que se halla oculto en cada analisis matematico.

Los nimeros reales pueden ser tratados con el método coinductivo por-
que pertenece a las matematicas basadas en el andlisis y no a las ma-
tematicas inductivas, como es el caso de los nimeros naturales, los
cuales se pueden construir recursivamente mediante la operacion su-
cesor. Es por ello que consideramos de manera ingenua que existen
obstaculos de aprendizaje en los estudiantes a la hora de abordar con-
ceptos relacionados con los niimeros reales como los vistos en el calculo,
puesto que estos conceptos necesitan del analisis para ser desarrollados.
Como trabajo futuro se propone estudiar como el principio de coinduc-
cién se podria empezar a evidenciar en la educacion basica, media y
universitaria.

Este trabajo se inicié con los fundamentos que proporcionan los cur-
sos del programa de licenciatura de educacion bésica con énfasis en
matematicas como lo son Teoria de Conjuntos, Algebra Moderna, Es-
tructuralismo de las Matematicas del siglo XIX y XX y algunos otros
que hacen parte de la linea de historia. Sin embargo, a lo largo de esta
investigacion histérica se encontré que se puede partir no solo de ZFC
sino de las teorias axiomaticas consistentes que no incluyen el axioma
de fundamentacion, como lo es la teoria de hiperconjuntos de Peter
Aczel, que consiste en permitir la existencia de conjuntos que formen
cadenas de pertenencia con descenso infinito. Esta teoria dio inicio al
concepto de coalgebra y coinduccién que son duales a las dlgebras y la
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induccion. Esto implica que se puede partir de la teoria de Peter Aczel
y hacer un estudio tal vez mas detallado de este trabajo.

= Con los ejemplos de la series de Taylor y el Teorema Fundamental del
Calculo, se ha ilustrado la utilizacién coinductiva en el andlisis de R.
En consecuencia conocer y comprender el concepto de coinduccién es
importante para la formacion de los estudiantes, puesto que es fun-
damental para el estudio de los conceptos que involucran los ntimeros
reales y para desarrollar un pensamiento analitico.

= Se evidencia que existe una dualidad entre N y R, porque el primero
es un conjunto inductivo, mientras que el segundo es un conjunto coin-
ductivo. La inducciéon permite construir mientras que la coinduccion
permite deconstruir; la induccién se encuentra inmersa en la aritméti-
ca y de forma dual la coinduccién se encuentra inmersa en el analisis.
Ademas, se puede asociar la induccién con el método sintético, el cual
es un proceso de razonamiento que tiende a reconstruir un todo, a par-
tir de los elementos distinguidos. Por otro lado, la coinduccion se puede
asociar con el método analitico, pues que consiste en la deconstruccion
de un todo, descomponiéndolo en sus partes para observar las causas,
la naturaleza y los efectos.
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