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Resumen

Se pretende hacer una panoramica de los concep-
tos y estructuras geométricas y algebraicas que
fundamentan algunos de los procesos de represen-
tacion tridimensional de objetos. Asi mismo, se pre-
sentan breves consideraciones didacticas para el
desarrollo del pensamiento geométrico dentro del
ambito de la geometria dinamica, estudiando las re-
laciones entre los sistemas semidticos de represen-
tacion y las representaciones mentales, claves para
la construccion de conceptos geométricos. Final-
mente se describen algunos topicos particulares en
donde se evidencian los conceptos y estructuras
geométricas mencionadas.

Introduccion

En el ambito de la Geometria Dinamica, actual-
mente en pleno desarrollo, los problemas
geométricos adquieren una nueva dimension. El
papel mediador del computador implica la modifi-
cacion de contenidos, metodologia de aprendizaje
y de ensefianza y los enfoques de resolucion de
problemas. Al respecto en [4], L. Moreno concep-
taa "las herramientas computacionales modifican
la naturaleza de las exploraciones y la relacion de
dichas exploraciones con la sistematicidad del pen-
samiento matematico" y respecto a los problemas
que se pueden plantear manifiesta "la capacidad
computacional de las herramientas informaticas,
amplia el rango de los problemas que son suscepti-
bles de ser abordados por los estudiantes". Asi, al
emprender el aprendizaje de los distintos tipos de
geometria, se pueden trabajar ambientes de geo-
metria dinamica, para afrontar nuevos retos, adop-
tando enfoques de resolucion de problemas.

La exploracion en estos nuevos sistemas semioticos
de representacion se puede iniciar con el uso de
aplicaciones como Cabri, Sketchpad, Regla y Com-
pas y Cynderella, entre otros. La idea no es traba-
jar las representaciones como se hace usualmente

en dibujos con regla, compas, lapiz y papel, que
pueden ser utiles en una etapa previa. Los dibujos
en las aplicaciones de geometria dindmica, deno-
minados "dibujos dinamicos", tienen dos nuevas
componentes que los distinguen de sus anteceso-
res. El primero, el dominio de funcionamiento, al
cual hacen parte los algoritmos empleados en las
construcciones graficas a partir de primitivas de
dibujo, de relacion, de transformacion y de medi-
cion (que contiene la aplicacion) o de macro-cons-
trucciones hechas por el usuario a partir de éstas.
De hecho, en [4] se dice: "... Las macro-construc-
ciones se encuentran entre los principales recur-
sos estructurales de Cabri, ... Podemos decir que
una macro es una accion geométrica encapsulada,
reificada. Una accion geométrica cristalizada. Es
decir una macro es como un signo". El segundo
componente de un dibujo dinamico es el dominio
de variacion, que permite dejar como variables los
parametros empleados en la construccion, el cual
le proporciona la dindmica al dibujo y por ende una
nueva dimension.

Los Sistemas de Representacion

Los sistemas semioticos de representacion juegan
un papel clave para la comunicacion y la actividad
matematica. En [3] Duval manifiesta: "las trans-
formaciones matematicas no pueden efectuarse in-
dependientemente de un sistema semiotico de re-
presentacion. Y ésta funcion de transformacion solo
la pueden cumplir las representaciones semioticas
y no las representaciones mentales". A propdsito
de la relacion intrinseca entre representaciones
semiodticas y mentales, no pueden oponerse como
dominios diferenciados. Vigotski y Piaget coinci-
den: "El desarrollo de las operaciones mentales, se
efectila como una interiorizacion de las represen-
taciones semiodticas, de la misma manera que las
imagenes mentales son una interiorizacion de los
perceptos" [3].

La riqueza y diversificacion de estos sistemas
semioticos de representacion hacen que el trabajo
con la geometria dinamica sea importante como
soporte de las representaciones mentales y la cons-
truccion de conceptos geométricos.

Las aplicaciones de geometria dinamica, inicialmen-
te fueron concebidos para trabajar espacios en una
y dos dimensiones. Actualmente ya se dispone de
aplicaciones para trabajar el espacio tridimensional,
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adaptando las anteriores aplicaciones para dibujos
3D, o aplicaciones especiales como Cabri 3D y
Calques 3D. La experiencia que tenga el estudian-
te en los ambientes de geometria dinamica, poten-
cian la creatividad e imaginacion y propician un
manejo activo del plano y el espacio, desarrollan
las competencias para representar objetos y esti-
mulan el pensamiento geométrico.

Gréfica 1. Dibujo dindmico en Calques 3D

Gréfica 2. Variedades lineales

A continuacidn se describen algunos conceptos y
estructuras geométricas y algebraicas que subyacen
en los procesos de representacion de objetos 3D
en el ordenador. El proposito al evidenciar éstas
areas y tematicas, radica en el hecho de conside-
rar el paso intermedio en el aprendizaje y cons-
truccion de conceptos geométricos, mediado por
las nuevas herramientas de la informaticas y tam-
bién invitar a los docentes a experimentar y pro-
fundizar en dichos topicos para estimular el disefio
de estrategias para trabajar ambientes de Geome-
tria Dindmica que permitan al estudiante tener ex-
periencia suficiente en los sistemas semioticos de
representacion.

Conceptos y Estructuras

La modelacion de objetos en computador es una
de las tematicas de Computacion Grafica de ma-
yor desarrollo en las ultimas tres décadas. Los en-
foques y métodos descubiertos estin basados en
conceptos de distintos tipos de geometria. En ellos
subyacen conceptos elementales de geometria
euclidiana, geometria vectorial, geometria afin, geo-
metria proyectiva, geometria diferencial, geome-
trias no euclidianas, geometria computacional y

geometria fractal. A continuacion se describen al-
gunas estructuras algebraicas de conceptos
geométricos que son importantes para la manipu-
lacion de transformaciones en el plano y espacio
tridimensional.

La modelacion o modelizacion geométrica se en-
tiende como el proceso cientifico abstracto, por el
cual en el ambito de una determinada geometria se
elabora una teoria que conceptualmente puede re-
flejar la caracteristicas esenciales de un objeto o
fenomeno. Por ejemplo el espacio vectorial real
R *, "modeliza" el espacio fisico tridimensional. En
dicho proceso el modelo final solo representa su-
cintamente parte del objeto sometido a modelacion.
El proceso de modelacion se puede refinar de acuer-
do al grado de fidelidad con que se desee represen-
tar el objeto. En el caso del espacio tridimensional,
en un modelo pueden ser describibles las magnitu-
des, como altura anchura o profundidad. Si se desea
enriquecer el modelo, se pueden construir esque-
mas en los cuales se tenga en cuenta el color, la
textura, la radiosidad, las sombras, entre otras.

El escenario natural para representar objetos del
plano o espacio tridimensional es el espacio vectorial
real, dotado con la suma de vectores y el producto
de un escalar por un vector, denotado (R"+,).
La representacion de variedades lineales, como
puntos (vectores), rectas planos e hiperplanos,
usualmente se hace con las representaciones
paramétricas. Al manipular transformaciones ba-
sicas de los modelos, es necesario considerar las
transformaciones entre espacios vectoriales. Son
de especial interés las transformaciones lineales.
De manera general, el espacio vectorial de trans-
formaciones de E en F, como espacios vectoriales,
con la suma de transformaciones y el producto de
un escalar por una transformacion. Dicho espacio
vectorial se denota por (L(E, F),+,) ; sin=dim(E)
y m=dim(F), el espacio vectorial (L(E, F'),+,") es
isomorfo al espacio vectorial de matrices mxn, con
la suma de matrices y el producto de un escalar
por una matriz, (M, . ,+,’). De manera especifi-
ca, la coleccion de automorfismos en un espacio
vectorial (£,+,") con la composicion usual de trans-
formaciones, tiene estructura de grupo, llamado el
grupo lineal de E, denotado (GL(E),°) . Dicho gru-
po es isomorfo al grupo de matrices cuadradas con
el producto usual, denotado (M, ,*).

La coleccion de transformaciones afines regulares
con la composicion usual de transformaciones, tie-
ne estructura de grupo. Se denomina cominmente



grupo afin y se denota (GA(E). Las afinidades re-
gulares son usadas en métodos de segmentacion
para reconstruccion de superficies a partir de mo-
delos volumétricos. Dos grupos de métodos han
sido trabajados, "Marching Cubes" y "Octrees".

Los espacios euclideos, obtenidos al dotar a un es-
pacio vectorial de un producto interior, se constitu-
ye en el contexto para tratar con las propiedades
métricas de modelos representados. Es frecuente
encontrar algoritmos en donde la informacién ne-
cesaria va desde el calculo de normales, distan-
cias, angulos y sus medidas, hasta el calculo de
areas y volumenes. Y con la definicion de producto
vectorial, se trabajan de manera permanente los
problemas métricos entre variedades lineales, como
distancias y angulos entre ellas, relaciones de
ortogonalidad y paralelismo. Ademas, es comun el
problema de encontrar los lugares geométricos de
intersecciones entre variedades lineales, o entre una
variedad lineal con una figura plana 6 un solido.
Por ejemplo, se deben construir algoritmos para
encontrar de manera rapida y eficiente, la inter-
seccion (si existe) entre un rayo y un triangulo en
el espacio tridimensional.

Se consideran algunas transformaciones basicas
como las traslaciones, las simetrias, las homotecias
o cambios de escala y las rotaciones. Son bien co-
nocidas las estructuras, grupo abeliano de
traslaciones en un espacio vectorial E, denotado
(3,0), dotado de la composicion usual de funciones
que es isomorfo al grupo abeliano aditivo de
vectores. El grupo abeliano de homotecias ( H ,o0),
isomorfo al grupo abeliano multiplicativo de
escalares no nulos (K *7-). Adicionalmente los gru-
pos de simetrias y el grupo de rotaciones comple-
tan las estructuras basicas, para manipulacion ba-
sica de los modelos 2D y 3D.

Aplicaciones Graficas para
Visualizacion Tridimensional

Las aplicaciones graficas disponibles en el medio,
para modelacion 3D, generalmente usan algunas
librerias para graficos como OpenGL o paquetes
de librerias como Java 3D, en lenguajes de progra-
macion como Visual Basic, Visual C++ o Java. Para
el manejo de las transformaciones bidimensionales
y tridimensionales, se usan comunmente las coor-
denadas homogéneas, expresadas matricialmente,
como se ilustra en la siguiente grafica.

(anb)”

Gréfica 3. Representaciones gréficas
y operaciones en espacios euclideos.

Al abordar el estudio de la modelacion de objetos
3D, se iniciara con la descripcion sencilla de un
modelo tridimensional. Para representar un objeto
en computador, tal vez el mas sencillo, es el de ob-
tener las coordenadas cartesianas de ciertos pun-
tos del objeto real, tomados por un escaner. El re-
sultado es una coleccion finita de puntos, con in-
formacion opcional de color, direccion o normal y
textura. El término "nube de puntos" es usualmen-
te utilizado para la coleccion de puntos de la fron-
tera del objeto a modelar. Para representar la su-
perficie de frontera del objeto se usan mallas
poligonales, de manera particular mallas triangula-
res, como el modelo mas sencillo y practico.

ESTRUCTURAS DE DATOS

SEGMENTACION

I MEDIDA DE CURVATURA |

Malla

T

f
Fase 123

Vértice 1 X, 4 24
Vértice 2 x,y,2z, Fase324

Fase427

- Geometria: p € R3

- Atributos:
normales, colores, texturas, coords, ..

Grafica 5. Estructuras de datos para mallas.
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Algunos Topicos
en Modelacion 3D

Uno de los primeros problemas que surge en este
proceso de modelacion, es el de obtener una malla
triangular a partir de la "nube de puntos". Este pro-
blema no es elemental pues existen infinitas mallas
triangulares posibles. Para encontrar una malla que
represente adecuadamente un objeto, es necesario
hacer uso de conceptos elementales relativos a la
geometria euclidiana del plano y espacio
tridimensional para la triangulacion o
tetrahedralizacion de la nube de puntos obtenida.

Algunos conceptos elementales de geometria
euclidiana son empleados en algoritmos de
triangulacion de una coleccion finita de puntos. Los
algoritmos mas conocidos son el diagrama de
Voronoi y la triangulacion de Delanuay. Los puntos
notables de un triangulo son considerados, como
es el caso del baricentro.

Diagramas de Voronoi
y Triangulacion de Delanuay

Sea S un conjunto finito del espacio métrico (K", d).
La fase Voronoi para un punto esta y & § dada por
todos aquellos puntos del espacio que estan mas
cerca que a cualquier otro punto de S. Esto es
F.={y€R" /d(x,y) <d(y,s),¥Ys€S - {x}}. El conjun-
to F_ es siempre un conjunto no vacio, abierto y
convexo, ademads es equipotente a " . Este con-
cepto se puede generalizar a un subconjunto T de
S, conservando las mismas propiedades. El diagra-
ma de Voronoi de S, esta formado por las fases de
cada uno de sus puntos, es decir
Dv(S) = {F IxeS } . El diagrama de Voronoi se
puede generalizar considerando las fases de
subconjuntos de S. ParaT C §, se define
andlogamente el conjunto /', como el conjunto de
todos los puntos equidistantes a cualquier punto de
T, cuya distancia a cualquiera de los puntos de T
es menor que la distancia a cualquier otro punto de
S —T. Asi queda determinado el diagrama de
Voronoi de S, como la coleccion de fases de

subconjuntos de S. Estoes Dy(S) = { F,/TE S}.

Una triangulaciéon de Delanuay es aquella en la cual
ningun punto es interior al circuncentro de cual-
quier otro. Existe una sola triangulacién que cum-
ple dicho requerimiento. En la siguiente grafica se
muestra un ejemplo del algoritmo aplicado a una
coleccion de puntos y se visualiza la relacion exis-
tente entre el diagrama de Voronoi y la triangulacion

obtenida. Para hacer a triangulacion de una colec-
cion de la frontera de un objeto se establece una
funcion biyectiva entre subconjuntos del plano y el
espacio. Al hacer la triangulacion de los puntos del
plano queda determinada la triangulacion de los
puntos en el espacio. Existen diversas aplicaciones
para la triangulacion de un conjunto de puntos del
plano, como se muestra en la figura.

Gréfica 6. Diagramas de Voronoi y Triangulacion de Delanuay

Simplificacion de Mallas Triangulares

A partir de un modelo volumétrico es posible la re-
construccion de la superficie de frontera de un
modelo tridimensional. Dicha superficie se repre-
senta como una malla triangular, la cual es suscep-
tible de reduccion, teniendo en cuenta criterios de
preservacion de caracteristicas topoldgicas y
geométricas del objeto modelado. Varios enfoques
han sido introducidos en este campo, por ejemplo
un famoso método de simplificacion geométrica de
mallas es el propuesto por Hoppe, denominado
"Progressive Meshes", basado en operaciones re-
duccion de ejes. Un segundo método bien conoci-
do "Quadric Error Metric", lo proponen Garland y
Heckbert, en donde se optimiza una ecuacidon
cuadratica, producto del analisis de propiedades
métricas locales, para reduccion geométrica del
modelo. Para la reduccion topologica del modelo,
un conjunto de métodos es introducido por
Andujar[6], en el cual mediante las fases de
discretizacion, reconstruccion y reduccion, se sim-
plifica topologicamente el modelo, entendida como
el nimero de piezas disconexas del modelo.

Subdivision de Superficies

Se aborda ahora el problema de refinar una malla
triangular para obtener un modelo mas preciso del
objeto modelado. Los esquemas de subdivision y
refinamiento de mallas triangulares son usualmen-



te usados para tal fin. Entre los esquemas de sub-
division se puede mencionar "Loop Subdivision" y
los esquemas de subdivision de orden tres y cua-
tro, entre otros.

[/

1/
{\/
\

Gréfica 8. Esquema de subdivision de superficies

Conclusion

Son diversas las areas de la Computacion Grafica, en donde subyacen
las teorias Matematicas correspondientes a la Geometria, el Analisis
Matematico, el Algebra, la Topologia y el Analisis Numérico. Es nece-
sario incorporar los ambientes de la Geometria Dinamica para la re-
presentacion bidimensional y tridimensional, en los cursos de forma-
cion geométrica, como estrategia para trabajar con diversos sistemas
semidticos de representacion, en donde la experimentacion y
profundizacion en las areas aqui evidenciadas, con enfoques apropia-
dos para resolver problemas matematicos, sirvan para lograr las repre-
sentaciones mentales, base de la construccion de conceptos y el desa-
rrollo del pensamiento geométrico.

Grafica 9. Modelos obtenidos por esquemas de subdivision
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