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Zusammenfassung 
Es sei A ein vollstetiger linearer Operator eines Banachraums in sich. Es wird gezeigt, dab 

sich die Eigenschaft ,,es gibt eine Halbordnung mit totalem Ordnungskegel, beztiglich der 
A monoton ist "durch Aussagen allein tiber diejenigen Eigenwerte yon A, deren Betrag gleich 
dem Spektralradius ist, charakterisieren l~Bt..~hnliche .~quivalenzaussagen gelten fiir irreduzible 
und streng-monotone Operatoren. 

1. Einleitung 
Bekanntlich 1/iBt die Monotonie vollstetiger Operatoren A in einem Banach- 

raum X gewisse Riickschliisse auf die Eigenwerte maximalen Betrages zu. So 
gilt unter wenig einschr/inkenden Zusatzvoraussetzungen die Aussage 

21:  Der Spektralradius p =p(A) ist Eigenwert. p hat unter den Eigenwerten vom 
Betrage p die gri~flte Ordnung des Pols der Resolvente. 

(PERRON-FROBENIUS, KREIN-RUTMAN [6], SCHAEFER [7].) 

Ebenso weiB man, dab alle Eigenwerte einer stochastischen Matrix, die den 
Betrag 1 haben, nut lineare Elementarteiler besitzen. Weitere Aussagen dieser 
Art sind fiir irreduzible nichtnegative bzw. positive Matrizen (VAgGA [9], 
S. 30/31) und streng-monotone Operatoren (KREIN-RUTMAN [6], S. 267) m6glich 
(s. auch BOHL [13]). In jiingster Zeit wurde such mehrfach das inverse Problem 
behandelt, n/imlich aus Kenntnissen fiber das Spektrum, insbesondere das 
Randspektrum, auf Monotonie des Operators zu schliel3en. So zeigt VANDER- 
GRAFT [8], dab es fiir reelle Matrizen A mit der Eigenschaft 2 1 stets eine Halb- 
ordnung mit solidem Ordnungskegel gibt, in der A monoton ist. BAUER-DEUTSCH- 
STOER [1] und VANDERGRAFT [8] bewiesen, dab es fiir quasi-primitive Matrizen A 
stets einen Kegel K gibt, der yon A sogar in sein Inheres abgebildet wird. A ist 
dann also streng-monoton. 

In der vorliegenden Arbeit werden diese Zusammenh/inge systematisch 
untersucht. Dabei werden durchweg lineare Operatoren eines Banachraums X in 
sich betrachtet. Neben totalen und soliden Kegeln werden auch solche mit 
Ordnungseinheiten untersucht. 

Zun/ichst zeigen wit, dab sich das Ergebnis von VANDERGRAFT iibertragen 
1/iBt: Ein vollstetiger linearer Operator A mit p(A)>0 hat genau dann die 
Eigenschaft 21,  wenn es einen totalen Kegel K gibt mit A (K)c  K, wenn also A 
beziiglich einer gewissen Halbordnung monoton ist. Ebenso 1/iBt sich das Resultat 
yon BAUER-DEUTSCH-STOER verallgemeinern. Es sei 2 4  die folgende Eigenschaft: 

2 4 : p ( A ) > 0  ist einf acher Eig enwert. Fiir alle 2 ~ p , 2~a(A) gilt I;~l<p. 
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Fiir endlichdimensionales X fhllt ~ 4  mit der Eigenschaft ,,quasi-primitiv" [1] 
zusammen. Es gilt allgemein: A ist streng-monoton genau dann, wenn ~ 4  vor- 
lieU. Zwei weitere Eigenschaften, die jeweils st/irker als ~ 1, aber schwgcher 
als ~ 4  sind, werden ebenfalls betrachtet. 
~2 :  p(A) ist Eigenwert. Alle Eigenwerte vom Betrage p sind Pole der Resolvente 

der Ordnung 1. 

~3 :  p(A) ist einfacher Eigenwert. Alle Eigenwerte vom Betrage p sind Pole der 
Resolvente der Ordnung 1. 

Es stellt sich heraus, dab sich auch diese Eigenschaften durch geeignete 
Monotonie-Eigenschaften beschreiben lassen. So gilt: 

A hat genau dann die Eigenschaft ~2 ,  wenn es einen Kegel K gibt, so dab 
A(K) ~ K ist und ein Eigenvektor zu p(A) sogar Ordnungseinheit (bzw. im 
Kegelinneren) ist. A hat genau dann Eigenschaft ~3,  wenn es einen Kegel K 
gibt, beziiglich dessen A irreduzibel ist. 

Es sind jedesmal noch weitere Aquivalenzaussagen m6glich. 

In 2. werden die Definitionen und ben6tigten Hilfsmittel zusammengestellt. Die 
oben erw/ihnten Aussagen befinden sich im dritten Abschnitt. 

Eine Fragestellung, die bei der EinschlieBung von L6sungen yon Systemen 
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten J = A x  auftaucht, 
wird in 4. behandelt. Die Matrizen A, fiir die e ta fiir alle t>0  monoton sind 
(mit von t unabh/ingigem Ordnungskegel), werden hier durch Spektraleigenschaf- 
ten charakterisiert. Es werden vier Ergebnisse zitiert, die den ersten vier S/itzen 
in Abschnitt 3 entsprechen. 

Im letzten Abschnitt wird gezeigt, dab die Hauptergebnisse auf eine erheblich 
gr6Bere Operatorenklasse iibertragen werden k6nnen, auf die ,,quasi-vollstetigen" 
Operatoren. Dabei heil3t A quasi-vollstetig, wenn A = B +  V mit vollstetigem 
V und p(B)<p(A)  ist. Genau fiir diese Operatoren verh~ilt sich das Spektrum 
am Rande des Spektralkreises wie das Spektrum vollstetiger Transformationen. 

2. Definitionen, Hiifsmittel 

Es sei (2, II ll) ein reeller Banachraum, (X, II 11) seine Komplexifikation. Eine 
Menge K c X ,  K~:{0} heiBt Kegel, wenn ~f'l) ~KcK(V~>O) ,  K + K c K ,  ~f'2) 
K n - K = { 0 }  und , ~ 3 ) K = K  gilt. Die durch K erzeugte Halbordnung werde 
mit , , < "  bezeichnet: x < y c ~ y - x e K .  Es sei ~ = K - { 0 }  und K das Innere 
von K. 

K heiBt erzeugend, wenn X = K - K ,  und total wenn X = K - K  ist. K heiBt 
normal, wenn es ein ~>0 gibt, so dab aus xEK, y - - x E K  folgt Ilxll <~l ly l l .  Ein 
Kegel mit inneren Punkten heiBt solide, p ~ K  heiBt Ordnungseinheit, wenn es 
zu jedem x ~ X  eine Zahl k gibt, so dab - k p  < x < kp ist. Dann ist das Funktional 

(2.1) llxllp =inf{k: - k p< x< k p} 
o 

auf ganz X definiert. Ilxll p ist eine Norm, die genau fiir p E K stetig ist. Ist K normal, 
so ist auch Ilxll stetig beziiglich Ilxllp. Die beiden Normen sind genau dann 
~iquivalent, wenn K normal und p ~ K  ist. 
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Es sei [X] die Algebra der linearen stetigen Operatoren von X in X. Ist v 
eine Norm auf X, so bezeichnen wir mit v ebenfalls die zugeordnete Norm 
auf [X], d.h. 

v(A)=supv(Ax)/v(x), A~[X]. 
x * O  

Im Dualraum X* aller linearen stetigen Funktionale auf X mit der Norm 

I I~ l l /~=sup(~ ,x ) / l l x l l ,  x~S, ~ x *  
x * O  

sei fiir M = X die Menge M* gegeben durch 

M * = { q ~ X * :  (qh x)__>0 fiir alle x~M} .  

Ist K ein totaler Kegel, so ist K* ein Kegel in (X, I] IIo), der duale Kegel. q~K* 
heiBt strikt-positiv, wenn (q~, x )>  0 fiir alle x~J~ ist. 

Fiir A~[X] sei a(A) das Spektrum (wobei A mit seiner Fortsetzung ~e[X],  
die durch / ] ( x + i y ) = A x + i A y  gegeben ist, identifiziert wird), p = p ( A ) =  
sup {I ;t I :,~ E a (A)} der Spektralradius. 

Fiir 2ea(A)  ist der lndex die kleinste natiirliche Zahl s, fiir die gilt 

x~)~ ^ ( A -  2 I) "+ 1 x = 0  ~ ( A - 2 I ) S x = O  

(I=Identit~t). Ist 2 Pol von A, so ist der Index gleich der Ordnung des Pols der 
Resolvente (und damit endlich) ([2], S. 573). Um eine kurze Schreibweise zu 
haben, definieren wir 

[Index von 2, falls 2 Pol 
s(2)=~oo, falls 2~a(A),  2 kein Pol 

[0, sonst. 

Ein Eigenwert 2 heiBt einfach, wenn s(2) = 1 und dim (x~ X: ( A -  2 / ) x  = 0} = 1 
ist. Wir ben6tigen spiiter: 

Lemma 2.1.1st  AE[X] und e>0,  so existiert eine zu II I[ iiquivalente Norm v 
auf X, so daflfi~r die zugeordnete Norm v gilt: v (A)<p(A)+e ([5], S. 88). 

Lemma 2.2. 1st Ate[X], pt=p(A~), e i>0 ( i=1,  2) und A1A2=A2A1, so exi- 
stiert eine zu [I I1 iiquivalente Norm v auf X, so daft fiir die zugeordnete Norm v 
auf IX] gilt v(A~)<p(A~)+e~ ( i= 1, 2). 

Beweis. Ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit sei p~+e~ = 1. Nach Lemma 
2.1 existiert eine Norm # mit # (At )<  1. Wegen lim(#(A~)) 1/n =/9 (A2)< 1 existiert 

n - ~ o o  

eine natiirliche Zahl s mit #(A'2+1)<1. v (x )=~#(A '2x )  hat die verlangten 
Eigenschaften. , = o 

Lemma 2.3. Es sei A~[X], A vollstetig und p (A )= p<  l. Dann sind folgende 
Aussagen iiquivalent: 

(a) s(2) < 1 fiir alle 2 mit [ ~l = 1. 

(b) 3 eine zu [] 11 iiquivalente Norm v auf X mit v(A)< 1. 
(c) 3 eine Norm v auf X mit v(A)< 1. 

(d) 3 N > 0 ,  so daflfiir alle k =0, 1, ... llAkll < N ist. 
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Beweis. (a)--, (b): Es existiert (s. etwa [6], S. 280) die Darstellung 

(2.2) A--Ao + ~ ej zj (pj 
j = l  

mit p (Ao)< l ,  [ej[ =1, Az~=e~z i, A*qh=eiqh und (qh, zj)=6~j ( i , j = l  . . . . .  n). 

Dabei ist aueh n=0 ,  d.h. A = A  o nieht ausgesehlossen. Sei Po=I  - s zjq)j. Es 
j = l  

existiert naeh Lemma 2.1 eine Norm # mit p(Ao)_-< 1. v(x) =/~(Pox) + s []zi(~o j,x)][ 
hat dann die geforderten Eigensehaften. j= 1 

(b) --, (c) und (b) -~ (d) sind trivial. 
(c) ~ (a) und (d) ~ (a): Ist s (2)_-> 2 fiir ein [ 2 [ = 1, so existieren u, veX, u, v 4: 0, 

mit Av=2v,  Au=2u+v  und daher A'u=rA'-lv+2"u fiir r=l ,2 ,  .... Es folgt 
IlA'u[] >rllv[l-HuH bzw. v(u)>v(A'u)>rv(v)-v(u),  ein Widerspruch gegen (d) 
bzw. (c). 

Dieser Satz ist ffir X =  R" bekannt, s. etwa [4]. Ist K ein Kegel in X, A ~ [X] 
und A (K)~  K, so heiBt A monoton (bezfiglieh der von K erzeugten Halbordnung). 
Eine fundamentale Aussage fiber monotone Operatoren ist 

Satz2.1 (KREIN-RUTMAN-SCHAEFER*). Es sei K total, A~[X] vollstetig, 
monoton und p =p (A) > O. Dann gilt 
(a) p ist Eigenwert. 
(b) s(2)<s(p)fiir [2[ =p. 
(c) 3z~I~, (pEi~* mit Az=pz ,  A*q)=p~p. 

Ein monotoner Operator A heiBt streng-monoton, wenn es zu jedem xe/~  
ein n=n(x) gibt, so dab A"x Ordnungseinheit ist. Ein monotoner Operator A 
heiBt irreduzibel, wenn ffir ein 2 > p ( A )  und alle xs /~  gilt: A ( A I - A ) - a x  ist 
Ordnungseinheit. 

3. Monotonie und Randspektrum 

Satz 2.1 besagt, dab vollstetige lineare Operatoren A mit p (A)> 0, die einen 
totalen Kegel invariant lassen, ~ 1 erfiillen. Wir zeigen, dab auch die Umkehrung 
gilt. 

Satz 3.1. Ist AE[X], A vollstetig und p=p(A)>O, so sind folgende Aussagen 
gleiehbedeutend : 

o 

(1) 3 Kegel K, K 4: ~, A (K) c K. 
(2) 3 Kegel K, K total, A (K) c K. 

(3) ~ 1 ist erfi~llt. 

Beweis. (1) ~ (2) ist trivial. (2) ~ (3): s. Satz 2.1. 

(3)-~ (1): Wir fassen A als Operator von X in sich auf, identifizieren also A 
mit seiner Erweiterung X e [ g ] .  Sei p = l  und 81 =1, ~2, ..-, es die endlieh vielen 
Eigenwerte von A, die den Betrag 1 haben. Die {e~} sind Spektralmengen (ira 
Sinne von DUNFORD-ScHwARTZ), es existieren also (durch Linienintegrale 

* Siehe r  SCHAEFER [7], S. 265. 
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s 
definierte) zugeh6rige Projektoren P1 . . . . .  Ps und P o = I  - ~ Pi 
und 573). Mit A s =AP i =PiA und X s =Psff~ gilt i= 1 

A = A o + A I + . . . + A s ,  X = X o + . . . + X s ,  p (Ao)< l .  

([2], S. 568 

Ai l~il3t X~ invariant. Sei i>  1. Da d imXs=r  s endlich ist, besitzt A~ eine Matrix- 
darstellung, die bei geeigneter Basiswahl Jordansche Normalform hat, d.h. 

As = diag(J1, s . . . . .  Jk,, s) 

Jr, s=(Ss) oder Jr, i= 1 

Es gilt max dim J~, s =s  (5i) < s (p) =p. 

o 
O ~ 

1 0 ... +s s I .  

0 ... 1 

X iist  also als direkte Summe von Unterriiumen Nt,s (t = 1 . . . . .  ki) darstellbar, 
die beziiglich A invariant sind und in denen bei der Basis {r/j} die Abbildung A 
so beschrieben werden kann: 

(3.1) Aql----~r/1 , Ar/2 --~r/2-br/1 . . . . .  Ar/k=~qk+r/k_ 1 

(a=s i ,  k=dim(Nt ,  s)<=p). Wir nummefieren die Nt, s ( i= l  . . . . .  s; t = l  . . . . .  ks) 
$ 

durch, nennen sie nun Nx, ..., Nu ( u = ~  ks) und nehmen ohne Beschriinkung 
S=l  

der Allgemeinheit an, dab N 1 zum Eigenwert 1 geh6rt und dim(N1)=p ist. Die 
Basis r . . . . .  ~z in N 1 kann reell gewiihlt werden. Es gilt dann 

(3.2) A~I =~1, Ar162  . . . . .  A~p=~p+~n-1.  

Sei r >  2 fest, q =q,  = d i m ( N , ) ( < p )  und 

{ " , 
K , =  (x,y):  x =  ~ (~jq-iTj)~jEN1, y= 2 yjr /y6N, ,  

j = l  j = l  

IYYl<flJ 'J=l . . . . .  P' lYJ I<PJ 'J=I  . . . . .  q l"  

Aus (3.1) und (3.2) folgt leicht, dab A ( K , ) c K ,  ist. Wegen p (Ao)< l  existiert 
eine Norm v mit V(Ao)< I. Wir setzen nun (mit Xo =No) 

K= xeX'- X=Xo-~-...dt-Xu, xseNi, X I =  Z (pj-t-i~j)~j, 
j = l  

(x l, x , ) ~ K , ,  r = 2  . . . . .  u, V(Xo)<flll.  

o 
Es folgt leicht, dab A ( K ) c K ,  dab K ein Kegel und K # 0  ist. Es ist niimlich 

o 
~ = ~ j ~ K .  K = K  c~ X erfiillt die in (1) geforderten Bedingungen. Q.e.d. 
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Nun wenden wir uns der Eigenschaft ~ 2 zu: 

2: p (A) ist Eigenwert, s(2) < 1 fi~r I ;t I = P (A), 
die wir folgendermaBen charakterisieren k6nnen. 

Satz 3.2. Ist X ein Banachraum, AE[X], A vollstetig und p=p(A) ,  so sind 
iiquivalent : 

(1) 3 Kegel K, [(4=0 und A (K)  ~ K. 3z~K,  q ~ K *  strikt-positiv und eine Zahl It 
mit Az=I t z ,  A* ~p =Ittp. 

(2) 3 Kegel K mit A ( K) c K, eine Ordnungseinheit z und eine Zahl It mit A z = It z. 

(3) p ist Eigenwert. 3 Norm v auf X mit v(A) =p. 

(4) ~ 2 ist erfi~llt. 

(5) p ist Eigenwert. ~ eine zu II II aquivalente Norm v auf X mit v(A) =p. 

Beweis. (1)--+(2) ist trivial. (2 )~(3) :  Wiihle v(x)=llxllz (2.1). Wegen 
p (.4) __< 11.4 II ~ = II A z II z = It und I It I < P (.4) folgt die Behauptung sofort. 

Nun sei zun~chst p(A)>0,  und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit p = 1. 
Dann folgt (3)~--~(4)~--,(5) aus Lemma 2.3. 

(4) ~ (1 ) :  Sei z4=O, tp4=O, ̀ 4z=z,  A*tp =tp, (tp, z )=  1. Setze 

K ~ = ( x ~ X :  ~ ( ( t - z e ) x ) _ _ _ _ ~ ( ~ , x ) ) ,  ~ > 0 .  

Man priift die in (1) geforderten Eigenschaften leicht nach. 
Ist p =0, so sind alle Aussagen mit 

(6) A = 0  

iiquivalent. (6)~(1) ,  (3)~--~(6) und (5)*-~(6) sind trivial. (4)~--~(6) ersieht man 
etwa aus [2], S. 573, Satz 18. Q.e.d. 

Eine leichte Folgerung ist 

Corollar. Bei einer stochastischen Matrix haben die Eigenwerte vom Betrage 1 
nur lineare Elementarteiler ([3], S. 102). 

Nun wollen wir die Eigenschaften 

~ 3 : p ( A ) > 0  ist einfacher Eigenwert, s(A)< l fiir 121 =p(A)  
und 

~ 4 : p ( A ) > 0  ist ein.facher Eigenwert. s(A)=O fi~r 24=p, 121 = p  
charakterisieren. 

Satz3.3.  Es sei A e [ X ] , d i m X > 2 ,  A vollstetig und p=p(A) .  Dann sind 
f olgende Aussagen tiquivalent : 

O 

(1) 3 Kegel K mit K 4= ~, so daft A irreduzibel beziiglich K ist. 

(2) 3 Kegel K, so daft A irreduzibel bezi~glich K ist. 

(3) 3 Kegel K, so daft A (K)  c K ist. 30rdnungseinheit z, A z = p z .  p ist einfacher 
Eigenwert. 

(4) ~ 3  ist erfi~llt. 
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Satz 3.4. Es sei At[X],  A vollstetig und p=p(A). Dann sind tiquivalent: 
(1) 3 Kegel K, so daft [( 4= 0 und A (I~) c [( ist. 
(2) 3 Kegel K, so daft Ax  Ordnungseinheit fiir alle x~I~ ist. 
(3) 3 Kegel K, so daft A streng-monoton bezi~glich K ist. 
(4) ~ 4 ist erfiillt. 

Aus technischen Griinden beginnen wir mit dem 

Beweis volt Satz 3.4. (1)-" (2) ist trivial. (2) - ' (3) :  Setze n(x)= 1. 
(3) - ' (4):  Hierfiir ben6tigen wir eine Verschiirfung yon Satz 6.3 in [6], S. 267. 

Der angegebene Satz beinhaltet (3)-,(4) unter der stiirkeren Voraussetzung 
O 

K4= 0. Es sind jedoch am dortigen Beweise nur geringe Modifikationen n6tig, 
um ihn auch ohne diese Bedingung durchzufiihren. 

(4)- ' (1):  Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei p = 1. A hat die Dar- 
stellung (2.2), die in diesem Falle so aussieht: 

A=Ao+zq~, p(Ao)< 1, A z = z ,  A* tp=(p, (~p, z)=l.  

Es gibt nach Lemma 2.1 eine zu f[ [I [iquivalente Norm v mit v(Ao)<l .  Setze 
wie in Satz 3.2 

o 

K~ besteht aus den Elementen x, fiir die die strikte Ungleichung gilt. Man rechnet 
leicht nach, dab A (/~) c / ( ~  ist. Q.e.d. 

Beweisvon Satz 3.3. (1)-'(2) ist trivial. (2)- ' (3):  Nach Definition i s t  
A(K)=K.  Satz 3.4, (3)-'(4), und Satz 2.1 auf A ( 2 I - A )  -1 angewendet zeigen 
die Existenz von k > 0  und einer Ordnungseinheit z mit A ( 2 I - A ) - l z = k z ,  
oder Az=2k (k+ l ) - l z .  Da k einfacher Eigenwert von A ( 2 I - A )  -1 ist, ist 
auch p = 2k (k + 1)-1 einfacher Eigenwert von A. 

(3)- ' (4):  Siehe Satz 3.2, (2)- '(4). p = 0  hat A = 0  zur Folge. Wegen d i m X > 2  
ist das ein Widerspruch zur Einfachheit von p. Also ist p > 0. 

(4)- ' (1):  Es sei p = 1 und 2>  1 fest. p(A(2I -A)  -1)--(2-1) -1 ist ebenfalls 
einfacher Eigenwert. Die gemeinsamen Eigenvektoren zu A und A ( 2 I - A )  -1 
bzw. A* und A*(2I -A*)  -1 seien mit z und ~p bezeichnet und auf (rp, z ) = l  
normiert. Es gebe eine zu [[ [] iiquivalente Norm # auf X mit # (A)<I  und 
# ( ( 2 - 1 ) A ( 2 I - A )  -1 -z~p)< 1. Man rechnet sofort nach, dab mit 

K=K~={x~X:  i~((l-zq~)x)<_o~(tp, x)} ~>0 

A(K) c K und A(2I-A)-I( t~)  ~ I( ist, d.h. dab A irreduzibel beziiglich K ist. 

Ein solches # kann folgendermaBen konstruiert werden: Es gilt die Zerlegung (2.2) 

A=zq~+ ~ 8izi(pi+Ao, ]ei]=l, e~4= 1, p(Ao)< 1 
1=2 

sowie 
r 

( 2 - 1 ) A ( 2 I - A ) - l = z q  ~+ E 2--1 e,z,q~,+(2_l)Ao(2i_Ao)_t. 
i = 2  A--~i  
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B o = ( 2 - 1 ) A o ( 2 I - A o ) -  1 ist mit Ao vertauschbar. Da auBerdem p(Ao)< 1 sowie 
p (Bo) < 1 gilt, existiert nach Lemma 2.2 eine zu il II ~iquivalente Norm v auf X mit 
v(Ao)< 1, v(Bo)< 1. Mit den Projektionen P1 =zip, P~=z~tpi (i=2, ..., r), Po = 

r 

I -  ~ P~ setzen wir 
i = 1  

/~(x)=v(Pox)+ ~. IIP~xll �9 
i = 1  

# hat die geforderten Eigenschaften. 
Zu den hier benutzten Begriffen ,,Ordnungseinheit" und ,,irreduzibel" sollen 

noch zwei Anmerkungen gemacht werden. 

Bemerkung 1. Bekanntlich sind in einem Banachraum ([7], S. 232, Corollary 
2.2) bei einem normalen Kegel alle Ordnungseinheiten innere Punkte. Da jedoch 
in den S/itzen 3 .1 -  3.4 nirgends K als normal vorausgesetzt wird, ist die ,~qui- 
valenz von Aussagen fiber Kegel mit inneren Punkten und entsprechenden 
Aussagen fiber Kegel mit Ordnungseinheiten keine unmittelbare Folge des obigen 
Ergebnisses. 

Bemerkung 2. Die hier verwendete Definition yon ,,irreduzibel" stimmt fiir 
/~ 4= f} (oder ffir K normal) mit der von SCHAEFER ([7], S. 269) gegebenen fiberein, 
ist i.allg, jedoch starker. Wit fiihren eine Charakterisierung dieses Begriffes an, 
die im Gegensatz zu einem Ergebnis von Schaefer keine Verbandsstruktur in X 
voraussetzt. Ffir X = R  ~ findet sich eine analoge Aussage in [8]. Fiir y~K sei Ly 
der vom ,,Intervall" (x: O<x<y) erzeugte abgeschlossene lineare Teilraum. 
Dann gilt: 

o 

Satz 3.5 (ohne Beweis). Sei K 4=O. Dann ist A irreduzibel genau dann, wenn 
A monoton ist und aus A(Ly) ~ Ly folgt: Ly = X  oder Ly ={0). 

4. Monotonie  von e t A 

In diesem Abschnitt sei X=  R n und A eine reelle n • n-Matrix. Die Monotonic 
von e t a ffir alle t >-0 k6nnen wir so interpretieren: Sei x o > 0 und x(t) die L6sung 
der Anfangswertaufgabe ;c=Ax, x(O)=xo. Dann gilt ffir alle t>0:  x( t )=  
etAxo > O. Die Batmkurve verl~iuft also ganz im positiven Kegel. 

Ist e tA monoton, so ergeben sich aus den S~tzen des vorigen Abschnitts 
sofort notwendige Bedingungen fiir die Eigenwerte von A. Es l~Bt sich jedoch 
auch zeigen, dab diese hirtreichend sind. Im einzelnen erhalten wit vier den 
S~itzen 3 .1 -  3.4 entsprechende ,~quivalenzaussagen. 

Es sei ~ =~(A) =max{Re(#): #~tr(A)}, ([9], S. 258). 

Satz 4.1. Folgende Aussagen sind ?iquivalent : 
(1) ~(A) ist Eigenwert und s(lt)<s(~) fi~r R e ~ ) = ~ .  
(2) 3 solider Kegel K mit eta(K) ~ K flit alle t>O. 

Satz 4.2. Folgende Aussagen sind iiquivalent : 
(1) ~(A) ist Eigenwert und s(#)< 1 fi~r Re(/~) =~. 
(2) 3 solider Kegel K mit e ta (K)=  K fi~r alle t>O. Es existiert Eigenvektor zu 

p(e tA) in K. 
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Satz 4.3. Folgende Aussagen sind iiquivalent : 

(1) ~ (.4) ist einfacher Eigenwert und s(l*)< 1 fi~r Re (#)= r 

(2) 3 solider Kegel K, so daft e t a fi~r alle t > 0 irreduzibel beziiglich K ist. 

Satz 4.4. Folgende Aussagen sind iiquivalent : 

(1) ~(A) ist einfacher Eigenwert. Alle i~brigen Eigenwerte yon A haben einen 
kleineren Realteil. 

(2) 3 solider Kegel K, so daft eta(/~) c I(  fi~r alle t > 0  ist. 

Die Beweise sollen hier nur kurz angedeutet werden. Die Richtung (2 )~  (1) 
ist mit Hilfe der jeweiligen S~tze 3.1 - 3.4 einfach zu beweisen. Fiir die Umkehrung 
ergeben diese S~itze zuniichst nur die Existenz von Kegeln K(t) mit den zusiitz- 
lichen Eigenschaften. Es ist nun m6glich zu zeigen, dab K(t) unabhiingig von t 
gewgthlt werden kann. Dabei wird z.B. folgender Hilfssatz verwendet: 

Lemma 4.1 (ohne Beweis). Ist 2>~(A), so existiert eine Norm v auf X, so 
daft v(eta)<eXt fi~r alle t > 0  ist. 

Satz 4.4, (1)~(2),  gestattet auch einen schnelleren Beweis. Nach Satz 3.4 
existiert ~ > 0  und ein Kegel K mit ( A + ~ I ) ( I ~ ) c  [(. Daher ist auch eta(/~)= 
e -~'  et(a+~z)(R) c / ~  fiir t>O. 

5. Erweiterungen 

Die folgende Eigenschaft .~ hat sich vorne als wichtig fiir unsere Betrachtungen 
erwiesen. Bis auf p (A)> 0 ist sic fiir vollstetige Operatoren stets erfiillt. 

.~: p(A)>0. Fiir 2ca(A), 121 =p(A) gilt: 2 ist Pol von A; ist Pz der zugehSrige 
Projektor, so ist P~X endlichdimensional; die Dimension der Nullriiume yon 
A - 2 I  und A* - 2 1  sind gleich und endlich; ( / 1 - 2 I ) x = y  hat genau dann eine 
LSsung x, wenn aus (t1" -2I)~p =O f olgt : (tp, y) =0. 
Wir nennen Ae[X] quasi-vollstetig, wenn es eine Zerlegung A = B +  V gibt, 

so dab V vollstetig und p ( B ) < p ( A )  ist (z.B. A = 2 1 +  V, p(A)>2). 

Satz 5.1. Ae [X] erfi~llt .~ genau dann, wenn A quasi-vollstetig ist. 

Beweis. A erfiille .~. Sind el, . . . , e ,  die endlich vielen Eigenwerte mit 
levi =p,  Pi die zugeh6rigen Projektoren, so ist V = ~ P ~ A  endlichdimensional, also 
vollstetig, und p (A - V) < p (A). A ist also quasi-vollstetig. Sei A quasi-vollstetig. 
Fiir 121>p(B) gilt die Zerlegung 2 I - A = ( A I - B ) - V  mit stetig invertierbarem 
2 I - B .  Fiir einen solchen Operator gilt die ,,Fredholmsche Alternative" (s. etwa 
[11], S. 426, Satz 1). Die beiden letzten Aussagen von .~ sind also erfiillt. Ist 2 
mit 121>p(B) kein Eigenwert von A, so ist wegen ( 2 I - A ) - l = ( 2 1 - B ) - 1 ( I  - 
V ( 2 I - - B ) - I )  -1 1 kein Eigenwert des vollstetigen Operators V ( A I - B )  -1. 
( I - V ( 2 I - B ) - i ) - 1  und damit ( 2 I - A ) - 1  sind also beschriinkt. 

Anders gewendet: Ist 2ea(A) ,  12[>p(B), so ist 2 Eigenwert von A und 
l e a ( V ( A I - B ) - ~ ) .  Satz 1.9 in [12], S. 370 zeigt, dab 2 isoliert ist. P~X ist nach 
einem Resultat von GOHBERG-KREIN ([10], S. 202, Satz 3.2), auf AP~ und 
P~ X angewendet, endlichdimensional. 2 ist also Pol. Q.e.d. 

Die Aussagen von Satz 2.1 bleiben auch fiir quasi-vollstetige Operatoren 
erhalten. 
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Satz 5.2. Es sei X ein reeller Banachraum, Ae[X] quasi-vollstetig, p =p(A), 
K c X ein totaler Kegel und A(K)  ~ K. Dann gilt: 

(a) p ist Eigenwert. 

(b) s(A) <=s(p) fi~r 141 = p .  

(c) 3 zEK,, ~p~l~ * mit A z = p z ,  A* cp =p~p. 

Beweis. (a) und  (b) folgen unmi t t e lba r  aus e inem Ergebnis  von SCHAEFER 
([7], S. 264). 

U m  (e) zu zeigen, k6nnen  wir  w6rt l ich  den ersten Teil des Beweises von 
Satz 6.1 in [6], S. 262 i ibernehmen.  D o r t  wird  die Existenz von z und  q~ unter  
der  Bedingung (a) hergeleitet .  Es gehen nur  die in Q zusammengefaBten  Eigen- 
sehaften ein. Q.e.d.  

M a n  pri i f t  nun unmi t t e lba r  nach,  d a b  L e m m a  2.3 und  die  S[itze 3. I - 3 . 4  auch 
un te r  der  Vorausse tzung gelten, dab  A quasi-vol ls te t ig  ist. Die  neuen Ergebnisse  
stellen i. allg. a l lerdings nur  fiir p ( A ) >  0 Vera l lgemeinerungen dar.  

Die Arbeit ist eine Zusammenfassung des Hauptteils der Habilitationsschrift des Verfassers. 
Herrn Professor Dr. Dr. h. c. L. COLLATZ und Herrn Prof. Dr. R. ANSOR~E bin ich zu beson- 
derem Dank verpflichtet. Ein Teil der Arbeit entstand wSJarend eines Aufenthalts beim National 
Research Institute for Mathematical Sciences, Pretoria, South Africa. 
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