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In der Theorie der kommutativen Banachschen Algebren versteht man unter einer 
Synthese-Menge (oder auch einer Wienerschen Menge) eine Teilmenge X des 
Strukturraumes einer Banachschen Algebra d mit der Eigenschaft, dab es zu 
nur ein abgeschlossenes (zweiseitiges) Ideal I in d ,  n/imlich den Kern k(.~Y), gibt, 
dessen Hfille gerade f i s t .  Insbesondere for L~-Faltungsalgebren lokalkompakter 
abelscher Gruppen ist die Frage ausgiebig, wenn auch keineswegs ersch6pfend, 
untersucht worden, wleche Teilmengen Synthese-Mengen ist. AUgemeiner kann 
man versuchen, zu gegebenem ~ s/imtliche abgeschlossenen zweiseitigen Ideale I 
mit Hfilte Y zu bestimmen. In dieser Allgemeinheit erscheint eine befriedigende 
Antwort einigermaBen aussichtslos. Doch ffir manche Zwecke ist es sehr hilfreich, 
wenigstens das folgende qualitative Resultat zur Verffigung zu haben: Es gibt eine 
nur yon Y abh/ingige natfirliche Zahl mmit (k(~)/I)m= 0 ffir jedes I mit Hiille ~. 
Im F a l l e d  = LI(]R ") hat Mfiller, [25], ein solches Ergebnis ffir weite Klassen von 
Untermannigfaltigkeiten f von P," erhalten. 

Die obigen Begriffsbildungen und Fragestellungen lassen sich ohne Mfihe auf 
zweiseitige abgeschlossene Ideale in nicht-kommutativen Banachschen Algebren 
.~r (insbesondere L1-Faltungsalgebren nicht-kommutativer lokalkompakter 
Gruppen) fibertragen, wenn man sich einigt, was man hier unter dem Struktur- 
raum verstehen will. Der n/ichstliegende Kandidat ist der Raum Priv(~4) aller 
primitiven Ideale, d.h. der Annullatoren algebraisch irreduzibler Darstellungen 
von d .  Als ein anderer Kandidat bietet sich im Falle involutiver Banachscher 
Algebren, also beispielsweise LI-Algebren, der Raum Priv.(d)  aller Kerne 
involutiver irreduzibler Darstellungen yon d in Hilbertschen R/lumen an, und 
zwar weniger aus Analogie-Betrachtungen als aus den pragmatischen Erw/igun- 
gen, dab fiber diesen Raum viel mehr Information zur Verffigung steht und dab es 
vielleicht nfitzlicher ist, L~-Funktionen dutch Matrix-Koeffizienten unitiirer 
Darstellungen approximieren zu k6nnen als durch Koeffizienten yon weniger 
leicht handhabbaren Darstellungen (auf den ,,Approximations-Aspekt" der 
Synthese-Eigenschaft m6chte ich nicht n/iher eingehen, da dieser im folgenden 
keine Rolle spielt). Im Falle von L 1-Algebren nilpotenter Liescher Gruppen N (und 
nur ffir diese werden hier Ergebnisse vorgelegt) gibt es zum Glfick eine solche 
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Alternative gar nicht, da dann Priv(Ll(N)) mit Priv,(Ll(N)) und auch mit dem 
Raum der maximalen Ideale in LI(N) fibereinstimmt, siehe [26]. 

Ich m6chte nun bekennen, dab ich den Titel dieses Artikels aus einem recht 
oberfl~ichlichen Grunde gew~ihlt habe, n/imlich um den Leser mit ihm vertrauten 
Begriffen anzusprechen. Rechtfertigen kann ich den Titel damit, dab die hier 
erhaltenen Ergebnisse in der Tat Konsequenzen fiir das Synthese-Problem haben 
(siehe Abschn. 4, Satz 7). Meine urspr/ingliche Motivation war und meine Sicht des 
Problems ist hingegen eine andere, und von daher hfitte ich besser den Titel 
,,Infinitesimal bestimmte Ideale in L~-Algebren nilpotenter Liescher Gruppen" 
genommen. Mir geht es eigentlich darum, die inzwischen gut ausgebaute 
Idealtheorie in universellen Einhi.illenden Liescher Algebren f/ir die Darstellungs- 
theorie Liescher Gruppen zu nutzen. So weiB man beispielsweise, siehe [ 10], dab 
f/Jr irgendeine stark stetige, vollst~indig topologisch irreduzible Darstellung n einer 
zusammenh~ingenden Lieschen Gruppe G in einem Banachschen Raum E der 
Annullator q von E~o, dem Raum der unendlich oft differenzierbaren Vektoren in 
E, in q/g - ~#g bezeichnet, wie stets in diesem Artikel, die komplexe universelle 
Einhfillende der reellen Lieschen Algebra g (von G) - ein primitives Ideal ist. Ist 
weiter N ein zusammenh~ingender (nilpotenter) Normalteiler in G mit Liescher 
Algebra rt, so ist p: = qc~//n ein Primideal in ~gn, dessen H/ille im Raum Priv 'J/Zlt 
der primitiven Ideale von ok'rt der (Jacobson-) Abschlul3 einer F-Bahn ist, wobei mit 
Fder  komplexe Zariski-AbschluB der adjungierten Gruppe von G bezeichnet ist. 
Dann wird E von p * ~(N) annulliert; dabei ist ~(N) der Raum der Testfunktio- 
nen auf N, und ~(N), ist, in wohlbekannter Manier, siehe unten, ein ~/r 
Nehmen wit nun der Einfachheit halber fiir diese Diskussion an, dab z 
gleichmfil3ig beschr/inkt (auf N) ist (im allgemeinen Fall hat man zusfitzlich ein 
Gewicht aufN einzuffihren). Dann wird E auch yon dem Abschlul3 von p * ~(N) in 
LI(N) annulliert, und man interessiert sich f~r dieses annullierende Ideal. Genauer 
gesagt, man m6chte beweisen, dab dieses Ideal so grof~ als eben m6glich ist: Man 
kann nfimlich PrivLt(N)= Priv, L~(N) in Priv~ einbetten, siehe [1 l ], und daher 
den Durchschnitt Yf=h(p)c~Priv(L~(N)) bilden, und man hfitte gerne, dal3 der 
Abschluf3 yon p * ~(N) in LI(N) gleich dem Kern yon/~" in LI(N) ist. 

Diese Fragestellung lfil3t sich allgemeiner formulieren, und man kommt zu 
dem Begriff des ,,infinitesimal bestimmten Ideals". Ist nfimlich G irgendeine 
zusammenh~ingende Liesche Gruppe und ! ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal 
in L ~ (G)-oder in einer Beurlingschen Algebra auf G-, so kann man dem Ideal I ein 
zweiseitiges Ideal P=Pt  in qg9 assoziieren durch die Setzung p={uE~/Zg; 
u * @(G)c I} oder, da ~(G) approximierende Einsen ffir L~(G) enthfilt, 

p = {u ~ q/g; ~(G) * u * ~(G) = I) = {u ~ Y/g; ~(G) * u c I}. 

Und man kann sich fragen, ob I mit dem Abschlul3 (der linearen H/ille) von 
p * @(G) iibereinstimmt, also aus p zuriickgewonnen werden kann. In diesem Falle 
wollen wir das Ideal I infinitesimal bestimmt nennen. Ich m6chte die Gelegenheit 
nutzen, um ffir dieses Problem etwas Reklame zu machen, auch wenn ich derzeit 
nur unter sehr einschrfinkenden Bedingungen, siehe Satz 6, eine positive L6sung 
vorweisen kann. Nebenbei bemerkt, es scheint mir, dab selbst im Falle G = R" und 
I = k(Y') mit einer abgeschlossenen Menge Y" in G - ~," das obige Problem in dieser 
Formulierung bisher nicht systematisch behandelt wurde. In diesem Falle l~iuft 
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durch Dualisieren die obige Dichtigkeits-Aussage darauf hinaus, dab man die 
beschriinkten L6sungen eines gewissen Systems homogener partieUer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten durch Linearkombinationen yon 
Charakteren in of schwach approximieren kann. Man hat hingegen sehr wohl das 
Problem behandelt, betiebige L6sungen durch sogenannte Exponentialpolynome, 
in die dann auch unbeschr/inkte Charaktere eingehen, zu approximieren, siehe 
etwa [29, 30, 23] und [12]. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen m6chte ich nun den Inhalt dieses 
Artikets etwas detaillierter vorstellen. Ab jetzt sei mit N stets eine einfachzusam- 
menhfingende, zusammenh/ingende nilpotente Liesche Gruppe N mit Liescher 
Algebra n bezeichnet. Die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs ist fiir 
alle folgenden Ergebnisse unerheblich; bei gewissen Konstruktionen erweist sie 
sich gelegentlich ats nfitzlich. Fiir solche Gruppen kann man neben ~(N) auch den 
Raum 5g(N) der Schwartzschen Funktionen bilden, .~(N) besteht aus allen 
Funktionen f : N--*(12 mit der Eigenschaft, dab f o exp eine Schwartzsche Funktion 
auf dem Vektorraum nist.  Da die Gruppenoperationen in den (hier globalen) 
Koordinaten erster Art durch Polynome gegeben sind, ist 5~(N) eine Faltungsal- 
gebra, in der Tat eine topologische Algebra, siehe auch [14]. Weiter operiert ~ n  
yon links und von rechts auf allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf 

N, wobei ffir X e n  die Wirkung durch (X*. / ) (y)= "',~],=of(exp(-tX)y) bzw. 

( f  * X) (y) = a; f(.~ exp ( -  tx))  gegeben ist, und 5~'(N) ist invariant unter dieser 
t = O  

Wirkung, also ein q/n-Bimodul. Oben hatten wirjedem zweiseitigen abgeschlosse- 
hen Ideal I in L~(N) mittets der Testfunktionen ein Ideal I0 =Pt  in ~ n  zugeordnet. 
Zur Definition von la kann man ebenso gut die Schwartzschen Funktionen 
verwenden; denn mit Hilfe yon approximierenden Einsen in ~(N) sieht man leicht, 
dab 

p =  {u ~ ~ u * ~ (N)  C I} = {u ~ 'J~n; 5P(N) * uC__I} 
= {u e oa, n; Y~(N) * u �9 ~5~(N) __c I}. 

Aus demsetben Grunde stimmt auch der Abschlug (p * ~(N))  - des yon t0 * ~(N)  
erzeugten Ideals mit (p * off'(N))-, mit (@(N) * p* 9 ( N ) ) -  und mit 
(~9~ * p * 5"(N))-  iiberein. Der Vorteil der Schwartzschen Funktionen liegt 
darin, dab 5;')(n) unter der Fouriertransformation auf 5P(n *) fibergeht, der Vorteil 
der Testfunktionen darin, dab man sich durch die Faltung yon p mit @(N) 
Funktionen mit kompaktem Tr/iger in I verschaffen kann. Sei nun spezielt I der 
Kern einer abgeschlossenen Menge f in Priv (LI(N)) = Priv,(L1(N)), abgeschlos- 
sen bezfiglich der Jacobson-Topologie, die laut [1] unter der Identifikation yon 
Priv,(D(N)) mit Priv,(C*(N)) mit der Jacobson-Topologie auf Priv,(C*(N)), 
also mit der Topologie auf dem unit/iren Dual N~ fibereinstimmt. Dann kann man 
P = Pz leicht ,,ausrechnen", p ist n/imlich nichts anderes als der Kern von ~,  
aufgefagt als Teil yon Privq/n, also auch der Kern von ~ ,  wobei der Abschlug o~ in 
der Jacobson-Topologie yon Privq/n zu bilden ist. Folglich ist das abgeschlossene 
Ideal ( p ,  @(N))- von LI(N)jedenfalls in k(fc~Priv(Ll(N)) enthalten. Far die 
gewfinschte Gleichung (p*  ~ ( N ) ) - = l = k ( f )  ist also notwendig, dab f = f  
c~Priv(L ~ (N)) ist. Interpretiert man f i m  Kirillowschen Bild als eine N-invariante 
Teitmenge yon n*, so mug f notwendigerweise eine algebraische Menge sein. 
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Die Ergebnisse dieses Artikels beziehen sich ausschliel31ich auf den Fall, dab 
Y" eine Bahn unter einer Automorphismengruppe G von N ist, wobei noch 
vorausgesetzt wird, dab G ein semidirektes Produkt aus einer kompakten 
abelschen Lieschen Gruppe T (die nicht zusammenhfingend zu sein braucht) und 
einer (auf n) unipotent wirkenden, zusammenh/ingenden nilpotenten Lieschen 
Gruppe M ist. Im Sinne der obigen notwendigen Bedingung wird im Abschn. 1 ein 
(etwas allgemeinerer) Bahnensatz bewiesen, welcher zeigt, dab ffir Bahnen ~ unter 
solchen Gruppen die Gleichung Y" =5~Priv(Ll(N)) allemal richtig ist. Danach 
behandeln wir erst einmal den Fall eines trivialen M und erhalten Ergebnisse, die 
auch von unabh/ingigem Interesse sind. So wird im Abschn. 2 die topologische 
Algebra 5P(N)/SP(N)~k(Yf) bestimmt. Fiir einen einzelnen Punkt X = {f2} wurde 
dies bereits yon Howe getan, [14], und der hier gegebene Beweis verwendet viete 
seiner Methoden. Im Abschn. 3 wird gezeigt, dab p * 5~(N) total in k(~)c%P(N) ist. 
Auch dieser Satz ist ffir einzelne Punkte bereits bekannt, er wurde in [-22] von 
Ludwig bewiesen. Mit /ihnlichen Methoden wie in [21] kann man aus den 
Ergebnissen der Abschnitte 2 und 3 herleiten, dab p*5~ total in 
I = k(.YQ.~ LI(N) ist. Weiter wird im Abschn. 4 ausgefiihrt, dab eine solche Aussage 
dann auch ffir nicht-triviales M wahr ist, und zwar indem man sie mit Hilfe eines 
einfachen, bereits in [27] verwendeten Tricks auf den Fall eines trivialen M 
zurfickfiihrt. Als eine Anwendung erh/ilt man daraus, dab es eine nur von N 
abh/ingige natfirliche Zahl d mit der Eigenschaft gibt, dab (k(Y)/J)  a = 0 ist ffir jedes 
abgeschlossene zweiseitige Ideal J in LI(N) mit Hfille Y'. 

1. Ein Bahnensatz 

Hier wird neben dem in der Einleitung angekfindigten Bahnensatz ein weiterer, im 
Abschn. 3 ben6tigter (Hilfs)Satz 2 bewiesen. Ein ganz wesentliches Hilfsmittel ffir 
Satz 2 ist ein Satz von Borho aus [3]. Die in diesem Paragraphen verwendeten 
Grundbegriffe aus der Theorie der (komplexen) algebraischen Gruppen findet 
man etwa in [2] oder [15]. 

Satz 1. Es seien T eine kompakte Liesche Gruppe und N eine einfachzusammenhdn- 
9ende nilpotente Liesche Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automor- 
phismen auf N, so daft man das semidirekte Produkt G = T~ N bilden kann. Weiter 
seien Vein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und g : G~Aut(V) eine stetige 
Darstellun9 yon G in V mit der Eigenschaft, daft re(N) aus unipotenten Transformatio- 
nen besteht. Mit  K sei der (komplexe) Zariski-Abschlufl yon re(G) in Aut(Vc) 
bezeichnet; dabei ist V C = V+ iV die Komplexifizierun9 yon V. Dann 9elten f~r jedes 
x ~  V: 

(i) Die Zusammenhangskomponente (Gx)o der Standuntergruppe Gx ist yon 
endlichem Index in Gx. 

(ii) Es sei r '  : = { t e T; rc( t)x e rc(N)x} = GxN n T. Dann 9ibt es y e rc( N)x  mit Ty 
= r '  und Gy = TyNy. 

(iii) Der Zariski-Abschlufl yon rc(G)x in Vr ist 91eich Kx. 
(iv) K x ~  V= 7r(G)x. 

Bemerkun9 1. Kx  ist natiirlich stets im Abschlug von rc(G)x enthalten. (iii) bedeutet 
also nichts anderes, als dab Kx  Zariski-abgeschlossen ist. 
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Bemerkung 2. Es ist wesentlich, dab x e V vorausgesetzt wird. F/Jr beliebige x ~Vr 
ist (iii) offenbar im allgemeinen nicht richtig. Das sieht man bereits an dem Beispiel 
N = {1}, T = 31", V = 112 (aufgefal3t als zweidimensionaler reeller Vektorraum) und 
n(t)v=tv. Bezeichnet man n/imlich mit el = 1, e2=i die kanonische Basis des 
reellen Vektorraumes V, so ist f l  = el + ie2, f2 = el - ie2 eine Basis des komplexen 
Vektorraumes Vr = V| Eine einfache Rechnung zeigt, dab n(t)fl = t-  lfl und 
n(t)f2 = tf2 fiir alle t e I" gilt. Erkl~irt man die lineare Transformation Az : Vr V c 
fiir z e ~x durch Az f  1 = z-  lfl und Azf  2 = zf2, so ist also K = {A~; z e tl~x}, und Kfl 
ist ersichtlich nicht Zariski-abgeschlossen. 

Beweis. (i) und (ii): Bekanntlich sind Bahnen unipotenter Gruppen abgeschlossen, 
also ist n(N)x abgeschlossen, woraus man erh~ilt, dab T' und GxN=T'N 
abgeschlossene Untergruppen von G sind. Insbesondere sind G~/N~, G~N/N und 
T' isomorphe topologische Gruppen. Da natfirlich Tg von endlichem Index in T' 
ist, ist (GJNx)o von endlichem Index in GJN~. Nun ist aber N~ bekanntlich 
zusammenhfingend und daher (Gx/Nx)o=(Gx)o/Nx, womit (i) bewiesen i s t . -  
Wegen (i) gibt es eine maximale kompakte Untergruppe H in G~, und da Nx 
zusammenh/ingend ist, wird H u n t e r  der Quotientenabbildung G x ~ G ~ / N ~  T' 
auf eine maximale kompakte Untergruppe von T', d.h. auf T' abgebildet. Es gilt 
also G~ = N~H. Weiter ist H in einer zu T konjugierten Untergruppe enthalten, es 
gibt a e G mit He= aTa-1, und man kann natiirlich a in N wfihlen. Dann sei 
y = n(a)- ix. Damit ist Gy = a- 1Gxa = a- IHaNy = TyNy und dann auch T ' =  Ty. 

(iii) und (iv): Fiir diese beiden Aussagen kann man ohne Beschr/inkung der 
Allgemeinheit annehmen, dab T zusammenhfingend ist. 

Weiter ist n unendlich oft differenzierbar, und n(G) ist eine abgeschlossene 
Liesche Untergruppe von Aut(V) mit Liescher Algebra dn(9). Man kann dann die 
komplexe Liesche Unteralgebra dn(g)+idn(g) von End(Vc) bilden. Aus den 
Voraussetzungen und der Charakterisierung ,,algebraischer" Liescher Algebren 
(d. h. solcher, welche Liesche Algebren yon algebraischen Gruppen sind, vgl. [24] 
sowie [5] und [6]) folgt, dab dn(g)+ idn(g) eine algebraische Liesche Algebra ist. 
Daher stimmt die Liesche Algebra ~ von K mit dn(9) + idn(g) iiberein. Mit M wird 
die Zariski-Hfille von n(N) bezeichnet; ihre Liesche Algebra m i s t  gleich dn(n) 
+idn(rt). Ferner gilt K=n(T)exp(idn(t))M, und die entsprechende Zerlegung 
eines Elementes aus K ist eindeutig. 

Der folgende Beweis fiir (iii) ist eine Erweiterung des Argumentes ffir 
Operationen unipotenter Gruppen. Sei B = Kx und B' der Zariski-AbschluB von 
B. Bekanntlich sind Bahnen algebraischer Gruppen Zariski-lokal abgeschlossen, 
also ist B~B Zariski-abgeschlossen. Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung 
an, dab B~B nicht leer ist. Es seien I bzw. J die Ideale zu B' bzw. B~B in der Algebra 
II;[Ve] der komplexen Polynome auf V c. Offenbar sind I und J invariant unter K, 
und I i s t  ein echter Teil von J. Da die unipotente Gruppe M in J/I nicht-triviale 
Fixpunkte besitzt, gibt es f ~ J\I mit f(my) = f(y) ffir alle m e M und y e B'. Anders 
ausgedriickt: Setzt man 

A = {g ~ J; g(my) = g(Y) for alle m ~ M und y ~ B'}, 

so ist A nicht in I enthalten. Des weiteren sind I, J sowie A invariant unter 
komplexer Konjugation, d. h. unter g--*g*, 9*(v)=9(v). Daher gibt es ein reelles 
Polynom f ~ R [ V ] ,  f eA,  f r  Wir fixieren nun ein solches f Die reellen 
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Polynome in A, deren Grad den von f nicht fibersteigt, bilden einen endlichdimen- 
sionalen reetlen Unterraum W yon AcaN[V] mit f ~  W. Mit A ist auch W 
invariant unter zr(G), also insbesondere unter lr(T). Da 7z(T) eine kompakte 
Gruppe ist, gibt es eine Basis fl ..... f, yon W derart, dab die Wirkung yon rt(T) auf 
W in dieser Basis durch orthogonale Matrizen gegeben ist. Man verifiziert ohne 
Mfihe, dab dann q~: = f (  + ... + f z  invariant unter rr(T) und dann auch unter der 
Komplexifizierung ~z(r)r =z(r)exp(idrt(t)) ist. Da q~ augerdem in A liegt (A ist 
eine Algebra), ist q~ konstant auf B', Wegen q~ e J und B~B #: 0 ist diese Konstante 
gteich Null. Ffir jedes yeTr(G)x ist also O=q~(y)=flO,)Z+...+f,(y) z, daher 
f~(y) =0  und mithin f(y) =0. Folgtich ist auch f (B3 =0  im Widerspruch zu f r  L 

Nun wird (iv) bewiesen, zun~ichst ffir triviales T, der altgemeine Fall wird 
danach auf den Spezialfall zuriickgeffihrt, Bei unipotenten Gruppen kann man 
leicht mit Induktion argumentieren. Sei dazu Wein eindimensionaIer n(G) = ;~(N)- 
invarianter Unterraum von I( Ist y~Kxc'~V=Mx~V,  so gibt es a ~ N  mit 
y=--rc(a)xmod~K also y=n(a)x+w mit w~ I4~i Ist w=0,  so ist nichts mehr zu 
zeigen. Wir k6nnen daher w4:0 annehmen. Nach Voraussetzung gibt es b E M mit 
bx = y = ~z(a)x + w. Dann tiegt b-  ~ n(a) in M': = {c s M; cx ~ x rood We,}. M' ist eine 
zusammenh/ingende, unter komplexer Konjugation invariante Untergruppe yon 
M. Daher ist ihre Liesche Algebra m' yon der Form m' = drc(rt') + idrt(n') mit einer 
passenden Unteralgebra n' yon n. Definieren wir ~o : M'--, W c durch q~(c) = cx - x, 
so ist ~0 ein Homomorphismus. Wegen - w  e Bildq) ist q~ nicht-trivial und folglich 
surjektiv. Des weiteren ist q~(rt(N')) = IV,, insbesondere gibt es c e N' mit rr(c)x - x  
= w. Dann ist aber y = n(a)n(c)x e n(N)x. 

Im allgemeinen Fall k6nnen wir wegen (ii) annehmen, dab G~= T~N~. Die 
Liesche Algebra [x yon Kx ist die Komptexifizierung yon dn(g.O, also l~x= dn(t~) 
+idn(t~)+dTt(n~)+idr~(rt~), und es gilt (K~)o=n(T~)oexp(idn(t~))M~. Sei nun 
y~  Kxc~V, also y=n(a)trnx ~ V mit acT,  t ~exp(idn(O) und m e M. Ohne Be- 
schr~nkung der Altgemeinheit k6nnen wir a =  l annehmen. Nun ist t m x = y = y  
=Trhx= t ~n~x, fotgtich x = ~ -  Itamx oder rh- tt'~m ~ K~. Da Kx eine lineare 
algebraische Gruppe ist, ist (K~) o yon endIichem Index in K~. Insbesondere gibt es 
eine natfirliche Zaht j mit (g~ - ~ tZm) ~ ~ (K~) o. Nun ist (rfi- t t2m)J = tZ~n mit n E M, 
und wegen der oben hingeschriebenen Zerlegung von (K,0o gilt tz-/~ Kx, d. h. t2ix 
= x. Da t eine halbeinfache lineare Transformation mit positiven Eigenwerten ist, 
gilt dann auch t x=x.  Man erh~ilt y = t m x = t m t ~ x ~ V c ~ M x ,  und fotgtich 
y e r~(N)x auf Grund des Spezialfalles. 

Als eine Anwendung yon Satz 1 stellen wir den im Abschn. 3 ben6tigten Satz 2 
bereit, Die Formulierung ist ganz den dortigen Bediirfnissen angepagt und dem 
Inhalt des Satzes nicht ganz angemessen, denn der Satz hat zunfichst mit der 
Lieschen Gruppe N und ihrer Faltungsalgebra nichts zu tun, sondern ist eigentlich 
eine Aussage fiber die Idealtheorie in der universellen Einhfillenden einer reellen 
nilpotenten Lieschen Algebra. 

Satz 2, Seien N eine einfachzusammenhiinflende, zusammenhtingende nilpotente 
Liesche Gruppe mit Liescher Aloebra n und T eine kompakte abelsche Liesche 
Gruppe. T operiere steti9 und homomorph durch Automorphismen auf N, (t, x ) ~  x ~, 
und damit auch auf rt und olin. f2 sei ein primitives Ideal in L~(N), mit f2~ sei das 
entsprechende (selbstadjun~ierte) primitive Ideal in qin bezeichnet. Welter sei w ein 
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zweidimensionales zentrales Ideal in u, no sei T-invariant und ein irreduzibler 
T-Modul. Ist T' der Stabilisator yon D~c~llno im Raum der maximalen ldeale yon 
qlm, d.h. in no~, so gilt 

t ~ T  t e T '  

Bemerkung. Ist ~#noc~D~, gerade das yon w erzeugte Ideal in O//w, so ist T'= T, und 
der Satz is trivialerweise richtig. Wir werden also im folgenden stets annehmen, 
dab m nicht in ~/lnoc'~D~ enthalten ist. Dann ist, wegen der Irreduzibilit~it yon no, 
T~= {t ~ T; w' = w ffir alle w ~ w}. 

Beweis. Es ist klar, dab das auf der linken Seite der Gleichung stehende Ideal in 
dem aufder rechten Seite stehenden enthalten ist. Man braucht also nur die andere 
Inklusion zu beweisen. 

Abkfirzend setzen wir p = 0 D~ =k(TDo~). Die Hfille h(p) von p in P r iv~n  
t E T  

= Max~gn stimmt natfirlich im allgemeinen nicht mit f :  = {D~; t e T} fiberein, 
sondern ist gleich dem Abschlug ~ von W in der Jacobson-Topologie von PrivOgrt. 
Nun induziert die Dixmier-Abbildung Dix: n * ~ P r i v ~ n  eine Bijektion vom 
Raum n~/Nr der Bahnen in n* unter der coadjungierten Darstellung auf Pr iv~n,  
und nach [7] ist diese Abbildung sogar ein Hom6omorphismus (ffir die Zariski- 
bzw. die Jacobson-Topologie). Zu D~ existiert ein reelles 9 s n* mit Dix(9) = Do~ ; 
man kann n&mlich fiir 9 irgendeinen Punkt in derjenigen N-Bahn in n* nehmen, 
die unter der Kirillowschen Korrespondenz dem Ideal D entspricht, vgl. [11]. 
Bitdet man in n~ den Zariski-AbschluB ~ der T x N-Bahn yon 9, so ist wegen der 
oben genannten S~tze ,~T gerade gleich Dix(e~/). Wir w~ihlen nun ein Reprfisentan- 
tensystem s~ . . . . .  s,, ffir die To-Nebenktassen in i<, mit K bezeichnen wit die zu 
To x N geh6rige lineare algebraische Gruppe auf n~. Dann ist ~ wegen Satz 1 

gerade gleich 0 Ksig. L~gt man die fibereinstimmenden K-Bahnen fort, so erhfilt 
i = l  

man eine disjunkte Zerlegung ~ = 0 Ktig. Setzt man weiter ~ =  Dix(Ktjg), so 
j = !  

ist auch ,~= ~) ,~ eine disjunkte Zerlegung in abgeschlossene irreduzible 
j = l  

Mengen. ~ j  kann man auch beschreiben als den Abschlug yon 
I~ . - -  t ]  1I .  Wj. - {D~, , t ~ To} - PrivY//, �9 

Wegen der Irreduzibilit~it von 5~j sind die Ideale Pi: = k ( ,~ )=  k(,~ri)prim. Es ist 

P = (~ p~, und ffir 1 ~ j  < r < n gilt p~ + p, = ~'n wegen der Disjunktheit der ,~i. Aus 
j = l  

dem Chinesischen Restsatz folgt dann, dab ~tlrt/p isomorph zur direkten Summe 

~ ~rt/pi ist. Unter Verwendung eines Satzes von Borho, siehe [3, 6.8], wollen wir 

nun die Struktur der Algebren B~:=~lln/p~ bestimmen. Dazu bilden wit die 
komplexe aufl6sbare Liesche Algebra I): = tr v< he. p~ ist natfirlich b-invariant, und 
auch alle fibrigen Voraussetzungen des oben zitierten Satzes sind erf/illt. Es gibt 
daher einen zentralen b-Eigenvektor e in B~ mit (B~)~ - Z(Bi)~| m, wobei mit (B~)~ 
die Lokalisierung von B i nach e, mit Z(B~)~, die Lokalisierung des Zentrums Z(B~) 
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nach e und mit A,, die Weylsche Algebra in m Erzeugenden bezeichnet ist. e ist 
dann auch ein Eigenvektor fiir die Wirkung yon To aufBj, es gibt also ein Z s i"o mit 
e'=)~(t)e ffir t E To. Nun ist p~= k(Sf~) ein selbstadjungiertes Ideal in ~ also 
q/rt/p i eine involutive Algebra, und ffir u: = e*e + 0 gilt 

u t = e*te ~ = e~*e t = (Z(t)e)*z(t)e = ~(t)e*z(t)e = u fiir alle t e To. 

Bezeichnet man mit qj" Bj--,~ ' die Quotientenabbildung, so ist qi(u) ein 
Vielfaches des Einselementes, sagen wir q~.(u)= 2. Folglich liegt u - 2  in Kernqj, 
und wegen der obigen Beziehung liegt auch u ' -  2 = ( u -  2)' in Kernq~, also u - 2 in 

0 (Kernqj) t, woraus man wegen p~=k(Sfj) erh/ilt, dai3 u - 2 = 0  oder u=2 .  
t ~  To 

Mithin ist e invertierbar und Z(Bj)e = Z(B~) sowie (Bj)e -- B j, also Bg_~ Z(Bi)  | Am. 
t J  I ' '-, Im fibrigen ist m unabh~ingig yon j, denn A,, ist isomorph zu Y/n/O~ = ~ n / ~  

Zusammen mit der oben festgestellten Isomorphie zwischen ~//rt/p und 
n 

j(~l ~n /p i  ergibt sich nun, dab B: = ~ isomorph zu Z ( B ) |  A~ ist. Wir haben zu 

zeigen, dab I :  = (~ (2~/p in J :  = p + (~wc~f2~)~(n)/p enthalten ist. Bei der obigen 
t ~ T '  

Isomorphie entspricht jedes maximale (primitive) Ideal A in B dem Ideal 
Ac~Z(B) |  Daraus folgt, dab I yon Ic~Z(B) erzeugt wird. Es genfigt also zu 
zeigen, dab Ic~Z(B) in J enthalten ist. Weiter zerfSltt Z(B)  in T-Eigenr/iume, ffir 
7 ~ ~" sei Z(B)~, = {v e Z(B); vt= ~(t)v}. Wie oben kann man sich fiberlegen, dab der 
Raum Z(B) r der T-Fixpunkte nur aus den Vielfachen yon Eins besteht. Daraus 
folgt nun leicht, dab jedes Z(B)~ h6chstens eindimensional ist (in der Tat ist Z(B)~ 
genau dann eindimensional, wenn 7 = 1 auf dem Stabilisator T~ yon O ist, und Z(B)  
ist der II?-Gruppenring der Gruppe (T/Te)';  aber das ben6tigen wir im folgenden 
nicht). Ist n/imlich u e Z(B)~, u + O, so ist u*u ~ Z (B)  r, siehe oben. Also ist u*u = 21 
mit passendem 2 e 112. Nun ist u*u :I = 0, denn zu u existiert wenigstens ein t e T mit 
qt(u) ~0 ,  wobei mit q~ :B--,o?ln/f2~ die Quotientenabbildung bezeichnet ist; qt(u) 
ist ein yon Null verschiedener Skalar/~, und es gilt qt(u*u) = q,(u)*q~(u) =/7/~ =t= 0. Ist 
nun vein beliebiges weiteres Element in Z(B)~, so liegt u*v in Z(B) r, also u*v = vl 
mit v e C und folglich uu*v = vu oder v = 2-1vu.  

Sei nun u e Ic~Z(B). Wir wollen zeigen, dab u in J liegt. O.B.d.A. k6nnen wir 
annehmen, dab u ein T'-Eigenvektor ist, also u' = e(t)u fiir t e T' mit einem c~ e (T') ". 
u 1/il3t sich eindeutig in T-Eigenvektoren entwickeln, u = ~ u~, mit ur e Z(B)~., 

"~eT 

wobei natfirlich nur endlich viele u~ yon Null verschieden sind. Da u ein 
c~-Eigenvektor ist, ist u~, = 0, falls 71r, 4= e. Wir k6nnen annehmen, dab wenigstens 
ein u~ yon Null verschieden ist. Indem man f/Jr ein solches u~. das invertierbare 

* heranmultipliziert, sieht man, dab man zus/itzlich o.B.d.A, e =  1 Element ur 
annehmen darf, also u= ~, u~ ~ Ic~Z(B).  

~ ( T / T ' )  ~ 

Wie wir oben gesehen haben, brauchen wir nur den Fall 9(w) 4= 0 zu behandeln. 
Dann gibt es eine Basis e~, e2 yon mund einen Homomorphismus 6 : T ~ T  mit den 
folgenden Eigenschaften: 

(1) Kern6 = T ~. 
(2) g ( e 0= 0 ,  0(e2)= 1. 
(3) Fiir f~ : = e~ + ie 2 und f 2 :  = e~ - ie 2 gelten f~ = cS(t)- ~f~ und f~ = &(t)f2. 
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Das Ideal O|  wird erzeugt yon w-ig(w), w ~ m oder w e we; insbesondere 
liegt 1 - f2 in diesem Ideal. Bezeichnet man mit f das Bild yon fz unter 0gn-~B, so 
liegt also 1 - f  in J, sogar in Jc~Z(B). Nach Konstruktion ist f ein (von Null 
verschiedenes) Element in Z(B)a. Die Charaktergruppe (T/T')* wird von 6 erzeugt, 
daher ist jedes u~ v o n d e r  Form 2kf k mit passenden k ~ Z  und 2k ~ ~,  also 

o0  

u = Z 2kf k, Eine solche Darstellung ist i.a. nicht eindeutig, n/imlich dann, 
k = - o o  ct) 

wenn T/T' endlich ist. Offenbar ist f-= 1 modulo Iund damit u = ~ 2k modulo 
co k = - o o  

I, also ~ 2k=0 wegen ueI .  Wir wollen zeigen, dab u in der Form u--(1 - f ) v  
k = - - c o  

mit v ~ B geschrieben werden kann. Damit ist dann der Satz bewiesen, denn 
( 1 - f ) v  liegt in J. Dazu bildet man, zun/ichst formal, 

v = ( 1 - f )  - l u =  Z fJu= ~, ~ f~kf j+k 
j>O j>O k= - ~  

Durch v '=  ~=-~" (kZ__<~2k)f~istabertatsiichlicheinElementinBdefiniert;dennffar 

genfigend groBe iist Z 2k = ~ 2k = 0, und ffir genfigend kleine i ist 2k = 0 ffir 
k ~ i  k = - ~  

alle k__< i. Mit diesem v verifiziert man mfihelos, dab u=(1 - f ) v  gilt. 
Zur sp~teren Verwendung im Abschn. 4 notieren wir die folgende Bemerkung, 

die sich leicht aus Satz 1 (sogar nut auf triviales T angewendet) und den im Laufe 
des Beweises von Satz 2 zitierten S~tzen fiber die Idealtheorie in universellen 
Einhfillenden nilpotenter Liescher Algebren ergibt. Wir benutzten dabei die oben 
eingeffihrten Bezeichnungen. 

Bemerkung. Seien n, ~2 und ~2o~ wie oben. Weiter sei L eine einfachzusammenhfin- 
gende, zusammenh/ingende nilpotente Liesche Gruppe, welche stetig und homo- 
morph durch unipotente Automorphismen auf ~t operieren m6ge, V : L---,Aut(u). 

Dann ist die Hfille h(q) yon q: = (~ y(a)Q~ in Priv~//n gerade die y(L)e-Bahn von 
~ .  a~L 

Beweis. Es sei 9 ein reelles lineares Funktional aufn mit Dix(9) = ~ .  Dann ist h(q) 
nichts anderes als das Bild des Zariski-Abschlusses von },(L)*Ad(N)~9 in t~ unter 
Dix. Nun ist abet 1,(L)*Ad(N)*g nach Satz i Zariski-abgeschlossen, also h(q) 
= {aQ~ ; a ~ y(L)r wie behauptet. 

2. Die topologische Algebra 5t'(N)fig~ 
Wir fibernehmen hier die folgende Notation aus [14]. Seien H eine einfachzusam- 
menhfingende, zusammenhfingende nilpotente Liesche Gruppe, U eine zusam- 
menhfingende Untergruppe von H und 7 ein unit/irer Charakter von U. Weiter sei 
x~ ..... x, eine Basis in einem (passenden) linearen Komplement yon u in b derart, 
dab u ~ : = u + l t x  I + ... + ~ x j  eine Liesche Unteralgebra von b und ein Ideal in 
ui+l ist. Dann lgBt sich jedes h e l l  eindeutig in der Form 
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h=exp( t , x s ) . . . . . exp( t l xOu mit t i e r  und u e U  schreiben. Mit ,9~(H,U,7) 
bezeichnen wir den Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen 
q~ : H--,II? mit ~o(hu)=7(u)- l~0(h) fiir u ~ U und h ~ H und mit der Eigenschaft, dab 
q~, mittels obiger Zerlegung yon H aufgefal3t als eine Funktion in den Variablen 
tl . . . . .  6, eine Schwartzsche Funktion auf IR r ist. Dutch Strukturiibertragung 
k6nnen wir 5:(H, U, 7) auch zu einem topologischen Vektorraum machen. Es ist 
leicht zu sehen, vgl. [14], dab dieser topologische Vektorraum vonder  Auswahl 
der Basis x~, ..., xs unabhfingig ist. Ist zusfitzlich Teine kompakte abelsche Liesche 
Gruppe, so kann man analog den Raum 5:(T x H, U, 7) bilden; , f ( T x  H, U, 7) ist 
als topologischer Vektorraum isomorph zu og~(Tx Nr). 

Satz 3. Seien N eine einfachzusammenhiingende, zusammenhi~'ngende nilpotente 
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche 
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, (t, x ) ~ x  t 
ffir x E N ,  t~ T. Weiter sei f2 ein primitives (=maximales) Ideal in LI(N), der 
Stabilisator T~ yon (2 in T sei endlich. Dann gibt es Unteralgebren a, b, c yon n und ein 
g ~ n* mit den folgenden Eigenschaften: 

(i) T~g=g. 
(ii) a, b und r sind invariant unter T~. 

(iii) a C c C b, a und r sind Ideale in b, a = cc~Kerng, c = {X e n; g([X, b]) = 0}, b/a 
ist eine Heisenbergsche Algebra mit Zentrum r 

Mit A, B, C seien die a, b, c entsprechenden Untergruppen yon N bezeichnet. 
zo: C ~ T  sei definiert durch xg(expX)=e ig~x). Weiter sei mit U die Untergruppe 
U:={(b,  bc); b~B,  c~C}  yon N x N  bezeichnet; 7 : U ~ T  sei definiert durch 
?(b, be) = )~o(e) 

N 

(iv) Q = Kern ind Xo- 
c 

(v) Far q~ ~ 5:(N) sei Rq) : T x N x N--.tI2 definiert dutch 

(Rip) (t, x, y) = ~ q)'(xcy- 1))~o(c)dc = f <p((xcy--1)t I ) ) ~ o ( c ) d c  . 
C C 

Fiir jedes q) ~ 5:(N) liegt R~o in 5'~ N x N, U, 7), und R ist eine stetige Surjektion 
yon 5:(N) auf die TwFixpunkte in 5 : ( T x N x N ,  U,?), d.h. auf den Raum 
derjenigen ~p e 5: (Tx N x N, U, 7), far welche ~p(tt o, x, y) = tp(t, x t~ ', y~~ ') gilt, 
wobei t ~ T, t o e Te und x, y ~ N. 

(vi) Zu der surjektiven stetigen linearen Abbildung R gibt es eine stetige lineare 
Umkehrabbildung, d.h. R ist ein Retrakt. 

Bemerkung 1. Die Existenz von a, b, c zu gegebenem g wurde, sogar viel 
allgemeiner, bereits von Howe bewiesen, [13]. 

N N 

Bemerkung 2. Im allgemeinen ist ind Zg nicht irreduzibel, abet ind )~, ist ein Faktor, 
C C 

und zwar ein Vielfaches der im Kirillowschen Bild zu g geh6rigen irreduziblen 
Darstellung. 

Bemerkung 3. Die Funktion (x, y)--,(R~o) (t, x, y) ist natfirlich nichts anderes als der 

Kern zum Operator i )~o (~~ "Daher ist K e r n R = ~ ( N ) c ~  ~ Q~, und aus (v) 
t ~ T  

und (vi) folgt, dab 5:(N)/5:(N)c~ (~ fY zu 5:(T• N x N, U,7) ~'~ isomorph ist. 
t ~ T  
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Beweis. Unabhfingig von allem Obrigen ist es klar, dab die Funktion R~o die 
angegebenen Transformationseigenschaften besitzt. Man nutzt dabei aus, dab 
C/A zentral in B/A ist. Die anderen Eigenschaften von R (also z.B., dab Rq~ 
fiberhaupt eine Schwartzsche Funktion ist) ergeben sich aus einem Induktionsbe- 
weis mit den fiblichen Fallunterscheidungen. 

Es sei z(Z) das Zentrum yon rt(N). Zu dem Ideal Q geh6rt ein eindeutig 
bestimmter Charakter ~t : Z ~ ] F  mit 

{ f  ~ L'(Z);f* L'(N)=c f2} = { f  e LI(Z); ! f(z)tl(z)dz=O}. 

1. Fall. Es gibt eine nicht-triviale, zusammenh/ingende T-invariante Untergruppe 
Wvon Z mit q(W)= 1. 

Die Existenz von g, a, b undc  mit den Eigenschaften (i)-(v) folgt sofort aus der 
Existenz der entsprechenden Gr6gen fiir N/W mit der induzierten T-Wirkung; als 
maximales Ideal in LI(N/W) nimmt man natiirlich das Bild yon ~2 unter der 
kanonischen Surjektion LI(N)--*LI(N/W). Um (vi) zu beweisen, hat man sich noch 
zu iiberlegen, dab 5e(N)-~Sf(N/W) eine stetige lineare Umkehrabbildung zul/il3t. 
Dazu w/ihle man ein Komplement v zu w (= Liesche Algebra von W) in n. Dann 
definiert die Multiplikation in N einen Diffeomorphismus von exp(u) x W auf N, 
und die Einschr/inkung der Quotientenabbildung N ~ N / W  auf exp(u) etabliert 
einen Diffeomorphismus exp(u)~N/W; mit s: N/W~exp(t~) sei die Umkehrabbil- 
dung bezeichnet. Wfihlt man noch eine Funktion fo in 5e(W) mit S fo(x)dx = 1, so 

W 

ist durch q)--*~5, (o(s(y)w)=q)(y)fo(W) ffir q)eS~(N/W), yeN~W, we W eine 
Umkehrabbildung zu 5 ~ ( N ) ~ ( N / W )  angegeben. 

2. Fall. Es gibt eine zweidimensionale zusammenhfingende Untergruppe W von Z 
mit q (W)=T,  auf welcher T als eindimensionale Automorphismengruppe ope- 
riert. 

Man kann also W mit i12 identifizieren, so dab sich die Wirkung von T auf W in 
der Form wt=6(t)w mit einem surjektiven Charakter 6:T--*T schreiben lfiBt. 
Offenbar liegt Te in T': = Kern6. Weiter gibt es eine zu T isomorphe Untergruppe 
T~ yon T mit T= T'T~; und der Durchschnitt F: = T'c~ T~ ist endlich. 

Fiir ~0 ~ 5e(N) definieren wir J~o : T~ x N~II;  durch (Jq)) (t, x) 
= S ~ot(xw)tl(w)dw. Man fiberzeugt sich, dab J~o in 5e(T~ x N, W, t/) liegt, in der Tat 

W 

liegt Jq) in 5e(T~ x N, W,q)v:={~0~Se(T~xN, W,q);~(tto, X)=~o(t,x '~ fiir alle 
to e F, t e T~, x E N}. Wir behaupten, dab J ein Retrakt von 5e(N) auf 5P(T~ 
x N, W, r/) v ist. Um eine Umkehrabbildung zu konstruieren (und damit gleichzei- 
tig die Surjektivit/it zu beweisen), gehe man wie folgt vor. Man w/ihle ein 
T-invariantes Komplement u zu tv in n und definiere 5e(T~ x v)~5~(T~ x N, W, q), 
f -~f ' ,  durch f'(t, exp(X)w)= O(w)f(t, X' 1) f i i r t  ~ T~, w e W und X e ~. Diese 
Abbildung ist ein Isomorphismus (da die Variablentransformation (t,X) 
~(t, X '  ~) yon T~ x ~ auf sich selbst ein Diffeomorphismus ist, dessen sfimtliche 
Ableitungen nur polynomial wachsen) mit Umkehrabbildung f-~f,  f(t, X) = f(t, 
exp(Xt)). Der Isomorphismus f - - , f  induziert einen Isomorphismus yon 5e(T~ 
x N, W, q)r auf 5P(TdF x D). Es genfigt daher zu zeigen, dab es zu der Abbildung 
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I : 5 : (N)~ ,C(T~ /F  x o), definiert durch Iq) = (J~p), d.h. (I~p) (t, X) 
= ~ q~(exp(X)w t- 1)tl(w)dw, eine stetige lineare Umkehrabbildung gibt. Dies folgt 

w 

aber, mittels der Fourierschen Transformation auf der Gruppe W, leicht aus der 
Tatsache, dab die Restriktion 5 : ( ~ ) ~ S P ( T ) = ~ ( ~ ' )  eine stetige lineare Umkeh- 
rung besitzt. 

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf die Gruppe 
N ' = N / ( K e r n t l ) o  mit operierender Gruppe T ' = K e r n 6  und auf das maximale 
Ideal f2' in Lt(N ') an, welches gegeben ist als Bild yon ~ unter der kanonischen 
Surjektion L I ( N ) ~ L I ( N ) .  Man findet also Unteralgebren a', b', c' von n' und ein 
lineares Funktional g' auf n" mit den Eigenschaften (i)-(vi). Insbesondere ist die 
Abbildung R': og:(N')~5~(T" x N '  x N',  U', )V') Th', gegeben durch 

R' ~o(t, x, y) = ~ r  1)Zo,(c)dc, 
C' 

ein Retrakt. Den Gr6gen a', b', c' und g' entsprechen dutch Zurfickziehen die 
Unteralgebren a, b, c yon tt und das Funktional g. Es ist leicht zu sehen, dab mit 
dieser Setzung die Eigenschaflen (i)-(iv) erffillt sind; man beachte, dab T~;, = T~. 
5:(T '  x N'  x N', U', 7) ist kanonisch isomorph zu 5: (T '  x N x N, U, 7), und die T o- 
Fixpunkte entsprechen bei diesem Isomorphismus einander. Man kann also R' 
auffassen als Surjektion yon 5:(N') auf 5:(T'  x N x N, U, 7) r~. Welter hat man 
eine kanonische Surjektion 5 : ( N ' ) ~ S : ( N ,  Vr rl) , gegeben durch 

(Lo) (x)= j" ~o(xw)~(w)dw 
W/(Kern  r/) o 

ffir q~ ~ ,9~ und R' faktorisiert durch L, d. h. es gibt R" : ~ ( N ,  IV, ,l)-~9~ • N 
• N, U, y)r,, mit R"L = R', n~mlich 

(R'fip) (t, x, y) = j" t f f (xcy-  1)Zo(c)dc 
C/W 

fiir tpE,9~ l/V, tt) , x, y ~ N  und t6  T'; man beachte, dab der Integrand auf 
Nebenklassen modulo W konstant ist, da )~gtw=q und T' auf W trivial operiert. 
Mit R' besitzt offenbar auch R" eine stetige Iineare Umkehrung. Dann ist aber 
auch id |  5;~(T~ x N, W. t/)--.5~ x T' x N x N, U, 7) r"  ein Retrakt. Schliel3- 
lich definieren wit noch M : 5 : (Tx  N • N, U, 7)r"-+.Se(T~ x T' x N • N, U, 3,)'r, 
durch (Mh0) (t, t:, x, y) = ~,(tt', x, y). M i s t  ein stetiger Isomorphismus yon ,9~(T x N 
x N, U, ),)r~, auf den Raum 5:'(T~ • T: x N • N, U, 7) T"'F derjenigen ~p ~ ,9~'(~ • T: 
•  U,?) r'~ mit ~ ( t t o , ( t o t , x , y ) = t p ( t , t ' , x , y )  ffir x, y e N ,  t~T,,, t ' ~ T ' ,  
t o ~ F. Man fiberzeugt sich nun, dab R = M -  l ( i d |  gilt, insbesondere besteht 
das Bild yon R aus Schwartzschen Funktiorlen. Indem man einen beliebigen 
linearen stetigen Schnitt 5:(T~ x T' x N • N, U, 7)rn~5:(T~ • N, W, r/) zu id |  
fiber die endliche Gruppe F mittelt, erh/ilt man einen F-verkettenden Schnitt, 
insbesondere einen solchen, welcher ,~(T, x T'  x N • N ,  U, 7) r" 'e  in f ( ' ~  
• N W, t/) r iiberffihrt. Zusammen mit der Tatsache, dat3 J eine stetige lineare 
Umkehrung zut/igt, folgt nun, dal3 R surjektiv ist und eine stetige lineare 
Umkehrung besitzt. 

Wenn weder der erste noch der zweite Fall vorliegt, so operiert T als endlichc 
Automorphismengruppe auf z und Z. Im n/ichsten Schritt wollen wir zeigen, dal3 
man dann auch ohne Beschrfinkung der Atlgemeinheit annehmen kann, dal3 T 
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trivial auf z operiert. Sei dazu w ein T-irreduzibler Teilraum yon z mit zugeh6riger 
Gruppe W, und T' sei der gemeinsame Stabilisator in T der Elemente von m. Wir 
k6nnen annehmen, dab t / (W)=T. Es soll gezeigt werden, dab aus der Giiltigkeit 
des Satzes ffir T; N, f2 die Richtigkeit fi.ir T, N, f2 folgt. Da Te in T' liegt, haben die 
zu T', N, f2 existierenden a, b, c, g natiirlich auch die Eigenschaften (i)-(iv) 

bezfiglich T, N, ~2. Es sind noch (v) und (vi) zu zeigen. Sei dazu T= ~) tiT' eine 
j = l  

disjunkte Zerlegung von Tin T'-Nebenklassen, t 1 = 1. Die Charaktere t/t, 1 < j <  n, 
von W seien definiert durch tlj(w) = q(wtO. Aus der Gfiltigkeit des Satzes fiir T', N, 
f2 folgt, dab die Abbildung P1 "5~(N, W, t/) --. St( T' x N x N, U, 7) r~, definiert 
durch 

(PaSo) (t, x,y) = ~ q~'(xcy- 1)Zo(c)d~, 
c/w 

ein Retrakt ist. Wir definieren nun Isomorphismen Vi" 5P(N , W, t/j)~Sg(N, W, t/) 
durch (Vj~) (x) = ~p(x t~ ') und setzen Pj = P t V) ffir 1 __< j =< n. Definiert man noch den 
Isomorphismus 

D : 5'~( T x  N x N, U, 7 ) T ~ j ~  Y ( T '  x N x N, U,7) 

B 

durch Df=(fltjr,• s • <=j<=, sowie Q" Y ( N ) ~  j@=l 5P(N' W, tlj ) dutch (Qq))j(x) 

= ~ q~(xW)tlj(w)dw, so ist das Diagramm 
W 

n 

,9~(N) o , . ~  5QN, W, t/t ) 

?1 

. 9 0 ( T x N x N ,  U,?)T~ - o @5~(T ,  x N x N ,  U, 7)T n 
j = l  

kommutativ. Aus der Tatsache, dab die Charaktere th, . . . ,  0, paarweise verschie- 
den sind, fotgt leicht, dab Q surjektiv ist und eine stetige Umkehrung zul/il3t. Damit 
ist klar, dab R die entsprechenden Eigenschaften besitzt. 

Also k6nnen wir nunmehr annehmen, dab dim 3 = 1, t/(Z) = ~ und dab T trivial 
auf ,~ operiert. 

3. Fall. d i m 3 = l  , t / (Z)=T,  T operiert trivial auf 3. Es gibt ein abelsches 
T-invariantes Ideal w, welches 3 echt umfaBt. 

Dann gibt es auch ein abelsches Ideal w, ftir welches zus/itzlich gilt, dab m/3 
zentral in rt/3 und w/~ ein irreduzibler T-Modul ist. Insbesondere ist w zwei- oder 
dreidimensional. Mit b sei der Zentralisator yon w bezeichnet. Wir w/ihlen 
T-invariante Komplemente v zu b in n und t) zu 3 in w, also rt = D| und m = t)ff~. 
Es ist leicht zu sehen, dab die Liesche Klammer eine nicht-ausgeartete Bilinear- 
form ~ x ,--.3 induziert. Schlieglich sei noch b '=  b/t) gesetzt. Nach Konstruktion 
operiert T auf b'. 

Wie man aus der wohlbekannten Darstellungstheorie nilpotenter Liescher 
Gruppen, vgl. etwa [17] oder [28], weiB, gibt es zu dem maximalen Ideal f2 (und 
ebenso zu jedem f2 ~) genau ein maximales Ideal A' in LI(H ") mit der folgenden 
Eigenschaft: Ist A das volle Urbild yon A' unter der kanonischen Abbildung L I(H) 
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--,L*(H'), so gilt 

Daraus ergibt sich insbesondere, dag der Stabilisator yon A' in T mit T~2 
iibereinstimmt. 

Auf Grund der Induktionsvoraussetzung existieren zu A' Unteralgebren a', b' 
und c' von b' sowie ein reelles Funktional 9' auf b' mit (i)-(vi). Mit a, b, undc  seien 
die Urbilder von a', b', undc '  unter b ~ b' bezeichnet. Das Funktional 9 auf rt = t~ | b 
ist, nach Definition, auf o identisch Null und auf b die Zusammensetzung aus g" 
und b~b ' .  

Es ist leicht zu sehen, dal3 das Quadrupel (9, a, b, c) die Eigenschaften (i}~iv) 
besitzt. 

Zum Nachweis von (v) und (vi) zeigen wir zun/ichst, dab dutch 

( ~  q~) (a, b, h) = .f dr~o(exp(a)hr e x p ( -  b)) 
Y 

= ~ dr~9(exp(a)h exp(r) e x p ( -  b)) 
0 

ein Isomorphismus f f  : ,Y(N, Z, ~/)~Se(o • o • H', Z, ~/) gegeben ist; Z k6nnen wir 
ja ebensogut als Teil von H'  auffassen. Zur Konstruktion der Umkehrabbildung 
w~ihlen wir ein Komplement t zu to=t~| in D, b=~|174 Es existieren dann 
eindeutig bestimmte Funktionen K, fi und r auf o • t~ • fmi t  Werten in [, ~) bzw. 3 
derart, daf5 

expa expk expb 

= exp(a + b) expK(a, b, k) exp fl(a, b, k) exp ~(a, b, k) 

ffir alle a, b ~ t~ und k ~ 1~ gilt. Nun wird 

~ : 5:(o • o • H', Z, q)-* YT(N, Z, q) 

definiert durch 

(~g~) (expa expit exp s) 

= ~ dbelOtb,~le-ig~,,,b,~o~p(a + b, b, exp K(a, b, It)) 
v 

fiir a ~ D, It ~ t und s 6 t~. Wir behaupten, dab ff ein zu g inverser Isomorphismus 
ist. 

U m  einzusehen, dab ff tats~ichlich ein Isomorphismus ist, geht man folgender- 
mal3en vor. Da die (teilweise) Fourier-Transformation ja bekanntlich ein Isomor- 
phismus der Schwartzschen R~iume ist, hat man lediglich zu zeigen, dal3 dutch 

q~rYp , ~(a,b, it)=e-ig~"~,t',~ocp(a+b,b,K(a,b,,u)), 

ein Automorphismus von ~(t~ • t~ • [) definiert ist. Nun sind r und K polynomiale 
Funktionen, und fiir feste a, b ist K,,~" [~ [ ,  definiert durch K,,dit)  = K(a, b, It) eine 
biregul~ire Abbildung im Sinne der algebraischen Geometrie. Es gilt n~imlich, wie 
man leicht best~itigt (vgl. auch die weiter unten stehende Rechnung), - Ko,~(~) 
= K(a + b, - b ,  It); insbesondere h~ingt auch die Umkehrung K -  ~ nicht nur yon ~, a,b 
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sondern  auch von a und b in po lynomia le r  Weise ab. D a h e r  ist die Var iablen-  
T r a n s f o r m a t i o n  ( a , b , # ) ~ ( a + b ,  b, K(a,b,10)  insgesamt biregulfir, woraus  m a n  
schlieBen kann ,  dab  ~p--.~ in der Ta t  ein A u t o m o r p h i s m u s  ist. 

Der  Beweis ffir die Behauptung,  dab  ~ ein I s o m o r p h i s m u s  ist ( insbesondere 
daffir, dab  die Wer te  von ,~  f iberhaupt  in 5e(D • u • H ' ,  Z,  17) liegen), ist erbracht ,  
wenn wit  zeigen k6nnen,  dab  .~-o f~=  id ist, jedenfalls bis auf  eine posit ive 
Kons tan te .  Sei also ~p ~ 5f(o • ~ • H ' ,  Z,  q), q9 = f~ ,  und f = ~q~. Ffir a, b 6 o und 
k e ~  ist 

f ( a ,  b, expk)  = (,~-~) (a, b, expk)  

= ~" dr~p(expa expk  exp r  exp( - b)).  
0 

N u n  ist 

also 

e x p a  expk  e x p r  e x p ( -  b) 

= exp a exp k exp( - b) exp b exp r exp ( - b) 

= exp(a - b) expK(a ,  - b, k) expfl(a,  - b, k) 

�9 e x p , ( a ,  - b, k) exp r  exp[b,  r ] ,  

~o(expa expk  expr  e x p ( -  b)) 

= e io~.(,,. - b,k) + ~b,~l~q~(exp(a_ b) exp K(a, - b, k) 

�9 exp(r  + fl(a, - b, k))). 

Setzen wir abkf i rzend ~o =~(a ,  - b ,  k),/3o =f l (a ,  - b ,  k) und  Ko = K(a, - b ,  k), so 
ergibt  die Var i ab len t r ans fo rma t ion  r ' = r + f l o ,  dab  

f (a ,  b, exp k) 

= ~ dr e -  io~r + ~b,, - ~o~lq~(exp(a _ b) exp K o exp r) 
1) 

= ~ dr e - io~r + tb,r- t~oJ~ ~ de e i.q{t~'r~ - r b,c, ~o)~ 
tl o 

�9 ~ ( a -  b + c, c, exp K(a - b, c, Ko)) .  

Da die Z u s a m m e n s e t z u n g  aus [ ,  ] :v  x 11 ~,~ und (7 eine Dualit~it zwischen o und rl 
etabliert ,  liefert die Four iersche  Invers ions-Formel ,  angewand t  auf  die Funk t ion  

h(c) = e - igr b,c, Ko)w( a _  b + c, c, exp K ( a -  b, c, Ko)) ,  f ( a ,  b, expk)  

= E e -  i0~r tb. ~oll e -  ~gr b, b, Ko)~p(a" b, exp K (a -- b, b, Ko)) 

rnit einer gewissen posi t iven K o n s t a n t e n  E. 
r  b, Ko) und K ( a - b ,  b, Ko) sind definiert durch  die Gte ichung 

e x p ( a -  b) e x p K  o exp(b) 

= exp a exp K ( a -  b, b, K o) exp f l ( a -  b, b, K o) exp ~ ( a -  b, b, K o), 

Aus der  Defini t ion yon Ko, rio und  ~o ergibt  sich 

exp a exp k exp( - b) = exp(a - b) exp K o exp flo exp r 
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also 

e x p ( a -  b) exp K o 

= exp a exp k e x p ( -  b) exp( - flo) exp( - ~o). 

Durch Multiplikation mit expb und Vergleich mit der obigen Beziehung erh/ilt 
man 

also 

exp(a) exp k e x p ( -  b) exp( - flo) exp( - ~o) exp b 

= expa expK(a - b, b, Ko) exp fl(a - b, b, Ko) 

�9 e x p ~ ( a -  b, b, Ko), 

expk e x p ( -  flo) e x p ( -  ~o + [b, flo]) 

= exp K ( a - b ,  b, Ko)expf l ( a -b ,  b, Ko)exp ~ ( a -  b, b, Ko) 

und damit k = K(a - b, b, Ko) und ~ ( a -  b, b, Ko) = - ~o + [b, rio]- Tr/igt man das in 
den gewonnenen Ausdruck ffir f (a ,b ,  expk) ein, so folgt f ( a ,b ,  expk)  
= E~p(a, b, expk), wie behauptet. 

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Abbildung 

R': 5P(H ', Z, t / ) - ~ ( T  x H'  x H', U', 7 ' )  T~  , 

gegeben durch 

( R f )  (t, h', k') = ~ d~zr ' ) ,  
C'/Z 

ein Retrakt. Dabei ist natfirlich U'={(b',b'c');  b '~B' ,  c'~ C'}, und 7': U ' ~  ist 
gegeben dutch 7'(b', b'c')=)~g,(c')-l. Dann hat auch 

id |  5P(~ x D x H', Z, t l ) ~ ( ~  x ~ x T x  H' x H', U', 7") T~' 

die entsprechenden Eigenschaflen. 
Der Raum SP(Tx N x N, U, 7) ist wegen der Zerlegung N = exp(D)H isomorph 

zu ~ ( T x  ~ x H x D x H, U, 7). Die Funktionen in 5~(Tx o x H x ~ x H, U, 7) sind 
aber konstant auf den Nebenklassen modulo Yx Y und lassen sich daher als 
Elemente von S t (Tx  ~ x H' x D x H', U', 7') auffassen. Mit anderen Worten, dutch 
~ ,  ~( t ,a ,h ' ,b ,k ' )=~p(t ,  exp(a)h, exp(b)k) - wobei h und k irgendwelche 
Urbilder yon h' bzw. k' unter H-~H'  sind ist ein Isomorphismus von 5 f (Tx  N 
x N, U, 7) a u f ~ ( T  x ~ x H'  x ~ x H', U', 7') definiert. Unter diesem Isomorphismus 

wird ~ ( T x  N x N, U, 7) r~ auf den Teilraum 

&'~(Tx D x H" x ~ x H ' ,  U", 7') T'''', 

bestehend aus allen f m i t  

f ( tt ~ t, a, h', b, k') = f ( t, a t~ h "~ , b *o, k 'to) 

ffir a, b ~ u, t ~ T, t o ~ T~ und h', k' ~ H', abgebildet. Weiter ist 

Y : ,~ (T  x D x H ' x u  xH ' ,  U', 7')-~5,~ x~  x T x  H ' x H ' ,  U', 7'), 
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gegeben durch 

( •  f )  (a, b, t, h', k)  = f(t ,  a', h', b', k'), 

ein lsomorphismus, da die zugrundeliegende Variablen-Transformation wieder- 
um ein Diffeomorphismus mit h6chstens polynomial wachsenden Ableitungen ist. 
Unter 3 f  geht 

,CT(T x D x H' x o x H', U', y') T" 

in 
~ ( o  x D x T x H' x H', U', ~,,)T- 

fiber. Also ist durch ~ :  = , f f~  ein Isomorphismus S yon bP(T x N x N, U, 7) r"  
auf ~ ( o  x o x Tx H'  x H', U', 7') r"  definiert. 

Die Definitionen sind gerade so eingerichtet, dab das Diagramm 
, f  

.~N, Z, ~/) ---~ ~ ( o  x v x H ,  Z, q) 

n~SC(T• N • N, U, ~')r~ - ~  5"(O • t~ • T• H' • H', U', y,)r~ 

kommutiert. Dabei ist mit ,~(N)~Se(N, Z, ~I) natfirlich die kanonische Abbildung 
~p~o, (o(x)= ~ r gemeint, und/~ ist gegeben durch/~b = Rqg. Aus der 

Z 

Kommutativit~it des Diagramms folgt erst einmal, dab das Bild von R aus 
Schwartzschen Funktionen besteht (genauer miigte man eigentlich die Kommuta- 
tivitfit des Diagramms als/~ = Lf ~(id| formulieren). Weiter ist mit R' auch 
/~ ein Retrakt. Da 5~(N)--,.,~(N, Z, q) eine stetige lineare Umkehrung zulfiBt, ist 
dann R ebenfalls ein Retrakt. 

4. Fall. rt ist isomorph zu einer Heisenbergschen Algebra, ~I(Z) = T ,  und T operiert 
trivial auf 3. 

Dann ist T =  T~-~ endlich. Man wfihle a =0, b = rt und c = 3- Ist fernerv ein 
T-invariantes Komplement zu 3 in n, so setze man g = 0 auf v und definiere g auf 3 
durch q(expX) = e ~g~x) ffir X ~ 3. Es ist leicht zu sehen, dab damit (i)-(vi) erffillt sind. 

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen weitestgehend bei, auch 
bei den analog zu dort zu diskutierenden m6glichen Ffillen. Insbesondere seien g 
und R wie im Abschn. 2 konstruiert. 5r (") Ot ist nichts anderes als der Kern 
yon R. t~T 

Satz 4. Seien N eine einyachzusammenhdngende zusammenhdngende nilpotente 
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche 
Gruppe. T operiere stetig und homomorph dutch Automorphismen auf N, (t, x ) ~  xq 
(2 sei ein primitives Ideal in LI(N), der Stabilisator To yon g2 in T sei endlich. Welter 
sei g2o~ das f2 entsprechende primitive Ideal in alln und p = (~ (2~. Dann liegt 

t e T  

P * 5r total in Y(N)c~ (~ Or. 
t ~ T  
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Bemerkung. Die Voraussetzung der Endlichkeit von T~ ist offenbar fiberflfissig: 
Man kann den Fall eines beliebigen To sofort auf endliches To reduzieren (durch 
Verkleinern yon T). Sie ist nur gemacht worden, um die Ergebnisse vom Abschn. 2 
unmittelbar anwenden zu k6nnen. 

Beweis. Der Beweis erfolgt natfirlich wieder dutch vollstfindige Induktion fiber die 
Dimension von N. Wiederum sei r/der zu O geh6rige Charakter auf dem Zentrum 
Z von N. 

1. Fall. Es gibt eine nicht-triviale, zusammenhfingende, T-invariantc Untergruppe 
W yon Z mit r/(W)= 1. 

Es sei rt'=n/to, f2" sei das Bild von f2 unter der kanonischen Surjektion L~(N) 
~L~(N/W) und p' sei das Bild yon pun te r  der Surjektion ~l/n--,Jl/(n'). Dann ist 
offensichtlich f2,~ das Bild von f2o o unter d//n--*'Jk'(n') und p" ist gleich ~ f2~,. Die 

Behauptung des Satzes folgt aus der entsprechenden Aussage ffir p', ~t" und f2', 
wenn wit zeigen, dab der Kern der Surjektion Q : S ( N ) ~ , ~ ( N / W )  im Abschlul3 
des linearen Erzeugnisses yon p * ,9~(N) liegt. Nun ist p ~ / / m  = to'JI/w, und in der 
Tat liegt Kern Q in dem vom w* 5f(N) aufgespannten abgeschlossenen Unter- 
raum von og~(N), Um dieses einzusehen, w~ihle man ein lineares Komplement o zu 
to in u. Identifiziert man ~ ( N )  mit 5,'~(n)=5~174 so geht KernQ in 

E : =  ~feSP(oCto); ~f (X ,  r )dr=O ffir alle X eo~ 
( rl0 ) 

fiber. Und to*5'*(N) geht in w*Sf(o| fiber, wobei die Operatoren aus to 
natfirlich nur auf das zweite Argument wirken. Es ist leicht zu sehen, dab E als 
abgeschlossener Unterraum von o9~ | to) yon Tensoren f = .L | f 2 ~ ,r | .~(to) 
mit ~ f~(Y)dY=O erzeugt wird. Nun 1LiBt sich jede Schwartzsche Funktion (p auf 

8 8 
R" mit ~ q~(x)dx=O in der Form q ~ = ~ ; q g ~ + . . . + ~ . ,  ~0, mit passenden 

R n uxl c,x . 
q~ e 5a(R ") schreiben. Daraus folgt sofort, dab E in dem Abschlug des linearen 
Erzeugnisses von to ,  5~(o| enthalten ist. 

2. Fall. Es gibt eine zweidimensionale zusammenhfingende Untergruppe W yon Z 
mit q(W)= ql?, auf welcher T als eindimensionale Automorphismengruppe wirkt. 

Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie im entsprechenden Fall beim 
Beweis yon Satz 3 im Abschn. 2, insbesondere zerlegen wir T in T=  T'T,. mit 
endlichem Durchschnitt F = T'c~ T~. Zur Abkfirzung sei 5 P = ~9~(T~ x N, 14'; r/), und 
man hat die Abbildung J :  5g(N)-,,9 ~ mit Bild J=5s e. In einem ersten Schritt 
zeigen wir: 

(1) Kern J ist enthalten im AbschluB des yon p * 5~(N) erzeugten abgeschlossenen 
Unterraumes von ,9~ 

Genauer zeigen wir, dab K e r n J  im Abschlul3 des yon (o#toc~p),Sf(N) 
erzeugten abgeschlossenen Unterraumes enthalten ist. to besitzt eine Basis W~, ~ 
derart, dab mit D = W~ + iW2 e ~m gilt: D t = 6(t)D, D ~ = 6(t)D ffir t e T. Das Ideal 
Q~/~#w in ~//w wird yon {X- ig (X) ;  Xe to}  erzeugt. Setzt man 2=g(Vr 2 



Nilpotente Liesche Gruppen 449 

+g(W~) ~, so wird p c ~ w =  n {s174 t yon D / ) + 2  erzeugt. Nun ist KernJ  
t ~ T  

nichts anderes als Kern/,  I wie im Abschn. 2, d.h. 

I: 5P(N)-~,9~(~/F x ~), (I(p) (t, X) = ~ co(exp(X)w t, ~)q(w)dw, 
w 

mit einem T-invarianten Komplement ~ zu w in n. Identifiziert man 5g(N) mit 
( J (v |  w), so geht (pc~llvo) * J ( N )  in (p n~k'ro) * 5~(v| fiber, wobei die Operato- 
ren in pn~//m natfirlich nur auf die zweite Variable wirken; explizit: ffir P ~ mund  
f e ~(t~|  ist 

(P* f ) (X ,  Y)= - (~ , f (X,  Y)= ds ~=0 f ( X ,  Y-sP) .  

Bei dieser Identifikation geht K e r n I = K e r n J  in 

( ) 

fiber. Da I ein Retrakt ist, wird E aIs topologischer Vektorraum erzeugt von 
Tensoren f~ |  mit f~ ~ Y(v), f2 ~ 5P(m) und 

.(f~(Yt-')ei~176 ffir alle t e  T~. 
w 

Es genfigt daher zu zeigen, dab 

{ f e  Y(w);  ~f(Y '  ')e~q~Y~dY=0 ffir alle t~  T~} 

in (D/)+2), ,9~(m) enthalten ist. Diese Inklusion beweist man leicht mittets 
Fourierscher Transformation auf m; in der Tat stimmen die beiden Riiume 
fiberein. 

Wegen (1) und der im Abschn. 2 hergestellten Beziehung zwischen R : ~ ( N )  
-~ , f (T  x N x N, U, 7) und R "  5~-+,U(T" x N x N, U, 7) genfigt es, das Folgende 
zu beweisen: 

(2) J ( p .  og~ ist total in ,gPVnKern(id| 

Dazu definieren wit zun/ichst eine ~n-Wirkung auf ~ derart, dal~ ,I : , ~ ( N ) ~ 5  e 
eine '~gn-lineare Abbildung wird. Natfirlich operiert ~l~'~t auf dem Quotienten 
5~(N, W; ~1) yon ~9~(N); diese Wirkung ist nicht treu, sondern hat gerade das von 
f2~q~ltro erzeugte Ideal als Kern. FOr u e~#n und ~p E 5 ~ erkl/iren wir nun 

(uq~) (t, x) = [u * * t/,(t, - )] (x). 

Es ist leicht zu sehen, dab J damit ~ wird. Daher ist die Behauptung (2) 
/iquivalent zu: p(,~fv) ist total in ~gPFnKern(id| Dazu beweisen wir erst 
einmal 

(3) p ~  ist total in Kern(id| 

Zu (3): Da R" ein Retrakt ist, wird Kern(id| als topologischer Vektorraum 
yon Tensoren ~t  | mit tp t e 0~(T~) und ~/'2 ~ Kern R" C 5~(N, W, ~/) erzeugt. Nun 
ist 5e(N, W, ~1) ein Quotient yon 5~(N/(Kern~l)o). Setzt man p': = n ~oo, so ist taut 

t ~ T '  
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Induktionsannahme p' * ,9~(N, W, rl) total in KernR". Es reicht also zu zeigen, dab 
~p| * f ffir jedes ~ e b~ jedes v e p' und jedes f e 5s W, t,1) im AbschluB des 
von pS: erzeugten Unterraumes liegt. 

Nach Satz 2 l~Bt sich v in der Form v = u + q  mit u e p und q e (~//w~f2~)"gu 

schreiben. Da p in T~-Eigenrfiume zerffillt, gibt es eine Darstellung u = ~ uj mit 
j= l  

u j e p  und u~=zj(t)u j ftir gewisse Charaktere ;~j von T,,. Ffir jedes j liegt 
uj(xj  l t p |  in pS:, und es gilt 

{uj(z; x~|  (t, x) = ~(t) (uj * f )  (x), 

also 

{ut(z; l ~ |  = ~ |  * f =  q:| *f .  
j = l  

1 
(3) ~ (2) : Ffir ~p e 5: sei ~ ~ e 5: dutch ~ ~ (t, x) = ~ s~v ~(ts, x ~) definiert; ~/,, ~q~ ~ 

ist eine stetige Projektion yon ~ auf ~9 ~v. Man rechnet leicht nach, dab # mit der 
:#n-Modulstruktur auf 5: vertr~iglich ist: (ul;) # = u(~ ~). Wir haben zu zeigen, dab 
jedes f aus 5~Vc~Kern(id| ") durch Linearkombinationen yon Elementen aus 

p(5 :v) approximiert werden kann. Nun l/iBt sich f nach (3) durch ~ ut~/~ ~. mit 
u t e p, ~t e 5: approximieren. Dann wird f = f # durch t = 

ut ,j = 
j = l  j = l  

approximiert. 
Wie im Abschn. 2 k6nnen wir nun annehmen, dab Tals endliche Automorphis- 

mengruppe auf 3 und Z operiert. Auch hier wollen wir uns als n~ichstes fiberlegen, 
dab man dann ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit annehmen darf, dab T trivial 
auf Z operiert. Dazu sei wieder w ein T-irreduzibler Teilraum von ~ mit t l(W)= "IF 

und T' der gemeinsame Stabilisator in T der Elemente von w. Es sei T= U tiT' 
t = l  

eine Zerlegung in Nebenklassen, qj(w)=tl(w'O ffir we W. Auch Q : , f ( N )  
n 

.@ 5:(N, W, r/t ) und Vj'5~(N, W, q t )~5: (N,  W, tl) seien wie im Abschn. 2. Des 
j = l  

weiteren sei p '=  0 f2~. Man fiberlegt sich leicht, dab KernQ im Abschlul3 der 
t e T '  

linearen Hfille von p * 5:(N) enthalten ist, offenbar sogar im AbschluB der linearen 
Htille von (~gwnp)* 5~(N). Es ist daher der von 

n 

p * Q(5~(N)) = p * @ 5:(N, ,  W, tit) 

aufgespannte abgeschlossene Unterraum zu bestimmen. Transformiert man 

p* ( ~  5:(N, W, r/j) mittels ( ~  V~ in ( ~  ,9~(N, W, ~/), so erh/ilt man 
j = l  j = l  j = l  

E: = {(u" *fl . . . . .  u '~ *f,); u e p, f~ e ,9:(N, W, q)}. 
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Nun wird aber 5~(N, ~ t l )  von (~ annulliert. Da die Charaktere 
q~ ..... t/, paarweise verschieden sind, folgt aus dem chinesischen Restsatz, dab die 
Abbildung 

n 
~Zzm-~ @ 0~zm/oZ, m c ~ , ( ~ ; " ) ,  u ~ ( u %  . . . .  u ~o) 

j = I  

surjektiv ist, Das gilt dann auch fiir die entsprechende Abbildung ~#n 

--, @ q l n / ( q l m c ~ ) q l n ,  Man weist leicht nach, dab das Bild yon punter dieser 
j = l  n 

Abbitdung gerade ~ pj(qlvoc~f~)~lrt ist. Also ist 

~= {(u, *A ..... u.*L); u,~ p', f ~ . ~ ( u ,  w,,)}.  

Nimmt man an, dab p' * 5f(N) total in f2'= 0 ~2~ ist, so folgt leicht, dab p * 5f(N) 
in f2 total ist. ,~r' 

3. Fail, dim~=l ,  ~?(Z)=T, T operiert trivial auf 3- Es gibt ein abetsches 
T-invariantes Ideal w, welches 3 echt umfaBt. 

Genauso wie im entsprechenden Fall im Abschn. 2 gibt es dann ein abelsches 
Ideal w, ffir welches zus~tzlich gilt, dab m/3 zentral in n/3 und w/,3 ein irreduzibler 
T-Modul ist. Wie dort sei b der Zentralisator yon m in n, m=l)q) 3, t t=~ |  b und 
b'= l)l~. 

Wit wollen im folgenden annehmen, dab 1) (und dann auch ~) zweidimensional 
ist, da in diesem Falle gewisse Komplikationen auftreten. Wenn man den 
zweidimensionalen Fall beherrscht, ist klar, wie der eindimensionale zu behandeln 
ist. 

Die Komplikationen riihren daher, dab Dim allgemeinen keine (abelsche) 
Algebra zu sein braucht, was dazu ffihrt, dab der Transport der q/n-Modulst ruktur 
yon 5P(N, Z, q) auLg~(v x ~ x H', Z, ~l) 1/ings .N zu unn6tig komplizierten Formeln 
ffihrt. Wir betrachten stattdessen zwei entsprechende ,,eindimensionale Transfor- 
mationen" und zeigen, dal3 sich deren Kompositum in genau angebbarer Weise 
yon o~ unterscheidet. 

Dazu w/ihlen wir irgendeine Zerlegung rl = ~1| yon l! in eindimensionale 
Unterr/iume. Dieser entspricht einer Zerlegung • = ~1| mit [~i, '0i] = 6ii3. Dann 
sei t )2=b+v  2 und bz=bi ,  l~v Wie im Abschn. 2 ist durch 

(~Nl q~) (al, b l , h'z) = .f dr q~(exp( al )h2 expr exp ( -  b0) 
rtl  

ein Isomorphismus ~ :~f(N, Z, ~/)-,S(v~ x v~ x H~, Z, q) definiert. Entspre- 
chend ist .~(H~, Z, 17) zu 5f(vz x t~ 2 x H', Z, ~) isomorph und dann, dutch Tenso- 
rieren mit der Identit/it, ~ (  ~ x v~ x 
isomorph. Explizit ist ein sotcher Isomorphismus .r durch 

(.N2~P) (al, b l, a2, b2, h') = f dr~p(a~, b~, exp(a2)h expr exp( -  hi)) 
~2 

fiir tp e 5~(t h x t h x H~, Z, t/) gegeben (dabei ist natiirlich h irgendein Urbitd yon h' 
unter H/Y~ -~ H '= H/Y).  

Fiir a~ ~ oK und a 2 ~ vz sei s(a~, a2) e H durch 

exp(a0 exp(a2) = exp(al + az)s(al, a2) 
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definiert; mit s'(al, a2) bezeichnen wir das Bild von s(a~, a2) in H'. Damit erkl~iren 
wir 

S "5P(o x o x H', Z,  rl)~6P(ol x ~1 x o 2 x 02 x H', Z,  rl) 

durch 
(Sf)  (a I , bl ,  az, b2, h')= f (a 1 + ag, b 1 + b e, s'(a I , az)h's'(bl, b2)- 1) 

und behaupten, dab das Diagramm 

6e (N ,Z ,  tl) ~' > ~(01 x01 x H ' z , Z ,  tl) ~'- ~ ba(ol x o l  x o 2 x o 2 x H ' , Z ,  tl) 

s (o • o x 

q) ist 

((oN2 o ~,)~o) (a,, b,, a2, bE, h') 

= ~ d r 2 ( ~  1 q~) (a 1, b l, exp(ae)h exp r 2 exp( - b2)) 
t~2 

= ~ dra ~ dr1 qf fexp(aOexp(ae)hexpr2 
rJ2 t~l 

�9 exp(-- b2) exprl exp( - bO) 

= ~ ~ drldrz~p(exp(al)exp(a2)hexp(rl  +re) 
t)2 01 

�9 e x p ( -  b2) exp( - bl)), 

da exp(-bE) und expr~ kommutieren, und andererseits 

{(6 P o o~-)q~} (a,, b,, a 2, b 2, h') 

= (~ + a2, b l + b2, s'(a~, az)h's'(b 1 , b2)-1) 

= ~ ~ drldr2~o(exp(al +a2)s(at ,  az)hs(bl, bE)- 1 
1) 1 1~2 

�9 exp(r 1 + re) e x p ( -  bl - b2)). 

Da exp(r~ +re)  mit s(b~, bz) ~ H vertauscht und 

exp(al + a2)s(al, a2) = exp(al) exp(a2) 
sowie 

s(b 1, b2)- 1 e x p ( -  b 1 - b2) = exp( - b2) exp( - b 1) 

gelten, folgt .~-2 ~ ,~-~ = S o .r wie behauptet. 
Zu dem Tripel (N, T, f2) geh6ren Unteralgebren a, b und c von n sowie ein 

Funktional g a u f  rt, wie im Abschn. 2 konstruiert. Insbesondere k6nnen wir 
annehmen, dab 1) in a gelegen ist, so dab g auf ~ verschwindet und daher ein 
Funktional g' auf [ '  definiert. Zu dem Paar (0, C) bilden wir die Abbildung R, 
ebenso R' zu (g', C') mit C '=  C/Y. KernR ist nichts anderes als ~(N)c~ 0 f2t, und 

t E T  

KernR'  ist gleich 5P(H')c~ (-] A 't wobei A' das zu g' geh6rige maximale Ideal in 
t ~ T  

L~(H3 bezeichnet. Wir fassen nun R und R' als Abbildungen auf den Quotienten 
~9~(N, Z, r/) und 5e(H ', Z, t/) von 5e(N) bzw. 5P(H ') auf. Auf Grund der Untersu- 

kommutiert. 
Ffir q~ ~ 5e(N, Z, 
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chungen im Abschn. 2 ist ;~ (KernR)=  Kern(id@R'). Da R' ein Retrakt ist, ist 
Kern(id@R3 der Abschlui3 von :f(t~ x o)@KernR'. Nun ist Kern(id@R') inva- 
riant unter dem Automorphismus f - ~ f  yon 5e(v x ~ x H', Z, tl), welcher durch 

.T(aa + a~, b~ + b~, h') = f (a~ + a2, b~ + b2, s'(aa, a2)-th's'(b~, b2)- ~) 

mit a~, b~ ~ ~ ,  a2, b2 ~ v2 und h'~ H'  gegeben ist; denn Kern R' ist invariant unter 
Links- und Rechtstranslationen. Also ist Kern(id@R') auch der Abschlug yon 

{f; f ~5:(~ x ~)@KernR'}. 
Dann ist abet 

S.~-(KernR) = S (Kernid@R') 
der Abschtug yon 

{S~ .fE~(~ x o) |  =,9~(t~ x t h x t~ 2 x v2) |  

Um zu zeigen, dab p * Y(N)  total in (~ f2'm5"~(N) ist, reicht es also zu beweisen, 
leT 

dab die Elemente aus dem dichten Teil 5e(v, x D~ xu2xt~2)@KernR'  yon 
S ,N(KernR)=~v~,(KernR) durch Linearkombinationen yon Elementen aus 
:v~- ,  (P * Y(N,  Z, 0)) approximiert werden k6nnen. Da auf Grund der Induktions- 
annahme p' * 5~'(H:,Z,q)total in KernR'  ist (mit P ' =  ,~rO A~),: braucht man sich 

nur davon zu iiberzeugen, dab 5:(t~lx'olxt)2xvz)| in 
,Y:2,~l(p * ~9"(N, Z, ~7)) enthalten ist. 

Dazu zeigen wir zunfichst, dal3 zu jedem u' E :~:l): ein u ~ ~'t) existiert mit (.~-v~-z) 
(u ,  ~p)=u' ,  (,~-v~0~0 fiir q~eS(N,Z,q),  wobei u'*~0 fiir ~peS~(vl xt~ xt,2 xD2 
x H', Z, ~/) natfirlich die Anwendung yon u' auf die letzte Variable bedeutet. Im 
fibrigen ist u modulo dem yon { z -  ig(z); z E ~} erzeugten Ideal eindeutig bestimmt. 
All das wird leicht aus den Eigenschaften der ,,reduzierenden Quadrupel", siehe [9, 
4.7.7], folgen. Die Konstruktion yon u erfolgt in zwei Schritten. Man zeigt 
zun/ichst, dab zu u' ein uz e 4/(b/t) 1) mit ~2(u~ * ~) = u'* ~ : p  ffir atle tp e 5:(t~1 x o 
x H2, Z, q) existiert und dann, dab zu (jedem) u2 ~ :ll(t)/~O~) ein u e 4ll) mit ~ j  (u * q~) 
= u2 * ~ ~o ffir alte q~ ~ 5e(N, Z, t/) existiert. 

Es wird nur die Konstruktion yon uz vorgeffihrt; die Konstruktion yon u zu 
gegebenem u 2 verl/iuft v61tig analog. Dazu sei z e 3 mit g(z)= 1 gewfihlt, weiter 
seien xz ~,02C[+v2/li ~ =l) 2 und Y2 ~ ) / ~  ~02Cb2 mit [x2, Y2] =7- gew/ihlt. Der 
Zentralisator von y~ in b~ ist gerade b/o ~, und (x2, Y2, z, b/o ~) ist ein reduzierendes 
Quadrupel ffir b~. Die Ergebnisse aus [9] werden spgter auf das reduzierende 
Quadrupel ( -Xz ,  iy2, - i z ,  b/~t~ @112)yon b', @tl; angewendet. Fiir v s b~ lfi[3t sich 
,N2( ~ * ~4~) leicht direkt durch v und ,~at~, ausdrficken. Ist v=x2,  so gilt: 

:Y2(x 2 * ~P) ( a~, b~, a2, b2, h') 

= ~ drz(x2 * ~') (a~, b~, exp(az)h exprz exp( -b2) )  
02 

d I f) drw(a~, b~, e x p ( -  tx2) exp(a2)h expr2 e x p ( -  b~)) 
~ t ~ 0  r/2 

d I ,~ztp(a~, b~, a2-  tx2, b~, h'), 
=  -tI,=o 
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d.h. 

C " Ist v e b/01 = [)2, SO ist 

Nun ist 

D. Poguntke 

0 
~2(x~ * 72)= - ~&-- a%72. 

~ * 72) (al, bl, a2, b2, h') 

= !~ dr~ ~5,= o 72('~1, b~, exp(- t,0 exp0~2)h e,,p,'~ exp(- b0). 

0 �9 

Mit den Setzungen az = c~x2 und 

n=O n=O 

erh/ilt man 

~-2(v * 72) (al, b I , a2, b 2, h') 

= dr=  o ~2 ~ dr2 72(a1' b l' exp(a2) e x p ( -  tv~)h expr2 exp( - b2) ) 

= (o~272) (at, b t, a>  b> e x p ( -  tv~)'h') 
~ t = O  

= {v; * ~-2~(al, bl, a2, b> - )}  (h'), 

d.h. v~ wirkt nur auf die letzte Variable, die Wirkung h/ingt abet vonder  dritten 
Variablen ab; mit v~ ist nattirlich das Bild von v, unter b/~l-~h/~ bezeichnet. 
Wegen O(z)= 1 ist z * 72 = i72. Durch Spezialisieren auf v = Y2 ergibt die obige 
Formel (wegen y~ = 0) 

o~(y2 * 72)(al, bl, a2, b2, h') = - i~Yz72(a 1, b t, a2, b2, h'). 

Bezeichnet man, analog zu [9, 4.7.8], die dutch - x 2  induzierte Derivation auf 
q/(b/t%) mit 6, so lehren die dortigen Rechnungen zusammen mit den obigen 
Formetn: Ist v ~ q/(b/t) 1) irgendein Urbild yon u' unter der kanonischen Abbildung 
ql(b/t)o-*q/(b/O), so ist durch 

u2: = ~ (- I)~ 6"v(iy2)" 
m = o  m! 

ein Element in #/(b/t)1) mit o~2(u 2 * ~p)= u'* ~-z72 definiert. 

Folglich gibt es zu jedem u' ~ p' = ~ ATom o#(b/0 ) ein u ~ q/b mit (.~-2~-1) (u * q~) 
t ~ T  

= u' * (~z~2~q)rp ffir alle ~o ~ 5f(N, Z, t/). Ein solches u liegt dann notwendigerweise 
in p; denn u ~ p ist/iquivalent zu 

u * ~ ( N ,  Z, r/) ~ KernR 
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und zu 

( ~ , )  (u �9 ~ ( N ,  Z, O) 
= u' * 5~(u 1 x u 1 x v 2 x D 2, H', Z, rl) (= ~2,~(Kern R), 

was wegen u ' e  p' wahr ist. Daher ist 

5P(t h x D1 x v 2 x t)2)| p' * 5P(H ', Z, ~/) 

in 

,~2~1 (p * ~ ( X ,  Z, ~])) 

enthalten. Wie wir oben gesehen haben, folgt daraus die Behauptung des Satzes 
auch in diesem Fall. 

4. Fall. n ist isomorph zu einer Heisenbergschen Algebra, ~/(Z) ='IF, und T operiert 
trivial auf 3. 

Dann ist p = g2,~ und ~(N)r ~ f2 t = s176 d. h., die Wirkung der Gruppe 
t E T  

T ist ffir die Aussage des Satzes irrelevant. Man kann also T =  {1} annehmen. 
Dann befindet man sich abet wieder im 3. Fall, wenn man yon dem trivialen Fall 
eines eindimensionalen n absieht. 

4. Kerne von T ~ M-Bahnen sind infinitesimal bestimmt 

Als erstes wird gezeigt, dab jedenfalls die Kerne von T-Bahnen infinitesimal 
bestimmt sind. Der folgende Beweis basiert auf derselben Idee wie der Beweis fiir 
den entsprechenden Satz in [21]. 

Satz 5. Seien N eine einfachzusammenhiingende zusammenhiingende nilpotente 
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche 
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, (t, x)--* xL 

sei ein maximales Ideal in IJ(N), ~| sei das entsprechende Ideal in ~ Welter sei 
p = (~ Ot  Dann ist p* ~(N) total in (~ 0 t (in der L~-Norm). 

t E T  t~_T 

Bemerkung. Der Beweis wird zeigen, dab ein entsprechender Satz auch fi~r 

Beurlingsche Algebren L~(N) richtig ist, d. h. p * ~(N)  liegt dicht in L~(N)~ ~ ~', 
t e T  

sofern man voraussetzt, dab das Gewicht w h6chstens polynomial wfichst. Diese 
Voraussetzung stellt sicher, dab oW(N) in/2w(N) enthalten ist. 

Beweis. Durch Obergang zu einer Untergruppe von T, falls erforderlich, k6nnen 
wir ohne Beschrfinkung der Allgemeinheit annehmen, dab der Stabilisator Ta yon 
~2 in T endlich ist. Da ~ (N)  approximierende Einsen f6 r / J (N)  entMlt und d a p  
unter Ad(N), ausgedehnt auf oh, n, invariant ist, ist 

(p  * ~ ( N ) )  - = ( ~ ( N )  * p)  - = ( ~ ( N )  * p * ~ ( N ) )  - = (p * 5g(N))-  

= (5~(N) �9 p ) -  = (5t'(N) �9 p * 5"~(N)) - .  

Es gentigt also zu zeigen, dab p * 5P(N) total in (~ ~2 tist. 
l e T  
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Zu den Daten T, N, ~ seien g ~ n* sowie Unteralgebren a, b, c yon n gemfig Satz 
3 gew~ihlt. Dann haben wir den Retrakt R:Y(N)~SP(T • N • N, U, 7) T~ mit 
K e r n R =  5f(N)c~ ~ ~2 t. Sei nun ~ ein beschr~inktes lineares Funktional auf L~(N) 

t~T 

mit ~(p* 5P(N)) =0.  Wir haben zu zeigen, dab auch ~ ( ~  Qt) =0  ist. Ffir jeden 
Charakter/~ yon T sei kt~7' / 

LI(N), = {f  ~ LI(N): . f t= l~(t)f fiir alle t c T} 

und ~(N)U=5~(N)c'~LI(N)"; ~(N)" liegt offensichtlich dicht in Ll(N) ". Wir 
fixieren nun erst einmal/~ ~ T some p, q e ~9~ 1 und zeigen, dab das 
regularisierte Funktional ~0--~{(p* q)* q) sogar C*-stetig auf L~(N)" ist. Durch 
Einschr/inkung definiert ~ ein stetiges lineares Funktional auf 5P(N), und nach 
Satz 4 faktorisiert ~ durch R, es gibt also ein stetiges lineares Funktional ~ auf 
5P(Tx N x N, U, ),)r~ mit ~((p) = ~(R(p). Insbesondere interessieren uns die Werte 
von ~ auf R(,Cf(N)"); man beachte, dab mit q~ auch p* q~* q in ,9~ liegt. 
R(SP(N)") ist offenbar nichts anderes als 

5P(Tx N x N, U, 7)": = {~ c . S ( r x  N x N, U,7); ~(t, x, y)=#(t)q~,(l,x,y) 

sowie ~(1, x ~~ y~~ = #(to) ~1r x, y) 

fiir alle x, y c N, t e T, to c Te}. 

Definieren wir, ffir sp/iteren Gebrauch gleich etwas allgemeiner, 

.9~  U , ? ) ~ ( N x N ,  U, 7), ll'~q~l, 

durch lp~ (x, y )=  ~p(l, x, y), so liefert diese Abbildung einen Isomorphismus von 
,~(Tx N x N, U, 7)" auf einen abgeschlossenen Teilraum yon ,~(N x N, U, ?). 

Nun w/ihlen wit eine Polarisierung b fiir g mitc c b c b; es gilt natiirlich dimb/c 
= dimb/[,  b ist im wesentlichen eine Polarisierung ffir g a u f  der Heisenbergschen 
Algebra b/a. Mit H sei die entsprechende Untergruppe yon N bezeichnet, 
z o : H ~ T  sei definiert durch zo(expX)=e i~ f/Jr X e b (dies ist eine Fortsetzung 
des ursprtinglichen t:0 : C--*T). ,~(N x N, U, ?) ist isomorph zu ~ ( N  x N, H x H, 
Zo x )~) via 

(.f~p) (x,y): = ~ ddZg(a)lp(xa, y) 
lt /C 

fiir ~p e Y(N x N, U, 7). Die Umkehrabbildung ist, bis auf eine Konstante (die von 
der Normalisierung der invarianten Mage abh/ingt), gegeben durch 

(ffq~)(x,y)= I dl~o(xb, yb). 
B/H 

Diese Isomorphismen stellen, nebenbei bemerkt, den Zusammenhang zwischen 
der bier behandelten Beschreibung yon 5~(N)/Se(N)c~f2 und der friiher von 
Howe in [-14] gegebenen her. 

Wir beweisen exemplarisch, dab ( ~  o cG)~0 = q~ ffir q~ c 5~(N x N, H x H, ;% x ~)  
ist. Der Beweis fiir N o ~ = id verl/iuft /ihnlich (in der Tat ist er sogar etwas 
einfacher) und beruht ebenso auf der Fourierschen Inversionsformel fiir Vektor- 
gruppen. 

Nach Definition ist 

{(o~o ~)q~} (x,y) = I dfig0(a) [. dl)~o(xab, yb). 
H/C B/H 
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Nun ist 
qffxab, yb) = ~o(xbb - lab, yb) = zo(b- t a -  ~b)~o(xb, yb). 

Definieren wit bei festen x, y die Funktion f auf/):  = B/H dutch f(/~) = ~(xb,  yb), 
so ist also 

{(.~o ff)~o} (x, y) = ]" dd ~ dlJzo(a)zq(t)- l a -  tt))f([~). 
n/c ~ 

Erklfirt man flit d ~ H / C  die Funktion za :/) ~]I '  durch za(/~) = zg(a)z0(/~- la -  1/~), so 
ist "ca ein Charakter von/~  und d~za  ist ein Isomorphismus yon H / C  auf die 
Charaktergruppe yon/~. Die Homomorphie  yon %:/3 ~ T  ist gleichbedeutend mit 

)fg(a)xe(b - ~ a ~- ' b)zo(a)zq(d -~ a - ~ d) = z~(a)z.(d- ' b - ~ a -  ~ bd) 

fiir alle b, d ~ B und a E H und mit 

xa(b- i a -  l b )z,q( a) = ;(g( d -  ~ b -  l a -  t bd)x~(d- lad).  

Nun ist 

~(d-~b-~a-~bd)?~g(d -- l ad )=xq(d -~b  l a -  ~bad). 

Aber b - ~ a -  ~ba ist zentrat in B/A.  Also gilt 

zo( d -  t b - l a -  l bad) = xo( b-  l a - ~ ba) = xo( b -  ~ a -  ~ b )~(o(a) , 

wie behauptet, Es ist nicht schwer zu sehen, dab d~za homomorph in d und dab 
d~Za injektiv ist. Aus Dimensionsgrtinden ist dann a~za  ein tsomorphismus, Die 
Fouriersche Inversionsformel ffir die Vektorgruppe/3= B / H  liefert 

{(iN .:~ {4)q~} (x, y) =-- j" da f d/~%(/~) = r iO)=  ~p(x, y). 
H/C B 

Weiter ist 0~(N x N, H x H, 2(~ x ;~) isomorph zu ~ ( ~ 2 , )  mit n = d i m N / H .  Einen 
solchen, sehr willkfirlichen Isomorphismus kann man wie folgt konstruieren, vgl. 
[14] und den Anfang vom Abschn, 2. Fiir eine passende Basis X~, ..., X, in einem 
passenden linearen Komplement yon b in 1t ist die Abbildung 

~ "  x H ~ N ,  (s~, .,., s,, h ) - * e x p ( s , X , ) . . . . ,  exp(s~X~)h 

ein Diffeomorphismus und ffir integrierbare Funktionen *r auf N / H  gilt 

j" ~(d)d~= ~ ~,(exp(s, ,X,)- . . . -exp(s~XO)d&-.. . 'ds.  
N/ t f  IR ~ 

his auf eine feste positive Konstante. Man definiert dann 

o:g': 5::(N x N, H x H, Z~, x ~.)-o-~(R 2") 
durch 

(Y :  ~)  (r~ . . . . .  r,, s , ,  - . ,  s,) 

= q~(exp(r,X,),, ,. �9 exp(r, X ~), exp(s,X,,) - ... - exp(& X 0).  

Durch Zusammensetzen erh/ilt man schtieglich eine Einbettung yon S ( T x N  
x N,  U, ~)~ auf einen abgeschlossenen Unterraum yon 5e(lR ~") 

5~(Tx N x N, U, 7) ~ 

---* ,9"(N x N, U, )')-:g-~ Y ( N  x N, H x H, ~0 x )~o) K '  ~176 
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Das gegebene stetige lineare Funktional ~" auf Y ( T x N x N ,  U,~/)" kann man 
mittels dieser Einbettung als ein stetiges Funktional auf einem abgeschlossenen 
Teilraum yon 6P(~ 2") auffassen. Dor t  erlaubt es eine stetige lineare Fortsetzung, es 
gibt also eine temperierte Distribution r auf p.2, mit 

~'(,p) = (~'o X o ~ )  (,p,) 

fiir lp e ,9~ N x N, U, 7)"- 
Zu ~' existieren, vgl. [31], p. 239, ein stetiges ~ e L2(~, 2") und ein Differential- 

operator D auf F, 2" mit polynomialen Koeffizienten derart, dab 

r = f ~(a) (Dr) (a)da 
N2n 

ffir al lev e ~(N.  2") gilt. 
Wir dfiicken nun das Funktional q~--,~(p * q9 * q), q~ E Y ( N ) " ,  durch ~' und damit 
durch ~ und D aus. Sei f = p * ~0 * q mit einem ~o e 5e(N) u. Es ist 

~ ( f )  = ~(Rf)  = (~'o J{'o o ~ )  (Rf) l ) .  

Und ffir ( R f ) l  findet man durch einige Variablen-Transformationen (hinter denen 
natfirlich nichts anderes als die Tatsache steckt, dab die (R f )  1, (Rqo)~ . . . .  die Kerne 

zu gewissen Operatoren im Darstellungsraum yon ind Zo sind : 
C 

( R f ) t ( x ,  y) = f dd~ f dl~(RP)l(x, fl) (Rq~),(fl, ~) (Rq),(e, y). 
N/C N/C 

Aus dem gleichen Grunde gilt 

[o-~((Rf),)] (x, y) = ~ d~ ~ d[~E,af((Rp)l)] (x, y) [g((R~0),)] (fl, a) 
NtH N/H 

�9 [ f f ( ( R q ) 0 ]  (~ ,  y )  

oder, indem man f :  =~- ( (Rf )  0 setzt und entsprechend ~5,/~ und ~ erktiirt, 

] '(x,  y) = S I y ) .  
N/H N/tf  

Setzt man weiter f ' =  ~ r f  und erkl/irt q/, p' und q' entsprechend, so erh/ilt man 
durch Ausnutzen der Beziehung zwischen dem invarianten MaB auf N / H  und dem 
Lebesgueschen MaB auf N." 

f ' ( r  l . . . . .  G, sl . . . .  , s.) 

= I . . . . .  f . . . .  . . . . .  
Rn Rn 

�9 ~o'(fl,  . . . . .  ft,, ~x I . . . .  , ~ , ) q ' ( 0 q ,  . . . ,  a,, s~ . . . . .  s , ) ,  

bis auf eine feste positive Konstante, welche allein v o n d e r  Normalisierung der 
jeweiligen invarianten MaBe abh~ingt und ffir die fotgende Argumentation 
unerheblich ist. 

Also ist 

~(p �9 (p �9 q) = ~ ( f )  = (~'o :.r o ~ )  ( ( R f ) , )  = ~ ' ( f ' )  

= I dr f ds~(r, s) (Df ' )  (r, s) 
~,n rg~ 
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mit 

und daher 

r=(r  I . . . . .  r.), s=(s t  . . . . .  s.) 

I~(P * ~ * q)l ~ IIC[Iz IlDf'lt2. 

Nun l/if3t sich Df" in der Form 
k 

(Df ' )(r ,s)= Y', ~ d~ ~ dfiPi(r, fl)tp'(fl, a)Qj(~,s) 
j = 1 F, ~ ~ n  

mit gewissen Schwartzschen Funktionen P1 .. . . .  Pk, Q1,..., Qk schrciben, die sich 
durch Anwendung yon D auf p' und q' ergeben. Deutet man P~ und q/als  Kerne 
yon Integraloperatoren Kj bzw. r auf L2(]R"), 

( q~P) (fl) = ~ r cO~p(a)d7 
rg n 

und 

so erh~ilt man 

und damit 

Also gilt 

(Kj~p) (fl) = ~ Pj(fl, a)~p(a)dc~, 
IR n 

k 

(Dr ' )  (r, s) = E [(Kjo 4') (O~(- ,  s))] (r) 
j = l  

k 

ilDf'li2 <- _ Z tlK~II ltell IIQjt 2 .  
j = l  

k 

{~(P * (P * q)l < It (If 2 ~, It Kjil II q~ il li Qj II 2 = E II q)It 
i = 1  

mit einer Konstanten E, die nafiirlich von p und q abh/ingt. Bildet man die 
N 

induzierte Darsteltung ~ = ind Zg und realisiert diese in LE(p. ") mittels des oben 
H 

angegebenen Diffeomorphismus IR"• H ~ N ,  so ist q~ nichts anderes als ~(r 
Damit ergibt sich 

]r ffiralle ~o~6~(N)". 

Diese Ungleichung gilt darln auch ffir alle q~ ~ L~(N) ". Liegt nun q~ in L~(N)~'c~ 0 f2t 
t e T  

und damit insbesondere in f2 = Kernn, so ist ~(p * ~o * q) = 0  fiir alle p, q ~ 6~(N) T. 
LfiBt man p und q eine approximierende Eins von L1(N) durchlaufen, so ergibt sich 
~(I2(N)"c~ 0 f2 '~=0 fiir j edes / t~T.  Da aber ~2 L~(N) ~c~ 0 f2t dicht in 0 ~2' 

\ t ~ T  ] u E T  t ~ T  t e T  

liegt, folgt r (tgr 0 ' )  = 0 wie behauptet. 
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Mit einem ~hnlichen Trick wie in [27] kann man Satz 5 wesentlich 
versch~rfen. 

Satz 6, Seien N einfiwhzusammenhdngende, zusammenhdngende nilpotente Liesche 
Gruppe mit Liescher Algebra n und A ein primitives Ideal in L~(N), A ~ sei das 
entsprechende Ideal in .~ln. G sei ein semidirektes Produkt T ~  M aus einer 
kompakten abelschen Lieschen Gruppe T und einer einfachzusammenhiimlenden~ 
zusarnmenhdngenden nilpotenten Lieschen Gruppe M. G operiere stetig und 
homomorph durch Automorphismen auf N und dann auch a t (  n. dabei operiere M 
durch unipotente Automorphismen auf n. Es sei / t '={A "~, x~G}.  k(.;[') 
= (-] A~<3LI(N) und q= (') Af,<~4/n Dann ist q * ~ ( N )  total in k(.1). 

x~G x~t; 

Bemerkung. Vermutlich ist ein entsprechender Satz auch ffir Beurlingschc 
Atgebren L~.(N) mit einem polynomial wachsenden Gewicht w richtig, vgl. auch 
die Bemerkung im Anschlu[~ an Satz 5. Atterdings t~il3t sich der untcn stchende 
Beweis nicht ohne weiteres auf die alIgemeinere Situation fibertragen, da die dort 
konstruierte Darstetlung Q yon H in Lt(N) den Unten'aum /)~(N) nicht immer 
invariant lal3t. 

Beweis, Gist als Menge das kartesische Produkt Tx M, und die Multiplikation in 
G ist gegeben durch 

(t,a)(s,b)=(ts,~(s) ~(a)b) 

mit einem stetigen Homomorphismus ~ : T~Aut(M). Die Tatsache, da[.~ Gauf  N 
operiert, bedeutet, dal] man zwei stetige Homomorphismen [r T--,Aut{N) und 
7 : M-~Aut(N) rnit 

' ; (v (s )  ( a ) )  = I~(s)~'(a)f~(s) ~ 

ffir alle a E M, s ~ T gegeben hat. 
Wir bilden die Hilfsgruppe H, H ist als Menge gleich M x N x N, und die 

Multiplikation ist definiert durch: 

(a',x', y3(a, x, y)=(a" a,'f(a)- ~(x ')x,x ~7(a) I(y')xy), 

Auf Grund der Voraussetzungen ist Heine  einfachzusammenhfingende, zusam- 
menhfingende nilpotente Liesche Gruppe. Wit werden bei den folgenden Rech- 
nungen H vornehrntich als das semidirekte Produkt aus der Untergruppe K = M 
x N x {e} und dem Normalteiler {e} x {e} x N ~ N ansehen, H = K ~< N. Es ist 
leicht nachzurechnen, dab durch 

~(t)(a,x,y)=-(ct(t)(a),fl(t)(x),fl(t)(y)) fiir t ~ T ,  ( a , x , y ) ~ H ,  

ein stetiger Homomorphismus 3: T-~Aut(H) definiert ist. 
H wirkt auf Funktionen f : N - - , ~  durch 

{o(a ,x ,y ) f } ( z )=f (y - lx - l~(a) -~(z )x )  fiir z ~ N ,  ( a , x , y ) c H .  

lm besonderen ist hierdurch eine stark stetige Darstettung von H in dem 
Banachschen Raum L~(N) erklart. Jedes Q(a, x, y) ist eine lineare lsometrie auf 
Lt(N); daher kann Q zu einer Darstellung von L t (H) integriert werden, die ebenfalls 
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mit Q bezeichnet wird. Es sei 1 der Abschlug der linearen Hfille von q * ~(N) in 
LI(N). Da 1 und k(:~') unter der Darstellung ~o invariant sind, liefert diese auch 
Darstellungen QI und Ok von H (und yon L1(H)) in E: = LI(N)/I bzw. in LI(N)/k(W). 
Mit Hilfe von Satz 5 werden wir beweisen, dab KernL,~m~oj=KernL,~m0k ist. 
Daraus folgt Satz 6, denn dann stimmen auch Kern1~tmo~=l und KernL,tN)Q k 
--k(W) fiberein. Mit Ann~h(E ) bezeichnen wir den infinitesimalen Annullator von 
E in der universellen Einhfillenden 'r der Lieschen Algebra b von H, d.h. 

Ann ~+~(E)= {w~ # b ; w  * ~(H)=c AnnL,~m(E)} 

= { w ~ C/b: c~(w * C~(H)) c I}. 

Korrekterweise sollte man wohl Ann~h(E , )  schreiben, doch die Bezeichnung 
Annu~(E) ist unmil3verst/indlich. 

Die n/ichsten Betrachtungen werden zeigen, daB man das Ideal Ann~h(E ) auch 
direkt aus q gewinnen kann. Ffir die folgende Konstruktion vergleiche man auch 
[9, 2.5.3]. # n  operiert durch Linksmultiplikation auf ~l/u/q, aq:Jgn~End(r 
Die Liesche Algebra Ivon K operiert auf u durch Derivationen, die sich eindeutig 
zu Derivationen von r fortsetzen lassen. Diese Derivationen lassen q invariant 
(da q invariant unter Konjugation mit Elementen aus K ist), und man erh/ilt eine 
lineare Abbildung c~q:f-*End(r Zusammen ergibt sich eine lineare Abbil- 
dung a m von l ) = f + ~  in End(r und man rechnet leicht nach, daB ~q eine 
Darstellung der Lieschen Algebra b und damit auch yon lib ist. Es wird sich 
erweisen, dab Ann~u(E) gerade gleich Kerna,=Ann,~u(r 

Zur Bestimmung von Kerna ,  berechnen wit den Annullator der Nebenklasse 

[ 1 ] e #u/q.  Jedes Element in ~#b l/igt sich in der Form ~ ujv~ mit u~ ~ 4[n, vi ~ ~l/[ 
j - 1  

schreiben, [9, 2.2.10]. Ffir i' e 4/1 gilt v[l]  = Z(v) [1], wobei mit X(v) der konstante 
Term in v bezeichnet ist, oder auch: Z ist derjenige Algebrenhomomorphismus 
~g[~IE mit Kern)~= [~//l. Also ist 

u?'~ [1] = ~.(u) (z.(v) [1]) O'q 
j = l  j = 1 

Daher gilt 

Ann,~([ l])  = Aq mit 

A , :=  Z=lu~vj; u~e,Jlln, v ieJgL )~(vj)ujeq . (1) 
j j = l  

Da ogu/q offensichtlich ein zyklischer ~Jk'b-Modul ist, ist Kern ~rq gleich dem gr6Bten 
in A m enthaltenen zweiseitigen Ideal. Die obige Konstruktion l~iBt sich natfirlich ffir 
jedes K-invariante Linksideal in ~?/u oder, was dasselbe ist, jedes M-invariante 
zweiseitige Ideal in o#rt durchffihren. Nun ist c = 0 7(a)(A~,) ein solches Ideal, 

a ~ M  

und man findet eine Darstellung ac yon o//b in J#u/c. a, ist sogar eine irreduzible 
Darstellung yon o//b. Denn ein cr,(~ Unterraum yon o//n/c entspricht 
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einem M-invarianten, zweiseitigen Ideal b in 4In mit c C b C r Ist b ein echtes 
Ideal, so gibt es ein maximales Ideal b mit bC b. lnsbesondere liegt b in der Hfille 
h(r yon r Diese ist aber nach der Bemerkung am Ende des Abschn. 1 nichts 
anderes als die Mr von A~. Da ;0 nicht nut  unter M, sondern auch unter Me 
invariant ist, ergibt sich daraus, dat3 b in e enthalten ist. Also ist Kerna,  ein 
primitives Ideal in ~/zb und folglich sogar maximal. 

Der Dualraum yon L~(N) lfiBt sich mit U(N) via <~p,f) = .I ~p(x)f(x)dx ffir 
N 

OeU(N) ,  f e L l ( N )  identifizieren, und der Dualraum yon E=L~(N)/I ist 
identifizierbar mit 

I i =  {q~eU(N) :  !q~(x)f(x)dx=O ffir alle f e l t  . 

Sei E'c=I • der Raum der G~rdingschen Vektoren fiir die zu ~)t kontragradiente 
Darstellung yon H. Es gibt dann, vgl. [32, p. 256], eine Anti-Darstellung ~2) yon r 
in E' mit <O'~(w)~o,f>=<~p,O~.~(w)f> ftir q~eE', f e E ,  und weC/b. Da E" 
schwach dicht in I • liegt, ist A n n e d E ) =  Kern0~. 

Setzt man wie fiblich qS(x) = q~(x- ~ )fiir Funktionen ~ auf N und bezeichnet mit 
u-~ ,  u e ~lln, den entsprechenden Anti-Isomorphismus yon ~/[n, so rechnet man 
ohne Miihe nach, dab 

@}(u)q~=(qS,u)'=fi*q~ fiir u e r  und (#eE '  gilt. (2) 

lnsbesondere ist ~* E '=0 .  (2) folgt fibrigens auch aus der allgemeineren 
Formel 

{~ox(X)~of(y)= {~(exp(-sX))(p} (y) fiir X el).)'e N 

und q~eU.  (3) 

Zu (3): Sei f e ~ ( N ) ,  und f ' e~ / (N)  sei definiert durch 

f,(y) = d .~=o [~o(exp(sX))f} (y). 

Mit I f ]  bzw. I f ' ]  bezeichnen wit die entsprechenden Nebenklassen in 
E = LI(N)/I. Damit ist 01. ~, ( I f ] )  = [ f ' ] -  Da die [ f ] ,  f e 2 ( N ) ,  in E dicht liegen, ist 
die Funktion ,p: = oj(X)q~ e E' dutch die Gleichung < t/,, [ f ] >  = <q~, [.[ '] > oder 
<lp, f >  = <~0, f '>  eindeutig festgelegt. Es ist daher lediglich nachzupriifen, dal3 die 
Funktion ~, 

q3(y) = ~s~ = o {0(exp( - sX))q~} (y), 

der Beziehung <q3, f>  = <q~, f ' >  gentigt. Letzteres folgt abet leicht aus der Identitfit 
<o(h- ~)q), f > = < q), @(h)f> fiir alle h e H, f e ~ ( N )  und ~0 e E'. 

Aus (3) zieht man die fiir das Folgende wichtige Konsequenz, daf3 
{o}(X)q~} (e) = 0 fiir X e [ und q~ e E' und mithin {O)(v)~0} (e) = Z(v)q~(e) fiir v e~ 

Ist weiter w ein beliebiges Element in ~r w = ~ uiv i mit uj e ~ n  und v i e ~[ ,  so 
gilt ~= 

~(w)q~ = ~ Q1(vj)' %~ �9 q~) 
./=1 
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und also 

(e~(w)~p) (e) = ~ Z(v) (a~* r (e). 
j = l  

Nun k6nnen wir zeigen, dab 

Kern a,  c Kern e'x = Kern Or,., c= Kern Ok. ,~ �9 (4) 

Die mittlere Gleichung und die letzte Inklusion sind klar. Es bleibt also die 
erste Inklusion zu zeigen. Ist w e  Kerna, ,  so ist fiir ~ e E' und y e N: 

(e~(w)q~)O')= {0(e,e.y- 1)r (e) 

= {e(e, e, y- t)e;(w)p(e, e, y)0(e, e, y -  '):r (e) 

=(~./~(~")v)(e) mit ~l,=O(e,e,y-~),p~E ' 

und ~'r y l)(w), 

womit nattirlich die Anwendung ~ = Konjugation) yon (e, e, y 1) ~ H a u f  w ~ #/b 
gemeint ist. Mit w liegt auch ~' in Kern%, also insbesondere in A,. Es gibt folglich 

eine Darstellung ~'= ~ u:) mit uje Un, v ~  r und u: = ~, Z( r )u :e  q. Man 
erh/ilt ~-t ~= 

(0J(w)q~) 0') = (0}(g')q') (e) 

= ~ Z(t')(li*~l')(e)=((t*tf)(e)=O, 
j = l  

da u ~ q und q, e E'. Damit ist der Beweis ffir (4) erbracht. 
Wir wollen Satz 5 auf ein passendes maximales Ideal Q in LI(H) anwenden. 

Dieses wird wie folgt konstruiert. Man bilde F: = LI(N) (~ 7(a)A. Die Wirkung Q 
: a~=M 

yon H auf L ~ (N) macht auch F zu einern H- und L 1 (H)-Modul,  und man nimmt als 
f2 den Annullator yon F in L1(H). 

Man kann auf verschiedene Weisen einsehen, dab f2 maximal ist, z. B. kann 
man, yon einer irreduziblen involutiven Darstellung ~ yon LI(N) mit Kernr = A 
ausgehend, ohne Schwierigkeiten eine irreduzible involutive Darstellung rr yon 
L T (H) mit Kern ~z = f2 angeben (dies wurde in [27] getan). Eine andere M6glichkeit 
ist die folgende. Wendet  man die obigen Betrachtungen auf den Fall T= {1 } an 
(dann geht k(3")in (') ?'(a)A und cl in c =  0 7(a)A~ iiber~,: so liefert ca) spezietl, 
\ a ~ M  a ~ M  

dab Kerna,  in Q,~ :=  Ann,~(F) enthalten ist. Nun ist aber Kerna ,  maximal, also 
gilt 

Kern ~r, = f2~.. (5) 

Nach [19] (,Wienersche Eigenschaft" nilpotenter Liescher Gruppen) gibt es zu f2 
eine irreduzible involutive Darstellung rt yon Lt(H) mit Q__c Kernm Dann ist aber 
auch f2~,~ in KernTt,~ enthalten. Wegen der Maximalitfit von Kerna ,  ist Kernrt~, 
=f2~. Also gilt Kernr t~ ,*~(H)~f2  und dann auch Kernn~f2  nach Satz 5; 
folglich ist f2 = Kernr~ maximal. 
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Wie im Satz 5 setzen wir p: = 0 6(0 (f2~). Es gilt zun/ichst 
t~T 

Kern Ok, ~o = Ann~(  L1 (N)/k(Sf))____ p. (6) 

Da KernQk, o~ invariant unter T ist, geniigt es zu zeigen, dab Kern0k, oo in ~ 
gelegen ist. Das ist abet klar, da k ( f )  in 0 ?(a)A enthalten ist. 

Weiter gilt .~M 
p c Ann~b(ogrt/q ) = Kern a , .  (7) 

Da Kernaq das gr6gte in A, gelegene zweiseitige Ideal ist, genfigt es zu zeigen, dab 

p in Aq enthalten ist. Nun liegt aber 0 6(t)(A,) in Aq denn: Ist 
t~T 

UjVj '~ (~  (~(t) ( A r 
j= 1 t e T  

mit uj ~ ~ und vj e ~gn und vj ~ ~llf, so ist 

6(t) Z=lujvj = 6(t)(uj)6(t)(vj)eA~ fiir alle t e  T, 
j j = l  

also 

und folglich 

Z(6(t)vj)6(t) (u i) 
j = l  

= Z %) = Z z%)fl(t) %) c 
j = l  j = l  

)((vs)u s ~ fl(t- 1)c fiir alle t e T. 
j = l  

Mithin liegt ~ )~(vj)uj in 0 fl(t)c = q, also ~ ujv~ in A,. Es reicht daher zu zeigen, 
j = l  t e T  j = l  

dab p = ~ 6(t)(00o) in N 6(t)(A c) enthalten ist. Das ist aber klar wegen (5). 
t e T  t e T  

(4), (6) und (7) ergeben zusammen 

p = Kerna ,  = Kern01, ~ = Kern Qk, oo- (8) 

Mithin gilt 

{p * @(H)} - ~ AnnL,(n)(E ) c= AnnL,(m(Ll(N)/k(f)) c= 0 6(t)f2, 
t~T 

wobei die beiden letzteren Inklusionen offensichtlich sind. Nach Satz 5 ist aber 

(p * ~ ( n ) }  - = (~ 6(t)f2 und folglich 
t~T  

A n n  L , (tt)(E) = Ann L, ( H ) ( L  1 (N) /k ( f ) ) ,  

woraus sich, wie oben festgestellt, 

I = {q * ~(N)} - = k ( f )  

ergibt. 
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Sei nun zun/ichst Y" eine beliebige abgeschlossene Menge im unit/iren Dual 
von N. .~ l/il3t sich mit dem Raum der maximalen Ideale in L~(N) identifizieren. Zu 
Y" existiert allemal ein gr613tes Ideal in LI(N), n/imlich der Kernk(~), dessen Hiille 
gerade wieder Y" ist. Aber es gibt auch, wie im Falle abelscher Gruppen, ein 
kleinstes abgeschlossenes Ideal mit 5 eats Hiille. Die Existenz eines solchen Ideals 
wurde in [20] bewiesen; dieses Ideal bezeichnen wir wie dort mit j(Y'). Mit 
/ihnlichen Mitteln wie in [22], vgl. auch [27], kann man nun aus Satz 6 herleiten, 
dab fiir gewisse Y" der Quotient k(Yf)/j(.Yf) nicht nur eine Radikalalgebra ist - das 
ist er stets -, sondern sogar eine nilpotente Algebra ist. Bekanntlich, vgl. etwa [8], 
ist N eine Gruppe mit polynomial wachsendem Haarschen Mal3: es gibt eine 
nat/irliche Zahl d derart, dab zu jeder kompakten Menge K in N eine Konstante 
C = C~ existiert mit Mal3 (K") < Cn ~ ffir alle nat/irlichen Zahlen n. Mit d(N) sei die 
kleinste derartige Zahl bezeichnet. 

Satz 7. Die Voraussetzungen seien dieselben wie im Satz 6, insbesondere sei also N 
eine zusammenhiingende nilpotente Liesche Gruppe und :U c= 1~ sei eine Bahn unter 
einer Gruppe der Form T~  M. Dann ist {k(s mit m = 2  dtm+4- 1. 

Beweis. Der Vollst~indigkeit halber wollen wir Satz 7 hier beweisen, obwohl man 
s/imtliche Argumente in [27] und [22] nachlesen kann. Aus Satz 6 folgt, dab k(W) 
c ~ ( N )  dicht in k(W) liegt - und das ist in der Tat die einzige Eigenschaft von Y', die 
man f/Jr die folgende Argumentation ben6tigt. Grundlegend fiir die Konstruktion 
von j(,~r) (und viele andere idealtheoretische Eigenschaften von L~(N)) ist der 
Dixmiersche Funktionalkalktil, siehe [8]: 

Ist f = f *  ~ ~(N) und ~0 : N--.II2 eine r-mal, wobei r: = d(N) + 4, stetig differen- 
zierbare Funktion mit kompaktem Tr/iger und q~(0)=0, so gibt es (eindeutig) 
~0{f} ~ L~(N) mit n(q~{f}) = ~o(n(f)) fiir alle involutiven Darstellungen n; dabei ist 
~o(n(f)) im Sinne des gew6hnlichen Funktionalkalkiils in C*-Algebren zu 
verstehen. Weiter wurde dort gezeigt, dab zu f = f *  e ~(N)  eine Familie yon r-mal 
stetig differenzierbaren Funktionen q~ : N-- .~  mit kompaktem Tr/iger existiert, so 
dal3jedes q~ sogar in einer ganzen Umgebung yon 0 verschwindet, und dab man die 
r-te Faltungspotenz f '  beliebig gut durch diese ~o{f} approximieren kann. 

Ist nun speziell f = f * ~  k(Sg)n~(N), so liegen die mit solchen q~ gebildeten 
~0{f} in j(W) das folgt aus der Konstruktion von j(~r), [20]. Nebenbei bemerkt, 
man kann sehr schnell einsehen (unter Verwendung der Symmetrie der involutiven 
Banachschen Algebra LI(N)), dab solche q~{f} in jedem abgeschlossenen Ideal 
liegen mtissen, welches ~r als Hiille hat, vgl. das entsprechende Argument in [20]. 
Also liegt f '  in j(~r) fiir jedes f = f *  ~ k(5~)n~(N). Das ist dann abet auch richtig 
ftir jedes f ~ k(~ r) n ~ ( N ) ;  denn: Zerlegt man f in f = f l  + if2 mit fj  = fp ,  so liegen 
fl  und f2 in k(W)n~(N).  Bildet man das Polynom Q(z)=(f l  +zf2) r, zOI?, so ist 
Q(z) kongruent zu Null modulo j(Y') f/ir alle reellen z, folglich fiir alle z. 
Insbesondere liegt Q(i)=f" in j(Y'). Da nun k(W)n~(N) dicht in k(W) ist, gilt 
,fr ~ j(Y() f/ir jedes f E k(Y'). 

Wendet man den Satz von Nagata-Higman,  vgl. etwa [16], Appendix C, auf 
die Algebra k(Y')/j(Y') an, so sieht man, dab {k(~)/j(Y')}"= 0 mitm = 2 ~ -  1, d.h. 
.fl *... * f,, ~ j(Y') f/Jr f~ . . . . .  f,, e k(X). 
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Schluflbemerkung 

Es besteht eine gewisse Aussicht, dab man  die Ergebnisse dieses Artikels auf  nicht- 
abelsche k o m p a k t e  Liesche Gruppe n  T iibertragen kann,  die zusammen mit einer 
unipotenten Gruppe  M auf  einer ni lpotenten Lieschen Gruppe  N operieren - das 
ist jedenfalls der sich anbietende n/ichste Schritt im Sinne des in der Einleitung 
vorgestellten Problemkreises.  N o c h  etwas allgerneiner kann  man  die Kerne yon 
Bahnen solcher Gruppen ,  T~< M im unitfiren Dual  von G r u p p e n  desselben Typs  
auf  ihre infinitesimale Best immtheit  untersuchen. - Wie in der Einleitung 
angedeutet ,  kann  man  Ergebnisse dieser Art  beispielsweise zur  Bes t immung von 
Annul la toren  topologisch irreduzibler Darstel lungen verwenden. In einer folgen- 
den Arbeit  werde ich eine Beschreibung aller primitiven Idelae in der L l-Algebra 
einer aufl6sbaren Lieschen Gruppe  geben. Dabei  werden die Ergebnisse dieses 
Artikels eine wesentliche Rolle spielen. 
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