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Inder Theorie der kommutativen Banachschen Algebren versteht man unter einer
Synthese-Menge (oder auch einer Wienerschen Menge) eine Teilmenge % des
Strukturraumes einer Banachschen Algebra .o/ mit der Eigenschaft, daB es zu &
nur ein abgeschlossenes (zweiseitiges) Ideal I in .o/, nimlich den Kern k(%), gibt,
dessen Hiille gerade & ist. Insbesondere fiir L'-Faltungsalgebren lokalkompakter
abelscher Gruppen ist dic Frage ausgiebig, wenn auch keineswegs erschdpfend,
untersucht worden, wleche Teilmengen Synthese-Mengen ist. Allgemeiner kann
man versuchen, zu gegebenem % simtliche abgeschlossenen zweiseitigen Ideale I
mit Hiille & zu bestimmen. In dieser Allgemeinheit erscheint eine befriedigende
Antwort einigermaBen aussichtslos. Doch fiir manche Zwecke ist es sehr hilfreich,
wenigstens das folgende qualitative Resultat zur Verfiigung zu haben: Es gibt eine
nur von & abhingige natiirliche Zahl m mit (k(Z')/1)™ =0 fir jedes I mit Hille Z.
Im Falle o/ = I!(R") hat Miiller, [25], ein solches Ergebnis fiir weite Klassen von
Untermannigfaltigkeiten 2 von R” erhalten.

Die obigen Begriffsbildungen und Fragestellungen lassen sich ohne Miihe auf
zweiseitige abgeschlossene Ideale in nicht-kommutativen Banachschen Algebren
s/ (insbesondere ['-Faltungsalgebren nicht-kommutativer lokalkompakter
Gruppen) Gbertragen, wenn man sich einigt, was man hier unter dem Struktur-
raum verstehen will. Der néchstliegende Kandidat ist der Raum Priv(«/) aller
primitiven Ideale, d.h. der Annullatoren algebraisch irreduzibler Darstellungen
von &f. Als ein anderer Kandidat bietet sich im Falle involutiver Banachscher
Algebren, also beispiclsweise L'-Algebren, der Raum Priv, (/) aller Kerne
involutiver irreduzibler Darstellungen von & in Hilbertschen Rdumen an, und
zwar weniger aus Analogie-Betrachtungen als aus den pragmatischen Erwégun-
gen, daB iiber diesen Raum viel mehr Information zur Verfiigung steht und daB es
vielleicht niitzlicher ist, I°-Funktionen durch Matrix-Koeffizienten unitirer
Darstellungen approximieren zu kdnnen als durch Koeffizienten von weniger
leicht handhabbaren Darstellungen (auf den ,Approximations-Aspekt* der
Synthese-Eigenschaft mochte ich nicht niher eingehen, da dieser im folgenden
keine Rolle spielt). Im Falle von L!-Algebren nilpotenter Liescher Gruppen N (und
nur fiir diese werden hier Ergebnisse vorgelegt) gibt es zum Gliick eine solche
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Alternative gar nicht, da dann Priv(L'(N)) mit Priv (I'(N)) und auch mit dem
Raum der maximalen Ideale in L!(N) tibereinstimmt, siche [26].

Ich mo6chte nun bekennen, daB ich den Titel dieses Artikels aus einem recht
oberflichlichen Grunde gewihlt habe, ndmlich um den Leser mit ihm vertrauten
Begriffen anzusprechen. Rechtfertigen kann ich den Titel damit, dal} die hier
erhaltenen Ergebnisse in der Tat Konsequenzen fiir das Synthese-Problem haben
(siche Abschn. 4, Satz 7). Meine urspriingliche Motivation war und meine Sicht des
Problems ist hingegen eine andere, und von daher hitte ich besser den Titel
HInfinitesimal bestimmte Ideale in L'-Algebren nilpotenter Liescher Gruppen*
genommen. Mir geht es ecigentlich darum, die inzwischen gut ausgebaute
Idealtheorie in universellen Einhiillenden Liescher Algebren fiir die Darstellungs-
theorie Liescher Gruppen zu nutzen. So weill man beispielsweise, siche [10], da3
fiir irgendeine stark stetige, vollstindig topologisch irreduzible Darstellung n einer
zusammenhingenden Lieschen Gruppe G in einem Banachschen Raum E der
Annullator g von E_, dem Raum der unendlich oft differenzierbaren Vektoren in
E, in %g — %g bezeichnet, wie stets in diesem Artikel, die komplexe universelle
Einhiillende der reellen Lieschen Algebra g (von G) - ein primitives Ideal ist. Ist
weiter N ein zusammenhangender (nilpotenter) Normalteiler in G mit Liescher
Algebra n, so ist p: =qn%n ein Primideal in %n, dessen Hiille im Raum Priv %/n
der primitiven Ideale von %n der (Jacobson-) Abschlul3 einer I'-Bahn ist, wobei mit
I’ der komplexe Zariski-AbschluB der adjungierten Gruppe von G bezeichnet ist.
Dann wird E von p * Z(N) annulliert; dabei ist Z(N) der Raum der Testfunktio-
nen auf N, und Z(N), ist, in wohlbekannter Manier, siche unten, ein %n-Bimodul.
Nehmen wir nun der Einfachheit halber fiir diese Diskussion an, dall =
gleichmdBig beschrankt (auf N) ist (im allgemeinen Fall hat man zusétzlich ein
Gewicht auf N einzufiihren). Dann wird E auch von dem Abschlull vonp * 2(N) in
L}(N) annulliert, und man interessiert sich fiir dieses annullicrende Ideal. Genauer
gesagt, man mochte beweisen, dall dieses Ideal so groB als eben moglich ist: Man
kann namlich Priv L'(N) = Priv, L'(N) in Priv#n einbetten, siche [11], und daher
den Durchschnitt 2 = h(p)nPriv(L'(N)) bilden, und man hitte gerne, daf3 der
AbschluB von p * Z(N) in L}(N) gleich dem Kern von & in L!(N) ist.

Diese Fragestellung 1Bt sich allgemeiner formulieren, und man kommt zu
dem Begriff des ,infinitesimal bestimmten Ideals”. Ist ndmlich G irgendeine
zusammenhingende Liesche Gruppe und I ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal
in I!(G) - oder in einer Beurlingschen Algebra auf G —, so kann man dem Ideal I ein
zweiseitiges Ideal p=p,; in #g assoziieren durch die Setzung p={ue¥q;
u* 2(G)CI} oder, da 9(G) approximierende Einsen fir L(G) enthélt,

p={uecly; 2(G)*u* NG)CI}={uelUg; (G)*ucll}.

Und man kann sich fragen, ob I mit dem Abschluf3 (der linearen Hiille) von
p * 2(G) libereinstimmt, also aus p zuriickgewonnen werden kann. In diesem Falle
wollen wir das Ideal I infinitesimal bestimmt nennen. Ich machte die Gelegenheit
nutzen, um fir dieses Problem etwas Reklame zu machen, auch wenn ich derzeit
nur unter sehr einschrinkenden Bedingungen, siche Satz 6, eine positive Losung
vorweisen kann. Nebenbei bemerkt, ¢s scheint mir, daB selbst im Falle G=R" und
I = k(%) mit einer abgeschlossenen Menge 2 in G ~R" das obige Problem in dieser
Formulierung bisher nicht systematisch behandelt wurde. In diesem Falle 14uft
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durch Dualisieren die obige Dichtigkeits-Aussage darauf hinaus, daB man die
beschrinkten Losungen eines gewissen Systems homogener partieller Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten durch Linearkombinationen von
Charakteren in 2’ schwach approximieren kann. Man hat hingegen sehr wohl das
Problem behandelt, beliebige Lésungen durch sogenannte Exponentialpolynome,
in die dann auch unbeschrinkte Charaktere eingehen, zu approximieren, siehe
etwa [29, 30, 23] und [12].

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen mochte ich nun den Inhalt dieses
Artikels etwas detaillierter vorstellen. Ab jetzt sei mit N stets eine einfachzusam-
menhingende, zusammenhingende nilpotente Liesche Gruppe N mit Liescher
Algebra n bezeichnet. Die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs ist fiir
alle folgenden Ergebnisse unerheblich; bei gewissen Konstruktionen erweist sie
sich gelegentlich als niitzlich. Fir solche Gruppen kann man neben 2(N)auch den
Raum S(N) der Schwartzschen Funktionen bilden, #(N} besteht aus allen
Funktionen f : N mit der Eigenschaft, daB f < exp eine Schwartzsche Funktion
auf dem Vektorraum n ist. Da die Gruppenoperationen in den (hier globalen)
Koordinaten erster Art durch Polynome gegeben sind, ist #(N) eine Faltungsal-
gebra, in der Tat eine topologische Algebra, siche auch [14]. Weiter operiert #n
von links und von rechts auf allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf

N, wobei fir X en die Wirkung durch (X *f )(y}-——% flexp(—tX)y) bzw.
=0

g i

(f=Xy(»= égt} flyexp(—tX)) gegeben ist, und F(N) ist invariant unter dieser

=0
Wirkung, also ein %/n-Bimodul. Oben hatten wir jedem zweiseitigen abgeschlosse-
nen Ideal I in L'{N) mittels der Testfunktionen ein Ideal p=p, in #n zugeordnet.
Zur Definition von p kann man ebenso gut die Schwartzschen Funktionen
verwenden; denn mit Hilfe von approximierenden Einsen in Z(N) sieht man leicht,
daB

p={uelUn;uxFN)CT}={uedn;, S(NYysull}

={uedn; S(N)*ux S(N)EI}.

Aus demselben Grunde stimmt auch der AbschluB3 (p * 2(N)> ™ des von p * G(N)
erzeugten Ideals mit {p*F(N)>7, mit {(P(N)Y*p*PZ(N)>~ und mit
CLN)«p* F(N))~ iberein. Der Vorteil der Schwartzschen Funktionen liegt
darin, daBl %(n) unter der Fouriertransformation auf #(n*) iibergeht, der Vorteil
der Testfunktionen darin, daB man sich durch die Faltung von p mit 2(N)
Funktionen mit kompaktem Tréger in I verschaffen kann. Sei nun speziell I der
Kern einer abgeschlossenen Menge & in Priv (I(N)) = Priv (I'(N)), abgeschlos-
sen beziiglich der Jacobson-Topologie, die laut [1] unter der Identifikation von
Priv (L'(N)) mit Priv, (C*(N)) mit der Jacobson-Topologie auf Priv, (C*(N)),
also mit der Topologie auf dem unitéren Dual N iibereinstimmt. Dann kann man
p=p, leicht ,ausrechnen®, p ist ndmlich nichts anderes als der Kern von %,
aufgefaBt als Teil von Priv#n, also auch der Kern von &, wobei der AbschluB Z in
der Jacobson-Topologie von Priv#n zu bilden ist. Folglich ist das abgeschlossene
Ideal (p*=@(N)>~ von I}(N) jedenfalls in k(Z "Priv(L}(N)) enthalten. Fiir die
gewiinschte Gleichung (p* 2(N))> ™ =1=k(Z) ist also notwendig, daBl ¥=7
NPriv(I}(N)) ist. Interpretiert man & im Kirillowschen Bild als eine N-invariante
Teilmenge von n*, so muB & notwendigerweise eine algebraische Menge sein.
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Die Ergebnisse dieses Artikels beziehen sich ausschlieBlich auf den Fall, daB
Z eine Bahn unter einer Automorphismengruppe G von N ist, wobei noch
vorausgesetzt wird, daB G ein semidirektes Produkt aus einer kompakten
abelschen Lieschen Gruppe T (die nicht zusammenhédngend zu sein braucht) und
einer (auf n) unipotent wirkenden, zusammenhidngenden nilpotenten Lieschen
Gruppe M ist. Im Sinne der obigen notwendigen Bedingung wird im Abschn. 1 ein
(etwas allgemeinerer) Bahnensatz bewiesen, welcher zeigt, da3 fiir Bahnen 2 unter
solchen Gruppen die Gleichung & = Z APriv(L}(N)) allemal richtig ist. Danach
behandeln wir erst einmal den Fall eines trivialen M und erhalten Ergebnisse, die
auch von unabhdngigem Interesse sind. So wird im Abschn. 2 die topologische
Algebra #(N)/L(N)Nk(Z) bestimmt. Fiir einen einzelnen Punkt 2 = {Q} wurde
dies bereits von Howe getan, [14], und der hier gegebene Beweis verwendet viele
seiner Methoden. Im Abschn. 3 wird gezeigt, daBBp * #(N) total in k(2)nF(N) ist.
Auch dieser Satz ist fiir einzelne Punkte bereits bekannt, er wurde in [22] von
Ludwig bewiesen. Mit dhnlichen Methoden wie in [21] kann man aus den
Ergebnissen der Abschnitte 2 und 3 herleiten, daB p=*.%(N) total in
I =k(%)<a L}(N)ist. Weiter wird im Abschn. 4 ausgefiihrt, daB eine solche Aussage
dann auch fir nicht-triviales M wabhr ist, und zwar indem man sie mit Hilfe eines
cinfachen, bereits in [27] verwendeten Tricks auf den Fall eines trivialen M
zuriickfithrt. Als eine Anwendung erhélt man daraus, daB es eine nur von N
abhingige natiirliche Zahl d mit der Eigenschaft gibt, daB (k(Z')/J)* =0 ist fiir jedes
abgeschlossene zweiseitige Ideal J in I}(N) mit Hiille Z.

1. Ein Bahnensatz

Hier wird neben dem in der Einleitung angeklindigten Bahnensatz ein weiterer, im
Abschn. 3 benotigter (Hilfs)Satz 2 bewiesen. Ein ganz wesentliches Hilfsmittel fiir
Satz 2 ist ein Satz von Borho aus [3]. Die in diesem Paragraphen verwendeten
Grundbegriffe aus der Theorie der (komplexen) algebraischen Gruppen findet
man etwa in [2] oder [15].

Satz 1. Es seien T eine kompakte Liesche Gruppe und N eine einfachzusammenhdin-
gende nilpotente Liesche Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automor-
phismen auf N, so dafi man das semidirekte Produkt G=Tx N bilden kann. Weiter
seien V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und = : G— Aut(V) eine stetige
Darstellung von G in V mit der Eigenschaft, daff n(N) aus unipotenten Transformatio-
nen besteht. Mit K sei der (komplexe) Zariski-Abschluff von n(G) in Aut(Vy)
bezeichnet; dabei ist Vo, = V+iV die Komplexifizierung von V. Dann gelten fiir jedes
xeV:
(i) Die Zusammenhangskomponente (G,), der Standuntergruppe G, ist von

endlichem Index in G,.

(i) Essei T":={te T, n(t)x e ni(N)x} = G,NNT. Dann gibt es y € n(N)x mit T,
=T und G,=T)N,.

(iii) Der Zariski-Abschluf von n(G)x in Vg ist gleich Kx.

(iv) KxnV=n(G)x.

Bemerkung 1. Kx ist natiirlich stets im AbschiuB von n(G)x enthalten. (iii) bedeutet
also nichts anderes, als dall Kx Zariski-abgeschlossen ist.
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Bemerkung 2. Es ist wesentlich, daB x € V vorausgesetzt wird. Fiir beliebige x € V¢
ist (iii) offenbar im allgemeinen nicht richtig. Das sieht man bereits an dem Beispiel
N={1}, T=T, V=C (aufgefaft als zweidimensionaler reeller Vektorraum) und
n(t)v=tv. Bezeichnet man ndmlich mit e, =1, ¢,=1i die kanonische Basis des
reellen Vektorraumes V, so ist f; =e, +ie,, f, =e, —ie, eine Basis des komplexen
Vektorraumes Vy = V@iV. Eine einfache Rechnung zeigt, daB =(r)f, =t~ 'f, und
n(t)f, =tf, fiir alle t €T gilt. Erkldrt man die lineare Transformation A, : V-V,
fir ze €©* durch 4, f, =z"'f, und A4, f, =zf,, soist also K={A4,; ze €}, und Kf,
ist ersichtlich nicht Zariski-abgeschlossen.

Beweis. (i) und (ii): Bekanntlich sind Bahnen unipotenter Gruppen abgeschlossen,
also ist n{N)x abgeschlossen, woraus man erhdlt, dal 7" und G N=T'N
abgeschlossene Untergruppen von G sind. Insbesondere sind G,/N,, G, N/N und
T’ isomorphe topologische Gruppen. Da natiirlich T; von endlichem Index in T’
ist, ist (G,/N,), von endlichem Index in G,/N,. Nun ist aber N, bekanntlich
zusammenhéngend und daher (G,/N,),=(G,)o/N,, womit (i) bewiesen ist. —
Wegen (i) gibt es eine maximale kompakte Untergruppe H in G,, und da N,
zusammenhéngend ist, wird H unter der Quotientenabbildung G,—»G,/N, =T’
auf eine maximale kompakte Untergruppe von 77, d. h. auf T~ abgebildet. Es gilt
also G,=N_H. Weiter ist H in einer zu T konjugierten Untergruppe enthalten, es
gibt ae G mit HSaTa™', und man kann natiirlich a in N wihlen. Dann sei
y=mn(a)” 'x. Damit ist G,=a” 'G.a=a 'HaN,=T,N, und dann auch T'=T,.

(ii1) und (iv): Fiir diese beiden Aussagen kann man ohne Beschriankung der
Allgemeinheit annehmen, dal T zusammenhéngend ist.

Weiter ist 7 unendlich oft differenzierbar, und n(G) ist eine abgeschlossene
Liesche Untergruppe von Aut(¥) mit Liescher Algebra dn(g). Man kann dann die
komplexe Liesche Unteralgebra dn(g)+idn(g) von End(Vg) bilden. Aus den
Voraussetzungen und der Charakterisierung ,,algebraischer Liescher Algebren
(d. h. solcher, welche Liesche Algebren von algebraischen Gruppen sind, vgl. [24]
sowie [5] und [6]) folgt, daBl dn(g)+ idn(g) eine algebraische Liesche Algebra ist.
Daher stimmt die Liesche Algebra f von K mit dn(g) + idn(g) iiberein. Mit M wird
die Zariski-Hiille von n(N) bezeichnet; ihre Liesche Algebra m ist gleich dn(n)
+idn(n). Ferner gilt K=n(T)exp(idn(t))M, und die entsprechende Zerlegung
eines Elementes aus K ist eindeutig.

Der folgende Beweis fiir (iil) ist eine Erweiterung des Argumentes fiir
Operationen unipotenter Gruppen. Sei B=Kx und B’ der Zariski-Abschlufl von
B. Bekanntlich sind Bahnen algebraischer Gruppen Zariski-lokal abgeschlossen,
also ist B\B Zariski-abgeschlossen. Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung
an,dall B\B nicht leer ist. Es seien I bzw. J die Ideale zu B’ bzw. B\Bin der Algebra
C[ V] der komplexen Polynome auf V. Offenbar sind I und J invariant unter K,
und ] ist ein echter Teil von J. Da die unipotente Gruppe M in J/I nicht-triviale
Fixpunkte besitzt, gibt es f € J\I mit f(my)= f(y) fir alle me M und y € B". Anders
ausgedriickt: Setzt man

A={geJ; g(my)=g(y) fir alle me M und ye B},

S0 ist A nicht in I enthalten. Des weiteren sind I, J sowie A invariant unter
komplexer Konjugation, d. h. unter g—g*, g*(v) =g(v). Daher gibt es ein reelles
Polynom feR[V], feA, f¢l. Wir fixieren nun ein solches f. Die reellen
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Polynomein 4, deren Grad den von f nicht tibersteigt, bilden einen endlichdimen-
sionalen reellen Unterraum W von AnR{V] mit fe W Mit 4 ist auch W
invariant unter z{G), also insbesondere unter #{T). Da n(T) eine kompakte
Gruppe ist, gibt es eine Basis {,, ..., f, von W derart, dal die Wirkung von n{T) auf
W in dieser Basis durch orthogonale Matrizen gegeben ist. Man verifiziert ohne
Miihe, dafd dann ¢:= >+ ... + f.? invariant unter 7(T) und dann auch unter der
Komplexifizierung n{T)e=n(T)exp(idn(1)) ist. Da ¢ auBerdem in A4 liegt (4 ist
eine Algebra), ist ¢ konstant auf B. Wegen ¢ € J und B\B={ ist diese Konstante
gleich Null. Fiir jedes yen(G)x ist also 0=op(y)=f,()*+ ... + f,(y)?, daher
f{¥)=0 und mithin f(y)=0. Folglich ist auch f(B’)=0 im Widerspruch zu f¢1I.

Nun wird {(iv) bewiesen, zundchst fiir triviales 7, der alligemeine Fall wird
danach auf den Spezialfall zuriickgefGhrt. Bei unipotenten Gruppen kann man
leicht mit Induktion argumentieren. Seidazu Wein cindimensionaler 7{Gy=n(N)-
invarianter Unterraum von V. Ist ye KxniV=MxnV, so gibt es ae N mit
y=r{a)xmod W, also y=n{a}x+w mit we W, Ist w=0, so ist pichis mehr zu
zeigen. Wir konnen daher w0 annehmen. Nach Voraussetzung gibt es be M mit
bx=y=n(a)x+w. Dannliegt b~ 'n{a)in M": = {ce M; cx=xmod W;}. M'ist eine
zusammenhingende, unter komplexer Konjugation invariante Untergruppe von
M. Daher ist ibre Liesche Algebra m’ von der Form wt’= dr(n’)+ idn(n’) mit einer
passenden Unteralgebra n” von n. Definieren wir ¢ : M’ W durch ¢(c)=cx —x,
so ist ¢ ein Homomorphismus. Wegen —w € Bild ¢ ist ¢ nicht-trivial und folglich
surjektiv. Des weiteren ist (n(N")) = W, insbesondere gibt es c e N’ mit n(c)x—x
=w, Dann ist aber y=mn(a)n(c)x € n(N)x.

Im allgemeinen Fall kdnnen wir wegen (ii) annchmen, daB G,.=T.N,. Die
Liesche Algebra I, von K, ist die Komplexifizierung von dn(g,), also {,=dn(t,)
+idr(t, ) +dn(n)+idn{n), und es gilt (K =T ), explidr(t }M,. Sei nun
yeKxn¥, also y=n{aymxeV mit ae T, teexp(ida(l)) und me M. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir g=1 annchmen. Nun ist tmx=y=73
=pix=t"*mx, folglich x=m 't?mx oder m 't*meK,. Da K, eine lineare
algebraische Gruppe ist, ist (K}, von endlichem Index in K. Insbesondere gibt es
eine natiitliche Zahl j mit (i~ 't?mY e(K)p. Nunist (i~ '’m) =t¥n mit ne M,
und wegen der oben hingeschriebenen Zerlegung von (K ), gilt t¥e K, d. h. t¥x
=Xx, Da t eine halbeinfache lineare Transformation mit positiven Eigenwerten ist,
gilt dann auch tx=x. Man erhilt y=tmx=tmt 'xeVAMx, und folglich
y € (N)x auf Grund des Spezialfalies.

Als eine Anwendung von Satz 1 stellen wir den im Abschn. 3 bendtigten Satz 2
bereit. Die Formulierung ist ganz den dortigen Bediirfnissen angepaft und dem
Inhalt des Satzes nicht ganz angemessen, denn der Satz hat zundchst mit der
Lieschen Gruppe N und ihrer Faltungsalgebra nichts zu tun, sondern ist eigentlich
eine Aussage liber die Idealtheorie in der universellen Einhillenden einer reellen
nilpotenten Lieschen Algebra.

Satz 2. Seien N eine einfachzusammenhdngende, zusammenhdngende nilpotente
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, {t,x)—x/,
und damit auch auf v und Un. Q sei ein primitives Ideal in INN), mit Q sei das
entsprechende (selbstadjungierte } primitive Ideal in Un bezeichnet. Weiter sei w ein
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zweidimensionales zentrales Ideal in n, w sei T-invariant und ein irreduzibler
T-Modul. Ist T’ der Stabilisator von Q "% w im Raum der maximalen Ideale von
Uw, d. h. in wf, so gilt

N @ +@wnQ Y= () &.,,.

teT teT’
Bemerkung. 1st %wn (2, gerade das von w erzeugte 1deal in %w, soist T"=T, und
der Satz is trivialerweise richtig. Wir werden also im folgenden stets annehmen,
daB w nicht in #wnQ_ enthalten ist. Dann ist, wegen der Irreduzibilitit von w,

={te T, w=w fiir alle wew}.

Beweis. Es ist klar, daf} das auf der linken Seite der Gleichung stehende Ideal in
dem auf der rechten Seite stehenden enthalten ist. Man braucht also nur die andere
Inklusion zu beweisen.

Abkiirzend setzen wir p= () Q' =k(TQ.). Die Hiille h(p) von p in Privi/n

teT
=Max%n stimmt natiirlich im allgemeinen nicht mit 2 :={' ;te T} {iberein,
sondern ist gleich dem AbschluB3 Z von & in der Jacobson-Topologie von Priv#/m.
Nun induziert die Dixmier-Abbildung Dix: nf—>Priv#n eine Bijektion vom
Raum ng/N der Bahnen in n§ unter der coadjungierten Darstellung auf Priva/n,
und nach [7] ist diese Abbildung sogar ein Homdomorphismus (fiir die Zariski-
bzw. die Jacobson-Topologie). Zu Q existiert ein reelles g e n mit Dix(g)=Q,;
man kann namlich fiir ¢ irgendeinen Punkt in derjenigen N-Bahn in n* nehmen,
die unter der Kirillowschen Korrespondenz dem Ideal Q entspricht, vgl. [11].
Bildet man in n¥ den Zariski-AbschluB3 % der T x N-Bahn von g, so ist wegen der
oben genannten Sitze 7 gerade gleich Dix(%). Wir wihlen nun ein Reprisentan-
tensystem s,, ..., 8, fiir die T,-Nebenklassen in 7, mit K bezeichnen wir die zu
Ty, N gehérige lineare algebraische Gruppe auf n&. Dann ist # wegen Satz

gerade gleich U Ks;g. LBt man die iibereinstimmenden K-Bahnen fort, so erhilt

man eine dxs;unkte Zerlegung % = U Kt;g. Setzt man weiter J =Dix(K{g), so

ist auch &= U I; eine disjunkte Zerlegung in abgeschlossene irreduzible
o T
Mengen. 4, kann man auch beschreiben als den AbschluB von

fﬁ”j:={£2‘ ;te Ty} S Privim.
Wegen der Irreduzibilitit von Z; sind die Ideale p;:=k(Z;) =k(Z )prim. Es ist
p= (ﬂ\ p;, und fir 1 £ j<r<ngilt p;+ p,=%n wegen der Disjunktheit der 7. Aus
de:mJ =Clhinesischen Restsatz folgt dann, daB #n/p isomorph zur direkten Summe
é@ %Un/p;ist. Unter Verwendung eines Satzes von Borho, siehe [3, 6.8], wollen wir

nun die Struktur der Algebren B;:=%n/p; bestimmen. Dazu bilden wir die
komplexe aufldsbare Liesche Algebra h:=1g x ng. p;ist natiirlich h-invariant, und
auch alle iibrigen Voraussetzungen des oben zitierten Satzes sind erfiillt. Es gibt
daher einen zentralen h-Eigenvektor e in B;mit (B)), = Z(B,),® 4,,, wobei mit (B)),
die Lokalisierung von B; nach e, mit Z(B}),, die Lokalisierung des Zentrums Z(B;)
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nach e und mit A4,, die Weylsche Algebra in m Erzeugenden bezeichnet ist. e ist
dann auch ein Eigenvektor fiir die Wirkung von T, auf B, es gibt also ein y € T, mit
e'=y(t)e fir te T,. Nun ist p;=k(Z;) ein selbstadjungiertes Ideal in %n, also
Un/p; eine involutive Algebra, und fiir u:=e*e+0 gilt

u'=eMe' =ere = (y(De)*y(e=y(De*y(e=u firalle teT,.

Bezeichnet man mit g;: B;—»%n/Qj ' die Quotientenabbildung, so ist q{(u) ein
Vielfaches des Einselementes, sagen wir g, (u)=A. Folglich liegt u—4 in Kerng,,
und wegen der obigen Beziehung liegt auch #'— A= (u— 1) in Kerng;, also u—4iin
() (Kerng;)', woraus man wegen p;=k(Z;) erhilt, dal u—A=0 oder u=A4.

teTy

Mithin ist e invertierbar und Z(B)), = Z(B,) sowie (B;),= B}, also B;~Z(B)® A4,,.

Im iibrigen ist m unabhiingig von j, denn A,, ist isomorph zu #n/Q >~ Un/Q .
Zusammen mit der oben festgestellten Isomorphie zwischen #n/p und

6—) %n/p;ergibt sich nun, daB B: =%n/p isomorph zu Z(B)® A,, ist. Wir haben zu

zeigen,daBI:= () @ /pinJ: =p+{(#wnQ )% (n)/p enthalten ist. Bei der obigen
teT’

Isomorphie entspricht jedes maximale (primitive) Ideal A in B dem ldeal
ANZ(B)® 4,,. Daraus folgt, daB I von InZ(B) erzeugt wird. Es genligt also zu
zeigen, daBl InZ(B) in J enthalten ist. Weiter zerfallt Z(B) in T-Eigenriume, fiir
yeT sei Z(B),={ve Z(B); v'=y(t)v}. Wie oben kann man sich iiberlegen, daB} der
Raum Z(B)" der T-Fixpunkte nur aus den Vielfachen von Eins besteht. Daraus
folgt nun leicht, daf3 jedes Z(B), hochstens eindimensional ist (in der Tat ist Z(B),
genau dann eindimensional, wenn y = 1 auf dem Stabilisator T, von Q ist, und Z(B)
ist der C-Gruppenring der Gruppe (T/T,)"; aber das bendtigen wir im folgenden
nicht). Ist nimlich u € Z(B),, u%0, so ist u*u € Z(B)", siehe oben. Also ist u*u= A1
mit passendem A € €. Nun ist w*u =0, denn zu u existiert wenigstens ein t e T mit
qu)+0, wobei mit g,: B—%n/Q_ die Quotientenabbildung bezeichnet ist; g,{u)
ist ein von Null verschiedener Skalar p, und es gilt g,(u*u) = q,(u)*q,(u) = gu+0. Ist
nun v ein beliebiges weiteres Element in Z(B),, so liegt u*v in Z(B)", also u*v=vl
mit ve € und folglich uu*v=vu oder v=21""vu

Sei nun ue InZ(B). Wir wollen zeigen, daB u in J liegt. O.B.d.A. kdnnen wir
annchmen, dafl u ein T"-Eigenvektor ist, also v’ =a(tufirt e T miteinema e (T')"
u 1Bt sich eindeutig in T-Eigenvektoren entwickeln, u= Z u, mit u, € Z(B),,

wobei natiirlich nur endlich viele u, von Null verschleden sind. Da u ein
a-Eigenvektor ist, ist u, =0, falls 7| :f:cx Wir kdénnen annehmen, daBl wenigstens
ein u, von Null verschieden ist. Indem man fiir ein solches u, das invertierbare
Element u* heranmultipliziert, sicht man, daBl man zusitzlich 0.B.d.A. a=1

annehmen darf, also u= ;: u,eInZ(B).
e(T/T'y

Wie wir oben gesehen )})u;b/f:n}, brauchen wir nur den Fall g(w) =0 zu behandeln.
Dann gibt es eine Basis ey, ¢, von w und einen Homomorphismus é : T-T mitden
folgenden Figenschaften:

(1) Kerno=T".

(2) g(e1)=0, gle)=1.

(3) Fir f,:=e,+ie, und f,:=e, —ie, gelten f{=35(t)"'f; und f1=05(t)f,.
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Das Ideal 2 n%w wird erzeugt von w—ig{w), w€ w oder w € w¢; insbesondere
liegt 1 —f, in diesem 1deal. Bezeichnet man mit f das Bild von f; unter #n— B, so
liegt also 1 —f in J, sogar in JnZ(B). Nach Konstruktion ist f ein {von Null
verschiedenes) Element in Z(B);. Die Charaktergruppe (T/T") wird von § erzeugt,
daher ist jedes u, von der Form A, f* mit passenden keZ und 4,¢C, also

u= 3 A f* Eine solche Darstellung ist i.a. nicht eindeutig, nimlich dann,

k= —o0 0
wenn T/T" endlich ist. Offenbar ist f =1 modulo I und damitu= 3 4, modulo
® k= -
I,also ¥ A4,=0wegen uel. Wir wollen zeigen, daf} u in der Form u=(1 —f)v
k=~

mit ve B geschricben werden kann. Damit ist dann der Satz bewiesen, denn
(1 -/ liegt in J. Dazu bildet man, zundchst formal,

U:(I —f)_ lu: f§0fju: J';O k=§iao Akfj+k

w0

= AN SE
i=2~ 0 (ké:i k) f
Durchv: = i (Z ,lk) fiist aber tatsichlich ein Element in B definiert; denn fiir
i=—ow \k=Si ©
geniigend groBe iist ¥ A,= > A;=0, und fiir geniigend kleine i ist 4, =0 flr

k<i k= —w®
alle k £i. Mit diesem v verifiziert man miihelos, daBl u=(1—f)v gilt.

Zur spiteren Verwendung im Abschn. 4 notieren wir die folgende Bemerkung,
die sich leicht aus Satz 1 (sogar nur auf triviales T angewendet) und den im Laufe
des Beweises von Satz 2 zitierten Sdtzen iiber die Idealtheorie in universellen
Einhiillenden nilpotenter Liescher Algebren ergibt. Wir benutzten dabei die oben
eingefithrten Bezeichnungen.

Bemerkung. Seien n, Q und Q  wie oben. Weiter sei L eine einfachzusammenhén-
gende, zusammenhéngende nilpotente Liesche Gruppe, welche stetig und homo-
morph durch unipotente Automorphismen auf n operieren mége, y : L—Aut(n).

Dann ist die Hiille h(q) von q:= () y(a)Q,, in Priv#n gerade die y(L)-Bahn von
9] aelk

Beweis. Es sei g ein reelles lineares Funktional auf n mit Dix(g) = Q. Dann ist h(q)
nichts anderes als das Bild des Zariski-Abschlusses von y(L)¥Ad(N)§g in ng unter
Dix. Nun ist aber p(L)XAd(N)¥g nach Satz 1 Zariski-abgeschlossen, also h(q)
={aQ_; aey(L)¢} wie behauptet.

2. Die topologische Algebra F(N)/FL(N)nk(T£2)

Wir iibernehmen hier die folgende Notation aus [14]. Seien H eine einfachzusam-
menhiingende, zusammenhiingende nilpotente Liesche Gruppe, U eine zusam-
menhingende Untergruppe von H und y ein unitirer Charakter von U. Weiter sei
Xy, ..., X, ¢ine Basis in einem (passenden) linearen Komplement von u in b derart,
daB u;:=u+Rx, +... +Rx; eine Liesche Unteralgebra von b und ein Ideal in
u,,, ist. Dann 1iBt sich jedes heH eindeutig in der Form
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h=exp(t,x;)- ... exp(t;x;)u mit t;eR und ueU schreiben. Mit ¥(H,U,y)
bezeichnen wir den Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
¢ : H-C mit o(hu)=y(u) ™ '¢(h) fiir u e U und h e H und mit der Eigenschaft, daf3
@, mittels obiger Zerlegung von H aufgefafit als eine Funktion in den Variablen
ti,...,ts, eine Schwartzsche Funktion auf R’ ist. Durch Strukturiibertragung
kénnen wir #(H, U, y) auch zu einem topologischen Vektorraum machen. Es ist
leicht zu sehen, vgl. [14], daB dieser topologische Vektorraum von der Auswahl
der Basis x, ..., x,unabhidngig ist. Ist zusétzlich T eine kompakte abelsche Liesche
Gruppe, so kann man analog den Raum (T x H, U, y) bilden; (T x H, U, y) ist
als topologischer Vektorraum isomorph zu #(Tx R").

Satz 3. Seien N eine einfachzusammenhdngende, zusammenhdngende nilpotente
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, (t, x)—x'
fiir xe N, te T. Weiter sei Q ein primitives (=maximales) Ideal in L!(N), der
Stabilisator Tovon Q in T sei endlich. Dann gibt es Unteralgebren a,b, c vonnund ein
g en* mit den folgenden Eigenschaften:

() Tog=g.

(i) a, b und ¢ sind invariant unter T.

(iii) aCceCb,aund csind Idealeinb,a=c¢nKerng, c={X en;g([X,b])=0},b/a
ist eine Heisenbergsche Algebra mit Zentrum c/a.

Mit A, B, C seien die a, b, ¢ entsprechenden Untergruppen von N bezeichnet.
xg: C—T sei definiert durch y,(expX)=e“®. Weiter sei mit U die Untergruppe
U:={(b,bc); beB, ceC} von NxN bezeichnet; y:U—-T sei definiert durch
vb,bo)=p,e) 1

(iv) 2=Kern iréd Xg-

(v) Fiir o€ #(N) sei Ro: T x Nx N—C definiert durch

(Ro) (t,x,y)= { @'(xcy ™ Dy (c)de= i @((xcy™ ) Dy le)de.

Fiir jedes @ € #(N) liegt Rp in (T x N x N, U, v), und R ist eine stetige Surjektion
von F(N) auf die Ty,-Fixpunkte in S(TxNxN,U,v), d.h. auf den Raum
derjenigen pe S(Tx N xN,U,y), fir welche p(tty,x,y)=1p(t,x"", y'o") gilt,
wobei te T, toe T, und x,ye N.

(vi) Zu der surjektiven stetigen linearen Abbildung R gibt es eine stetige lineare
Umbkehrabbildung, d. h. R ist ein Retrakt.

Bemerkung 1. Die Existenz von q, b, ¢ zu gegebenem g wurde, sogar viel
allgemeiner, bereits von Howe bewiesen, [13].

N N
Bemerkung 2. Im allgemeinen ist ind y, nicht irreduzibel, aber ind y, ist ein Faktor,
c c

und zwar ein Vielfaches der im Kirillowschen Bild zu g geh6rigen irreduziblen
Darstellung.

Bemerkung 3. Die Funktion (x, y)—(Re) (t, x, y) ist natiirlich nichts anderes als der
N

Kern zum Operator (ind %y | (@"). Daher ist Kern R=%(N)n () €, und aus (v)
C teT

und (vi) folgt, daBl L(N)/L(N)n () Q' zu L(Tx N x N, U,y)"= isomorph ist.

teT
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Beweis. Unabhingig von allem Ubrigen ist es klar, daB die Funktion Re die
angegebenen Transformationseigenschaften besitzt. Man nutzt dabei aus, daf
C/A zentral in B/A ist. Die anderen Eigenschaften von R (also z.B., daB Re
iiberhaupt eine Schwartzsche Funktion ist) ergeben sich aus einem Induktionsbe-
weis mit den iiblichen Fallunterscheidungen.

Es sei z(Z) das Zentrum von n(N). Zu dem Ideal 2 gehdrt ein eindeutig
bestimmter Charakter : Z—-T mit

{feL(Z); fxL(IN)CQ} = {fGLl(Z);if(Z)ﬂ(Z)dZ=0}~

1. Fall. Es gibt eine nicht-triviale, zusammenhéngende T-invariante Untergruppe
Wvon Z mit y(W)=1.

Die Existenz von g, a, b und ¢ mit den Eigenschaften (i}(v) folgt sofort aus der
Existenz der entsprechenden GrofBen fiir N/W mit der induzierten T-Wirkung; als
maximales Ideal in L!(N/W) nimmi man natiirlich das Bild von Q unter der
kanonischen Surjektion L'(N)— L}(N/W). Um (vi) zu beweisen, hat man sich noch
zu iiberlegen, daBl #(N)—> ¥ (N/W) eine stetige lineare Umkehrabbildung zulaBt.
Dazu wihle man ein Komplement v zu w (= Liesche Algebra von W) in n. Dann
definiert die Multiplikation in N einen Diffeomorphismus von exp(v) x W auf N,
und die Einschrinkung der Quotientenabbildung N—N/W auf exp(v) etabliert
einen Diffeomorphismus exp(v)— N/W; mit s: N/W-exp(v) sei die Umkehrabbil-
dung bezeichnet. Wihlt man noch eine Funktion f, in (W) mit | fo(x)dx=1,s0

w

ist durch @—-&, Fs(y)w)=p(V)fo(w) fir e F(N/W), ye N/W, we W ecine
Umkehrabbildung zu ¥ (N)— ¥ (N/W) angegeben.

2. Fall. Es gibt ¢ine zweidimensionale zusammenhédngende Untergruppe W von Z
mit n(W)="T, auf welcher T als eindimensionale Automorphismengruppe ope-
riert.

Man kann also W mit € identifizieren, so daf sich die Wirkung von T auf Win
der Form w'=4(f)w mit einem surjektiven Charakter ¢ : T-T schreiben 140t.
Offenbar liegt T, in T': =Kernd. Weiter gibt es eine zu T isomorphe Untergruppe
T. von T mit T=T'T,; und der Durchschnitt F:=T'nT, ist endlich.

Fir ¢@e%(N) definieren wir Jo:T,xN—->C durch (Jo)(t, x)
= [ @'(xw)n(w)dw. Man iiberzeugt sich, daB Jo in #(T, x N, W,n) liegt, in der Tat

w

liegt Jo in L(T.x N, W,p)F:={pe L(T.x N, W,n); p(tty, x)=1p(t, x'° ") fiir alle
toeF, teT, xeN}. Wir behaupten, daB J ein Retrakt von ¥(N) auf (T,
x N, W, n)F ist. Um eine Umkehrabbildung zu konstruieren (und damit gleichzei-
tig die Surjektivitit zu beweisen), gehe man wie folgt vor. Man wihle ein
Tinvariantes Komplement v zu w in n und definiere (T, x 0)=S(T. x N, W, n),
f—f, durch f(t, exp(X)w)=7(w)f(t, X* ") fiir te T, we W und X ev. Diese
Abbildung ist ein Isomorphismus (da die Variablentransformation (t,X)
—(t, X*"") von T. x v auf sich selbst ein Diffeomorphismus ist, dessen simtliche
Ableitungen nur polynomial wachsen) mit Umkehrabbildung f - f fe, Xy=f(,
exp(X")). Der Isomorphismus f— f induziert einen Isomorphismus von #(T;
x N, W, n)F auf &#(T,/F x v). Es geniigt daher zu zeigen, da3 es zu der Abbildung
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[:S(N)>F(T/F xv), definiert durch Ip=(Jp), d.h. (Ip)(t X)
= | plexp(X)w' "p(w)dw, eine stetige lineare Umkehrabbildung gibt. Dies folgt
w

aber, mittels der Fourierschen Transformation auf der Gruppe W, leicht aus der
Tatsache, daf die Restriktion #(€C)— ¥ (M) = Z(T) eine stetige lineare Umkeh-
rung besitzt.

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf die Gruppe
N’=N/(Kernyn), mit operierender Gruppe T'=Kerné und auf das maximale
Ideal Q" in I*(N’) an, welches gegeben ist als Bild von © unter der kanonischen
Surjektion I}(N)—L'(N’). Man findet also Unteralgebren o', b, ¢’ von n’ und ein
lineares Funktional g" auf n” mit den Eigenschaften (i){vi). Insbesondere ist die
Abbildung R": #(N)-»F(T'x N’ x N, U, )=, gegeben durch

Rg(t,x, y)= | ¢'(xey™Hygle)de,

ein Retrakt. Den Gréflen o, b, ¢ und ¢ entsprechen durch Zuriickziehen die
Unteralgebren a, b, ¢ von n und das Funktional g. Es ist leicht zu sehen, da mit
dieser Setzung die Eigenschaften (i}(iv) erfiillt sind; man beachte, daB T, = T,,.
F(T"x N"x N, U’, ") ist kanonisch isomorph zu (T’ x N x N, U, y), und die T,,-
Fixpunkte entsprechen bei diesem Isomorphismus einander. Man kann also R’
auffassen als Surjektion von F(N") auf #(T'x N x N, U, y)"=. Weiter hat man
eine kanonische Surjektion S (N}y— F(N, W, ), gegeben durch
Loy(y= | olxwn(widw
WiKernnlo

fir ¢ € #(N’), und R’ faktorisiert durch L, d. h. es gibt R”: (N, W, n)—»S(T' x N
x N,U,y)™® mit R"L=R’, nimlich

(R™) (1, x, y) = C}'W W' (xey ™ Dy,(c)de

fir pe#(N,W,n), x, ye N und te T’; man beachte, daB der Integrand auf
Nebenklassen modulo W konstant ist, da Xow=nund T" auf W trivial operiert.
Mit R’ besitzt offenbar auch R” eine stetige lineare Umkehrung. Dann ist aber
auch d@R": L (T x N, W, )»F(T,x T'x N x N, U,y)"= ein Retrakt. SchlieB-
lich definieren wir noch M:S(TxNxN,U,y)"*->S(T,x T'x N x N, U, 7)™
durch (My) (¢, ¢, x, y) =(tt’, x, y). M ist ein stetiger Isomorphismus von #(Tx N
x N,U,y)"= auf den Raum ST, x T"x N x N, U, y)™* ¥ derjenigen peA(TxT
X N XN, U,p)" mit p(ite, t't5 ', x, y)=p(1, ¢, x,y) fiir x, yeN, teT, t'eT
to € F. Man iiberzeugt sich nun, daB R =M ~'(id@R")J gilt, insbesondere besteht
das Bild von R aus Schwartzschen Funktionen. Indem man einen beliebigen
linearen stetigen Schnitt #(T.x T'x N x N, U, )" S(T.x N, W,y) zu id@R"
uber die endliche Gruppe F mittelt, erhilt man einen F-verkettenden Schnitt,
insbesondere einen solchen, welcher #(T.x T'x N x N, U, NTef in F(T,
x N, W, n)F tberfithrt. Zusammen mit der Tatsache, daBl J eine stetige lineare
Umkehrung zuldBt, folgt nun, daB R surjektiv ist und eine stetige lineare
Umkehrung besitzt.

Wenn weder der erste noch der zweite Fall vorliegt, so operiert T als endliche
Automorphismengruppe auf z und Z. Im nichsten Schritt wollen wir zeigen, dabB
man dann auch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen kann, da T
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trivial auf z operiert. Sei dazu w ein T-irreduzibler Teilraum von z mit zugehoriger
Gruppe W, und T sei der gemeinsame Stabilisator in T der Elemente von w. Wir
kénnen annehmen, dall n(W)="T. Es soll gezeigt werden, daB aus der Giiltigkeit
des Satzes fiir T, N, €2 die Richtigkeit fiir T, N, Q folgt. Da T, in T liegt, haben die
zu T', N, Q existierenden a, b, ¢, g natiirlich auch die Eigenschaften (i)-(iv)
beziiglich T, N, Q. Es sind noch (v) und (vi) zu zeigen. Sei dazu T= U t;T" eine

=1
disjunkte Zerlegung von T in T’-Nebenklassen, t; = 1. Die Charaktere np1<j<mn,

von W seien definiert durch 5,(w) =#n(w"). Aus der Giiltigkeit des Satzes fiir 7", N,
Q folgt, daB3 die Abbildung P PN, W,)>F(T'x NxN,U,p)Te, deﬁniert
durch

Pio)(t,x,»)= | @'(xcy™ Yy, (c)dé,
C/w

ein Retrakt ist. Wir deﬁmeren nun Isomorphismen V;: (N, W,n;)—»%(N, W, n)
durch (V) (x)=1(x" ') und setzen P;=P Vifirl<j< i< n. Definiert man noch den
Isomorphismus

D:#(TxNxN,U,p)T2> @ F(T'x N xN,U,y)T=

durch Df= (ﬂz T ><N><N)1<]<n sowie Q:%(N)— @y(N W'h) durch (Q(P) {(x)
= f @(xw)n(w)dw, so ist das Diagramm

F(N) 2 DI, Wy
R| =t [@F;

PTxNxN,U,pTa 2, @D S(T' N xN,U, )"
ju

kommutativ. Aus der Tatsache, daB die Charaktere 7,, ..., #, paarweise verschie-
densind, folgt leicht, daB Q surjektiv ist und eine stetige Umkehrung zulaBt. Damit
ist klar, daB R die entsprechenden Eigenschaften besitzt.

Also kénnen wir nunmehr annehmen, dal dim3=1,#(Z)=T und daB T trivial
auf 3 operiert.

3. Fall. dim3=1, y(Z)=T, T operiert trivial auf 3. Es gibt ein abelsches
Tinvariantes Ideal w, welches 3 echt umfaft.

Dann gibt es auch ein abelsches Ideal w, fiir welches zusitzlich gilt, dal} w/3
zentral in n/3 und w/3 ein irreduzibler T-Modul ist. Insbesondere ist w zwei- oder
dreidimensional. Mit b sei der Zentralisator von w bezeichnet. Wir wihlen
Tinvariante Komplemente v zu h in nund n zu 3 in w, also n=0@®hund w=yD3.
Es ist leicht zu sehen, daB die Liesche Klammer eine nicht-ausgeartete Bilinear-
form v x 1—3 induziert. SchlieBlich sei noch Iy’ =b/y gesetzt. Nach Konstruktion
operiert T auf .

Wie man aus der wohlbekannten Darstellungstheorie nilpotenter Liescher
Gruppen, vgl. etwa [17] oder [28], weib, gibt es zu dem maximalen Ideal Q (und
ebenso zu jedem Q') genau ein maximales Ideal A" in L'(H’) mit der folgenden
Eigenschaft: Ist A das volle Urbild von A" unter der kanonischen Abbildung L'(H)
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I[N H"), so gilt
Q= {(ﬂ A")*L‘(N)}‘.

xeN
Daraus ergibt sich insbesondere, daB der Stabilisator von A" in T mit T
iibereinstimmt.

Auf Grund der Induktionsvoraussetzung existieren zu A" Unteralgebren o', b’
und ¢’ von Iy’ sowie ein reelles Funktional g’ auf i’ mit (i}{(vi). Mit a, b, und ¢ seien
die Urbilder von a’, b, und ¢’ unter h—§’ bezeichnet. Das Funktional g aufn =@}
ist, nach Definition, auf v identisch Null und auf § diec Zusammensetzung aus g’
und h-b".

Es ist leicht zu sehen, daBl das Quadrupel (g, a,b, ¢} die Eigenschaften {i}{iv)
besitzt.

Zum Nachweis von {v) und (vi) zeigen wir zunédchst, dafl durch

(Fo)a,bh)y= 1(/ dro(exp(ayhrexp(— b))
= | dro(exp(a)h exp(r) exp(—b))

ein Isomorphismus & : #(N, Z, n)—»F (o x o x H', Z_ n) gegeben ist; Z kdnnen wir
ja ebensogut als Teil von H” auffassen. Zur Konstruktion der Umkehrabbildung
wihlen wir ein Komplement f zu w=9®3 in b, h=tPyP3. Es existieren dann
eindeutig bestimmte Funktionen K, ff und ¢ auf v x v x f mit Werten in f, 1) bzw. 3
derart, daf3

expaexpkexpb
=expla+b)expK(a, b, k)expfla, b, k)exp&(a, b, k)
fiir alle a, bev und ket gilt. Nun wird
Y. FoxoxH, Z,n—->F(N,Z.n

definiert durch

(%yp){expaexppexps)
= [ dbe"™sle~19%@ P Wy(a 1 b, b,expK(a, b, )

fir aev, pet und sen. Wir behaupten, daB % ein zu # inverser Isomorphismus
ist.

Um einzusehen, daBl ¢ tatsachlich ein Isomorphismus ist, geht man folgender-
malfen vor. Da die (teilweise) Fourier-Transformation ja bekanntlich ein Isomor-
phismus der Schwartzschen Raume ist, hat man lediglich zu zeigen, daB durch

o=@,  ¢la,bpy=e" " Ypa+b,b,K(a,b, 1)),

ein Automorphismus von (v x v x ¥} definiert ist. Nun sind £ und K polynomiale
Funktionen, und fiir feste a, bist K, , : f—1, definiert durch K ,(¢) = K(a, b, p) eine
bireguldre Abbildung im Sinne der algebraischen Geometrie. Es gilt ndmlich, wie
man leicht bestitigt (vgl. auch die weiter unten stehende Rechnung), K, (1)
=K(a+b, —b, n); insbesondere hingt auch die Umkehrung K, ; nicht nur von g,
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sondern auch von a und b in polynomialer Weise ab. Daher ist die Variablen-
Transformation {(a,b, y)—(a+b, b, K(a,b, y)) insgesamt bireguldr, woraus man
schliefen kann, dall ¢ —@ in der Tat ein Automorphismus ist.

Der Beweis fiir die Behauptung, daB % ein Isomorphismus ist (insbesondere
dafiir, daB die Werte von .# liberhaupt in (v x v x H’, Z, ) liegen), ist erbracht,
wenn wir zeigen konnen, daB & - % =id ist, jedenfalls bis auf eine positive
Konstante. Sei also ye Lloxvx H', Z,n), =%y und [ =F ¢. Fir @, be v und
ket ist

fla, b, expk)= (F ¢)(a, b, expk)
= [ dro(expaexpkexprexp(—b)).
9

Nun ist
expaexpkexprexp(—b)
=expaexpkexp(-b)expbexprexp(—b)
=expla—b)expK(a, —b,k)expfla, —b.k)
’ expé(a5 - b7 k) expr exp[bv r] 5
also

@(expaexpkexprexp{—b))
=g Wl mbR g expla—b)expK(a, —b, k)

-exp(r+ f(a, —b, k))).

Setzen wir abkiirzend &, = &a, —b, k), Bo=Pla, —b, k) und Ky=K{a, —b, k), so
ergibt die Variablentransformation r'=r+f,, daB

fla.b,expk)
= [dreioltotb.r=Pollp(exp(a —b)exp Ky expr)

9

— [ dre-igtot thr=polt | o lolie.r1~ &a—b.c. Kol
] )
-ypla—b+e,c,expKla—b,c,Ky)).

Da die Zusammensetzung aus [, ]: v x n—3 und ¢ eine Dualitit zwischen o und
etabliert, liefert die Fouriersche Inversions-Formel, angewandt auf die Funktion

h{c)y=e 8@ b.eKoy(q—b+c,c,expK(a—b.c,Ky)), fla, b, expk)
=Fe~ ig{éo*[b,ﬂo]}e*igé(a—b‘b.Ka)w(a’ b,expK(a— b,b,Ky))

mit einer gewissen positiven Konstanten E.
&a—b,b,Ky) und K(a—b,b, K,) sind definiert durch die Gleichung

exp(a—b)exp K, exp(h)
=expaexpK(a—b, b, Ko)exppla—b, b, Kg)expl(a—b,b,Ky).
Aus der Definition von K, 8, und &, ergibt sich

expacxpkexp(—b)=expla—b)expK,expfoexplo,
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also
expla—b)expK,
=expaexpkexp(—b) exp(— fo) exp(—So)-
Durch Multiplikation mit expb und Vergleich mit der obigen Bezichung erhélt
man
exp(a) expk exp( — b) exp(— Bo) exp(— &) expb
=cxpaexpK(a—b,b,Ky)expfla—b,b,K,)
-expla—b, b, Ky),

also

expkexp(— fo) exp(—&o+[b, Bol)
=expK(a—b,b,Ky)expfla—b, b, Ky)expéla—b,b,K)
und damit k=K(a—b, b, Ko)und é(a—b, b, Ko) = — &+ [b, B, ]. Trigt man das in
den gewonnenen Ausdruck fiir f(a,b,expk) ein, so folgt f(a,b,expk)

= Evy(a, b, expk), wie behauptet.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Abbildung

R:FH,Z,)->F(TxH xH, U y)=,
gegeben durch
RYf)(t, h, k)= CJ/ , déx () f((hek' ™),
ein Retrakt. Dabei ist natiitlich U'={(b",b'c’); b'e B, ¢’e C"}, und y": U'->T ist
gegeben durch (b, b'¢") = y,(¢’)"'. Dann hat auch
R S (oxox H,Z,n)—>F (0o xox Tx H' x H', U’,y)T

die entsprechenden Eigenschaften.

Der Raum #(T'x N x N, U, y) ist wegen der Zerlegung N = exp(v)H isomorph
zu S(Txvx HxvxH,U,y). Die Funktionen in #(Txvx Hxvx H,U, y) sind
aber konstant auf den Nebenklassen modulo Y x Y und lassen sich daher als
Elemente von (T x v x H' x v x H’, U’,y’) auffassen. Mit anderen Worten, durch
Y-, §(t,a, 0, b, ky=1y(t, exp(a)h, exp(b)k) — wobei h und k irgendwelche
Urbilder von #’ bzw. k" unter H—H’ sind — ist ein Isomorphismus von #(Tx N

XN, U,y)auf #(T x v x H' x v x H', U’, y") definiert. Unter diesem Isomorphismus
wird #(Tx N x N, U, y)"= auf den Teilraum

S (TxoxH xox H, U y)Te,
bestehend aus allen f mit
fatga, b, b k)= f(t, a', b, bto, k")
fira, bev,teT tyeTyund i, ke H’, abgebildet. Weiter ist
AL (Txox H xox H,U,y)->F(0xvx Tx H x H, Uy,
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gegeben durch
(‘%ff) (a9 b5 t} hl’ k’) :f(ty a" h,a bt: k’) )

ein Isomorphismus, da die zugrundeliegende Variablen-Transformation wieder-
um ein Diffeomorphismus mit hichstens polynomial wachsenden Ableitungen ist,
Unter % geht

P (TxoxH xoxH, U, y)=
in

Floxox TxH xH, U, y)'
{iber. Also ist durch Zy: = #"p ein Isomorphismus & von (T x N x N, U, y)T
auf (o xox Tx H x H',U’,y)T2 definiert.

Die Definitionen sind gerade so eingerichtet, dafl das Diagramm

., IN.Zm) Z, FoxoxH,Z,n)
F(N) ’\: IR Juer
FATxNxN,U D™ % Foxox Tx H x H, U, 7)™

kommutiert. Dabei ist mit #(N)— (N, Z, ) natiirlich die kanonische Abbildung
p— ¢, P(x)= | (xz)n(z)dz, gemeint, und R ist gegeben durch R¢ = R¢. Aus der
zZ

Kommutativitit des Diagramms folgt erst einmal, daB das Bild von R aus
Schwartzschen Funktionen besteht (genaner mifite man eigentlich die Kommuta-
tivitit des Diagramms als R =%~ '(id®R")# formulicren). Weiter ist mit R’ auch
R ein Retrakt. Da #(N)— % (N, Z, n) eine stetige lineare Umkehrung zuldBt, ist
dann R ebenfalls ein Retrakt.

4. Fall. wist isomorph zu einer Heisenbergschen Algebra, n(Z) =T, und T operiert
trivial auf 3.

Dann ist T=T, endlich. Man wihle a=0, b=n und ¢=3. Ist ferner v ein
T-invariantes Komplement zu 3 in n, so sctze man g =0 auf v und definiere g auf 3
durch n(exp X) =¢'™ fiir X € 3. Es ist leicht zu sehen, daB damit (i)~(vi) erfallt sind.

3. (ﬂ Q;) +(N) ist total in L(N)n [ 2.

teT teT
Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen weitestgehend bei, auch
bei den analog zu dort zu diskutierenden mdglichen Fillen. Insbesondere seien g
und R wie im Abschn. 2 konstruiert. #(N)r ) €' ist nichts anderes als der Kern
von R. teT

Satz 4. Seien N eine einfachzusammenhdngende zusammenhdngende nilpotente
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, (t,x)—x".
Q sei ein primitives Ideal in I}(N), der Stabilisator Tg von Q in T sei endlich. Weiter
sei Q. das Q entsprechende primitive Ideal in Un und p= DT &, . Dann liegt
p* F(N) total in S(N) [} O

teT
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Bemerkung. Die Voraussetzung der Endlichkeit von Ty, ist offenbar tiberflilssig:
Man kann den Fall eines beliebigen T, sofort auf endliches T, reduzieren (durch
Verkleinern von 7). Sie ist nur gemacht worden, um die Ergebnisse vom Abschn. 2
unmittelbar anwenden zu konnen.

Beweis. Der Beweis erfolgt natiirlich wieder durch vollstindige Induktion Giber die
Dimension von N. Wiederum sei  der zu Q gehorige Charakter auf dem Zentrum
Z von N.

1. Fall. Es gibt eine nicht-triviale, zusammenhingende, T-invariantc Untergruppe
W von Z mit n{W)=1.

Es sei n’=n/w, Q' sei das Bild von Q unter der kanonischen Surjektion L'(N)
—I}N/W) und p’ sei das Bild von p unter der Surjektion #n—%(n"). Dann ist
offensichtlich @/, das Bild von Q_ unter #n—%(’) und p’ ist gleich {1} Q7. Die

teT
Behauptung des Satzes folgt aus der entsprechenden Aussage fiir p’, n" und €

wenn wir zeigen, dalB3 der Kern der Surjektion Q : #(N)— ¥ (N/W) im AbschiuB}
des linearen Erzeugnisses von p * #(N) liegt. Nun ist pn%mw =w%w, und in der
Tat liegt Kern@ in dem vom w * % (N) aufgespannten abgeschlossenen Unter-
raum von (N). Um dieses einzusehen, withle man ein lineares Komplement v zu
w in n, Identifiziert man % (N) mit .¥(n)=.% (0P w), so geht KernQ in

E:= {fegf(n@w); § f(X,Y)dY=0 fiir alle Xeo}

iber. Und w*%(N) geht in w* % (oPw) iiber, wobei die Operatoren aus w

natiitlich nur auf das zweite Argument wirken. Es ist leicht zu sehen, daB3 E als

abgeschlossener Unterraum von ¥ (p@w) von Tensoren [ = fi® f, € ()@ F(w)

mit § £,(Y)dY=0 erzeugt wird. Nun 1Bt sich jede Schwartzsche Funktion ¢ auf
w ja) ~

R* mit | ¢(x)dx=0 in der Form q)z-o—(p1+...+—~({f(p,, mit passenden
Rr® axl ax"

¢;€ #(IR") schreiben. Daraus folgt sofort, dall E in dem Abschluf3 des lincaren
Erzeugnisses von w * % (n@w) enthalten ist.

2. Fall. Es gibt eine zweidimensionale zusammenhédngende Untergruppe W von Z
mit p(W)=T, auf welcher T als eindimensionale Automorphismengruppe wirkt.

Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie im entsprechenden Fall beim
Beweis von Satz 3 im Abschn. 2, insbesondere zerlegen wir T in T=T'T, mit
endlichem Durchschnitt F=T'nT,. Zur Abkiirzung sei &= %(T, x N, W, ), und
man hat die Abbildung J: #(N)—.% mit Bild J=%". In einem ersten Schritt
zeigen wir;

(1) Kern Jist enthalten im Abschlufl des von p * (N) erzeugten abgeschlossenen
Unterraumes von S#(N).

Genauer zeigen wir, da KernJ im Abschlufl des von (#wnp)* F(N)
erzeugten abgeschlossenen Unterraumes enthalten ist. w besitzt eine Basis Wy, W,
derart, daBl mit D= W, +iW, e %w gilt: D'=3(t)D, D' =3(t)D fiir te T. Das Ideal
Q. N%w in Yw wird von {X —ig(X); X ew} erzeugt. Setzt man Ai=g(W,)’
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+g(W,)?, so wird pn@w= ) {2,n%w} von DD+ 1 erzeugt. Nun ist KernJ

te T
nichts anderes als Kernl, I wie im Abschn. 2, d. h.

L:P(N)»F(T/F xv), ), X)= pquu(exp(X)w"’)n(w)dw,

mit einem T-invarianten Komplement » zu w in n. Identifiziert man ¥(N) mit
F(o@w), so geht (pn# w) * L(N) in (pndw) * F(vPw) iiber, wobei die Operato-
ren in pA%w natiirlich nur auf die zweite Variable wirken; explizit: fiir Pe w und
feF(oPw) ist

(P+N(X.Y)=—0pf(X, V)= ;?g‘ wof(X, Y—sP).

A

Bei dieser Identifikation geht Kernl=KernJ in
E:= {fa‘?’(n@m); JAX Y De"MdY=0fir Xen, te T}

iber. Da I ein Retrakt ist, wird E als topologischer Vektorraum erzeugt von
Tensoren [, ® f, mit f; € F(0), f, € F(w) und

[ LY HYevMdY=0 firalle reT,.

Es geniigt daher zu zeigen, daB3
{fe:?"’{m); § F(Y* He"Ddy=0 fiir alle te ’I%,
w

in (DD + ) * () enthalten ist. Diese Inklusion beweist man leicht mittels
Fourierscher Transformation auf w; in der Tat stimmen die beiden Raume
{iberein.

Wegen (1) und der im Abschn. 2 hergestellten Beziehung zwischen R: #(N)
P (Tx NxN,U,y)und R”: -5 (T'x N x N, U, y) geniigt es, das Folgende
zu beweisen:

(2) J(p = S£(N)) ist total in T Kern(id®R").

Dazu definieren wir zunichst eine #n-Wirkung auf & derart, da} J: ¥(N)—»%
eine #n-lincare Abbildung wird. Natiirlich operiert %n auf dem Quotienten
LN, W,n) von F(N); diese Wirkung ist nicht treu, sondern hat gerade das von
Q. 0w erzeugte Ideal als Kern. Fiir ue#n und p e ¥ erkldren wir nun

(uy) (6, x)=[u' = p(t, =) {x).

Es ist leicht zu sehen, daB J damit #n-linear wird. Daher ist die Behauptung 2
dquivalent zu: p(¥") ist total in #FnKern(id®R"). Dazu beweisen wir erst
einmal

(3) p& ist total in Kern(id®R").
Zu (3): Da R” ein Retrakt ist, wird Kern(id®R") als topologischer Vektorraum

von Tensoren y, ®, mit p, € ¥(T,) und , € KernR"CF(N, W, 1) erzeugt. Nun

ist #(N, W, n) ein Quotient von & (N/(Kernr),). Setzt man p”: = i{f} ’ @, soist laut
€
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Induktionsannahme p”* #(N, W, 5) total in Kern R”. Es reicht also zu zeigen, daf3
p®uv* [ fir jedes p € #(T,), jedes ve p’ und jedes f € L(N, W, 5) im AbschluB des
von p¥ erzeugten Unterraumes liegt.

Nach Satz 2 146t sich v in der Form v=u+q mit ue p und g (#HwnQ )Un
schreiben. Da p in T-Eigenrdume zerfillt, gibt es eine Darstellung u= 3 u; mit

j=1

u;ep und uj=y(t)u; fiir gewisse Charaktere y; von T. Fir jedes j liegt
ufx; 'p®f)in p&, und es gilt

{u(¢; W@ N} (. x)=1p(t) (u;* f) (),
also

jé {,(; "N =p@u*f=ypQu*f.

(3)—=(2):Furye ¥seip* e L durchyp®(t,x)= Z y(ts, x*) definiert; p—p*

IF | se
ist eine stetige Projektion von & auf #F. Man rechnet lelcht nach, daB # mit der
An-Modulstruktur auf & vertriglich ist: (uy)* =u(yp*). Wir haben zu zeigen, daf3
jedes f aus #*nKern(id®R”) durch Linearkombinationen von Elementen aus

p(&F) approximiert werden kann. Nun 148t sich f nach (3) durch Z ujp; mit
u;ep, p;€.% approximieren. Dann wird f= f* durch

(z u,-w,) = ¥ ufpl)eps)

approximiert.

Wie im Abschn. 2 kdnnen wir nun annehmen, dal3 T als endliche Automorphis-
mengruppe auf 3 und Z operiert. Auch hier wollen wir uns als nichstes tiberlegen,
daB man dann ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen darf, da3 T trivial
auf Z operiert. Dazu sei wieder w ein T-irreduzibler Teilraum von 3 mit y(W)=T
und 7" der gemeinsame Stabilisator in T der Elemente von w. Es sei T= ) ;T

i=1

eine Zerlegung in Nebenklassen, #n,(w)=n(w") fir we W. Auch Q:%(N)
- (—Dy(N W.n;) und V;: (N, W,n;)— % (N, W, n) seien wie im Abschn. 2. Des
welteren sei p'= () ©',. Man iiberlegt sich leicht, daB KernQ im AbschluB der

teT’
linearen Hiille von p * #(N) enthalten ist, offenbar sogar im Abschluf} der lincaren

Hiille von (#wnp) * S (N). Es ist daher der von

PO (V) =p* @SNV Won)

aufgespannte abgeschlossene Unterraum zu bestimmen. Transformiert man

p* @ S(N, W, n;) mittels 6—) - in @ P (N, W,n), so erhilt man
=1

E:={u"+f;,...,u"xf,); uep, fie S (N, W.n)}.
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Nun wird aber (N, W,%) von (#wnQ,)%n annulliert. Da die Charaktere
11 ---» I, paarweise verschieden sind, folgt aus dem chinesischen Restsatz, daB die
Abbildung

Uw— P UDUDAQ (=TT, u—(u", ..., u")
i=1

surjektiv ist. Das gilt dann auch fir die entsprechende Abbildung #n
- P U/ UwQ,,YUn. Man weist leicht nach, daB das Bild von p unter dieser
i=1 n
Abbildung gerade @) p’ /(U wnQ,)n ist. Also ist
=1

E:: {(ul *fiv ey Hy *]{;i)’ quP!a J{:;Ey(Ns V{’{??}}

Nimmt man an, daB p’* & (N) totalin @' = [} @' ist, so folgt leicht, daB p * (N)
in Q total ist, et

3. Fall. dimg=1, #{Z)="T, T operiert trivial aufl 3 Es gibt ein abelsches
T-invariantes Ideal w, welches 3 echt umfafit.

Genauso wie im entsprechenden Fall im Abschn. 2 gibt es dann ein abelsches
Ideal w, fiir welches zusétzlich gilt, daBl w/3 zentral in n/3 und wy/3 ein irreduzibler
TModul ist. Wie dort sei b der Zentralisator von win n, w=p@®3, n=0@h und
b=b/y.

Wir wollen im folgenden annehmen, daf} y (und dann auch o) zweidimensional
ist, da in diesem Falle gewisse Komplikationen auftreten. Wenn man den
zweidimensionalen Fall beherrscht, ist klar, wie der eindimensionale zu behandeln
ist.

Die Komplikationen riihren daher, daB v im allgemeinen keine (abelsche)
Algebra zu sein braucht, was dazu fithrt, daB der Transport der #n-Modulstruktur
von (N, Z, ) auf #(v x v x H', Z,n) lings # zu unnétig komplizierten Formeln
fithrt. Wir betrachten stattdessen zwei entsprechende ,.eindimensionale Transfor-
mationen® und zeigen, daf sich deren Kompositum in genau angebbarer Weise
von & unterscheidet.

Dazu withlen wir irgendeine Zerlegung y==19,®n, von p in eindimensionale
Unterriume. Dieser entspricht einer Zerlegung v =1, ®v, mit [v;,n;]=9;;3. Dann
sei h,=h+v, und b5 =h,/v,. Wie im Abschn. 2 ist durch

(F19)(a,. by, hy)= | dro(exp(a,)h, exprexp(—by))
1

ein Isomorphismus %, :%(N,Z,n)—% (o, x vy xH3, Z, 1) definiert. Entspre-
chend ist #(HY, Z, %) zu F(v, x v, X H’, Z, 7) isomorph und dann, durch Tenso-
rieren mit der Identitdt, (v, xv; x Hy, Z,n) zu F(v, X v, X0, X0, x H', Z, 1)
isomorph. Explizit ist ein solcher Isomorphismus %, durch
(Faw)(ay, by.ay, by h)= [ drp(ay, by, explay)hexprexp(—by))
B2
fiir p € #(v, x v, x H}, Z, 1) gegeben (dabei ist natiirlich 4 irgendein Urbild von i’
unter H/Y, -~ H'=H/Y).
Fiir a; ev, und a, €v, sci s(a,, a,) € H durch

exp(a,) exp(a,) =exp(a; +a2)s(a;. a2)
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definiert; mit s'(a,, a,) bezeichnen wir das Bild von s(a,, a,) in H'. Damit erkldren
wir
S:Foxox H,Z,n)->F (v, X0, xv,x0,xH,Z,1)
durch
(Sf)(ay, by, a5, b5, )= f(a,+ a5, by +b,,5(a,, a)h's' (b, by) ™)

und behaupten, dall das Diagramm

PN, Z,n) T P(o, x0, x Hy, Z,0) T2 (0, x 0, x0,x 0, x H', Z, 1)

X&V(nxan’,Z,n)/sy

kommutiert.
Fir o e (N, Z,n) ist

(FroF Do) (ay,by,ay,b,, 1)

= | dry(#,9)(a,, by, exp(a)hexpr, exp(—b,))
92

= Idrz § dry p(exp(a,) expla,)hexpr,
m

Y2
-exp(—b,)expr, exp(—b,))
= j. j drdr, p(expla,) exp(a)hexp(r, +r,)

v2 1
-exp(—b,)exp(—b,)),
da exp(—b,) und expr, kommutieren, und andererseits
(S c F)p}(a, by, az, by, k)
=(Fo¢)(a,+ay b +b,,5(a,a)h’s'(b;, b))~ )
= | [ dr dryp(expla, +ay)s(a,,ay)hs(b,,b,) "

01 92

-exp(ry+r)exp(—b; —by)).
Da exp(r, +r,) mit s(b, b,) e H vertauscht und

exp(a; +ay)s(a,,a,)=expla,) expla,)
sowie
s(hy,b,) " exp(—b, —b,)=exp(—b,)exp(—b,)

gelten, folgt %, #, =8 % wie behauptet.

Zu dem Tripel (N, T, ) gehoren Unteralgebren a, b und ¢ von n sowie ein
Funktional g auf n, wie im Abschn. 2 konstruiert. Insbesondere kénnen wir
annehmen, daB y in a gelegen ist, so dal} g auf y verschwindet und daher ein
Funktional ¢’ auf iy’ definiert. Zu dem Paar (g, C) bilden wir die Abbildung R,
ebenso R’ zu (g/, C") mit C’=C/Y. KernR ist nichts anderes als #(N)n {) ©', und

teT

KernR’ ist gleich #(H) () A" wobei A’ das zu g’ gehdrige maximale Ideal in

teT
L}(H") bezeichnet. Wir fassen nun R und R’ als Abbildungen auf den Quotienten

F(N,Z,n) und S(H’, Z,n) von F(N) bzw. ¥ (H’) auf. Auf Grund der Untersu-
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chungen im Abschn. 2 ist #{KernR)=Kern(id®R"). Da R’ ein Retrakt ist, ist
Kern(id® R’) der AbschluBl von (v x v)@KernR’, Nun ist Kern(id®R’) inva-
riant unter dem Automorphismus f— [ von %(v x v x H', Z, n), welcher durch

Flay+az, by +by, )= fa,+a5, by +b,,5May, a)) " h's' (b, b)) ™)

mit a;,b, €0y, d,,b, €0, und i’ e /" gegeben ist; denn KernR’ ist invariant unter
Links- und Rechtstranslationen. Also ist Kern{id @ R’) auch der Abschiufl von

{f: feF (o x 0)@KemnR'}.
Dann ist aber
S (KernR) = S(Kernid®R")
der AbschluB} von

(Sf: feS (o x 0)@KernR"} = (v, x 0, X0, x0,)@KermnR’.

Um zu zeigen, daB p x #(N) total in [} @'n.5(N) ist, reicht es also zu beweisen,
teT

daBl die Elemente aus dem dichten Teil & (v, xv; xv, Xx0,)®Kern R’ von
S F{KernR) =%, #,(KernR) durch Linearkombinationen von Elementen aus
F, F, (p* L (N, Z, 7)) approximiert werden konnen. Da auf Grund der Induktions-

annahme p'* ¥(H', Z,n) total in KernR’ ist (mit p'={) A;‘Q), braucht man sich
et J

nur davon zu uberzeugen, daBl F(v; x0, X0, x0,)@p *F(H,Z,n) in
F,F (p+ F(N, Z,n)) enthalten ist.

Dazu zeigen wir zundchst, da} zu jedem u” € ¥l ein u € ¥} existiert mit (F, %)
(u*x @y=u'*(F,F ) fir o e F(N,Z,7), wobei u'*y fiir pe F(v; xv, X0, X0,
x H’, Z, n) natiirlich die Anwendung von " auf die letzte Variable bedeutet. Im
ibrigen ist u modulo dem von {z —ig(z): z € 3} erzeugten ldeal eindeutig bestimmt.
All das wird leicht aus den Eigenschaften der ,,reduzierenden Quadrupel®, siche [9,
4.1.7], folgen. Die Konstruktion von u erfolgt in zwei Schritten. Man zeigt
zunichst, daf zu u’ ein u, € #(h/n,) mit Fy(u, * p)=u"= Fy furalle p € F(v; x v,
x H, Z, n) existiert und dann, daB zu (jedem) u, € %(b/v,) ein u € Zhmit 7, (u * ¢)
=u, * F,¢ fir alle p e S(N, Z, n) existiert.

Es wird nur die Konstruktion von u, vorgefiihrt; die Konstruktion von u zu
gegebenem u, verlduft vollig analog. Dazu sei ze3 mit g(z)=1 gewithlt, weiter
seien x, €0, Ch+v,/n, =b; und y, €n/n, =9, Chs mit [x5, y,]=2 gewithlt. Der
Zentralisator von y, in by ist gerade b/n;, und (x;, y,. 2, b/n, ) ist ein reduzierendes
Quadrupel fiir ;. Die Ergebnisse aus [9] werden spater auf das reduzierende
Quadrupel (~x,, iy,. — iz, b/n, ®C) von h,®C angewendet. Fir v € b; 1t sich
Fy(v %) leicht direkt durch v und Fyy ausdriicken. Ist v=x,, so gilt:

""‘5?/72(x2 * 1}’) (alv b]y a27 bZﬂ h’)
={ dry(x; * ) (ay, by, explay)hexpr, exp(—bh,))
0

= % § drypla,, by, exp(—tx,) expl(a;)hexpra exp(—b,))
=0 92
d _ ,
= moyzwga‘,i)},ﬁz—{xz. by ),
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d.h B
Fxyxp)=— é;—fzw-
2

Ist vebh/n, E£h5, so ist
F(vxy)(ay, by, a,,by,h)

= Jdra S @y, by, exp(— ) explashexprsexp(~bs).
n2 t=0
Nun ist
o 1
exp( —tv) expla,) =exp{a,) exp ( —t ;0 ] ad(— az)"(v)) .

Mit den Setzungen a, =uax, und
o0

© 1 1
b= T ad(—a)'(0)= ¥ >ad(—x,Y(w)e b/,
on: n=0 N!

erhilt man

F(vxp)(ay, by, ay, by H)

§dryy(a,, by, exp(a,) exp(—tv Yhexpr, exp(—b,))

=0 Y92

dt

= Zig (fzw) (ab bl s @2, b,’ls exp( - tva)’h!)
=0

={vy* Fyp(a,, by az, by, =)} (B,

d. h. v, wirkt nur auf die letzte Variable, die Wirkung hdngt aber von der dritten
Variablen ab; mit v ist natirlich das Bild von v, unter b/y, —h/y bezeichnet.
Wegen g(z)=1 ist zxyp=ip. Durch Spezialisieren auf v=y, ergibt dic obige
Formel (wegen y5 =0)

l9:-2())2 * W)(ah blv az, bZ’ hr):" —iaf@tp(al, bb A, b2’ h,) N

Bezeichnet man, analog zu [9, 4.7.8], die durch —x, induzierte Derivation auf
%(b/y,) mit 4, so lehren die dortigen Rechnungen zusammen mit den obigen
Formeln: Ist v e %(h/y,) irgendein Urbild von " unter der kanonischen Abbildung
(/v ,)—%(b/y), so ist durch

o0
U, = 5_;

meo m!

ein Element in #(bh/y,) mit F,(u, * ) =u’* F,p definiert.
Folglich gibt es zu jedem ' e p'= [} A% < %(b/y)ein u e Uh mit (F,F,) (u* @)
teT

=u'*(F,F,) fir alle o € #(N, Z, ). Ein solches u liegt dann notwendigerweise
in p; denn uep ist dquivalent zu

ux (N, Z,n<SKernR
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und zu
(F2 7)) u* S (N, Z,n)
=u'* F(0, X0y X0, X0, H,Z, n)CF F,(KernR),
was wegen u € p’ wahr ist. Daher ist

(0, X0y X0, X0,)Qp"*F(H', Z, 1)
in
FyFi1(px S (N, Z, 1)

enthalten. Wie wir oben gesehen haben, folgt daraus die Behauptung des Satzes
auch in diesem Fall.

4. Fall. nist isomorph zu einer Heisenbergschen Algebra, #(Z) =T, und T operiert
trivial auf 3.

Dannist p=Q_ und #(N)n [} Q'=0QnF(N),d. h, die Wirkung der Gruppe
teT

€
T ist fir die Aussage des Satzes irrelevant. Man kann also T={1} annchmen.
Dann befindet man sich aber wieder im 3. Fall, wenn man von dem trivialen Fall
eines eindimensionalen n absieht.

4. Kerne von T x M-Bahnen sind infinitesimal bestimmt

Als erstes wird gezeigt, daB jedenfalls dic Kerne von T-Bahnen infinitesimal
bestimmt sind. Der folgende Beweis basiert auf derselben Idee wie der Beweis fiir
den entsprechenden Satz in [21].

Satz 5. Seien N cine einfachzusammenhiingende zusammenhingende nilpotente
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n und T eine kompakte abelsche Liesche
Gruppe. T operiere stetig und homomorph durch Automorphismen auf N, (1, x)—>x".
Q sei ein maximales ldeal in I}(N), Q. sei das entsprechende Ideal in Un. Weiter sei
p= () @, . Dann ist p* G(N) total in ﬂT @' (in der I}~Norm).

te

teT

Bemerkung. Der Beweis wird zeigen, daB ein entsprechender Satz auch fur
Beurlingsche Algebren L., (N) richtig ist, d. h. p * Z(N) liegt dicht in LN ) &,

teT
sofern man voraussetzt, daB das Gewicht w hochstens polynomial wéichst. Diese
Voraussetzung stellt sicher, daB & (N) in L, (N) enthalten ist.

Beweis. Durch Ubergang zu einer Untergruppe von T, falls erfordexflich, kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annchmen, daB der Stabilisator T, von
Q in T endlich ist. Da @(N) approximierende Einsen fir I}(N) enthdlt und da p
unter Ad(N), ausgedehnt auf #n, invariant ist, ist
pr DNYY ™ ={B(N)*p>~ =(D(N)*xp*D(N)) ={p*F(N))~
=(FN)xpy  =(F(N)xp+FL(N)) "

Es geniigt also zu zeigen, daB p * #(N) total in ﬂT Q* ist,
te
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Zuden Daten T, N, Q2 seien g € n* sowie Unteralgebren a, b, ¢ von n gemal Satz
3 gewihlt. Dann haben wir den Retrakt R: #(N)>F (T x Nx N, U, y)"® mit
KernR=%(N)n () €. Sei nun ¢ ein beschriinktes lineares Funktional auf L!'(N)

teT
mit &(p * #(N))=0. Wir haben zu zeigen, dal} auch f(ﬂ Q') =0 ist. Fir jeden
Charakter y von T sei teT

LNy ={fe}(N); f'=u(t)f fur alle te T}
und L (N)*=SL(N)NL(N)*; F(N)* liegt offensichtlich dicht in L'(N)*. Wir

fixieren nun erst einmal pe T sowie p, ge #(N)T=.%(N)! und zeigen, daB das
regularisierte Funktional p—&(p* ¢ *q) sogar C*-stetig auf L'(N)* ist. Durch
Einschrankung definiert & ein stetiges lineares Funktional auf &(N), und nach
Satz 4 faktorisiert ¢ durch R, es gibt also ein stetiges lineares Funktional & auf
F(Tx N xN,U,y)T mit &)= ERe). Insbesondere interessieren uns die Werte
von & auf R(¥(N)*); man beachte, daB mit ¢ auch px@=*gq in F(N)* liegt.
R(F(N)*) ist offenbar nichts anderes als

FS(TxNxN,Upt:={pe L(TxNxN,U,7); w(t, x, y)=p()yp(l, x, y)

sowie (1, x'°, y*)=p(to) 'w(1.x.y)
fir alle x, ye N, te T, tye Ty} .

Definieren wir, fiir spateren Gebrauch gleich etwas allgemeiner,
FP(TxNxN,U,p)->FL(NxN,U,y), yp-p,,

durch yp,(x, y)=v(l, x, y), so liefert diese Abbildung einen [somorphismus von
F(Tx NxN,U,y)* auf einen abgeschlossenen Teilraum von £ (N x N, U, y).

Nun withlen wir eine Polarisierung Iy fiir g mit ¢ ChCb; es gilt natiirlich dimby/c
=dimb/b, b ist im wesentlichen eine Polarisierung fir g auf der Heisenbergschen
Algebra b/a. Mit H sei dic entsprechende Untergruppe von N bezeichnet,
%y H-T sei definiert durch y(exp X)=e“™® fiir X b (dies ist eine Fortsetzung
des urspriinglichen y,: C—T). #(N x N, U, y) ist isomorph zu (N x N, H x H,
Xy X Xg) Via

(Fp)(x,p):= Hf/c dayy(ayp(xa, y)

fiir p e #(N x N, U, y). Die Umkehrabbildung ist, bis auf eine Konstante (die von
der Normalisierung der invarianten MalBle abhingt), gegeben durch

(%o)(x,y)= B{y dbp(xb, yb) .

Diese Isomorphismen stellen, nebenbei bemerkt, den Zusammenhang zwischen
der hier behandelten Beschreibung von #(N)/¥(N)nQ und der frither von
Howe in [14] gegebenen her.

Wir beweisen exemplarisch, daB (% - 9)p = fiir o € (N x N, H x H, y, % ;)
ist. Der Beweis fiir %% =id verliuft dhnlich (in der Tat ist er sogar etwas
einfacher) und beruht ebenso auf der Fourierschen Inversionsformel fiir Vektor-

gruppen.
Nach Definition ist

{(F D)o} (x,y)= Hf/ daxa) BJH dbo(xab, yb).
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Nun ist
@(xab, yb) = (xbb ™~ 'ab, yb)=1y,(b~'a"'b)p(xb, yb).

Definieren wir bei festen x, y die Funktion f auf B:= B/H durch f(b)= @(xb, yb),
so ist also

(F D)o} (xo3)= | daf @, (6~a” 51 (B),

Erklirt man fiir d € H/C die Funktion t,: B~ durch t,(b)=y,(@)x,(6 " 'a~ 'b), so
ist 7, ein Charakter von B und d—1, ist ein Isomorphismus von H/C auf die
Charaktergruppe von B. Die Homomorphie von 7,: B—T ist gleichbedeutend mit

X @b~ a " by @y, (d e dy =g la)x(d ™ b e hd)
fiir alle b, de B und ae H und mit
(b a T by @)y =y, (d 7 b7 a” thd)y (d ad).
Nun ist
xld 7B aT bdyy (d tady =y (d 7B e Thady.
Aber b~ 'a" *ha ist zentral in B/A. Also gilt
x4d ™ b ta  had)y =y (b~ 'a” 'bay=yx,(b” 'a” "b)y,(a).

wie behauptet. Es ist nicht schwer zu sehen, daBl 4—1; homomorph in 4 und daf}
d—1; injektiv ist. Aus Dimensionsgriinden ist dann 4—1, ein Isomorphismus. Die
Fouriersche Inversionsformel fiir die Vektorgruppe B= B/H licfert

UF D} (x. )= f da [ dbr,(b)=f(é)=0(x.)).

Weiter ist (N x N, H x H, 3, % j,) isomorph zu F(R*") mit n=dimN/H. Einen
solchen, sehr willkiirlichen Isomorphismus kann man wie folgt konstruieren, vgl.
[147 und den Anfang vom Abschn. 2. Fiir eine passende Basis X, ..., X, in einem
passenden linearen Komplement von b in n ist die Abbildung

R H->N,  (Sq,..ns S B)=exp(5,X,) - ... -exp(s; X Dh
ein Diffeomorphismus und fiir integrierbare Funktionen y auf N/H gilt

 wleddi= | plexp(s,X,)- ... expls; X )ds, - ... -ds,
NIH r*®

bis auf eine feste positive Konstante. Man definiert dann
A FINXN,HxH, y,x I~ R
durch
A7) T (T A R |
= (exp(r,X,) - ... - exp(ri X ;), exp(s,X,) - ... - exp(s: X 1))

Durch Zusammensetzen erhilt man schlieBlich eine Einbettung von S{TxN
X N, U,y)* auf einen abgeschlossenen Unterraum von SR

F(Tx NxN, U
— (N x N, U,p)-%>» (N xN,Hx H, Ay X 0% SR
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Das gegebene stetige lineare Funktional & auf #(Tx N x N,U,y)* kann man
mittels dieser Einbettung als ein stetiges Funktional auf einem abgeschlossenen
Teilraum von #(R?") auffassen. Dort erlaubt es eine stetige lineare Fortsetzung, es
gibt also eine temperierte Distribution ¢ auf R*" mit

)= A F) ()

fur pe (Tx N x N, U, ).
Zu ¢ existieren, vgl. [31], p. 239, ein stetiges { € L*(IR*") und ein Differential-
operator D auf R?" mit polynomialen Koeffizienten derart, daB3

)= mfz {(a)(Dv)(a)da
fiir alle ve F(R>") gilt.

Wir driicken nun das Funktional ¢—&(p* ¢ *q), ¢ € #(N)*, durch £’ und damit
durch { und D aus. Sei f=p* @ *q mit einem ¢ € F(N)*. Es ist

N =8RN=(E o A > F)(Rf)1).

Und fiir (Rf), findet man durch einige Variablen-Transformationen (hinter denen
natlirlich nichts anderes als die Tatsache steckt, daB die (Rf),, (Re),, ... die Kerne
N

zu gewissen Operatoren im Darstellungsraum von ind y, sind }:
C

RN :(x, )= Nf/C da N{C dB(Rp),(x, B) (Rp),(f,2) (Rq) (2, ) .
Aus dem gleichen Grunde gilt
[FURNII(x. p)= N§H dot N;ﬁ APLF (Rp) )1 (%, ») [F (Re))] (B, %)

[F (R DI (= )
oder, indem man f: =% ((Rf),) setzt und entsprechend ¢, p und § erklirt,

fe )= [ da [ dpp(x, BB, %)q(a, y) .
NH  N/H

Setzt man weiter f'=.2¢f und erklirt ¢’, p’ und ¢ entsprechend, so erhilt man
durch Ausnutzen der Bezichung zwischen dem invarianten MaB auf N/H und dem
Lebesgueschen MaB auf R”

N TV S R |

= n{"dal, .o da, éndﬁl’ U 1 (VU N PR | |

@ (B ey Brs gy oy GGy <oy Xy Sys ey S) s

bis auf eine feste positive Konstante, welche allein von der Normalisierung der
jeweiligen invarianten MaBe abhingt und fiir die folgende Argumentation
unerheblich ist.

Also ist

Cpxo*xq)=L)=( A - FI(RN)=EC([)
= ni* dr an ds{(r,sy(Df ) (r, 5)
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mit

F={ry,on ), §=(5,...,8,)
und daher

Ep* o xSl DI,
Nun 148t sich Df” in der Form

k
(Df)(r.s)= j; n{ da ]g dBPy(r, Bo'(B, 1)Q (2, 5)

mit gewissen Schwartzschen Funktionen Py, ..., Py, Qy, ..., @, schreiben, die sich
durch Anwendung von D auf p’ und ¢’ ergeben. Deutet man P; und ¢” als Kerne
von Integraloperatoren K; bzw. & auf Z(R™,

(Py) (B) = H{ @' (B, o)y(a)da
und

(K (B)= | PAb.ayw(ads,
so erhidlt man

BFC.9= 3 (Ko ®) Q= 90)

und damit

IS 3 1K 1191 12,05

Also gilt

k

Ep* oIS, Z 1K1 IR0l =El @]

i=1
mit einer Konstanten E, die natiirlich von p und g abhingt. Bildet man die
induzierte Darstellung 7= iI{l\Jd x, und realisiert diese in I2(R") mittels des oben
angegebenen Diffeomorpbis&us R"x H-N, so ist @ nichts anderes als n(¢).
Damit ergibt sich
l&(p* @ * @)| LEln(e)]| firalle @e(N).

Diese Ungleichung gilt dann auch fiir alle ¢ € L!(N)*. Liegt nun ¢ in L(N)* tﬂT 2

und damit insbesondere in €= Kernz, so ist &(p* ¢ *¢q)=0 fiir alle p, g€ 9”(N )T,
L&Bt man p und g eine approximierende Eins von L'(N) durchlaufen, so ergibt sich
S (L‘ (Ny“~ () Q) =0 fiir jedes e T, Da aber ¥, L{(N)*n () @ dicht in () ©

teT ueT teT teT

liegt, folgt €<ﬂ Q’> =0 wie behauptet.

teT
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Mit einem dhnlichen Trick wie in [27] kann man Satz 5 wesentlich
verschirfen,

Satz 6. Seien N einfachzusammenhdngende, zusammenhdngende nilpotente Liesche
Gruppe mit Liescher Algebra w und A ein primitives Ideal in I'(N), A, sei das
entsprechende Ideal in . G sei ein semidirektes Produkt Tw M aus einer
kompakten abelschen Lieschen Gruppe T und einer einfachzusammenhdngenden,
zusammenhdngenden nilpotenten Lieschen Gruppe M. G operiere stetig und
homomorph durch Automorphismen auf N und dann auch anf n, dabei operiere M
durch unipotente Automorphismen ayf w. Es sei ¥={A% xeG}. K}
= ) A< IMN)und q= {} A% <aim. Dann ist q* Z(N) total in k(7).
xe@ xel

Bemerkung. Vermutlich ist ein entsprechender Satz auch fiir Beurlingsche
Algebren L {N) mit einem polynomial wachsenden Gewicht w richtig, vgl. auch
die Bemerkung im AnschluB an Satz 5. Allerdings 148t sich der unten stehende
Beweis nicht ohne weiteres auf dic aligemeinere Situation tbertragen, da die dort
konstruierte Darstellung p von H in I}{N) den Unterraum L' (N} nicht immer
invariant 1aBt.

Beweis, G ist als Menge das kartesische Produkt T'x M, und die Multiplikation in
G ist gegeben durch

(t.a) (s.by=(s. 2(5) '(a)b)

mit einem stetigen Homomorphismus «: T—Aut{M). Die Tatsache, dall G auf N
operiert, bedeutet, dall man zwei stetige Homomorphismen ff: T—Aut{N) und
71 M—Aut{N) mit

Ha(s) (@) = Plsypa)B(s)

fiir alle ae M, se T gegeben hat.
Wir bilden die Hilfsgruppe H, H ist als Menge gleich M x N x N, und dic
Multiplikation ist definiert durch:

(@, x, y)(a, x, yy=(a'a, (@) "(x)x,x” "y@) "(Mxy).

Auf Grund der Voraussetzungen ist H eine einfachzusammenhidngende, zusam-
menhingende nilpotente Liesche Gruppe. Wir werden bei den folgenden Rech-
nungen H vornehmlich als das semidirekte Produkt aus der Untergruppe K=M
x N x {e} und dem Normalteiler {e} x {e} x NN anschen, H=K xN. Es ist
leicht nachzurechnen, daB durch

o) a,x, p) =0t {a), fO) PO fir teT, (axypeH,

ein stetiger Homomorphismus §: T-»Aut{H) definiert ist.
H wirkt auf Funktionen f: N—C durch

fola.x, N} (@D= " x"Wa) (2x) fir zeN, (ax,peH.

Im besonderen ist hierdurch eine stark stetige Darstellung von H in dem
Banachschen Raum L/(N) erklirt. Jedes o(a, x, y) ist eine lineare Isometric auf
L}{N); daher kann g zu einer Darstellung von L}(H) integriert werden, die ebenfalls
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mit g bezeichnet wird. Es sei I der AbschluB} der linearen Hiille von q* Z(N) in
LX(N). Da I und k(%) unter der Darstellung g invariant sind, liefert diese auch
Darstellungen g; und g, von H (und von L'(H)) in E: = I}(N)/I bzw. in L' (N)/k(Z).
Mit Hilfe von Satz 5 werden wir beweisen, dall Kerny: 0, =Kern,: 0, ist.
Daraus folgt Satz 6, denn dann stimmen auch Kern;,y0,=1 und Kern, 0,
= k() tiberein. Mit Ann,,(E) bezeichnen wir den infinitesimalen Annullator von
E in der universellen Einhiillenden 41 der Lieschen Algebra b von H, d.h.

Anny(E)={we #bh.w*Z(H)CAnn,, 4 (E)}
={weuh: olwxZ(H))CI}.

Korrekterweise sollte man wohl Anng(E,) schreiben, doch die Bezeichnung
Ann,(E) ist unmiBverstidndlich.

Die nichsten Betrachtungen werden zeigen, dal man das Ideal Ann,(E) auch
direkt aus q gewinnen kann. Fiir die folgende Konstruktion vergleiche man auch
[9, 2.5.3]. #n operiert durch Linksmultiplikation auf #n/q, a,: #n-End(#n/q).
Die Liesche Algebra t von K operiert auf n durch Derivationen, die sich eindeutig
zu Derivationen von #n fortsetzen lassen. Diese Derivationen lassen g invariant
(da g invariant unter Konjugation mit Elementen aus K ist), und man erhdlt eine
lineare Abbildung a,:f—End(#n/q). Zusammen ergibt sich eine lineare Abbil-
dung o, von h=f+n in End(#n/q), und man rechnet leicht nach, daB o, eine
Darstellung der Lieschen Algebra b und damit auch von U ist. Es wird sich
erweisen, dal Ann,,(E) gerade gleich Kerna, = Anny,(#n/q) ist.

Zur Bestimmung von Kerng, berechnen wir den Annullator der Nebenklasse

[1]e#n/q. Jedes Element in #1 1aBt sich in der Form Z ue; mitu; e Un, v;e Ut

schreiben, [9,2.2.10]. Fir v e #1 gilt e[1]=y(}[1], wobe1 mit y(v) der konstante
Term in v bezeichnet ist, oder auch: y ist derjenige Algebrenhomomorphismus
#t>@ mit Kerny=#1. Also ist

7, ( z u,-v,-) [1]= z oot (10 [17)
i= i=

= 'il x(y) [u]= [Zl X(Uj)ujj| .
j= j=
Daher gilt
Anng,([1])=4, mit

:{Z up;; uedn, viedt, X y(vu;e q}. (1)
i=1 j=1

Da %n/q offensichtlich ein zyklischer #h-Modul ist, ist Kerno, gleich dem groBten
In 4, enthaltenen zweiseitigen Ideal. Die obige Konstruktion 18t sich natiirlich fir
Jedes K-invariante Linksideal in #n oder, was dasselbe ist, jedes M-invariante

zweiseitige Ideal in #n durchfithren. Nun ist ¢= () y(a)(4,,) ein solches Ideal,
aeM

und man findet eine Darstellung o, von %} in ¥n/c. o ist sogar eine irreduzible
Darstellung von #}. Denn ein ¢ (%h)-invarianter Unterraum von %n/c entspricht
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einem M-invarianten, zweiseitigen Ideal d in “/n mit ¢CdC4n. Ist b ein echtes
Ideal, so gibt es ein maximales Ideal b mit dCb. Insbesondere liegt b in der Hiille
h(c) von ¢. Diese ist aber nach der Bemerkung am Ende des Abschn. | nichts
anderes als die M ¢-Bahn von A .. Da d nicht nur unter M, sondern auch unter M
invariant ist, ergibt sich daraus, daB b in ¢ enthalten ist. Also ist Kerno, ein
primitives Ideal in #b und folglich sogar maximal.

Der Dualraum von L'(N) liBt sich mit L*(N) via {¢, /> = | o(x) f(x)dx fiir

N
pel*(N), felIN) identifizieren, und der Dualraum von E=L'(N)/I ist

identifizierbar mit

It= {(peL’(N); i(p(x)f(x)a'x:() fir alle fél%.

Sei E'CI* der Raum der Gardingschen Vektoren fir die zu ¢, kontragradiente
Darstellung von H. Es gibt dann, vgl. [32, p. 256], eine Anti-Darstellung ¢; von #b
in E" mit {giwp.f>={g,0; ,(wif> fiir peE’, feE, und we#h. Da E
schwach dicht in I* liegt, ist Anny(E)=Kerng;.

Setzt man wie tiblich ¢(x) = o(x " ) fiir Funktionen ¢ auf N und bezeichnet mit
u—1, ue¥n, den entsprechenden Anti-Isomorphismus von #n, so rechnet man
ohne Miihe nach, daB3

oo ={(¢*xu)y =iixg fir uen und ¢@eE it {2)

Insbesondere ist ¢+ E'=0. (2) folgt brigens auch aus der allgemcineren
Formel

d
{Q}(X)w}(y)=és;- {olexp(—sX)e}(y) fir XebyeN
Dis=0

und @ekFE’. (3)
Zu (3): Sei fe2(N), und f'e Z7(N) sei definiert durch

. d
S(y= q Lolexp(sX)N [} (3)-
Sls=0

Mit [f] bzw. [f7] bezeichnen wir die entsprechenden Nebenklassen in
E=L(N)/I. Damitist o, . ([f1)=[f"]- Dadie[f], f eZ(N), in E dicht liegen, ist
die Funktion p:=0{X)@ e E’ durch die Gleichung {y.[f]> =<e.[f 7> oder
Qp, > ={p. f7> eindeutig festgelegt. Es ist daher lediglich nachzupriifen, daB die
Funktion ¢,

#0="4 fotexp(~ X))} ().

Dis=90

der Beziehung (@, /> =<, /> geniigt. Letzteres folgt aber leicht aus der Identitit
Coth™ Yo, [>={@,o(h)f) fir alle he H, feZ(N) und ¢ e E".

Aus (3) zieht man die fir das Folgende wichtige Konsequenz, daB
{0i( X))@} (e)=0 fiir X €t und ¢ € E’ und mithin {g}(v)e} (e) = x(v)ep(e) fiir ve#l.

m
Ist weiter w ein beliebiges Element in %, w= ¥ up; mit u;e %n und v;€ %1, s0
gilt j=t

0i(w)p = Zl 01(v;) (il * )
=
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und also
@) @)= ¥ 1(0) G ) ().

Nun kénnen wir zeigen, dal}
Kerno CKerng;=Kerng, , CKerng, ,, . {4)

Die mittlere Gleichung und die letzte Inklusion sind klar. Es bleibt also die
erste Inklusion zu zeigen. Ist we Kerno, so ist fiir g€ E und ye N:

(e;(w)p) ()= {ole.e.y™ o' (w)e} ()
={ple.e. ™ Noj(wigle, e. viole.e. ¥y~ Do} (e)
=(gj(W)y)(e) mit y=ple.e.y NoeE

und W=(e.e.y (w).

womit natirlich die Anwendung (= Konjugation) von (e.e,y Ye H aufl we #h
gemeint ist. Mit w liegt auch w in Kerno, also insbesondere in 4. Es gibt folglich

m m
eir};e]Darstellung W= ‘Z‘ ur; mit w;e 4, r;e 4t und u:= .Z‘ #ru;eq. Man
erhalt = =

(01w} (3) = (0;(W)y) (e)
= Zl )i xy)(e)=(i*xy)(e)=0.
e

da ueqund ye E'. Damit ist der Beweis fiir (4) erbracht,
Wir wollen Satz 5 auf ein passendes maximales Ideal Q in I'(H) anwenden.
Dieses wird wie folgt konstruiert. Man bilde F: = I}(N) () y(a)A. Die Wirkung ¢
‘aeM

von H auf L}'(N) macht auch F zu einem H- und I!(H)-Modul, und man nimmt als
Q den Annullator von F in L'(H).

Man kann auf verschiedene Weisen einsehen, daBl € maximal ist, z. B. kann
man, von einer irreduziblen involutiven Darstellung t von L!(N) mit Kernt=A
ausgehend, ohne Schwierigkeiten eine irreduzible involutive Darstellung n von
L'(H) mit Kernn = Q angeben (dies wurde in [27] getan). Eine andere Méglichkeit
ist die folgende. Wendet man die obigen Betrachtungen auf den Fall T={1} an
( dann geht K(2)in ) @) dund qinc= ) ya)4, iiber), so liefert (4) speziell,

\ aeM asM

daB Kerneo, in , 1= Anng,(F) enthalten ist. Nun ist aber Kerno, maximal, also
gilt

Kerno =0, . 5)

Nach [19] (,Wienersche Eigenschaft nilpotenter Liescher Gruppen) gibt es zu Q
cine irreduzible involutive Darstellung  von L!(H) mit QCKernn. Dann ist aber
auch _ in Kernn, enthalten. Wegen der Maximalitdt von Kerno_ ist Kernn
=Q,. Also gilt Kernn* Z(H)SQ und dann auch Kernn{Q nach Satz 5;
folglich ist Q=Kernn maximal.
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Wie im Satz 5 setzen wir p:= () 8(t) (2,,). Es gilt zunéchst
teT

Kerng, o, =Anng(L(N)/K(@)Ep. (6)

Da Kerng, , invariant unter T ist, geniigt es zu zeigen, dal Kerng, ,, in Q

gelegen ist. Das ist aber klar, da k(%) in () y(a)A enthalten ist.
Weiter gilt aeM
pCAnng,(%n/q)=Kernao,. (7)

Da Kerna, das groBte in 4, gelegene zweiseitige Ideal ist, genligt es zu zeigen, dafl
p in 4, enthalten ist. Nun liegt aber () 6(t)(4) in 4, denn: Ist
teT

2 uy;€ () 8(£)(4)
ji=1 teT
mit u;€ %n und v;€ %n und v;e %, so ist

5(0) <}_§1 u,.v,.> _ _i 5() u)b(t) (v e 4, firalle teT,

also

X, 200000 ()

= £ 10)00 )= £ 100 w)ec
und folglich
i xw)u;ep(t™ e firalle teT.

Mithin liegt 3 x(v)u;in () B(t)c=q,also X u;v;in 4. Es reicht daher zu zeigen,
=1 teT i=1
daBp= () 6()(2,) in () 8(t)(4,) enthalten ist. Das ist aber klar wegen (5).
teT teT
(4), (6) und (7) ergeben zusammen

p=Kerno,=Kerng, ,=Kerng, . 8)

Mithin gilt
{p*2(H)}~ CAnny, g(E) SAnny gy (L' (N)/K(E)) € ,ﬂr o(1)€2,
wobei die beiden letzteren Inklusionen offensichtlich sind. Nach Satz 5 ist aber
{p*2(H)} = () §()Q und folglich
teT

AnnL‘(H)(E) = AnnL‘(H)(Ll (N)/K(Z)),

woraus sich, wie oben festgestellt,
I={q*2(N)}" =k(Z)

ergibt.
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Sei nun zunichst & eine beliebige abgeschlossene Menge im unitiren Dual N
von N. N 14Bt sich mit dem Raum der maximalen Ideale in I!(N) identifizieren. Zu
% existiert allemal ein groBtes Ideal in I} (N), nimlich der Kern k(%), dessen Hiille
gerade wieder Z ist. Aber es gibt auch, wie im Falle abelscher Gruppen, ein
kleinstes abgeschlossenes Ideal mit 4 als Hiille. Die Existenz eines solchen Ideals
wurde in [20] bewiesen; dieses Ideal bezeichnen wir wie dort mit j(Z). Mit
ahnlichen Mitteln wie in [22], vgl. auch [27], kann man nun aus Satz 6 herleiten,
dal} fiir gewisse 2 der Quotient k(Z)/j(Z) nicht nur eine Radikalalgebra ist — das
ist er stets —, sondern sogar eine nilpotente Algebra ist. Bekanntlich, vgl. etwa [8],
ist N eine Gruppe mit polynomial wachsendem Haarschen MabB: es gibt eine
natiirliche Zahl d derart, daB zu jeder kompakten Menge K in N eine Konstante
C = Cy existiert mit MaB (K") < Cn? fiir alle natiirlichen Zahlen n. Mit d(N) sei die
kleinste derartige Zahl bezeichnet.

Satz 7. Die Voraussetzungen seien dieselben wie im Satz 6, insbesondere sei also N
eine zusammenhdngende nilpotente Liesche Gruppe und & CN sei eine Bahn unter
einer Gruppe der Form Tix M. Dann ist {k(Z)/j(Z)}" =0 mit m=2¢™M*4_1,

Beweis. Der Vollstandigkeit halber wollen wir Satz 7 hier beweisen, obwohl man
simtliche Argumente in [27] und [22] nachlesen kann. Aus Satz 6 folgt, daB k(%)
NZ(N)dichtin k(&) liegt — und das ist in der Tat die einzige Eigenschaft von &, die
man fiir die folgende Argumentation benétigt. Grundlegend fiir die Konstruktion
von j(#) (und viele andere idealtheoretische Eigenschaften von L}(N)) ist der
Dixmiersche Funktionalkalkiil, siche [8]:

Ist f=f*e 2(N)und ¢ : R—C eine r-mal, wobei r: =d(N) +4, stetig differen-
zierbare Funktion mit kompaktem Triager und ¢(0)=0, so gibt es (eindeutig)
o{f} e IN(N) mit n(@{ f}) = p(n(f)) fiir alle involutiven Darstellungen n; dabei ist
o(n(f)) im Sinne des gewdhnlichen Funktionalkalkiils in C*-Algebren zu
verstehen. Weiter wurde dort gezeigt, daB zu f'= f/* € 2(N) eine Familie von r-mal
stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : R —»C mit kompaktem Triger existiert, so
daBjedes ¢ sogar in einer ganzen Umgebung von 0 verschwindet, und da man die
r-te Faltungspotenz f” beliebig gut durch diese ¢{f} approximieren kann.

Ist nun speziell = f* e k(X)ND(N), so liegen die mit solchen ¢ gebildeten
@{f}in j(Z) — das folgt aus der Konstruktion von j(%), [20]. Nebenbei bemerkt,
man kann sehr schnell einsehen (unter Verwendung der Symmetrie der involutiven
Banachschen Algebra }(N)), daB solche ¢{f} in jedem abgeschlossenen Ideal
liegen miissen, welches % als Hiille hat, vgl. das entsprechende Argument in [20].
Also liegt ™ in j(Z) fir jedes f = f* € k(Z)nD(N). Das ist dann aber auch richtig
fiir jedes f € k(#)N2(N); denn: Zerlegt man f in f = f, +if, mit f;= f*, so liegen
fiund f, in k(Z)n2(N). Bildet man das Polynom Q(z)=(f; +zf,), zeC, so ist
Q(z) kongruent zu Null modulo j(%) fiir alle reellen z, folglich fiir alle z.
Insbesondere liegt Q@)= f" in j(%). Da nun k(Z)n2(N) dicht in k(Z) ist, gilt
T e j(Z) fir jedes [ ek(X).

Wendet man den Satz von Nagata—Higman, vgl. etwa [16], Appendix C, auf
die Algebra k(Z)/j(Z) an, so sieht man, daB {k(%)/j(Z¥)}" =0 mit m=2"—1, d.h.
fixooxf e j(&) fir f,, ..., fo€ k(%)
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SchluBtbemerkung

Es besteht eine gewisse Aussicht, dall man die Ergebnisse dieses Artikels auf nicht-
abelsche kompakte Liesche Gruppen T iibertragen kann, die zusammen mit einer
unipotenten Gruppe M auf einer nilpotenten Lieschen Gruppe N operieren — das
ist jedenfalls der sich anbietende ndchste Schritt im Sinne des in der Einleitung
vorgesteliten Problemkreises. Noch etwas allgemeiner kann man die Kerne von
Bahnen solcher Gruppen, Tx M im unitidren Dual von Gruppen desselben Typs
auf ihre infinitesimale Bestimmtheit untersuchen. — Wie in der Einleitung
angedeutet, kann man Ergebnisse dieser Art beispiclsweise zur Bestimmung von
Annullatoren topologisch irreduzibler Darstellungen verwenden. In einer folgen-
den Arbeit werde ich eine Beschreibung aller primitiven Idelae in der I}-Algebra
einer auflosbaren Lieschen Gruppe geben. Dabei werden die Ergebnisse dieses
Artikels eine wesentliche Rolle spielen.
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