AZ ANALIZIS EGYES FOGALMAI ES MODSZEREI
A HASOCNLOSAGBAN

DR. PERGE IMRE

Az alabbiakban néhany olyan geometriai problémaval foglalkozunk,
amelyeknek megoldasahoz analizisbeli fogalmak és mddszerek sziiksé-
gesek, illetve ezek segitségével konnyen megoldhaték. A probléma fel-
vetése azért is indokolt, mert ezek megoldasa a geometridban nem teljes,
az analizis pedig kiilon nem foglalkozik veliik.

A geometriabol ismeretesek az aldbbi definicidk:

1. Hasonldsagnak neveziink egy ponttranszformaciét, ha barmely
két pont képének a tavolsaga a pontok tavolsagaval osztva, mindig
ugyanazt a (0-t6l kiilonboz6) szdmot adja. Ezt a pozitiv szamot nevezzik
a hasonlésag aranyanak.

2. Két alakzat hasonld, ha van olyan hasonldsag, amely az egyikhez
a masikat rendeli.

Tekintsiik a kovetkezd ponttranszformadciot

=4 xj; i=12
y =11,

ahol x{, xy, y egy P pont koordinatai és x, x9, y pedig a P képpontjanak,
P-nek a koordinatai.
Tekintettel arra, hogy
o (zy, 2o, Y) ‘MOO!
1020
9 (xy, Xy, Y) 004

— 23

Jaccbi-féle fliggvénydeterminans valamennyi xy, X3, y pontban nullatol
kiilonboz6, ezért a leképezés folytonos és kolcsonosen egyértelmui.

1. TETEL. Az X =y, i=1,2

(1) y=Ay

ponttranszformacié hasonloésag.



Bizonyitds. Legyen P; és f—’—z tetszbleges kiilonboz6 pont, Py és P, pedig a
megfelelé képpontok. A tavolsagok aranya

PP, - +1 (Y — 41)? + (B — T1)* + (T — 25))*

PP, (s — 42)? + (@1 — T3)% + (T — T3y)?

— 1 A [(_52 __-EIF + fx—lz __511)2 +—(;22 tgm)z]: -y
(Yo — U + (T — 7y)? + (Tyy — Tyy)*

A tovabbiakban mi az (1) transzformdaciét nevezziik hasonlésagnak.
Definicio: Tekintettel arra, hogy az (1) hasonlésagi transzformacio az

y=Ff (x, )
fliggvényhez az
r, x
y=Af[=, ~2],
y f(z 2)

vagyis a

X X
) = 2 f[F, T
g (xy, x2) 1‘(,1 A)

figgvényt rendeli, ezért az f (x;, x3) és g (x1, xp) fliggvényekrdl azt
mondjuk, hogy hasonlék, vagy roéviden

f(x1, ) ~ g (21, Xo).

A szokasos jelolések mellett tehat a hasonlésag és az (1) transzformacio
fennallasa esetén a g (x, y) kétvaltozés fliggvény

zr Yy
2 x, = Af|—, =
(2) g (x, y) f( 3 )\)
alaku. Specidlisan egyvaltozos fliggvények esetén pedig
x
3) 0 (=) = if (7]
alaku.
Megjegyzés:

1. A hasonldésig fogalma természetesen kiterjeszthet6é n valtozos fligg-
vények esetére is. A felhasznalt geometriai fogalmak miatt itt azonban
megelégsziink kétvaltozos fliggvények hasonlosagaval is.
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2. A definiciobol kovetkezik, hogy amennyiben f (x, y) folytonos
és differencialhaté az o tartomanyban, ugy g (x, y) is folytonos és diffe-
rencidlhaté az w-nak megfelel6 «’ tartoméanyban.

3. A bizonyitott tételek nemcsak explicit alakban adott fliggvények-
re érvényesek, hanem Aatvihet6k paraméteres egyenletrendszerrel, vagy
polarkoordinatas alakban adott fliggvényekre is.

2. TETEL. A hasonlésag egyenestartd, egyenest parhuzamos egyenesbe
visz at.

Bizonyitds. Legyen az egyenes

| f (x) = mz 4 b
alaku. Mivel

g (¥) =41 (;)
ezért _
g (x) = 2 [m§+bJ,

vagyis
g (x) = mx + ib.

Kdvetkezmeény:
1. Ha b=10, akkor a két egyenes azonos, vagyis
f(x) =g (x)
2. A hasonloésag szogtartd.

3. TETEL. A hasonlésag koérhéz kort rendel és a sugarak ardnya meg-
egyezik a hasonlésdg aranyaval.

Bizonyitas:
Tekintstink egy koézépponti kort.

x? 4 y? = 1,
Explicit alakban

f@=+ o
Mivel

. X
g (x) z f(;l.)

ezért o
g (x) = + ] R
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Tehat az f (x)-hez hasonlo g (x) kor egyenlete

g (@) = + VI

és sugara
R =1ir,
ahonnan
R
)
r

4. TETEL. Barmely két méasodfoku parabola hasonlo, és a hasonlésagi ara-
nyuk megegyezik a paraméterek aranyaval.

Bizonyitds:

Az egyszeriség kedvéért tekintsiik a csucsponti paraboldkat.
Mivel

f(“b"'-—é;fg (p + 0)
igy
1 #
gla)y==~4 "
2p 2*
vagyis
1
() =—— 2
g1z) 2p A
¢s parameétere p = 1 p,
ahonnan P2 d,
p

5. TETEL. A hasonlosag gombhéz gémbodt rendel, és a sugarak aranya
megegyezik a hasonlosdg aranyaval.

Bizonyitds:

Az r sugaru gomb egyenlete

[ = LT = .
(2)-bél kovetkezik, hogy
Mxm—tlv

w

(13
(34

\)l&
N

vagyis a hasonlo gémb egyenlete

...
(921
(89



g,y = VAP —2* -y

€s sugara
R=1]r,
ahonnan
&g
r
addédik.

6. TETEL. Rektifikalhatd, hasonlé fliggvények ivhosszanak aranya meg-
egyezik a hasonlésag aranyaval.
Bizonyitds:

Jelolje L’ az f (x) fuggvény ivhosszat az (a, b) intervallumban és L

a g (x)~f (x) figgvény ivhosszat a megfelelé (da, ib) intervallumban.
Vagyis

b
(4) L— VTG0 do
€s ‘
Ab
L | YT 5 ¢2@) dx.
La
Mivel g {z) = P (_;:)
ezért
4
- f e HES
ia L
X
ahonnan az " = t; dx = 1 dt

helyettesitéssel nyerjiik, hogy

b
L=2X| )1 +72({) d=-2L,

a

vagyis

L
5 e
(3) 5

7. TETEL. Egy u adattol fliggé hasonlo alakzatok keriilete, az illetd adat
konstansszorosa, vagyis
L=-cu
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Bizonyitds:

Tekintsiink két olyan hasonlé ivet, amelynek hasonlésdga egy adat
alapjan eldonthets. (Pl. kordk, szabalyos sokszdgek stb.)
Legyen az u adathoz tartozé ivhossz f (u),

a v = /1u adathoz tartozd ivhossz f (v).
Mivel a két ivhossz hasonlo, ezért a 6. tétel miatt
f )= 1f(u)

Tekintettel arra, hogy az v + v = u + Au = (1 4 1) u, ezért az ere-
deti alakzathoz hasonlo f (u + v) ivhossz

flu+tv)=(1+4F(uw),
, fu+v)=F@+12f@w,
vagyis az
(6) fu+v)=7F(+7F[®)
Cauchy-féle fliggvényegyenlethez jutunk, amelynek megoldasara itt egy

egyszeril szemléletes bizonyitast adunk.
Legyen f (x) egy, az origon athalado6 egyenes.

ahonnan

#‘( Wyl

__71,

Koénnyen belathato, hogy az
flu+v)=Ff(w+ f(v)

tekintettel arra, hogy ED = AB és FC = GD.
Tehat az f (x) fuggvény Kkielégiti a Cauchy-féle fliggvényegyenletet
és igy annak megoldasa, tekintettel az ivhossz pozitiv voltéra,
f(x) = cx,

illetve x = u-ra
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(7 f(w) = cu,
ahol f (1) = c.

Kovetkezmény:

Ha a szabalyos sokszogek keriiletét a beirhatdé kor sugaranak a fugg-
vényeként vizsgaljuk, akkor azok keriilete

k=cr

Szabalyos haromszog esetén & - 63 r, ahol f, (1) =63,

négyzet esetén k- 8r, ahol f, (1) == 8,
szabalyos hatszdg esetén k=413 r, ahol fg(1)--4}3,
kér esetén k- 2ar, aholf (1)- 2.

Megjegyezzik, hogy az igy értelmezett

(8) f;—}(l)’f;(l)’/5(1)"--f11+3(1)s'--

sorozat konvergens és szigortian monoton névekedéen tart a 2z-hez.

8. TETEL. Hasonlé fliggvények altal bezart teriiletek aranya a hasonld-
sag aranyanak négyzetével egyenld.
Bizonyitds:

Ismeretes, hogy annak a normaltartomanynak a terllete, amely
megadhato az

a=x=b
fi(x) =y =f (x)

egyenlétlenségekkel,

A E ) ‘
T == ' ’ dy dr, -
a fi(x) '

S

illetve :

b
(9) 7" = | [xx) ~ fy(z)] dz,
ahol f; (x) és f» (x) az (a, b) zart intervallumban folytonos fliggvények.
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A T ~ T’ normaltartomany teriilete a (ia, 1b) intervallumban

Ab

T pnl) b

/s a

dr,

ahol 1 a hasonlésag ardnya. A t = x/4, dr = 4 dt helyettesités utan
nyerjuk, hogy
b
T = 2| [fy(t) = fy)] dt— 22T,

a

vagyis
T
10 ooz )2,
(10) o
Kovetkezmény:

Ha f; (x) = 0, akkor (9)-b6l T’-re az fy (x) fliggvény alatti teriiletet
kapjuk, amelyre ugyancsak igaz a (10)-es allitas.

Nem konnyd geometriai moédszerekkel igazolni, még kevésbé szem-
léletesen belatni, hogy a 8-as tétel hasonlé feliiletekre is igaz.

9. TETEL. Hasonlo feliiletek felszinének aranya a hasonldsdg négyzeté-
nek aranyaval egyenld, vagyis
Bizonyitds:

Ismeretes, hogy a z = f (x, y) felilet, (x, y) sik T tartomanya felett
fekvé darabjanak felszine

P | VE+ g T Tdeay.
g
Tekintettel arra, hogy f (%, y) ~ g (x, y), azért

T U
glr,yr==24 —,—)
g(r,y /(’1 s

és
l
q,l’,‘ - ;: (" é) ’
. T
= ti[%Y).
A A
vagyis
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F——ﬂ Vg.??—ng_-f'-_ldxdy——m//;ﬂ(;,i) +;|j§) + 1 drdy.

LT LT

Alkalmazva az u = x/'1; v = y/l helyettesitést, a Jacobi-féle fliggvény-
determindnsra kapjuk, hogy

dx, 11 0]
o, v)_A 0 4,

E l'!

és igy a felszin

F-R||VETi+tdid - 2F,
Je
vagyis
F
11 T,
(11) P
Megjegyzés:

Forgastestek felszine esetén

b
[y )1+ iz dx

F< 2n
és
/..b Ab
o 1 T PWcat P ey
F 27![ g x)]/l—}—g'qx dr_—zrtll/b)]/l 4-—["‘(/_—{)(117,
A.a /(,la )

ahonnan t = x/1 helyettesités utan nyerjiik, hogy

b

Fo2ax|joyi ¥/ d  2F,
vagyis
g
F’

10. TETEL. Egy u adattol fligg6 hasonlé alakzatok tertilete, illetve fel-
szine az illet6 adat négyzetének konstansszorosa, vagyis

T = ¢ u?
Bizonyitads:

A 9, 10 tételekbdl kovetkezik, hogy ha

351



-

az u adattol fliggd felszint, illetve terlletet f (u)-val,

a v = Ju adattol fugg6 felszint, illetve teriiletet f (v)-vel,
az u + v = (1 -+ 2) u adattol fliiggét pedig f (w4 v)-vel
jeloljik, hogy

(12) f=2f

(13) flu+v)=(1+1f(u)

ahonnan (tekintettel a felszin, illetve terililet pozitiv értékére) kapjuk,
hogy

Vi +v)=— 1 + HVf,
illetve

Vit +o)=-Viw + 2V,
vagyis (12) figyelembevételével kapjuk, hogy

(14) Viw+o)- Vie + Vv
Ez a fliggvényegyenlet pedig Cauchy-tipusu, tekintettel arra, hogy
F(u+wv)=F(u)+ F (v)

alaku és igy a megoldasa, tekintettel a felszin, illetve teriilet pozitiv
voltara

F (u) = ¢ u,
vagyis
F - Vfuu - -cu,
ahonnan
(15) f(u) = ¢ u?
ahol ¢ = f (1).
Kovetkezmény:

Ha a szabalyos so-kszbgek tertliletét a beirhaté kor sugaranak a flugg-
vényeként vizsgaljuk, akkor azok tertlete

t = c r?

Szabalyos haromszog esetén {~ 3)3r?, ahol f(1)- 33,
negyzet esetén [ 4r?, ahol?4 (- 4
szabalyos hatszég esetén t - 2)3r?, ahol f, (1) — 2}/3.

Az itt szerepld konstansok a keriiletnél szereplé konstansoknak csak
a fele. Igy feltételezve, hogy (8), vagyis
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S(1)s fi () fs(D) yees — 2,

azeért

(16) L) ) ftl) e > 7

vagyis a kor teriilete t = a 7?, ahol _f- (1) = =
A gomb felszine F = 4 = r*, ahol f (1) = 4ax.

11. TETEL. Hasonlo alakzatok térfogatianak ardnya a hasonlésigi arany
kobe, vagyis
v
v’

s }Lﬂ

Bizonyitas:

Ismeretes, hogy ha V’ az (x, y) sikra nézve normaltartomany, amely
az

a=Ex=b
P (x) =y = g (x)
iz, y) =z=f(xy)
egyenldtlenségekkel adott
‘ ‘de 1y dz,
Hil
illetve
b P
(17) Vo | | @y — f@y)]dy e
a O (x)
AV ~ V° térfogat pedig a
a = x = ib

x x
A )gl = Jo, _)
¢1(}‘/ ) (P,(l

=l )

tartomanyban

Ab /L‘Pz()
Vo [ [ [/) y —7~/1(§«,§ﬂ(1ydx,

La /6901
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ahonnan u = x/1 és v = y/1 helyettesitéssel a Jacobi-féle fiiggvény-
determinansra nyerjik, hogy

34,(_15_‘9), ) M Oi:_az,
d(u,v) |0 2
vagyis
b ¢z_(u)
V=28 [ ‘ [fstu, vy — fiu,v,]dvdu=—=21V",
a ¢ (u)
illetve
\%
— 73
(18) T A3,
Megjegyzés:

1. Ha f; (x, y) = 0, akkor a (17)-b6él a hengerszeri test térfogata
adodik és igy erre ugyancsak igaz a (18) Osszefuiggés.
2. Forgastestek térfogata az (a, b) intervallumban

. b
Vi—a | 2 (2 de,
a

A g (x) ~ f (x) fliiggvény forgatasaval keletkezett test térfogata pedig
Lb
x
V_= (?.2 = (T)dx,
A
La
ahonnan t = x/1 helyettesitéssel nyerjiik, hogy

b
V=2 |pyd-—nv,

a
vagyis
LT3
VY

12. TETEL. Egy u adattél fiiggd hasonld alakzatok térfogata az illets
adat kobének konstansszorosa, vagyis

V=cu
Bizonyitds:

A 11. tételbél kovetkezik, hogy ha

az u adathoz tartoz6 térfogatot _ f (u)-val,
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a v = 1 u adathoz tartozo térfogatot f (v)-vel,
az u + v = (1 4+ 1) u adathoz tartozé térfogatot f(u -+ v)-vel

jeloljik, hogy
(19) fo)y=2f(u)

(20) flutv)=Q0+f (u)
ahonnan kapjuk, hogy
3

3
Viw+o (1 + 2.
illetve

3 3 3 7
Vitw+o) =V + 2f @,
vagyis (19) figyelembevételével

3
TF 455 L. 3\
J A+ V)

—
—
== w

PR
[ Y

£ i)
Py

<<;g
.

ILERY
\&1)

!

Ez a fiiggvényegyenlet pedig Cauchy-tipusu, tekintettel arra, hogy
Fu-+v)=F(u)+ F (v)

alaku és igy megoldasa, tekintettel a térfogat pozitiv voltara

3
F(uy—=Vf ~cu,

vagyis
(22) f (u) = c u?, ahol ¢ = f (1).
Megjegyzés:
4
1. A gomb térfogata V = ¢ r’. Mint ismeretes ¢ N 7.

2. A kocka térfogata V = ¢ a*, ahol a kocka oldaléle és c=1.

Kovetkezmeény:

A kozoltek altalanosithatok n valtozés fliggvényekre is.

Az f(P)~ g (P)

n valtozos fliggvények o ~ «’ tartomdnyon vett integraljainak az aranya
m+1. A megfelel fliggvényegyenlet pedig

n n n
Vi + o)y = Vi +Jfw
Cauchy-tipusd, amelynek megoldasa, ha u>0-ra f (u)>0 is teljesiil
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nV/(ll)_c’u,

f(u) — cu®,

illetve

amelynek az n = 1, 2, 3 esetben geometriai jelentést is tulajdonitottunk.

Tetsz6leges geometriai hasonlosag egy ortogonalis és a (1) transz-
formacié szorzata. Mivel ortogonalis transzformacié esetén a hossz, te-
riilet és kobtartalom valtozatlan, ezért valamennyi tétel igaz tetszileges
hasonlésagi transzformdcié esetén.

DIEEINZELNEN BEGRIFFEUND METHODEN DER ANALYSIS
INDERAHNLICHKEIT

E. PERGE

. .

Der Aufsatz beschiaftigt sich mit einigen geometrischen Problemen, zur Lésung
deren man analytische Begriffe und Methoden braucht, d. h. mit Hilfe deren sie
leicht gelost werden.

Durch Einfithrung &hnlicher Funktionen

g(x)'l/(z»)

und

s@n 37

werden alle wichtigen Ahnlichkeitssidtze leicht bewiesen.

Und mit Hilfe der Verhaltniszahl der Ahnlichkeit kann man beim Rechnen des
Umkreises, der Flache, der Oberfliche und des Kubikinhalts eine Verbindung mit
der Funktionalgleichung von Cauchy schaffen

n n n
Vi +v)y=1Vf@)+ Vf@;n 1,2,3,
die nichtnegative Lésung deren ist, wie folgt

f(u) =cu*; n-:-1, 2, 3.
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