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RESUMEN: Al abordar la Serie Trigonométrica de Fourier (STF) desde una perspectiva Socioepistemolégica nos
interesa acercarnos al fenomeno didactico de manera sistémica, tomando en consideracion las componentes
epistemoldgicas, didacticas y cognitivas presentes referidas al saber, es asi como en este trabajo nos preocupamos
especificamente por la naturaleza epistemoldgica de la STF tomando en consideracién su fenomenologia intrinseca
(determinacion del estado estacionario) y buscando vislumbrar aquellas practicas que provocaron su génesis.

ABSTRACT: Approaching the Trigonometric Fourier Series (STF) from a socioepistemological perspective allows
understanding the didactic phenomenon in a systemic way, taking into account the epistemological, educational and
cognitive components around the knowledge acquisition. Thus, this work is specifically concerned with the
epistemological nature of the STF regarding its intrinsic phenomenology (determination of stationary state) and the display
of practices that led to its genesis.
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INTRODUCCION Y ANTECEDENTES
Las Serie Trigonométrica de Fourier (STF) es un tema fundamental en cursos avanzados de
ingenieria (Rodriguez, 2009), prueba de ello es la importancia que tuvo en la evolucién del Analisis
Matematico, pues la STF ha “tenido gran influencia en el desarrollo de la teoria de funciones reales
de una variable real, comparable so6lo con las series de potencias en la teoria general de funciones”
(Farfan, 1986, p. 1).

Ademas la STF es el estadio mas avanzado de las funciones trigonométricas (Montiel, 2005), por lo
que para su construccion es necesario que las funciones trigonométricas, en especial las funciones
seno y coseno, estén construidas como objeto en los estudiantes, ya que de esta manera seran
susceptibles de manipulacion.

En el Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav-IPN, diversos estudios se han
preocupado por el abordaje de la STF. Estas investigaciones se han fundamentado en la Teoria
Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa, y han seguido una aproximacion sistémica para
la construccion social del conocimiento, mediante la articulacion de cuatro componentes: la
naturaleza epistemoldgica, la dimension sociocultural, los planos de lo cognitivo y la dimension
didactica (Cantoral, 1999).

El trabajo que se presenta corresponde a parte del analisis preliminar de una ingenieria didactica.
Especificamente interesa la naturaleza epistemolégica de la STF, por lo que se busca dar cuenta
de los siguientes aspectos: el problema de la cuerda vibrante como antecedente de la STF (Farfan,
1986; Ulin, 1984), la determinacion de la fenomenologia intrinseca del objeto matematico
«determinaciéon del estado estacionario» (Farfan, 1994; 2012; Marmolejo, 2006); y algunas
nociones fisicas y matematicas relacionados con la STF (Morales, 2003, 2010; Rodriguez, 2009;
Vasquez, 2006; Moreno, 1999).

Farfan (1986) y Rodriguez (2009) indican que la STF surgen como solucién a una ecuacién
diferencial, con ciertas condiciones iniciales y de frontera dependientes del fendmeno que se esté
modelando. En Farfan (1994; 2012) se estudia el problema de la cuerda vibrante y como este fue el
primer punto de controversia al representar una funcion arbitraria como una serie de senos, tema
que provoco gran discusion entre la comunidad cientifica del siglo XVIIl. Ademas Farfan (2012)
analiza la obra de Fourier (1822) y concluye que la determinacion del estado estacionario es la
génesis de la serie trigonométrica de Fourier, pero que esto requiere de una tarea cognitiva de las
mas complejas (Farfan, 2012).

Por otra parte, Vasquez (2006) se interesa por el rol que desempefia la hipotesis de periodicidad
para la STF, por lo que da cuenta de como el caracter periodico, presente en el discurso
matematico escolar, para el calculo de una STF no estuvo presente en su génesis historica.

Rodriguez (2009) se enfoca principalmente, en la visualizacion matematica presente en el trabajo
de Fourier, donde encuentra que este matematico da sentido y significado al analisis de sus
resultados, primero en el plano de lo fisico, pero luego justifica de manera matematica. Esta
visualizacién que hace Fourier es a partir del estudio de un fendmeno natural: la propagacion de
calor, Morales (2003) rinde cuenta de como Fourier se considera un “modelador experto” y hace un
anadlisis de su obra Memoire sur les Températures du Globe Terrestre, para comprender los
razonamientos de este cientifico y las implicaciones fisicas y matematicas que tiene el estudio del
calor.

-747 -



‘ ' Acta Latinoamericana de

CAPITULO 3 / ASPECTOS SOCIOEPISTEMOLOGICOS EN EL ANALISIS Y

Matematica Educativa

EL REDISENO DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

ASPECTOS TEORICOS
Partiendo de un acercamiento desde la Teoria Socioepistemolédgica de la Matematica Educativa
(TSME), para la cual el conocimiento se construye en sociedad, se parte de la idea de que los
saberes matematicos presentes en el aula no son una copia fiel de las matematicas tal y como se
crearon, pues estos saberes sufrieron un proceso de despersonalizacion y descontextualizacion
(Cantoral, 2013).

Por tanto es importante saber como se transformaron las matematicas en esos procesos de
transposicion, para lo cual el estudio de obras originales permite “reconocer el grado de
permeabilidad de las construcciones originales en la didactica de entonces y reciprocamente el
nivel de influencia de ésta sobre las estrategias que favorecen la construccion de conocimientos
matematicos” (Cantoral, 2013, pag. 125), esto permite reconocer en el origen de las nociones
matematicas aquellas disparidades entre el saber cientifico y lo que esta presente en el discurso
matematico escolar (DME).

Por otra parte, este reconocimiento de las estrategias que se utilizaron en la construccion del
conocimiento nos permite identificar, hasta cierto punto, aquellas practicas de referencia, practicas
socialmente compartidas y actividades alrededor del fendmeno didactico. Las practicas de
referencia orientan la actividad humana a través de diversos mecanismos, estos mecanismos
provocan actividades que se organizan, las cuales dan lugar a practicas socialmente compartidas
(para profundizar en el esquema de anidacion de practicas se puede consultar (Cantoral, 2013)).

De esta manera, a través de un analisis epistemoldgico se puede tener un esquema de practicas
anidadas preliminar alrededor de la STF, sélo que este esquema requiere de las otras dimensiones
del saber, cognitivo, didactico y cultural, para fortalecerse. Es por esto que se hace un estudio
epistemoldgico alrededor de la STF, el cual de forma resumida, se expone a continuacion.

LA GENESIS DE LA STF
El surgimiento de la STF es un proceso que tardd alrededor de un siglo, desde que Brook Taylor
(1685-1731) enuncié el famoso problema de la cuerda vibrante en 1715, hasta el trabajo de
Dirichlet sobre la convergencia puntual de la STF (1829), durante esa época (principalmente siglo
XVIII) se estaban sentando las bases del Andlisis Matematico como se conoce hoy en dia.

Durante esta época se da el surgimiento de la Escuela Politécnica y de la ingenieria como ciencia,
lo que provoca un cambio en la manera de hacer y ver las matematicas en la época. Por otra parte,
es a partir del problema de la cuerda vibrante y del trabajo de Fourier que se cuestionan las bases
del Analisis Matematico, por esta razon se inicia con el estudio del problema de la cuerda vibrante,
seguidamente se comenta el establecimiento de la ecuacién general de calor, para cerrar con el
desarrollo de una funcién en serie trigopnométrica y la convergencia de dicha serie.

El problema de la cuerda vibrante
El problema de la cuerda vibrante fue propuesto por Taylor en su obra Methodus Incrementorum
Directa & Inversa (1715), el problema consistia en una cuerda flexible que esta sujeta por los
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extremos, luego se le aplica una fuerza hasta que tome cierta forma inicial y se deja libre, se debe
determinar entonces el movimiento y el tiempo de vibracion de la cuerda.

Para 1715, Taylor ya habia probado la existencia de soluciones periddicas del problema, pero no
disponia de una ecuacion que modelara el fenédmeno, por lo que no calculd las soluciones. En 1727
Johann Bernoulli (1667-1748) abord6 el problema en su forma discreta, considerando un numero
finito de cuentas de igual masa y colocadas equidistantes sobre una cuerda sin masa (con masa
despreciable en comparacion con la de las cuentas), pero no concluyé resultados generales. Fue
el hijo de J. Bernoulli, Daniel Bernoulli (1700-1782), quien se percatd de la existencia de un numero
infinito de modos fundamentales de vibracién, y también de soluciones complejas a las que no se
les podia asignar una frecuencia de vibracién, esto utilizando el mismo modelo del collar de
cuentas de su padre.

Segun Farfan (2012), el primer modelo matematico decisivo del problema fue propuesto en 1747
por Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) quien demostré que la funcién y = y(x,t) debe
satisfacer las siguientes condiciones:

0x2  Ot?
y(x,0) = f(x)
dy(x, 0
y(x )=o
0x

\y(0,t) = y(m,t) =0

Donde las condiciones corresponden, respectivamente, a la ecuaciéon de onda unidimensional, la
forma inicial de la cuerda, la velocidad inicial de la cuerda y el movimiento de los extremos de la

cuerda. D’Alembert probd que la solucion general del problema posee la forma y(x,t) = %[f(x +

at) + f(x — at)], cona € R, lo cual representa la suma de dos ondas, una trasladada hacia la
derecha y otra hacia la izquierda.

Ademas D’Alembert indica que la forma inicial de la cuerda debe representarse en toda su
extension por una y la misma ecuacion, es decir, debe ser continua en el sentido de Euler;
ademas de que la funcién inicial debe ser impar y periddica (Farfan, 2012).

Euler llega, en 1748, a la misma solucion que D’Alembert (Farfan, 2012), sin embargo diferia de él
respecto de las funciones iniciales que se podian admitir en el problema, para Euler no existia
alguna razén fisica para no admitir como forma inicial de la cuerda aquellas que estuviesen
definidas en [0,11] por distintas expresiones analiticas, “estas diferencias pueden considerarse
como una de las primeras manifestaciones escritas sobre los problemas que ha llevado consigo la
definicion de la nocion de «funcion», un concepto que hoy en dia presumimos tener muy claro”
(Canada, 2000, pag. 296).

Se puede decir que la discusion radica en el hecho de que para aquel tiempo una funcién daba
lugar a una gréfica, pero no a la inversa, es decir, dada una grafica no necesariamente una Unica
funcién podia representarla, pues podia dar lugar a distintas expresiones en distintos intervalos.
Por lo tanto, Euler defendia que cualquier grafica podia considerarse como curva inicial, no asi
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D’Alembert. D. Bernoulli, en 1755, se bas6é en sus conocimientos musicales para resolver el
problema, llegando a que la soluciéon debe tener la forma y(x,t) = Yo, a, sen(nx) cos(nt), a, € R.

Donde los coeficientes a,, se deben elegir adecuadamente para que se satisfaga el problema de
valores iniciales. Hay otra manera de llegar a esta solucion, y esta es de suma importancia en el
estudio de Fourier (1768-1830) sobre la propagacion de calor, el cual se estudiara mas adelante.
Note ahora que al utilizar la segunda condicion inicial se tiene que y(x,0) = f(x) =

Yn=1ay sen(nx).

Es decir, una funcién arbitraria f(x) se puede representar como superposicion de ondas simples,
lo cual fue punto de controversia entre los matematicos de la época, pues no se admitia que
cualquier funcion pudiera representarse de esa forma. Por ejemplo, Euler sostenia que al cumplirse
esa igualdad la funcion f(x) debia ser periddica e impar, lo cual era una restriccion innecesaria, sin
embargo D. Bernoulli se mantuvo firme en su postura pues argumentaba que hay suficientes
coeficientes en la suma para seleccionarnos de manera que la igualdad se cumpla, por lo que para
él esta era la solucion genera del problema de la cuerda vibrante.

Asi pues “el meollo de la discusidn no radica en la solucién en si misma, sino en cual de ellas es la
solucion general, asi como en la metodologia empleada para encontrarla” (Farfan, 2012, pag. 51).
Por tanto, el problema de la cuerda vibrante provoca la revision de los fundamentos del analisis
matematico durante todo el siglo XVIII.

La Teoria Analitica del Calor

Las ideas de D. Bernoulli esperaron por mas de cincuenta afios para ser tomadas en cuenta, esta
vez por Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830), quien en 1807 envi6 una articulo al Institute de
France que trataba sobre la transmision de calor; el articulo fue estudiado por Lagrange (1736-
1813) y Laplace (1749-1827), entre otros matematicos prominentes de la época, pero este fue
rechazado por el Institute, pues no poseia el rigor matematico necesario, segun sus revisores.

Los miembros del Institute de France estaban convencidos de la importancia de los estudios de
Fourier y convocaron un concurso sobre el tema de la propagacién de calor, el concurso fue
ganado por Fourier en 1812 con una version ampliada de su obra inicial, pero criticado por su falta
de rigor no logré publicar su trabajo en las Mémoires del Institute. No fue sino hasta 1822 que
publico su libro Théorie Analytique de la Chaleur (Fourier, 1822), en la cual incorporo su articulo de
1812 sin cambios, dos afios mas tarde fue nombrado secretario del Institute de France y pudo
publicar su articulo en las Mémoires.

Antes de iniciar su obra Fourier tenia conocimientos del trabajo de Mecanica Celeste de Lagrange
y de los planteamientos de D. Bernoulli sobre el problema de la cuerda vibrante. A ciencia cierta no
se sabe si Fourier conocia el trabajo de Jean Baptiste Biot (1774-1862) sobre propagacion de calor,
quien utilizé la ley de enfriamiento de Newton para tratar de modelar la distribucion de calor en una
barra metalica y muy larga calentada desde uno de sus extremos, sin embargo, su modelo no era
correcto, pues Biot asumia el mismo intercambio de calor entre la superficie de la barra metalica y
el aire, que en el interior de la barra, en cambio Fourier hace la diferencia entre el comportamiento
del flujo del calor dentro de un soélido y en su superficie, lo que le permite obtener la ecuacion
diferencial parcial que modela el fenédmeno.
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Fourier estaba interesado por estudiar las leyes matematicas que gobiernan la propagacion de
calor en la naturaleza y reconoce que las teoria mecanicas, propias del siglo XVIIl, no se aplican a
la naturaleza del calor, por lo que este fendbmeno no se puede explicar con base en los principios
del movimiento y el equilibrio (Farfan, 2012), sino que las explicaciones fisico-matematicas
responden a los resultados de la experimentacion.

Se puede notar como Fourier busca modelar los fenédmenos naturales, en particular la propagacion
de calor, de la manera mas general posible, logrando explicaciones matematicas congruentes con
las ideas fisicas, pero separadas, lo cual no era usual en la época, esto marca un cambio en el
analisis de los fendmenos estudiados hasta ese momento, es decir, Fourier busca “reducir, con la
ayuda del analisis matematico, la investigacion fisica del fendmeno de propagacion de calor en
cuerpos solidos a los problemas del calculo integral” (Farfan, 2012, p. 96), Fourier al respecto
expresa: “La Teoria que vamos a exponer tiene por objetivo demostrar estas leyes; el calor, y las
cuestiones del célculo integral cuyos elementos estan dados por la experiencia”. (Fourier, 1822, p.

1),

Luego de obtener ciertas ecuaciones al estudiar casos particulares, Fourier estudia la trasferencia
de calor durante un tiempo dt en un prisma rectangular del sélido, cuyo volumen es dxdydz y llega
a la ecuacion de propagacién de calor.

v (6217 d%v 62v>

ot \axr a2t oz

En esta, v(x,y,z,t) representa la temperatura del sélido en el punto (x,y,z,) en el tiempo ty K es
la constante de transmision de calor que depende del material del solido.

Después de deducir la ecuacion de calor Fourier dedica el resto de su obra al trabajo con casos
particulares. En el capitulo Ill de la Théorie Analytique de la Chaleur consideré el problema de la
propagacion de calor en una lamina infinita, en el cual resuelve el problema de la determinacion del
estado estacionario, lo que lo lleva al estudio de la convergencia de series trigonométricas infinitas,
para lo cual Fourier muestra un gran dominio algebraico (Farfan, 2012).

Fourier en todo su trabajo tiene la necesidad de comprobar que las soluciones obtenidas se
adecuan a la situacion fisica, pero a diferencia de la tradicion los argumentos fisicos no afectan lo
matematico, se van dando de manera paralela, pero inicia una separacion entre las ideas fisicas y
las ideas matematicas. Estos argumentos fisicos le permiten validar el trabajo matemético.

Los coeficientes de Fourier

Fourier en La Théorie dedica una seccidon a la expansion de una funcion dada en serie
trigonométrica, dicha seccién se titula Développement d’une fonction arbitraire en séries
trigonométriques, en esa seccion “se enuncia y demuestra lo que para los matematicos mas
prominentes del siglo XVIII era inaceptable: la posibilidad de representar una funcion arbitraria en
serie trigonométrica infinita” (Farfan, 2012, p. 128). Basicamente Fourier sigue el siguiente
procedimiento:
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1. Demuestra que cualquier funcion impar se puede desarrollar como una serie infinita
de senos.

2. Demuestra que cualquier funcion par se puede desarrollar como una serie infinita de
cosenos.

3. Demuestra que cualquier funcién se puede escribir como suma de dos funciones una
pary la otra impar.

A partir de esto concluye que cualquier funcion se puede escribir como una serie infinita de senos y
cosenos . Reinterpretando los resultados de Fourier, podemos considerar una funcion f(x), donde
x € (0,2m), se puede representar de la manera:

flx) = % + z [a,, cos(nx) + b, sen(nx)]

Fourier logra deducir cémo se deben calcular los coeficientes agy, a, ¥ b,, hoy en dia llamados
coeficientes de Fourier, estos son:

a, = %f f(x) cos(nx) dx b, = %f f(x) sen(nx) dx

Surge a partir de estas formulas otra pregunta en la época, ;como calcular la integral de funciones
arbitrarias?, esto pues f(x) no es conocida y en la época la definicién de integral es la de
antiderivada, pero ¢cémo saber si una funcion cualquiera tiene o no antiderivada? Fourier
interpreta las integrales como el area bajo la curva, y lo necesario es que esta area sea finita, lo
gue no requiere que la funciéon posea una expresion analitica asociada o ser continua en el sentido
de Euler.

Después de hacer esta deduccion Fourier reflexiona sobre el problema de la cuerda vibrante,
diciendo que aplicando los principios que utilizé para determinar los coeficientes se resuelven las
dificultades que tuvo D. Bernoulli.

Para 1829, Dirichlet (1805-1859) determina una férmula para la suma parcial de orden N de la STF,
logrando con esto probar la convergencia puntual de la serie para una amplia gama de funciones,
incluso aquellas con discontinuidades de salto finito, Dirichlet determina que la suma parcial es:

t
1 r sen (N + 7)
Sy =—| ————=dt

T 2sen (L

0 2

Con N € N. Una vez que Dirichlet logra este resultado la comunidad acepta que las series de
Fourier son un buen instrumento para la representacion de funciones muy generales, y ademas
influencia el desarrollo de las matematicas en diferentes aristas.

21

REFLEXIONES FINALES
A partir de las anteriores reflexiones epistemolégicas se puede inferir una practica de referencia
asociada a la STF, como lo es la determinacion del estado estacionario, un anélisis mas riguroso
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del desarrollo de las mateméaticas durante los siglos XVIII y XIX, presente en (Farfan, 2012),
permite ver como no soélo esta practica de referencia esta relacionada con la STF.

...la practica de referencia, ante todo, estd estructurada y es estructurante del
quehacer matematico y cientifico de una época que va de la conformacion de la
Ecole Polytechnique en la Francia napolednica, hasta el momento del surgimiento
de la figura del matematico profesional en el &mbito de la postguerra en el Siglo
XX, justo después de la Primera Guerra Mundial. (Cantoral, 2013, p. 37)

Es decir, la matematizacion de la ingenieria es una practica de referencia que estructura el
quehacer matematico de la época, en particular el trabajo de Fourier, quien fue alumno y profesor
de la Ecole Polytechnique, por lo que podemos decir que afecta, de alguna manera la practica de
referencia de determinacion del estado estacionario. Ademas, se puede notar la preocupacion de
Fourier por predecir el comportamiento de la naturaleza, a través de la modelacién de la
propagacion del calor, donde las actividades de predecir, medir, modelar y argumentar estan
siempre presentes en su trabajo. De esta manera se puede tener un esquema de practicas
anidadas preliminar:

Fgura 1. Esquema de anidacién de practica preliminar

[ . . N
Matematizacién de la Ingenieria.
Determinacion del estado estacionario.
Prediccion
Predecir Modelar Argumentar Medir
\ J

Cabe destacar que éste es un esquema preliminar, al profundizar en el analisis epistemolégico y
las demas componentes (cognitiva, didactica y social), éste se puede modificar y ampliar. Por
ejemplo, la investigacion de Farfan (1994), da cuenta de que la determinacion del estado
estacionario no es el medio ideal para construir la serie de Fourier, pues es cognitivamente mas
complejo que la serie misma, esto a partir de una experimentacién controlada. Por lo tanto falta aun
mas analisis para poder dar un esquema mas completo, pero eso sera mas adelante en la
investigacion.
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