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RESUMEN ANALITICO EDUCATIVO (R.A.E)

Titulo de la investigacion: ANALISIS DE UNA PRACTICA DOCENTE.
INTERACCIONES QUE SE GESTAN EN LA ACTIVIDAD DEMOSTARTIVA.

Autores: CUBILLOS DIAZ, Maria del Pilar.
SANCHEZ-SUESCA, Sandra Carolina.
Fecha de elaboracionJunio de 2010.

Resumen de la investigacionTeniendo en cuenta que dos de los focos de inggred
campo investigativo de la educacion matematicadidm la practica y el aprendizaje del
profesor de matematicas, y que una de las sugesemg este campo es desarrollar
aproximaciones a la formacion docentes que prepatdes futuros profesores a aprender
desde la practica profesional, esta investigacgnestra en caracterizar las interacciones
entre una profesora y sus estudiantes, que suckolante una clase de geometria, cuando
se favorece la actividad demostrativa, en espdoil procesos de conjeturar, usar
definiciones y demostrar, como una manera de welacila formacion inicial con el
desarrollo profesional de los profesores de maieasaten ejercicio; ya que dicha
caracterizacion se constituye en insumo para lexiéh y analisis en la formacion inicial
de profesores.

Palabras claves:Conocimiento profesional del profesor, practicafgsmnal del profesor,
formacion inicial de docentes, interacciones, &g demostrativa.

Problema que aborda la investigacidonEl problema que aborda la investigacion es la
carencia 0 escasez de vias de acercamiento ackicardel profesor con las cuales poder
iniciar una reflexién situada sobre el aprendizigda demostracién en los primeros cursos
de la Licenciatura en Matematicas de la Universiledagdgica Nacional.

Objetivo general de la investigacionCaracterizar las interacciones que se gestan en la

practica de un profesor de matematicas en el ailgedmetria con el fin de producir un



material didactico que apoye el curso “EnsefianZgnendizaje de la Geometria” de la

Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pégiag Nacional.

Contenidos: El documento de la investigacion se presenta encsgiitulos y una seccion
de anexos. En el capitulo uno se define y presdeoblema de investigacion, el capitulo
dos provee el marco conceptual, en el capitulogeedescribe el disefio investigativo, el
capitulo cuatro presenta el andlisis de los dadbs;apitulo cinco corresponde a los
resultados y en el capitulo seis las conclusioo@seccion de anexos se conforma de las
transcripciones de los nueve episodios de cladeadas y de ocho informes descriptivo-
interpretativos, disefiados como resultado de lastigacion, el otro informe descriptivo-

interpretativo se presenta en el capitulo de rasod.

Metodologia de la investigacion:El andlisis realizado en la investigacion, es @e ti
cualitativo, centrado en la descripcién - interpeéin de las interacciones que se llevan a
cabo en la practica de un profesor de matematicesido intenta favorecer la actividad
demostrativa en geometria. Para abordar el trasmfomaron como unidades de analisis
episodios de una clase de geometria plana (I semast afio 2007) de la Universidad
Pedagodgica Nacional. La clase consistio de 47 isesiyp a ellas asistieron 21 estudiantes.
El proceso de analisis y elaboracion del matergsyltado de la presente investigacion, se
llevé a cabo en siete fases, las cuales no serdiémam de forma secuencial, ya que a
medida que se iba avanzando en el trabajo, sendaledan dos o tres fases al mismo tiempo.
Las siete fases son: seleccion del material, prejercicio de codificacion, reduccion del
material, segundo ejercicio de codificacion, cadifion final, elaboracion de los informes

descriptivo-interpretativos, edicion de videos.
Conclusiones de la investigacion:

Al hacer un analisis retrospectivo de la descripgjéneral de la clase de geometria
plana presentada en Echeverry, Molina, Perry y an@009) y Camargo, Echeverry,
Molina, Perry & Samper (2008), observamos que tzsoaes que los autores mencionan
como acciones que comprometen a los estudiantesacactividad demostrativa, asociadas
con la gestion que hace el profesor, estan direstsrelacionados con los patrones de

interaccion identificados y descritos en el CapitBly 4, la mayoria de los patrones de
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interacciones que identificamos se entrevén, yilggmas oportunidades se describen en los
articulos ya mencionados, pero sin que los autie@®glieran relevancia a los mismos.
Ampliando aqui una descripcién de cada uno de &opes y ejemplificAndolos desde la

la practica de una profesora centrada en la aativitmostrativa.

Algunos de los aspectos de interaccion que soreptiBtes de reflexion y analisis
por parte de docentes en formacion inicial comatapa su formacion en geometria, son
los patrones de interaccion relacionados con losgsios: demostrar, usar definiciones y
conjeturar que hemos identificado y presentadol €bapitulo 4. A partir de la reflexion
sobre la préactica de una profesora en el estudextoeo de la actividad demostrativa, los
futuros docentes pueden confrontar sus creenciasngepciones sobre la practica de
enseflar matematicas y su conocimiento sobre lafianga de la demostracion en
geometria, asi van consolidando su conocimientfegiomal. Cabe aclarar que nuestra
intencion no es que los estudiantes copien o repits patrones de interacciéon que se

identificaron, sino que analicen sobre ellos.

Toda actividad se rige por unos patrones de iotéya, que en todos los casos no
son los mismos, pues como se observo en el Cadtylal, el estudio de los procesos
demostrar, usar definiciones y conjeturar de lavideid demostrativa no se rigen por unas
mismas pautas de interaccion, aunque existen wreEsg@es que son los encontrados en la
categoria de gestibn comunicativa, cada uno derosesos tiene unos patrones propios

que lo caracterizan en el aula.

Algunos aspectos que influyen en la practicgpdefesor y que estan directamente
relacionados con el conocimiento profesional s@n:ekperiencia del profesor en la
ensefianza de la actividad mateméatica que favoracelase con sus estudiantes, la
reflexion de la practica y la evaluacion y reedtitacion de las tareas y problemas que se
proponen en la clase. Como se observo en el ed&dote, las tareas que se proponen en
la clase de geometria son objeto de evaluacionegtriecturacion, por parte de los
integrantes de la linea de investigacion “AprendizaEnsefianza de la Geometria”, de la
cual hace parte la profesora que guia la clase gfeianplana aproximadamente diez afos

atras y cuya metodologia de la clase ha sido nuadiéi desde el afio 2004. Observamos



que la experiencia que tiene la profesora sobrenkefianza de la demostracion y los
estudios que ha realizado de la actividad demosirgtermiten estructurar y guiar las
interacciones que surgen en la clase, pues desueielella sabe cudl es la meta a alcanzar

y los caminos que conllevan o no a alcanzar dicki@m

Las categorias de interaccion que emergieron gedetica de la profesora y el
analisis que realizamos a dicha practica aporfareducacion matematica, en especial a la
educacion en geometria y al conocimiento sobrasaf@anza de los docentes en formacion
inicial, al convertirse en el marco teérico destigue observar la practica profesional de
un profesor. Dicho marco tedrico junto con los lasios obtenidos de la investigacion se
convierten en piezas claves para el disefio y d#lsamle entornos favorables para la

reflexion y andlisis de la practica de ensefiar matieas.

Gracias a la practica de la profesora y a las cwmis de la clase fue posible
producir el material didactico obtenido como remidt, ya que dicha préactica permitid
caracterizar interacciones entre la profesora yedstsidiantes, y dar un ejemplo de la
practica docente en relacion a la actividad deratgdér. Dichas categorias emergieron de
los procesos de la actividad demostrativa trabsgjaelo cada episodio de clase, y en
particular del conocimiento matematico o geométgaesto en juego en cada uno de los

procesos.

Con el material que hemos obtenido respondemos aa den las necesidades
investigativas tanto a nivel nacional como inteioiaal y tratamos de suplir, en parte, la
necesidad de tener material didactico para la foidnadocente, siendo conscientes que
éste no es el unico tipo de material que se pusaean los programas de formacion inicial.
Consideramos que el material acercara a los futprofesores a la practica de aula, y
permitird que ellos conozcan y reflexionen soble, glanando conocimiento acerca de la
ensefanza de las matematicas.

En relacion a los aportes en términos del estudiolad interacciones que se
describen a lo largo del documento, se amplia mbrj@ana de los patrones de interaccion
que se dan en el aula de matematicas, ya que lariaale las investigaciones consultadas

al referirse a interacciones caracterizan acciopepias de la profesora y de los
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estudiantes, pero muy pocas se centran en caractédragmentos de didlogos que se
encadenan en medio de una actividad matematicee yestan directamente relacionados
con esas acciones. Logrando asi, con nuestra igaesin caracterizar interacciones a
partir de cadenas conversacionales, que intentamefeer el aprendizaje de una actividad
matematica, y en las cuales estan inmersas lasnascidentificadas en algunos de los

proyectos de investigacion leidos.

En el mismo sentido, un aporte importante esalacterizacion de interacciones
en una actividad matematica propia, ya que fuebpmsiarnos cuenta que éstas varian de
acuerdo a la actividad matematica que se desaaolid aula, aunque no se desconoce que
existen unas generales. Ademas, también logramestifidar que los patrones de
interaccion también varian de acuerdo a los pracqae se desarrollen, ya que la gestion
que realiza la profesora para lograr los proposijos se establece para las clases, es
variable de acuerdo al proceso trabajado. Por tierian aunque describimos 4 categorias
de analisis estas pueden no observarse al analimarde los procesos de la actividad
demostrativa, emergiendo asi otras categorias @lsianya que las categorias emergieron
a medida que se analizaban los fragmentos de d&a$es procesos: formular conjeturas,
usar definiciones y demostrar formalmente. Lograasiouna caracterizacioén propia de las
interacciones que se gestan en la practica derofespra de geometria cuando favorece el

aprendizaje de la actividad demostrativa.

La elaboracion de esta investigacion nos volviGixdes frente a las interacciones
qgue se gestan en el aula, y nos lleva a mirar suddeestos patrones se dan en nuestras
aulas, frente a los procesos que aqui trabajamdsmas, nos reafirma el gusto por la
geometria, en especial por todos aquellos proogsesse involucran en su aprendizaje,

guedandonos la expectativa de seguir investigasplectos relacionados con este tema.

Algunas preguntas para abordar en otras investigaones: Al terminar esta

investigacion surgen varias preguntas:

¢, Como son los patrones de interaccién en la aativilbmostrativa en otra rama de las
matematicas? ¢En qué otra actividad matematica viggeneiaran los patrones de

interaccion identificados? ¢Qué otros patrones rderaccion se identifican en otra
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actividad matematica? ¢ Queé tipo reflexién y arsébsi logrard de los futuros docentes con
los que se trabaje el material resultado de es&siigacion? ¢ Como guiar el desarrollo del
curso Ensefianza y Aprendizaje de la geometria) gneese usen los resultados de esta
investigacion, para promover la reflexion y el @ial de la practica docente?, que

esperamos puedan ser resueltas en futuros proyectos

Referencias bibliograficas: Para la realizacion de la investigacion se usamntitrés

referencias bibliograficas. Algunas de las masveglees son:

Callejo, M., Llinares, S., & Valls, J. (2007 (bBl uso de videoclips para una practica
reflexiva. Comunicacion en las Xlll Jornadas de Aprendizajeensefianza de las

Matemaéticas. Granada.

Camargo L., Perry P., Rojas, C., & Samper C. (20@8@}ividad demostrativa en la

formacion inicial del profesor de matematicBagota

Camargo L., Echeverry A., Molina O., Perry P., &nfer C. (2009).Estudio del
cuadrilatero de Saccheri como pretexto para la ¢tarxion de un sistema axioméatico
local. Articulo sometido a consideracion de la Revidtmtematicas: Ensefanza
Universitaria.Bogota.

Gavilan, J., Garcia, M., & Llinares., S (2007 (&)ha perspectiva para el analisis de la
practica del profesor de matematicas. ImplicaciometodolégicasEn: Ensefanza de las
ciencias 25 (2). 157 — 170.

Llinares, S. (2000)ntentando comprender la practica del profesor datematicas En:
DA PONTE, J.P. y SERRAZINA, L. (org.). Educacao emética em Portugal, Espanha e
Italia: actas. [Lisboa] : Seccdo de Educacdo Matiem&a Sociedade Portuguesa de
Ciéncias da Educacéo, 2000. Pp. 109-132.

Llinares, S. (2007 (a)).Conocimiento profesional del profesor de matemética

Conocimiento, Creencias y Contexto en relacion adeion de funcion.



Llinares, S. (2007 (b)lFormacion de profesores de matematicas. Desarrdtbaentornos
de aprendizaje para relacionar la formacion inicial el desarrollo profesional.
Conferencia invitada en la XIIl Jornadas de Apreaji y Ensefianza de las Matematicas.

JAEM. Granada. Julio
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INTRODUCCION

Este trabajo surge por la inclinacion de las astpa el estudio de la geometria, a partir de
los cursos tomados en la Licenciatura en Matengticka participacion en algunas de las
actividades realizadas por los docentes resporssdblia linea de investigacion Aprendizaje
y Ensefianza de la Geometria, el interés de apiréstudio de la educacion en geometria y
de apoyar la formacion inicial de profesores. Ba @s/estigacion se analiza la practica de
una profesora en relacion a las interacciones grges a partir de su gestion, centrada en la
actividad demostrativa, en una clase de geomeaiamplel programa de formacion inicial
de profesores de matematicas de la UniversidadgBgita Nacional, durante el primer
semestre del afio 2007. Se pretende dar respuesia pregunta sobre los aspectos de la
practica del profesor que al ser analizados apaastda formacién en didactica de la
geometria a profesores en formacion inicial. Pagdizar dicho analisis se observaron los
videos correspondientes a todas las seccionesse @él curso en mencion y se estudiaron

nueve episodios a profundidad.

La presentacion de esta investigacion esta orgdaiea seis capitulos y una seccién de

anexos.

El Capitulo 1 esta dedicado a la definicibn y pnésedn del problema de
investigacion. En €l se incluye la justificacionl @studio, la problematica que se quiso
abordar, los objetivos planteados, el estado deldre se elabor6é considerando resultados
investigativos directamente relacionados con laa$racion, la actividad demostrativa, la
practica del profesor de matematicas y la formadandeial de profesores; finalmente, se

presenta una sintesis del disefio investigativo.

El Capitulo 2 provee el marco conceptual, sobreual se basa el analisis de la
practica de la profesora. En este capitulo aderaéddetinir la préactica del profesor y la

actividad demostrativa, se especifican y definemitéos como conocimiento profesional
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del profesor de matematicas, interaccion, actividactividad matematica y actividad

demostrativa.

En el Capitulo 3, correspondiente al disefio ingasitio, se describe el contexto de
las clases del curso de Geometria Plana, sobiuidss se realizd la investigacion y las
fuentes de investigacion; ademas, las fases gdiesm en el proceso de la investigacion y
en la obtencion de resultados.

En el Capitulo 4 se analiza la practica de la pmfe que guia las clases observadas
cuando busca favorecer el aprendizaje de la deaod&tr Dicho andlisis tiene el propdésito
de presentar y caracterizar patrones de interacc&dacionados con la actividad
demostrativa, especificos de los procesos: dempdtfinir y conjeturar. Dichos patrones
de interaccion son definidos, ejemplificados y enaalos.

El Capitulo 5 da a conocer los resultados de\asitigacion, relacionados con el
material que servira de apoyo al curso “Ensefian2prgndizaje de la Geometria” y se
presenta un informe descriptivo-interpretativo, ude los materiales construidos y

obtenidos como resultado.

El Capitulo 6 se dedica a la presentacion de laslesiones del estudio realizado.
Para complementar y sustentar la informacién queregenta en los Capitulos 4 y 5, al
final de la investigacion, después de las refeemnbibliograficas, se presenta una seccion
de anexos, la cual se conforma de las transcripsiale los nueve episodios de clase
analizados y de los otros ocho informes descrigtiterpretativos, disefiados como

resultado de la investigacion.

Este trabajo es sélo una pequefia fraccion delsimlie se puede realizar sobre la practica
del profesor, en particular de un profesor de mateas. Se espera que el material
resultado de esta investigacion no solo sirva dey@mpara el curso “Aprendizaje y

Ensefianza de la Geometria” sino para cualquieresfpacio que se interese por analizar la

practica docente de un profesor de matematicas.
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CAPITULO 1. DEFINICION DEL PROBLEMA

1.1 JUSTIFICACION

Dos de los focos de interés en el campo investigate la educacion mateméatica, desde
hace algunos afios, han sido la practica y el ajpaediel profesor de matematicas, puesto
que proporcionan informacion de interés a los @magis de formacion de profesores, Uutil
en la toma de decisiones sobre el disefio curricUlaa de las sugerencias que han surgido
desde este campo investigativo, es la pertineneiadésarrollar aproximaciones a la
formacion de profesores que preparen a los estuesapara profesor a aprender desde la
practica de ensefiar matematicagllinares, 2007(b)) Buscando como relacionar la
formacion inicial con el desarrollo profesional tes profesores de matematicas en
ejercicio, surge éste proyecto de investigacioncudl se centra en caracterizar las
interacciones entre una profesora y sus estudjagtes suceden durante una clase de
geometria. Estas se constituyen en insumo pareflexion y analisis en la formacion
inicial de profesores; presuponemos que dicha xiéfley andlisis aporta elementos
importantes a la formacion didactica y al desasralel conocimiento de los futuros
maestros, necesarios para desempefiarse en su pesfggional. Como lo sefiala Llinares
(2008), es importante que los estudiantes par@goottonstruyan su comprension personal
de los componentes del conocimiento profesionaragés del andlisis de casos de
ensefianzaAl relacionar lo que ocurre en el proceso de ensafide las matematicas con
un conocimiento tedrico de la didactica, los fusupoofesores pueden interpretar y explicar
diferentes aspectos de una clase de matematicagjalopuede ser el germen de su

conocimiento profesional.

En el plan de estudios de la Licenciatura en Matieag de la Universidad Pedagdgica
Nacional, el cual fue objeto de algunos ajusteslgrimer semestre del 2008, se propone
un nuevo espacio académico “Ensefianza y Aprenddmj&a Geometria”, a cargo del

grupo de profesores responsables de la linea @stigacion Aprendizaje y Enseflanza de
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la Geometria’k - G, curso que apunta a la formacion teérico — praaicalidactica de la
geometria. Para este espacio académico no hag,élaabmento, suficientes materiales de
apoyo que permitan acercar a los estudiantes aalgiga real de la ensefianza de la
geometria y a la reflexion tedrica sobre dicha fmac Este hecho se constituye en un
problema para el grupo de investigacion, teniendougnta que en el momento en que los
estudiantes de la licenciatura cursan el espacolémiico no han comenzado aun sus
practicas pedagogicas, salvo algunas actividad@sadtica inicial limitadas muchas veces
a una o dos visitas a una institucion educativao P& produccion de un material que
permita el acercamiento, la reflexion y el analilsuna practica real requiere de un estudio
detallado de la misma, pues no es suficiente costraroa los docentes en formacion un
fragmento de una clase de mateméticas, sino qsage seleccionar fragmentos de clase
identificando los aspectos a observar y determimagld marco teérico desde el cual
observar (Callejo, Llinares y Valls, 2007 (b)). daterminacién de dicho marco implica
hacer un andlisis que muestre la complejidad gedetica real, en la que estan inmersos

aspectos didacticos interesantes como las intenaesique caracterizan dicha practica.

Por las razones antes expuestas, en la preseesigacion, se llevo a cabo un analisis de
la practica de una profesora, a partir del cualaleord un material didactico de apoyo para
el espacio académico “Ensefianza y Aprendizaje dgelametria” con el cual se espera
apoyar procesos de estudio en relacion con la enzafy el aprendizaje de la geometria.
Creemos que la preparacion de este material apuma de las necesidades sugeridas por
Godino (2002), de desarrollar trabajos de invesigyacentrados en el disefio de material
dirigido a la formacion didactica de los maestres; nuestro caso, en la formacion en

didactica de la geometria.

Nuestro estudio se centro en las interaccionesiogladas con la intencion de la profesora
de favorecer la actividad demostrativa. El facton@pal por el cual nos centramos en
dicha actividad, es que ésta es el centro de mtigda linea de investigacion Aprendizaje
y Enseflanza de la Geometri&-G. Ademas porque, respecto al aprendizaje de la

demostracion, segun Schoenfeld (citado por GodiR®cio, 2001) la demostracion hace
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parte de la actividad matematica y por tanto esortapte incorporarla en los curriculos,
como esencia del hacer, comunicar y registrar naieas; contribuye al desarrollo de
competencias mentales, tales como abstraer, geaerabmparar, sintetizar, particularizar
y generalizar (Ortiz y Jimenez, 2006). Godino yiB€¢2001), sefialan que la comprension
y la suficiencia argumentativa que se necesiteealizar una demostracion requiere del
dominio de una racionalidad y un estado especdf&etos conocimientos. Es por ello que
consideramos importante aportar unos registrosidepractica docente en los que se pueda
analizar las interacciones que subyacen a la datividemostrativa en un curso de
Geometria Plana. Este material puede ser usadocarse “Ensefianza y Aprendizaje de la
Geometria” para que los futuros profesores de n#teas ganen herramientas didacticas
que permitan integrar en su desempefio profesidaatiemostracion como elemento

importante del estudio de la geometria.

En sintesis, el problema que se aborda en la geesBmestigacion, es la carencia o escasez
de vias de acercamiento a la préactica del profesotas cuales poder iniciar una reflexion
situada sobre el aprendizaje de la demostracidosgorimeros cursos de la licenciatura. La

formulacion de este problema nos lleva a plantearguiente pregunta de investigacion:

¢, Qué aspectos de la interaccion que se gesta eprdatica del profesor de
matematicas son susceptibles de reflexion y asapsir parte de profesores en
formacion inicial, de la Licenciatura en Matematcde la Universidad Pedagogica
Nacional, como aporte a su formacion en didactiealal geometria, a partir de la

observacion y andlisis de una préactica real obderde clases de Geometria Plana?

1.20BJETIVOS

1.2.1 Objetivo General

Caracterizar las interacciones que se gestan@adéica de un profesor de mateméticas en
el aula de geometria con el fin de producir un netelidactico que apoye el curso

“Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria”.
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1.2.2 Objetivos Especificos

» Categorizar y describir la interaccion que se gestala practica del profesor de
matematicas, desde el andlisis de las clases.

» Realizar video-clips en los que se evidencien lesientos que caracterizan la practica
del profesor de la clase de geometria.

» Disefar un informe en el que se evidencie el aralealizado a cada uno de los

video-clips.

1.3ESTADO DEL ARTE

El problema planteado nos llevd a enfocar nuestrgestigacion en buscar como
caracterizar la practica profesional de un profelsogeometria, dentro de una microcultura
del aula cuya actividad matematica es la demogtratPor ello, nos ubicamos en uno de
los centros de interés de la investigacion en EtddoaMatematica, durante las Ultimas
décadas, que busca comprender la practica delsprofee matematicas en el aula, para
obtener informacion que contribuya en la toma deisittnes de los programas de
formacion de docentes (Llinares, 2007 (b), Gavil@aycia, Llinares, 2007(b)). En este
sentido, el recorrido bibliografico realizado setca en investigaciones relacionadas con la
busqueda de formas de caracterizar la practicardfdsor de matematicas, particularmente

cuando ésta se dirige a la actividad demostratival aula.

Dividimos la bibliografia consultada en dos grugogialmente nos referimos a uno de los
trabajos de Godino y Recio (2001) en el que caraete la demostracion, asi como a
algunos de los trabajos realizados por Camargey ReBamper (2005), Camargo, Perry,
Rojas y Samper (2006) y Camargo, Echeverry, MolPexyy y Samper (2008 y 2009),
relacionados con la actividad demostrativa y aggede una clase que la favorecen. El
segundo grupo lo constituyen los trabajos realizguw Llinares (2000, 2007(a), 2007(b) y
2008), Callejo, Llinares y Valls (2006, 2007(a)0Z(b), 2008), Gavilan, Garcia y Llinares
(2007 (a) y 2007(b)) y Llinares, Roig y Valls (2008elacionados con la practica del
profesor de matematicas y la formacion inicial deehtes, el trabajo de Dindyal, Martin,

Soucy y Wallace (2005), relacionado con las aca@®elos estudiantes y los profesores en
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la ensefianza y el aprendizaje de la demostraciéh tyabajo de Sinclair (2003) que

menciona algunas categorias para analizar la gesidprofesor.

1.3.1 Demostracion, actividad demostrativa y asperd de una clase que favorecen la

actividad demostrativa

La bibliografia consultada proviene principalmemte investigaciones y reportes de
investigacion del grupo de investigacion AprendizajEnsefianza de la Geometria G

de la Universidad Pedagogica Nacional a la cud @sscrito nuestro proyecto. Sin

embargo, inicialmente hacemos un recuento de difeseacepciones de la demostracion

presentadas por Godino y Recio (2001).

En una investigacion relacionada con el aprendidajéa demostracion, Godino y Recio
(2001) exponen como problematica el bajo nivel aedstudiantes en la comprension y
elaboracion de demostraciones en el contexto ekpafmesar del papel central que en
diversas oportunidades se le ha otorgado a la enzafy el aprendizaje de la demostracion
en el aula. Sefialan la importancia de hacer unsidavedrica y estudios sistémicos de los
diferentes significados de la demostracion destiretites contextos institucionales para
establecer un acercamiento a la demostracion, desd@®munidad de educadores en
matematicas. Consideran que esta revision tedrmartea interpretaciones para los
diferentes problemas de la ensefianza y aprendieaja demostracion en el aula y da

espacio a la elaboracién de propuestas de intadredidactica.

En su investigacion, Godino y Recio (2001) expordiferentes acepciones de la
demostracion a partir de diversos contextos. Lésrasi citan a Wider (1998), para exponer
que los elementos que constituyen una demostragdian de una cultura a otra y también
varian de una época a otra. Mencionan que la deswast adquiere diversos significados
segun el contexto institucional. Por ejemplo, encehtexto de la logica y de los
fundamentos de la matemética, la demostracion geageso en el que se parte de reglas

l6gicas para lograr la validez de un teorema; dielooema aparece como una consecuencia
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l6gica de una premisa dada; desde éste significkdgractica de donde emerge la

demostracion es laractica argumentativa analitica formal.

En el contexto de la comunidad de educacion matemda demostracion se define por
comparacion con términos como explicacion, arguawdn y prueba. Por ejemplo, para
Balacheff (citado por Godino y Recio, 2001) la égution y la prueba tienen significados
diferentes: la primera, es un discurso que preteladea entender el caracter de verdad,
adquirido por una persona, de una proposicion ondeesultado, mientras que la segunda,
se refiere, a las explicaciones aceptadas por amaurmdad en un momento dado. Duval
difiere del uso que le da a la explicacion Balakched que para él, en la explicacion los
enunciados tienen una intension descriptiva deendrheno, resultado o comportamiento.
Ambos autores adoptan un significado similar deinbéo demostracion, el cual hace
referencia a una secuencia de enunciados seglas réglerminadas y cuyo objeto, para
Duval, es determinar la verdad, obedeciendo aricstele validez. Godino y Recio (2001)
por su parte, adoptan el término demostracion, pfrirse al objeto que emerge de un
sistema de argumentos aceptados en una comunigad wna persona para justificar o

validar el caracter verdadero de un enunciadopragistencia o la eficacia de una accion.

En el contexto de la ensefianza primaria y secumdiidemostracion esta asociada a
argumentaciones que establecen enunciados verdadeom frecuencia no son deductivas.
Por lo que en este contexto la demostracion seiaagoinicipalmente con los términos

explicacién y argumentacion.

Godino y Recio (2001)dentifican algunos rasgos comunes en las difeseitteas de
demostracion que se dan en los contextos estudidqee permite hablar de una idea de
demostracion en general, como el proceso de vabidade proposiciones matematicas.
Teniendo en cuenta que la demostracion hace partpidhacer matematico, es importante
que la ensefianza lleve a los estudiantes al coptdaminio de las diferentes practicas
argumentativas, por lo que puede incorporarse encloriculos de todos los niveles;
esfuerzo que llevaria a los estudiantes a adqornpetencias para hacer, comunicar y

registrar las matematicas.
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Nosotras nos posicionamos en un contexto univesid@nde se trabaja una porcion de un
sistema axiomatico y se espera que se hagan deanioses deductivas, cuyo papel no es
exclusivamente encontrar la validez de enunciaglne,el de inmiscuirse en un proceso de
caracter organizativo, como una manera de aprendemostrar al interior de un sistema

axiomatico deductivo.

Los proyectos de investigacion del grup@-G se han centrado en un contexto
universitario en el que se busca que los estudiaapgendan a hacer demostraciones

deductivas, enmarcadas en un sistema axiomatiab loc

En Camargo, Perry, Rojas y Samper (2006) se preesamtpanorama sobre la
actividad demostrativa, sefialando que en los alodcescolares casi que ha desaparecido.
Desde la perspectiva de las matematicas, el grapsidera que eliminar la actividad de
demostracion implica desconocer una actividad fomefdal o caracteristica esencial de las
matematicas. Desde la perspectiva de la didactctasl matematicas, esta eliminacion
implica desconocer un aspecto de la formacion méieande un individuo, que tiene que
ver con la forma como se validan las ideas. La®rastexponen que la actividad
demostrativa en la educacion matemaética tiene dgmipitos: proporcionar comprension y
conocimiento, y ser un recurso para la validacBeiialan que esta actividad se desarrolla
a partir de dos procesos. El primer proceso inval@cciones como visualizar, explorar,
analizar, conjeturar y verificar, las cuales llevarconclusiones que se mantienen como
tentativas hasta que son justificadas; su reabmaitene como doble propdsito, generar la
necesidad de justificar y proveer elementos patiafaeer dicha necesidad; el segundo
proceso involucra acciones propias de la practegudtificar como explicar, probar y
demostrar formalmente; subyacente a estos proessbinmersa la argumentacion.

En laTabla 1se define cada una de las acciones sefialadasagp@utoras. De dichas
acciones, asumimos en el marco teorico de estatigaeion las definiciones de formular
conjeturas o conjeturacion y de demostrar formaten@omo son presentadas por las

autoras, las cuales asumiremos como procesos.
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Visualizar Mirar, detectar, percibir o evocar pexgRades
geomeétricas de una representacion grafica.
Explorar Investigar sobre una representacion giagn la que

se descubren propiedades o relaciones y se genera

comprension sobre la situacion relacionada con

problema.

Formular conjeturas

Establecer enunciados, deguesse tiene seguridad,

expresados en forma de condicional.

Proceso que conlleva a una conjetura

formalmente

Proceso que conlleva a una justificacion

Verificar Poner a prueba una conjetura estableawediante
acciones visibles sobre una representacion.

Explicar Justificar empiricamente, basado en upeesentacior
gréfica, para mostrar lo que en ella se ve.

Probar Justificar parcialmente en la que se eplic
afirmaciones y razones, referidas a propiedades
geomeétricas generales.

Demostrar Justificar deductivamente, explicitando afirmacmiye

Sus respectivas razones, desde un sistema axiorrjatic

Encadenar proposiciones desde la informacion dada,
hasta aquella que se desea demostrar; tiene tomo

propésito incorporar un hecho matematico al sistema

axiomatico.

Tabla 1.Acciones de la actividad demostrativa

En Camargo, Perry, Rojas y Samper (2006) y en Ggnd&icheverry, Molina, Perry y

Samper (2009), los autores reportan que lograruguestudiante demuestre formalmente
no es una tarea inmediata ni espontanea, sinoeqegjgiere de un proceso mediado por el
profesor que incluye experiencias empiricas quepcometan a los estudiantes con la
busqueda de la verdad y con la formulacion de taerge. Ellos explican que para

comprometer a los estudiantes con la actividad deatova, desde el inicio de un tema se

les involucra en la resolucion de problemas geooodtr buscando que ellos exploren,
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descubran, conjeturen y realicen justificacionderimales, apoyados por la geometria
dinamica, con la finalidad de que puedan particigetivamente en la introduccion de
nuevos elementos al sistema axiomatico que se hstroao hasta ese momento en la
clase. Ademas de referirse a las acciones progida dctividad demostrativa identifican
otras acciones que comprometen a los estudianteslicha actividad, asociadas con la
gestion que hace el profesor. Entre ellas estédir pelos estudiantes que presenten sus
producciones ante la comunidad de clase para rlagsan comunidad y concretarlas en
ideas que van a ser objeto de estudio para formaiseema axiomatico, responder
preguntas que buscan ganar comprension sobre [eso®bgeométricos involucrados,
validar o rechazar conjeturas, pedir o proponertraejemplos cuando se rechaza una
conjetura, institucionalizar la definicion de unnténo, comparar enunciados de conjeturas
para determinar si se refieren a un mismo objetong¢rico, entre otras. Como miembro
experimentado de la clase encamina dichas accartemvés de diversas estrategias de
gestion. Una de ellas es una discusion en formdiadlego que permite la construccion

conjunta de significados, denominada por los agtooeno conversacion instruccional.

En Camargo, Echeverry, Molina, Perry & Samper (3388 reportan otras estrategias de
gestiort que se dan en la clase de geometria, con unaexwzacion de las mismas desde
el cumplimento de normas sociales y normas soctemeticas; las primeras estan
relacionadas con la participacion de los estudsamte la actividad matematica, y las
segundas estan relacionadas con la validaciérodecaniento matematico que tiene lugar
en la clase. La estrategia de gestion “Trabajos@s$tudiantesSe asocia con la accién y el
proceso general del desarrollo de la clase cuam@tastea una tarea y la clase se involucra
en la solucion de dichas tareas (e.g., el aboedatareas ya sea de manera individual o en
grupo disponiendo de la geometria dinamica, la leec®dn de informacion de los
resultados a los que van llegando los estudiapbegarte de la profesora, para animarlos a
exponer publicamente sus conjeturas o propuestasproduccion grupal de una
construccién conjunta a través del didlogo paralves una situacion problema). La
estrategia de gestion Discusidbn matemasea relaciona con la socializacion de las

' Los autores denominan a éstas estrategias comehté“interacciones”; nosotras lo
llamamos estrategias de gestion de la clase péea egnfusion en la terminologia.
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producciones de los estudiantes para guiar a lacigied a la construccion de significados
compartidos y a la organizacion colectiva de idgatenidas del trabajo de los estudiantes
para producir demostraciones. En esta estrategi@stedn el papel del profesor de la clase
es clave en la gestion de la socializacion y etielerminacion de la secuencia en que se
revisan las conjeturas. En la revision de las ¢orgs, por ejemplo, el profesor tiene en
cuenta dos criterios: “el examen de una conjetaraebe quitarle sentido al examen de
otra, y tal examen debe respetar la organizaciéricte que permite construir sobre unos

elementos para obtener otros” (Camargo, Echevigloiina, Perry y Samper, 20Q08)

Aunque en Camargo, Echeverry, Molina, Perry y Sanip@08) se define la discusion
matematica, en Camargo, Echeverry Molina, Perryayn@@r (2009) se avanza en su
caracterizacion, explicitando que es un dialoge, lygay un tema matematico, que se enfoca
en la presentacion de propuestas. Sin embargoefasaibnes no expresan lo suficiente
para caracterizar la interaccion en si y los agtaeexplicitan cémo es la interaccion que
se gesta en la clase de geometria plana al favoetcaprendizaje de la actividad
demostrativa. Asi mismo, aunque el papel del pasfes el intercambio conversacional se
considera fundamental, no se describe cual es ifispatente el papel del profesor que
permite que los estudiantes tengan un rol activopertante, ya que estos aspectos no han
sido objeto de un estudio detallado. Por ello, dosfesores responsables de la linea de
investigacionZ - G estan interesados en que se profundice especéiitaren la caracterizacion

de interacciones, trabajo que requiere determindlres la practica del profesor que efectivamente
conlleva al ambiente de la clase de geometria pkamda que se favorece el aprendizaje de la
demostracion. Para caracterizar la practica, rexasaotros referentes, asociados con la practica del

profesor de matematicas como se muestra a conifmuac

1.3.2 Préctica del profesor de matematicas y formamn inicial de profesores

La revision de la literatura para la producciéred&a seccion del estado del arte, proviene
principalmente de los trabajos e investigacionedizados por Llinares, Gavilan, Garcia,
Callejo, Roig y Valls quienes han buscado descritmmprender e interpretar la practica

del profesor estudiando el conocimiento profesiod@l profesor de matematicas, la
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practica profesional del profesor de matematicda formacion inicial del profesor de
matematicas. Uno de los motivos por el cual seraerén la caracterizacion de la practica
del profesor, es que para ellos la practica ddkpov tiene reflejo en el aprendizaje de los
estudiantes (Gavilan, Garcia & Llinares, 2007 (@)por tanto, aporta informacion
importante para la toma de decisiones en los pnoggade formacion inicial (Llinares,
2007(b))

El conocimiento profesional se ha estudiado desdesdfoques: cognitivo, centrado en las
creencias, concepciones y conocimientos individyalenatematicos, pedagogicos,
psicoldgicos o didacticos del profesor (Llinare3)@, 2007(a)) y sociocultural, centrado en
la practica del profesor, la cual se compone dg&ion de los procesos de ensefianza y de
aprendizaje, los instrumentos empleados por elepoof las representaciones, y las
interacciones que emergen en el aula. En nuestestigacion nos centraremos en esta
altima, ya que es el aspecto que se destaca atatos experimentales. En particular, la
practica es determinada por las condiciones delareettavés del cual el estudiante tiene la
oportunidad de aprender (Gavilan, Garcia & LIina2&97 (a)).

Llinares (2000), Callejo, Llinares, Valls (2008)inares, Roig y Valls (2008) conciben la
practica como el conjunto de actividades que sergenal realizar diferentes tareas que
definen la ensefianza de las matematicas juntoasojustificaciones dadas por el profesor.
Segun los autores, dichas tareas que realiza éésoroy componen el conjunto de
actividades o sistemas de actividad estan asociamtas(i) seleccionar y disefiar tareas
matematicas adecuadas, (ii) interpretar y analedlapensamiento matematico de los
estudiantes e (iii) iniciar y guiar el discurso emafitico y gestionar las interacciones
matematicas en el aulea practica también se concibe como el uso queoéesor le da a
su conocimiento en la resolucién de situacioneblgnoicas generadas en su actividad
profesional (Callejo, Llinares y Valls, 2008). Esléima concepcion de la practica docente
la asumimos en nuestra investigacion para definpréctica del profesor y por lo que nos
centramos en la actividathiciar y guiar el discurso matematicy gestionar las
interacciones matematicas en el guteomo una manera de dar cuenta de la practica
docente.
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Como ya se dijo, en esta investigacion nos centsagnda practica, ya que como sefalan
Llinares (2008), Callejo, Llinares y Valls (2007))bésta se debe comprender, aprender,
analizar y reflexionar entre profesores, como umimée construccion del conocimiento
profesional y de desarrollo profesional, y para guestudiante para profesor desarrolle
competencias eni)(seleccionar y disefiar tareas adecuadgsinferpretar y analizar el
pensamiento matematico de los estudianté@$)eifiiciar y guiar el discurso matematico y
(iv) gestionar las interacciones mateméaticas en el &dtos cuatro aspectos constituyen
los sistemas de actividades que articulan la engafide las matematicas como una

practica.

Una propuesta metodologica para analizar la pe&g sugerida por Callejo, Llinares y
Valls (2007 (b)), quienes proponen cuatro etapa&sdgierminan un ciclo de reflexion. La
primera etapa se centra en identificar un focotdec#on, el cual puede ser la gestion del
profesor en la resolucién de uno o varios problepi@steados y una pregunta; la segunda
etapa, se asocia con la planificacion del desarmdd la clase que va a ser objeto de
observacion. La tercera etapa, es denominada “@usén”, en ella se seleccionan los
fragmentos de clase que mejor ilustren el focoual se quiere dirigir la atencion y se
determina el marco tedrico desde el cual se vacarHa observacion. La cuarta etapa es
denominaddebate,la cual consiste en una discusion formal sobreaginiento de clase
observada. En el disefio de nuestro proyecto destigaeion, nos centramos en la tercera

etapa, como se observa en el disefio investigativo.

Usualmente, de la etapa tres se obtienen vides;diys cuales, al ser evidencias de la
practica real, que recoge momentos de ensefianaa detematicas, permiten la reflexion
y caracterizacion de los procesos de ensefianza gpdmndizaje, como un paso para
mejorar las préacticas (Llinares, 2007(b)). Estosenes, permiten desarrollar, en los
profesores en formacién, las siguientes accionénafes, 2007(b)): observar, analizar,

predecir, y generar criticas en relacion a la secde clase.
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Teniendo en cuenta que el estudio de la practitgpmbdesor pretende comprenderla,
analizarla y describirla, Gavilan, Garcia y Llirar@007 (a)) introducen el concepto de
vifieta, como un informe descriptivo de la practieaensefar mateméticas, realizado por el
investigador, que se obtiene a partir de los datlesionados con dicha practica vinculando
la evidencia empirica con la interpretacion redlzaEstos autores, asumen que ‘“las
vifietas” posibilitan la integracion de aspectosiandturales y cognitivos y permiten
considerar conjuntamente la ensefianza y el apagadiEn la presente investigacion
tomamos la idea de vifieta para disefiar los inforghescriptivo-interpretativos; sin
embargo, estos informes no los llamamos vifietaguga éstas son obtenidas de datos que
provienen de diversas fuentes y fases de la pgadgtprofesor, como la de planificacion
de la leccion, la gestion desarrollada en el gula reflexién posterior, y los informes que
presentamos solo son obtenidos de datos de ladéagestion, a partir de las siguientes
fuentes: los videos de clase, las transcripcioreesod mismos y la descripcion de los
segmentos de ensefianza. Los video-clips y los n@&@®rdescriptivo-interpretativos se

constituyen en resultados que se ofrecen paraugliesie la practica del profesor.

Ademas de los trabajos que recogen el analisisaggdctica hecho por Llinares y sus
colaboradores, las dos investigaciones que presesta continuacion, nos dieron luces
para determinar la codificacion que permitié ellisigy la caracterizacion de la practica
del profesor, en relacién a las interacciones quegestan alrededor de la actividad
demostrativa, ya que ambas presentan y descrilméonas relacionadas con la gestion del
profesor; ademas, en una de éstas investigacienesdagionan dichas acciones con las del
estudiante.

Sinclair (2003) categoriza estrategias de intendenpor parte del profesor, entre
las que estan: gestionar, revisar, reforzar, invitar pistas, enculturar, modelar, anticipar,
elogiar, arrastrar, entre otras. Con base en astasnes Sinclair identifica tres estilos de
ensefianza: (i) mostrar y decir, (ii) liderar o cerid y (iii) guiar o pastorear. Estos tres
estilos los asocia con tres definiciones que prepywers (1999, citada en Sinclair 2003)
en relacion a las intervenciones del profesor equkel: pastorear - guiar, invitar y arrastrar.

Pastoreo, se describe como las intervencionedepanla los estudiantes a la comprension

25



a través de un impulso y de la formulacion de pmeggisutiles; invitar, es la sugerencia de
un camino potencial y fructifero de exploraciénsmaplio que dar pistas. Y arrastrar, es
encaminar la atencion de los estudiantes a algdogueonfunde, obligandolos a reevaluar
lo que estan haciendo.

Aungue Sinclair (2003) y Towers (1999) dan lucescdeo son la intervenciones del
profesor en el aula, las categorias que proporiraipalmente dan cuenta de la gestion del
profesor y no de las interacciones que emergenadprdctica del profesor; ademas
observamos que las estrategias de intervencion lggieautores proponen son muy
generales, pues éstas se adaptan a cualquiedelasatematicas o inclusive a una clase de

otra area.

Como otra manera de dar cuenta de la practica rdégor, Martin, Soucy, Wallace y
Dindyal (2005), estudiaron las intervenciones geedan en el aula de matematicas, en
relacion a la demostracion. Para ello analizaran daciones del profesor y de los
estudiantes, resaltando el discurso predominamgeigentificar sobre qué eventos se da el
aprendizaje de la demostracion. Como acciones ddegor identifican: seleccionar
preguntas (planear actividades o dirigir actividddearafrasear (repetir o decir de otro
modo los comentarios o preguntas de los estudjargedir explicacion y razonamiento
(dirigirse a los estudiantes para ellos propiciema wespuesta explicativa o una
informacién), modelar demostraciones y relatar itd&a) evaluar las respuestas de los
estudiantes (analizar implicita o explicitamenteaglonamiento del estudiante) y valorar
ideas de los estudiantes (escuchar y seguir las idel estudiante). Como acciones de los
estudiantes se identifican: hacer conjeturas (ha®guntas sobre relaciones), proporcionar
respuestas, conclusiones (responder al requerimiéet informacion por parte del
profesor), proporcionar justificaciones (justificar proveer argumentos para otras
relaciones), usar diagramas (representar para ifidant relaciones e identificar

razonamientos), evaluar argumentos (evaluar sugasgumento o el de otros).

Aunque Martin, Soucy, Dindyal y Wallace (2005) itidcan que las acciones de los

estudiantes estan relacionadas con la practigardigsor, ellos no muestran como es dicha
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relacion, ni como o cudles son las interacciones cpnllevan a que las acciones del
profesor incidan en las de los estudiantes; addagacciones que ellos proponen tanto del
profesor, como de los estudiantes, siguen siendoganerales, pues la mayoria estan en
términos de la gestidon que se puede evidenciatraa dases, que no son especificas de las
matematicas. Sin embargo, el estudio realizadoMetin, Soucy, Wallace y Dindyal
(2005) nos dio luces para describir las intera@sogque hemos categorizadestion

comunicativa

A partir de la revisién de la literatura observangog aun falta estudiar la practica del
profesor en términos de las interacciones que smgentre profesor y estudiantes, en un

contexto especifico, cuando se favorece el aprajedie la actividad demostrativa.

1.4 SINTESIS DEL DISENO INVESTIGATIVO

El andlisis realizado en la investigacion, es ge tiualitativo, centrado en la descripcion -
interpretacion de las interacciones que se llevaal® en la practica de un profesor de
matematicas, cuando intenta favorecer la activitadostrativa en geometria. Para abordar
el trabajo se tomaron como unidades de analissoéjois de una clase de geometria plana
(I semestre del afio 2007) de la Universidad Pedegdgacional. La clase consistié de 47
sesiones y a ellas asistieron 21 estudiantes. &@lepo de andlisis y elaboracion del
material, resultado de la presente investigaciéleso a cabo en siete fases, las cuales no
se desarrollaron de forma secuencial, ya que adaeglie se iba avanzando en el trabajo,
se adelantaban dos o tres fases al mismo tiemposiete fases que se describen en el
capitulo del disefio investigativo son: selecciorl deterial, primer ejercicio de
codificacion, reduccion del material, segundo é@@ade codificacion, codificacion final,

elaboracion de los informes descriptivo-interpiretst, edicion de videos.

La ruta metodologica que se siguid en el desardalesta investigacion es presentada en el
Esquema len la cual se observa que partimos de unos amrtetesdde investigacion, unos
objetivos y de la revision de la literatura, paggescionar episodios de clase e identificar
aspectos a analizar de la practica del profesorcddstruyeron unas sub-categorias de

analisis, se organiz6 y redujo la informacion, etab el documento de investigacion,
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escribir los resultados y conclusiones, editar agdg elaborar los informes

interpretativos.
Revision de antecedentes de Objetivos de Revision de la
la investigacién investigacion literatura
I | [
V4
Revision de los videos de
clase Categorias previas de
\VJ anlisis
N2
Elaboracién de los informes
descriptivo-interpretativos.
Seleccion d (I) e s
; ¢ e.cuon N Identificacién de aspectos a
episodios de clase .
analizar
Edicién de videos Sub-categorias de analisis

y

Organizacion y reduccion de la
informacion

v

Elaboracién de
informe

\%

Resultados y
conclusiones

EsquemalRuta metodoldgica

descriptivo-
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

El realizar una investigacion que busca acercarsadbcentes en formacion inicial a la
practica profesional del profesor de mateméaticasleléa reflexion y el andlisis que ellos
puedan hacer de dicha practica, nos ubica en gdaael conocimiento profesional, y nos
lleva a definir la préactica del profesor y a recmroqué aspectos caracterizan dicha
practica, para determinar en cuél de ellos cerdsar8eleccionamos para nuestro analisis,
las interacciones que se gestan en el aula en cthadad matematica especifica. A
continuacién se presenta el marco conceptual, enatlse basa el andlisis que se realiza en

la presente investigacion.

2.1 CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL PROFESOR DE MATEMA TICAS

El conocimiento del profesor se compone de cresn@ancepciones y conocimientos
individuales, matematicos, pedagdgicos, psicol&iealidacticos del profesor (Llinares,
2000, 2007(a)) y fundamenta las decisiones deleparfen situaciones de ensefianza de
nociones matematicas (Garcia, 1997 referenciado Ll@mares, 2000). Aunque el
conocimiento del profesor es estudiado desde dspeaivas, cognitiva y sociocultural, la
practica del profesor se estudia desde la perspesticiocultural; ya que el profesor
participa en la practica social de ensefiar mateagly esta perspectiva permite estudiar
las regularidades y la naturaleza de las interaesiqque se generan en el proceso de
ensefianza — aprendizaje y como dichas interaccipessiten organizar el contenido
matematico; como una manera de dar cuenta de t@metel profesor en relacion al

proceso de ensefianza — aprendizaje (Llinares, 2000)

El Esquema 2 presenta el conocimiento del profesono el conjunto de elementos

tedricos y empiricos que fundamentan la practit@madesor.
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Conocimiento profesional del profesor de matematic

Conocimientos matematicos

Conocimientos didacticos Conocimientos pedagogicos

Conocimiento
profesione

Concepciones Creencias

Conocimientos individuales Conocimientos psicologicos

Practica del profesor

Esquema 2Conocimiento profesional del profesor de matematica

2.2 LA PRACTICA DEL PROFESOR

En concordancia con Llinares, Callejo, y Valls @P@efinimos la practica del profesor
como “lo que el profesor hace con lo que conocealeedr, el uso del conocimiento en la
resolucion de las situaciones problémicas generas actividad profesioriatie la cual

se generan sistemas de actividades relacionadassaliferentes tareas de ensefianza de
las matematicas en el aula y las justificaciones euprofesor realiza. De los sistemas de
actividad mencionados por los autores citados, Iy lgmares, Roig y Valls (2008);

descritos en el estado del arte, centramos nuesteatigacion en el sistema de actividad
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denominado Iniciar y guiar el discurso matematicy gestionar las interacciones
matematicas en el aul@er Esquema 3¢l cual aporta al conocimiento sobre la ensefianza
de los docentes en formacidén inicial, puesto que dm los objetivos de este sistema de
actividad es que los estudiantes para profesor ndpre a desarrollar procesos
interpretativos, en los que adquieran la capactiiadientificar aspectos y conductas en el
aula que influyen en el desarrollo de una compé@&ematematica, y porque consideramos
que el desarrollo del pensamiento matematico seiampdr la comunicacion y las
interacciones que se logran en el aula, en relacidnactividad matematica que se genera;
esta decision no significa que demos menos impaganlas otras actividades relacionadas
con la practica docente, ya que todas en conjutitukan la ensefianza de las matematicas

CcOmo una practica.

Sistemas de actividad que articulan la ensefianza tis mateméticas como una
practica.

___________________________

Interpretar y analizar el

La ensefianza de |
matematicas como una

practice

Iniciar y guiar el discurso matematico

{ 1
| 1
| 1
! . i
' pensamiento matematico .
1
I .
1 de los estudiantes. |

1

y gestionar las interacciones
matematicas en el aula.

Esquema 3 Sistemas de actividad que articula la ensefiandasimatematicas como una

practica.

2 Este esquema es presentado por Llinares, Callajts, (2008) y por Llinares, Roig, Valls
(2008).
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Gavilan, Garcia, y Llinares (2007 (b)) indican qleanalisis de la practica del profesor
debe considerar la manera en la que parece patdac@onstruccion de conocimiento

matematico en sus estudiantes y precisamente urlasdmaneras de potenciar dicho
conocimiento es a través de las interacciones g@eigeran en el aula. La complejidad de

un analisis de tal naturaleza nos obliga a restring a este &mbito de indagacion.

El medio por excelencia para analizar la practielpdofesor es el aula de matematicas,
entendida como una microcultura en la que los fiigwios se generan a través de la
interaccion entre las actividades que comparterfepoo y estudiantes y una tarea
matematica; en el aula, se puede observar la adei@rofesor en relacion con la tarea o el
problema propuesto y la direccidén de las actividadie los estudiantes en el contexto de
aula; esta relacion es denominagistion del proceso de ensefianEa la gestion del
proceso de ensefianza unas tareas del profesor esmmalps y otras especificas del
contenido matematico.

2.2.1 Interaccién

Al identificar aspectos de la practica del profegae pueden tener relevancia tedrica
debido a su capacidad explicativa, tratar de dantaude lo que sucede en el aula como un
espacio socio-cultural e identificar el papel delfpsor en el desarrollo de dicha practica
matematica, decidimos observar las regularidadesmaturaleza de las interacciones que
gestiona el docente. Con base en la definicionlohardes, Callejo y Valls (2000, 2007) y
revisando otras definiciones de dicciondrientendemos la interaccién, como la accién
comunicativa que se ejerce de forma reciproca elose mas personas; su importancia es
justificada desde las ideas tedricas que considguarel desarrollo del pensamiento esta
mediado por el discurso social.

En concordancia con Llinares (2000), las difereitesacciones que se generan durante el
proceso de ensefianza aprendizaje permiten esalgiapel del profesor en la constitucion
de unas determinadas practicas matematicas enlal Entre ellas estan: actividades

introductorias, regular la disciplina, establecemmas, favorecer la actividad demostrativa,

% Diccionario de la Real Academia Espafiola.
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gestionar la comunicacion (ver Esquema 4). En raestvestigacion, priorizamos
interacciones que surgen en la clase de geomdtie [y son guiadas, gestionadas y
muchas veces iniciadas por la profesora, en lassgucomunican ideas y, se evallan y
producen argumentos matematicos. En otras palatieagjimos enfocarnos en aquellas
interacciones que se pueden relacionar de manpegiéisa con la intencion de favorecer
la actividad demostrativa. Para poder investigiseimteracciones, dentro de los episodios
de clase, es necesario mirar el discurso que ssg€hami et al, 2005), ya que es el que
nos permite evidenciar las diferentes interaccianes se dan. Teniendo en cuenta que
nuestro foco de andlisis de la practica del profesa las interacciones que se gestan en
dicha practica, relacionadas con favorecer la @ett demostrativa, debemos comenzar
por definir lo que entendemos por actividad.

Algunas interacciones relacionadas con la practicdel profesor

Interacciones en la clase

v v v v v
Actividades Regular la Establecer | Favorecerla| | Gestionar la
introductoria discipline norma: actividad comunicacion

demostrativ

Esquema 4interacciones relacionadas con la practica del pswr.

2.3 ACTIVIDAD

Asumimos la actividad como el conjunto de acciamesocesos intelectuales conscientes y
de comportamientos, estimulada por un motivo y slibada a una meta o a una
expectativa (Leont’ev, 1981, referenciado en Cahxtddin, Greer, Nessher y Steffe, 1996).
La actividad se sitia en un contexto determinaglgido por unas pautas de interaccion con
el entorno y los otros individuos. La actividadtpade unas necesidades, motivos y tareas,

gue conllevan a realizar unas acciones y operagipaea alcanzar una meta. Cuando la
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meta se refiere a asuntos relacionados con el goimto matematico nos referimos a

actividad matematica.
2.3.1 Actividad Matematica

Aceptamos que la actividad mateméatica es un meatia gesolver problemas en diferentes
contextos, tanto cotidianos como matematicos, equéase debe crear, aplicar métodos y
usar herramientas. En esta actividad la meta et/ezgproblemas, por lo que la tarea es el
problema y las necesidades y motivos se relaciapandar solucion a dicha tarea. Esta
delimitacion configura un proceso que se cara@epiar transitar por el planteamiento y
contrastacion de conjeturas, el control y verifiGacde resultados, la adquisicion de

conceptos, propiedades, teoremas, métodos, tégnamsocabulario formal.
2.3.1.1 Actividad demostrativa

Como el trabajo de investigacion se centra enléses de un curso de geometria plana, en
las que los problemas y tareas que se proponen kg#los a la finalidad de que los
estudiantes aprendan a demostrar, la actividadnmasita bajo la cual se realiza el analisis

de la practica del profesor, es la demostrativa.

En concordancia con Camargo, Perry y Samper (2Z003) la actividad demostrativa se
entiende como el conjunto de procesos que conllavama conjetura y a su justificacfon

Aungue todos los procesos incluidos en la caraeteidon son importantes dentro de la
actividad demostrativa (ver p.20), hemos selecclored proceso de conjeturar y el proceso
de demostrar para la realizacion de nuestro trabgjoque luego de una primera
observacion de los videos de las clases, encongramayor riqueza en las interacciones

relacionadas con estos procesos.

El proceso de conjeturar se logra cuando, luegoadexploracion de varios casos
particulares, se establece un enunciado geoméeagunos hechos de los que se tienen

seguridad; en la mayoria de casos este enunciadecsibe en forma de condicional, lo

“ Al ser la actividad demostrativa una actividad meitca, en ambas actividades se plantean y cosntrast
conjeturas, las cuales son revisadas y verificadas, en caso de ser aceptada por una comunidad se
constituye en teorema, que desde la actividad deativa debe ser justificado mediante una demasimag
desde la actividad matematica la demostracién b fas principal.
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cual se puede observar en los tres episodios de glae se analizan bajo esta accion o
proceso. El andlisis de las interacciones que s&mgdajo este proceso esta centrado en el
momento en el que se realiza un estudio entre soey estudiantes de las conjeturas
propuestas por los estudiantes a través de la gavién instruccional o la conversacion
matematica. En el proceso de demostrar se hacargnmentacion, de caracter deductivo,
explicitando afirmaciones y razones desde una nmdgion conocida; permite validar
conjeturas e introducir un hecho matematico aksiat axiomatico. En este trabajo nos
centramos en algunas demostraciones que se reaantivamente, en las que se

evidencian interacciones de la profesora y dedasdeantes.

Al revisar los datos de la investigacion, observauaee algunas acciones relacionadas con
el proceso de usar definiciones estan estrechamatéeionadas con la actividad
demostrativa. Por ello decidimos analizar las ateiones relacionadas con acciones que
permiten introducir elementos al sistema axiomatia® cuales son objeto de estudio para
ser caracterizados a partir de sus propiedadesé&goas, luego de ser definidos. Asi el
proceso de usar definiciones consiste en caraateda objeto geométrico, usando las
propiedades que lo identifican de los demas objgtosilizarlas como eslabones en la
cadena deductiva. En algunas oportunidades, etefasciones sobran caracteristicas del
objeto geométrico, por lo que es importante idmatiflas caracteristicas que sobran y usar
el minimo de ellas para facilitar las demostracsome realizar; estas definiciones se
denominan definiciones econdémicas. Con relaciorsta proceso, nos centramos en la

construccién y estudio colectivo de definiciones.

En el Esquema 5 presentamos los procesos y accrefesonados con la actividad
demostrativa, y que se relacionan entre si, deudd ©os centramos en los procesos:

formular conjeturas, usar definiciones y demodtyamalmente.
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Actividad demostrativa

|
l l A 4 ¢

Proceso que conlleva  Argumentar Usar Proceso que coplleva
a una conjetura definiciones a una justificacior
— Visualizar ;
Explicai <

—» Explorar

. Proba <
—» Formular conjeturas
L Verificar Demostrar formalmente |«

Esquema SProcesos relacionados con la actividad demostrativa

En el esquema 6 relacionamos cada uno de los méferiedricos que constituyen el marco
conceptual presentado anteriormente y resaltanswsdaostructos tedricos en los que se
centra la investigacion. La relacion que estableseentre los referentes, la planteamos
ciclicamente, ya que el intentar aportar un mdtepge apoye el curso “Ensefianza y
Aprendizaje de la Geometria” para reflexionar yliaaasobre la practica de un profesor de
geometria conlleva a reconocer que el conocimiéekprofesor fundamenta su practica, la
cual esta relacionada con las interacciones, @ntfesor y los estudiantes, que subyacen
del estudio de una actividad matematica, la a@tvidemostrativa. Y que la reflexion y el
analisis sobre dichos aspectos por parte de Idsgmes en formacién inicial, les aportara
elementos didacticos relacionados con la ensefimamgeometria, que luego constituiran
su conocimiento profesional que fundamentara sctipea
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Conocimieto
profesional del
profesor de
matematicas

Actividad
demostrativa:
Conjeturar Préctica profesional
del profesor

Usar definiciones
Demostrar

Actividad

o Interacciones
Matematica

Esquema €Ciclo de analisis de la investigacion.
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CAPITULO 3. DISENO INVESTIGATIVO

La presentacion del disefio investigativo la hemwaslido en dos apartados. En el primero,
se describe el contexto del curso sobre el cuataed la investigacion, y las fuentes de
informacién que se tomaron. En el segundo aparsglojuestran las diferentes fases que

se dieron en el proceso de la investigacion ydaslaboracion de los resultados.

3.1 DESCRIPCION DEL CONTEXTO Y FUENTES DE INFORMACI ON

En este apartado se describe el contexto de l&,ctas la cual se realizo la presente

investigacion, y las fuentes de informacion.
3.1.1 Contexto

Las sesiones de clase que se describen y anabeadesarrollaron con un grupo de 21
estudiantes en un curso de geometria plana, dgrggma de formacion inicial de
profesores de matematicas de la Universidad Pedagddacional, cuya finalidad es
aprender a demostrar, participando colectivamentelae construccion de un sistema
axiomatico. El curso se desarroll6 en 47 sesiosesdas que los estudiantes trabajaron en
parejas, y luego socializaron los resultados obtenidosiemalo un anélisis de ellos, el cual
era guiado por la profesora. Cada grupo teniadispwsicion calculadoras Voyage 200 o
computadores, que tenian instalado el softwareiGallprograma de geometria dinamica,
que se usoO para explorar, buscando dar respudssatareas propuestas por la profesora,
que llevaban a descubrir relaciones o propiedadéssdobjetos geométricos en estudio. En
ocasiones se us6 un view screen, que permitiaajpee grupo presentara, a la comunidad,
las construcciones que realizaron los estudiamté3ari; también se disponia de un retro-
proyector, para mostrar al grupo las conjeturagpymstas, al momento de leerlas y
analizarlas. El proceso de andlisis de las difeeenbnjeturas propuestas culminaba en el

momento de hacer la demostracion formal de aqugllesran aceptadas por el grupo.

> Como al curso asistian veintitin estudiantes, skosrganizaron en nueve parejas y un trio.
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El reconocer la complejidad del proceso que permaitproduccion de demostraciones
formales, conlleva a Camargo, Perry & Samper (2@&)entificar tres necesidades que
forman parte de un entorno favorable para apresmdemostrar: una de las necesidades son
las normas de la claseentre las que estan valorar y fomentar el cuestimrdo de las
argumentaciones como mecanismo para enriquecerofaprension del contenido
estudiado, usar la demostracion matemética patesalrollo de contenidos, apoyada por la
preparacion previa, y establecer la demostraciémdbcomo mecanismo para aceptar e
incluir un resultado en el sistema axiomatico gqeieanstruiria en el curso. Otra necesidad,
es la utilizaciéon de calculadoras con el softwagegdometria dinamica Cabri Geométre
como recurso para deducir o comprobar hechos geicogty la otra necesidad son las
tareas y situaciones planteadas a los estudiardesz| fin de revisar, consolidar y aplicar
los contenidos en juego y la geometria dindmical gmoceso de la actividad demostrativa.
Respecto a las tareas que se proponen a los edaglidas autoras resaltan que éstas
favorecen la interaccion, pues conllevan a diveasasaciones por parte de los estudiantes
en la busqueda de su solucion y cuando las sokgiobtenidas por los estudiantes son
presentadas a la comunidad, suscitan discusionieslea estudiantes y el profesor en las
que se cuestiona el camino seguido por uno u ombro, para determinar cual o cuales
de las soluciones son validas para la tarea prtpuéslemas, las autoras consideran que la
formulacion de las tareas favorece la actividad atrativa cuando el estudiante pone en
juego sus comprensiones, la forma de abordar uriggma y cémo justificarlo. En relaciéon

a las normas de clase y las interacciones quersegakaltan que éstas pueden estimular o
no la justificacion o la demostracion formal, degiendo si en una clase es suficiente o no
con llegar a la respuesta de una tarea sin llegdasarvar los criterios de su veracidad, o
gue en la clase una de las normas sea que todaestspdebe estar mediada por una

justificacion y por ende por una demostracion fdrmano.

El segundo aspecto se evidencia en el curso, ydaggeometria dinamica jugé un papel
importante en el momento de descubrir y conjethesnthos geométricos que, en algunos
casos, dieron lugar al estudio de elementos tedrro el proceso de construccion del
sistema axiomatico. El uso de la geometria dinanpeemitié a los estudiantes una

exploracion de los objetos geométricos involucragloda busqueda de la solucidon a un
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problema. Dicha exploracion los llevd a descubrilaciones invariantes en las
representaciones construidas y en algunas ocassensonstituyd en un medio para revisar
la validez de aquellas propiedades identificadasialimente en las construcciones. Los
problemas propuestos por la profesora a los esitedi, eran situaciones abiertas que
permitian diversas interpretaciones llevandolosferehtes construcciones. Por ende, las
conjeturas propuestas eran de diferente naturgldesaron al estudio de varios teoremas
y definiciones que constituyeron elementos deksiat axiomatico que se constituyo en la
clase. Entre las definiciones contempladas estaddangulo recto, rectadngulo y altura de
un tridngulo. Tales elementos aportaron a dichatooccion del sistema axiomatico, en la
medida en que eran aceptados colectivamente, cembcaso de las conjeturas que al ser
aceptadas llevaban a realizar una demostraciootn@eale ellas, para institucionalizarlas e
introducirlas como teoremas del sistema axiomarcoonstruccion.

3.1.2 Fuentes

Las principales fuentes de informacion para el isisdlde las interacciones son las
grabaciones de video de las sesiones de clase yakipciones de las mismas. Las
grabaciones de video y una primera version dedasripciones estuvieron a cargo de una
persona del grupo Aprendizaje y Ensefianza de lan€ei@. Dichas transcripciones se
realizaron inmediatamente después de la claseyrd®fliteral, y sin incluir apreciaciones

del transcriptor, ya que este material es usadodif@nentes fines dentro del grupo de

investigacion. Para nuestra investigacion se jbalracialmente con las trascripciones

hechas por el grupo, pero a medida que se avanebestudio éstas se fueron corrigiendo
y perfeccionando, buscando que fueran fieles a sadale las intervenciones, asegurando
asi, que los fragmentos de transcripcién que sestnaueen el analisis, sean copia fiel de

las intervenciones de la profesora y de los estiesa

3.2 DESCRIPCION METODOLOGICA

El andlisis realizado en la investigacion, es ge tiualitativo, centrado en la descripcion e
interpretacion de las interacciones que se gestama epractica de una profesora de

matematicas, cuando intenta favorecer la activitadostrativa en geometria. Para abordar

40



el estudio se tom6 como unidad de analisis episod@la clase de geometria plana, en
donde se puede observar las interacciones anaizBtaroceso de analisis y elaboracion
del material, resultado de la presente investigaaé llevo a cabo en 7 fases, las cuales no
se desarrollaron de forma secuencial, ya que adaejlie se iba avanzando en el trabajo,
se trabajaba en dos o tres fases al mismo tiemponfnuacion describimos cada una de

las fases.
3.2.1 Fase1Seleccion del material

La primera seleccion del material se realizé aipdd los videos de las 47 sesiones de
clase. Estos se revisaron uno a uno identificandoepisodios en los que se observaran
interacciones entre la profesora y el grupo dedesttes, descartando asi todos aquellos
episodios en los que los estudiantes discutiarasgjgs a partir de un problema propuesto
y aquellos en los que se observaban mondlogos geofasora haciendo aclaraciones o
corrigiendo evaluaciones en el tablero. Los ep@odeleccionados se clasificaron a partir
de cuatro procesos relacionados con la actividaxodtativa, de los cuales tres fueron
sugeridos por el grupo de investigacion Aprendigdissefianza de la Geometria, que son:
conjeturar, demostrar, y hacer construcciones iaved; y un cuarto se incluyo al observar
que el uso de definiciones influia notoriamentdaeactividad demostrativa. La seleccion
de estos procesos nos llevo descartar aquellosdépisque no eran especificos de los
procesos mencionados. A medida que se iban setermo los episodios se elaboré una
tabla (ejemplificada en la Tabla 2) que facilit@dbzar el episodio de clase entre los
diferentes videos (codificando el DVD, la fecha lyepisodio de clase). En la tabla
establecimos el proceso de la actividad demos#ratibordado en el episodio y una
descripcién de éste. Por ejemplo, en el episodienibstraciénSi un cuadrilatero es
paralelogramo entonces sus diagonales se biseaspués de encontrar los datos del
video se establecié el proceso “Demostrar” comoebhque caracteriza el episodio y se
describié de forma general los sucesos que serdiéma en el episodio de acuerdo con el

proceso abordada.
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Episodio N. de | Fecha Segmento Proceso Descripcién
CD
Teorema de la 50 Mayo 4 V1-V2-V3 Demostrar Se demuestra el teorema de
charnela 7:44 y hacer la Charnela recurriendo a |a
construcciones| construccién de rayos,
auxiliares bisectrices, localizacion de
puntos, construccion de
angulos.
Demostraciorsi 60 Mayo V2 00:30 - Demostrar Dada la conjeturaSi* un
un cuadrilatero es 28 V3 05:32 cuadrilatero es
paralelogramo paralelogramo entonces sus
entonces sus diagonales de bisecan.5e
diagonales de procede a la demostracion
bisecan. luego de ser aceptada por|el
grupo.

Tabla 2 Ejemplo de la seleccién de Episodios
3.2.2 Fase II: Primer ejercicio de codificacion

Un primer ejercicio de analisis y codificacion, #evé a cabo con el Episodio
“Demostracion:Si un cuadrilatero es paralelogramo entonces sagahales se bisecgn
descrito en la Tabla 2, del proceso de demostiste &pisodio se selecciond al observar
que se podia obtener un rico analisis de las tteEnaes que se daban en el aula y que
evidenciaba el trabajo que lleva la produccion aola de una demostracion. Para esta
primera codificacion se usé la primera correcciénaltranscripcion inicial del episodjo
que fue confrontada con el video. La codificacidbre dicha transcripcion se realizé linea
a linea identificando principalmente aspectos dgektion del profesor, ya que inicialmente
se pensaba analizar la interaccion y la gestionpgumitia esta interaccion; para ello, nos
basamos en los codigoseforzar, invitar, dar pistas, modelar, parafraseapedir
explicacion, modelar demostraciones y evaluar ideaspuestos por Towers (Citado por
Sinclair, 2003) y Dindyl, Martin, Soucy, y Wallagg005). Sin embargo, como estos

codigos no encerraban todas las acciones de gegti®robservamos, surgieron nuevas

® Entendemos por episodio el grueso de la clase gueese aborda una situacién particular y por feaym
un trozo de episodio en el que se observa unaatién particular
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acciones como:buscar justificacion, complementar ideas, razomamu deductivo,

justificar e impulsar ideas.

Como herramienta de apoyo en el proceso de laicadién usamos el programa Atlas.Ti
La transcripcion del episodi®emostracionSi un cuadrilatero es paralelogramo entonces
sus diagonales de bisecagrse constituyo en el primer documento primariopdegrama, y

se alimenté con el conjunto de cédigos, mencioramteriormente. En la Imagen 1 se
observa la primera codificacion hecha por medioptebgrama Atlas Ti. En la pantalla
central se encuentra la transcripcion del fragmantaizado, con la numeracién de cada
una de las lineas o intervenciones; en la partecarse muestran los codigos que se
asignaron a cada una de las intervenciones reafzaat la profesora, el cual relaciona con

un corchete la intervencion y el codigo.

# backup of backup of Andlisis video clips - ATLAS.ti

File Edit Documents GQuokations Codes Memos Metworks Wiews Tools Extras  Windows Help

X-BEd E#sA = @->» &a-Yy

| A B v A & E £ = =
! p-Dacs E] 'P 4: Dem Siun &) © Quates ;4:6 P: 50, hay V Codes Razonamiento ¢ % Mermias v
L~ [601 DEMOSTRACION “SIUN CUADRILATERO ES PARALELOGRAMO ~
= ENTONCES LAS DIAGONALES SE BISECAN”
> |ooz
ooz
0 |oog P:Pues ABCD hay que nombratlo o sino jeodmo vamos a definitla? ]ﬁ Invitar
oz (D05 Leonardo: Tenemos el cuadrildtero ABCD. Entonces trazamos las diagonales.
_> |oosf| Pasi
& [oo7 Leonardo: Entonces, por éngulos alternos internos entre paralelas .. el déngulo. .
ELe] éste... es congruents con..
ooe P: 5i Vamos a hacer una cosa Leonardn. Vamos a escribir todos los pasos. Todns €3 Invitar §3 Modelar demostraciones
R"' log pasos. Entonces, primer paso, ABCD es paralelogramo. Cuadsildtero...
cuadtildtero ponemos v, ..
® oog Nataly: El simbolo. [Leonardo eseribe: 1 0 4BCD es paralelograma]
v o1 P: ABCD es paralelogramo.
11 Fran: Paralelogramo.
99 P:Entonces, jqué sabhes? ]ﬁ Razonamiento deductivo
:_'EEE 01| Leonardo: Tengo que decit: sean las diagonales jno? [Esctibe: 2. Sean Acy DB jas
diagonales] SBean AC ¥ BD... [Luego escrihe: 3 LCADLZCADES 2 REALHCA 1
‘3 014 || P:¥ ED, las diagonales. CAD con... jEstdn de acuerdo gue ese seria el tercer paso ]ﬁ Evaluar ideas
T en esa demostracion?
015 | Bedm: Bon altemos internos.
015 || Nataly: Lo pritero gque... aprovechar la definicion de paralelograma.
017 P50 hay que aprovechar. O sea que joudl es el paso anterior? - ]ﬁ Razonamiento deductiva
i .. 4
Saved as: Ci\Documents and SettingshpilariEscritariat PILT|MAESTRIAPROYECTO DE TESIS\Andlisis de videoshANALISIS | backuy ﬁ' &MSL CPi 0 12:47

Imagen 1 Codificacion en Atlas Ti

7 Atlas Ti es un programa para investigacién cualiad de andlisis cualitativo de datos, en dongartr de

una base de datos documentales, sin importar ém&®h de los mismos, se puede caracterizar ificias
segmentos de texto a analizar, y tejer relacionge ellos. Cada documento que se introduce abest& de
datos, se denomina documento primario, los cual@sa una numeracion dependiendo el orden en que se
introducen.
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A partir de sucesivas revisiones de la codificaciaservamos que al centrarnos en la
identificacion de acciones que ejemplificaban Iastiga de la profesora no estdbamos
dando cuenta de la interaccion que surgia a petella, por lo que no dejaban ver un
panorama amplio de la practica del profesor eruelaptuviera involucrado el estudiante,
sujeto importante en el desarrollo de la clasea B#tiacion nos llevd a reformular los

codigos dando mas relevancia a rutinas de inténacgue a la gestion por si misma.

Surgieron los siguientes codigosstudiante pregunta — profesor cuestiona, estudiant
pregunta — profesor respondg,regulacion del lenguajePero estos cddigos describian
acciones de interaccion de cualquier clase de nddigas, e incluso de una clase de
cualquier area. Por ejempdstudiante pregunta — profesora resporgeun patron que se

puede observar en diversas clases, sin importasignatura. Agrupamos estos codigos
bajo una categoria que se denonged&tion comunicativg nos concentramos en buscar la
manera de sacar a relucir aspectos especificas gidiuccion de una demostracion, pues
aunque ya existia un codigo asociado a ella (Raz@méo deductivo), éste era bastante
amplio, y encerraba casi todo lo relacionado copreteso de demostrar. Este codigo se
eliming, y generamos tres nuevos codigos con lescquacterizamos el tipo de interaccion
que se realizaba entre profesora y estudiantesoddat esta actividad, dependiendo del

razonamiento que se hace. Dicha codificacion seritien en la Tabla 3.

CODIGO DESCRIPCION

Técnica | razonamiento deductivo A partir de una afirmacién que ha hecho un estteiana profesora, en
medio de una demostracién, se indaga sobre laslusioes que se

pueden derivar de ahi, o por un paso a seguir.

114

Técnica Il razonamiento deductivo Cuando al reconocer una conclusion, que es page elael desarrollo d
la demostracion, la profesora indaga sobre eleraeatgométicos que
permiten llegar a la conclusién; y asi logra latipgracion de los
estudiantes. O cuando al justificar un paso qukasatroducido en una
demostracion se evoca el paso 0 pasos, que peoniteeducir estd

conclusion.

Técnica lll razonamiento deductivo A partir de una afirmacién dada, la profesora v @studiante indaga p
corrige, pues no se cuenta con los elementos mexegmra concluir Ig

afirmacion.

Tabla 3.Clasificacion del razonamiento deductivo.
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3.2.3 Fase It Reduccién del material

Luego del primer ejercicio de codificacion, seleoeéimos dos episodios mas del proceso
de demostrar bajo los mismos parametros con gselsecioné el primer episodio. Como
el primer episodio correspondia a una clase dé¢ dimaemestre, escogimos uno de inicio
del semestre y otro intermedio pues inicialmentesamos en mostrar la evolucion de las
interacciones. Sin embargo, este analisis se désalarevisar los videos de la clase y ver
qgue no habia indicios de un cambio notorio del tpanteraccion que se gestaban a traves

del tiempo.

Por otro lado, la evaluacion del primer ejerciceoabdificacion nos mostré que el tiempo
que debiamos dedicar al andlisis de cada uno deplesdios de clase era extenso, por lo
que decidimos trabajar solo en tres de los cuatoesos de la actividad demostrativa que
habiamos seleccionado. Descartamos los episodasomados con el proceso de hacer
construcciones auxiliares, por ser el proceso qumos riqueza presentaba en las

interacciones relacionadas con la actividad deraibadr,

Luego de tener seleccionados los tres episodigespmndientes al proceso de demostrar,
escogimos episodios correspondientes al procesasde definiciones. De los nueve
episodios de este proceso, que habiamos obsermaldoseleccion del material (Fase ),
empezamos a descartar aquellos en los habia metersenciones de los estudiantes.
Quedaron asi cinco episodios, de los cuales seletios los tres que consideramos mas
significativos en términos de las interacciones gaepresentaban. Un proceso similar
seguimos para la seleccion de los episodios azanalel proceso de conjeturar. Quedaron
asi nueve episodios de clag@abla 4) a analizar, siendo éstos representatil® las

interacciones asociadas a los tres procesosaago tlel curso.

Demostrar Definir Conjeturar

Dos angulos opuestos por el vértice s$drectangulo Triangulo Isosceles
congruentes.

¥ Los nombres que se le dieron a cada uno de losdépss surgieron a partir del objeto geométricbajado,
para el caso de usar definiciones y conjeturaa Blade demostrar, se cita el teorema demostrado.
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Si  un cuadrilatero es paralelograrn%n ulo recto Bisectriz
entonces sus diagonales de bisecan. 9
Un segmento tiene mas de dos puntos. Altura déangtilo Suma minima

Tabla 4 Episodios seleccionados para cada proceso.

3.2.4 Fase IV: Segundo ejercicio de codificacion

Al tiempo que se realizaba el analisis de cada dedos episodios seleccionados y se
escribia el informe descriptivo-interpretativo e@spondiente (proceso que se describira en
la siguiente fase), fuimos modificando la codifiéaccon la idea de buscar cddigos propios
de la interaccion en el aula caracterizados pact&idad demostrativa, especificamente de

los procesos: demostrar, usar definiciones y corget

Luego de la primera codificacion del primer episodel proceso de demostrar y al mirar
los otros dos episodios de clase surgieron nuewvdsgas propios de ésta. Ademas,
separamos en dos el codigécnica Il de razonamiento deductigmedando asi un total de
seis codigos para este proceso. Los nombres datrius dos codigos (Técnica | y Il de
razonamiento deductivo) del proceso de usar deawsies, que habian surgido en el
primer ejercicio de codificacion, se modificarorsbando que éstos estuvieran asociados a
su descripcion y con las interacciones que reptalsan, parametro que se trazé para
determinar nuevos cbdigos; se reviso la redacadtodos, buscando mayor claridad en la
descripcién de la interaccion. Asi, el cédigécnica | de razonamiento deductige
remplazé porPasos a seguir; Técnica Il de razonamiento dedacti® reemplazé por
Busqueda de antecedente posiglePasos soporte de justificacidly, Técnica Il de
razonamiento deductivpor Requerimiento incompletos de justificacidwos seis cédigos

del proceso de usar demostraciones quedaron defiail:

cODIGO DEFINICION

-

Requerimiento de En el desarrollo de una demostracion, ante unmafidn dada por u
estudiante, la profesora u otro estudiante, pide justificacion

justificacion . . .
J correspondiente, avanzando en el discurso deductivo
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En el desarrollo de una demostracién, el no teosfificacion (ni
.. | profesora, ni estudiantes), dentro del sistemanaiiico construido, &
BUsqueda de justificacion yna afirmacion que se considera relevante, confideaintroduccion de
un nuevo elemento al sistema axioméatico. La proéegpoopicia ung
genuina construccién colectiva de la demostracion.

Pasos a seguir Cuando en el desarrollo de la demostracion, seaiciiga, buscando que
paso sigue a partir de lo que se tiene.

eLuego de prever o anticipar una conclusién, que@aso clave en €l
desarrollo de la demostracion, se identifican efdow del sistema
posibles axiomatico, que aun no estan presentes en la dexvidst, que podrian
llevar a la conclusion.

Busqueda de antecedent

Pasos soporte deAl justificar un paso que se ha introducido en walemnostracion, se
menciona el paso o0 pasos anteriores, que pernmtieleducir la

Justificacion conclusién, para hacer explicitos aspectos detfaotsra deductiva.

Requerimientos

D

) Cuando se concluye con base en una justificacida dee no se tien
incompletos de todas las condiciones del antecedente de ésta,issatel por los
justificacion requisitos faltantes.

Tabla 5.Cédigos del proceso de usar demostraciones

En el momento en que se inicid el analisis de pasoelios seleccionados para el proceso de
usar definiciones, buscamos interacciones que deenam clasificar bajo los cédigos ya
descritos; esto no fue del todo posible, ya que s@ pudieron clasificar algunas
interacciones bajo los codigos generales de ladgesbmunicativa. Como estos codigos no
daban cuenta de todas las interacciones, pues imbiacciones propias del proceso de
usar definiciones, definimos codigos especificas gate proceso, quedando seis codigos,

los cuales se definen en la Tabla 6.

CcODIGO DEFINICION
Blusqueda de propiedadeps profesora pide a los estudiantes que enunciardafinicion y
definicion se genera una conversacion que lleva a expligtaptopiedade

que deben incluirse en su formulac

Institucionalizacion La profesora permite e impulsa la participacioricdeestudiante
en la institucionalizacién de un enunci

Busqueda de definicion econémichuego de haber analizado la equivalencia entrenidednes, le
profesora y losestudiantes estudian qué exige cada una de las
definiciones para escoger la menos exigente y coente para €
sistema axiomatic.
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Implicaciones entre definiciones

Dada una definicion se revisan las condiciones mgrenitieron
llegar a ella, establiendo wuna nueva definicion, con [la
finalidad de determinar informalmente si las dmos definiciones
del mismo objeto o si definen diferentes objetosiia definicion
implica la otra)

Reconocimiento de

componentes de una definicion

lofn el proces de demostrar la equivalencia entre dos definicp

la profesora guia la demostracion con el fin delgaeestudiante
reconozcan de una definicion, los objetos geonuirimresente
en la definicion y las relaciones que estableceailos

Proponer definicion

La profesora pide a los estudiantes enunciar ufiaidén y se
genera una conversaciéon que lleva a estudiar oglesi de
implicacién entre ella

Tabla 6 Cédigos del proceso de usar definiciones

Una situacién similar ocurrié en el andlisis dedgaso de conjeturar, en la que luego de
aceptar que no todas las interacciones se podiaaruiajo los mismos codigos, fuimos

proponiendo nuevos codigos, a medida que haciahapgikisis. En total, en esta categoria,

quedaron cinco cadigos definidos como se presenta Eabla 7.

CcODIGO

DEFINICION

Representacion y conjetura

La profesora y los ésttes estudian la conjetura a la luz
de la construccion, para determinar si la represém
obtenida es un ejemplo claro de la conjetura qdersaula.

Correspondencia conjetura

construccion

-Se estudia si el antecedente corresponde a lagaxdsticas
con las que se realiza la construccion, o las guebtigan
por arrastre, y si el consecuente corresponde a
caracteristicas geométricas encontradas.

Revisién de enunciado

La profesora impulsa la revision de las propiedages
estan presentes en una conjetura, con la finalidad
identificar y explicitar si sobran propiedades seideben en
caso de gque hagan falta.

Validacioén de conjeturas

La profesora o algin estudiante promueven la basgde
pasos basicos de la demostracién que permite estabia
validez de la conjetura.

Conjeturas implicacion

La profesora presenta lagetoras de los estudiantes de
acuerdo con los requerimientos o caracteristica® (op
llevado y clasificado previamente para que unaetarg no
desmerite el estudio de otras, sino valorarlas sfoda
conllevando al estudio de las mismas en términodasle
implicaciones entre ellas y su validez.

Tabla 7 Cédigos del proceso de conjeturar
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3.2.5 Fase V: Codificacion final

Dos aspectos nos inquietaban en el proceso dedificagion: que los cddigos fueran
reflejo de la interaccion que se estaba analizgmglee efectivamente dieran cuenta de una
interaccion y no de una accion individual de lafggora o del algun estudiante. Por esto,
recurrimos a disefiar una tabla de dos columnalst primera ubicamos la transcripcion de
los fragmentos que constituian cada episodio,sgtpinda, cada uno de los codigos que le
habiamos asignado. Si no veiamos suficiente camelgmcia entre el fragmento y el
codigo, corregiamos y mejorabamos la definicionadeligo y el nombre, de tal manera
que el codigo diera cuenta de la interaccibn que describia. A continuacion
ejemplificamos parte de la tabla de andlisis qadizamos para el episod@efinicion de
angulo recto(Tabla 8) En ella se presenta un fragmento del episodio corespectivo

codiga

Profesora: | Entonces... Entonces, German, ¢cual es la defind@d@mngulo recto?

. . Equivalencia
Varios: Un angulo es recto... q
entre
Profesora: | [...] definiciones:
. . . . . . Dada unal
German: Un angulo es recto...Un &ngulo es recto si su meed80 [la profesora escribe eso vy I%efinici()n se
antepone D1] revisan las
. . . ' . - . ondiciones que€
Profesora: | Bueno. ¢ Si? Pero miren que cuando nos dio al §megenta, ¢ qué condiciones temamos"germitieron q
Que los rayos. llegar a ella,
. . - estableciendo
Ignacio: ¢ Qué condiciones?
una nueva
Profesora: | Que los rayos pertenezcan a la misma recta. definicion, con
Ignacio: Tiene... Son dos &ngulos que forman par lineal la_finalidad - de
9 ’ 9 q P » YSUe. . determinar
Profesora: | Congruentes. informalmente si
. . . ) . L . las dos son
Varios: Si. Forman par linea} son congruentes. Entonces, ¢podria yo definir a&dt Un angulg

definiciones del
Profesora: | [escribe eso como D2] es recto si forma par liweal otro &ngulo congruente a él. ¢Podrfaismo objeto o

. . . i definen
? 5
yo definir angulo recto asi? Son dos posibilidadedna que ustedes conocen de d?ﬁferentes
tiemposa... ¢si? Y otra que estoy inventdndome usando IchiueeDario con la tarea queobjetos (si  ung
definicion

yo le puse. Pero, no sé si son la misma. Si sy elgfiniendo... Si son dos definiciones para__ .

implica la otra).
el mismo objeto, o si estoy definiendo cosas disin
O sea...necesariamente... O sea... las definiciones soo.son iguales. Una se hate
mencién a un angulo y en la otra hace mencidénpautineal. [...]
Si yo quiero tener estas dos definiciones, tergireamostrar que son equivalentes. Es decir,

German: que dada una, se puede demostrar la otra y viavers

Tabla 8.Ejemplo de la tabla de correspondencia entreajfnento y el codigo
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Luego de redactar de nuevo la definicion de cadlgodoy cambiar los nombres que
consideramos necesarios, obtuvimos un conjuntoddeg@s que agrupamos bajo cuatro
categorias, tres de ellas asociadas a la actiddatbstrativa, y una propia de la gestion
comunicativa. Esta Ultima se puede observar ers atesses de matematicas, que no estén
vinculadas directamente con esta actividad matemdBEn la Tabla 9 presentamos cada
una de las categorias con sus correspondientegosothis cuales se definen y ejemplifican

en el capitulo de analisis.

Categoria gestion Categoria demostracion | Categoria usar definiciones | Categorias conjeturacion

comunicativa

Estudiante pregunta - Requerimiento de Busqueda de propiedades —| Correspondencia conjetura
profesor cuestiona. justificacion. definicion. — construccion.

Estudiante pregunta — | BlUsqueda de justificacién. | Institucionalizacion. Presentacion de conjeturas.
profesor responde. Pasos a seguir. Busqueda de definicién Revision del enunciado.
Dar pistas. Busqueda de antecedentes econdmica. Validacion de conjeturas.
Impulsar ideas. posibles. Equivalencia entre Verificaciobn geométrica de
Estudiante da ideas — Pasos soporte de definiciones. conjeturas.

profesora traduce. justificacion. Reconocimiento de los

Regulacién del lenguaje.| Requisitos incompletos de | componentes de una
Complemento de ideas. | justificacion. definicion.

Proponer definicion.

Tabla 9 Codificacion final

3.2.6 Fase VI: Elaboracién de los informes descripto-interpretativos

Para la sintesis de los episodios de clase y oelaion del material de apoyo para el
curso “Ensefianza y Aprendizaje de la Geometriaatoos ideas de la técnica de “vifietas”
y diseflamos un informe que hemos denominado “irdadescriptivo-interpretativo”, en el

que el investigador reconstruye la clase e intedee que sucede en el aula, relacionado
con aspectos de la practica del profesor. El inbod@scriptivo-interpretativo se compone
de informacion general obtenida de datos de laidgestiel profesor, tales como

transcripciones de las secciones de clase corspaativo analisis, los videos de las clases

y la descripcion de los segmentos de ensefianza.
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Un primer intento de elaboracion de informes desen-interpretativos se llevd a cabo
con el episodio: “Demostracié®si un cuadrilatero es paralelogramo entonces sus
diagonales de bisecan”Para la elaboracion de ésta se realiz6 una deixtripc
contextualizacion general de la clase, una dedoéripde lo que el lector encontraria en el
informe descriptivo-interpretativo, y se citdé cada de los codigos usados en el episodio.
Se describié el fragmento que ejemplificaba caddigo) se puso la trascripcion del
fragmento, y por ultimo se interpreté cada fragmeatde acuerdo con su respectivo cédigo.
Al leer y revisar este primer informe descriptividerpretativo, observamos que escrito de
esta forma se perdia el orden cronoldgico y paioténidea global de la clase analizada.
Por esta razdon, decidimos reescribir el informe cgsvo-interpretativo en orden
cronoldgico, ya no separado por los cddigos quactanizaban el episodio, sino por cada
uno de los fragmentos, que aunque no eran congesugermitian observar la idea global
de la clase. Quedd asi un nuevo informe descrititepretativo con la descripcion de la
clase, los fragmentos numerados uno a uno, suig@ser, trascripcion, interpretacion y
analisis bajo el codigo o cdédigos, que se ejencplifan. Este informe descriptivo-
interpretativo fue objeto de varias modificaciopes la recodificacion y el tipo de andlisis

que se hacia, a partir de cada codificacion.

La reelaboracion y lectura del primer informe dggo-interpretativo nos llevd a
identificar la estructura de los informes descvipiinterpretativos a elaborar y el contenido
que debia incluirse en cada uno de éstos. Contmai@®spués con la elaboracion de los
otros dos informes descriptivo-interpretativos gebceso de demostrar. Luego de
establecer la definicion de cada uno de los codpgoa cada categoria, se procedié a
disefar los otros seis informes descriptivo-intetgiivos, correspondientes a las acciones
de definir y conjeturar, siguiendo la estructuealas informes descriptivo-interpretativos
ya elaborados. Estos informes descriptivo-integtingds fueron corregidos en varias
oportunidades, ampliando la introduccion de logrfrantos que constituian el episodio y
mejorando el andlisis correspondiente. En el repde investigacion presentamos el
informe descriptivo-interpretativo “Demostracion | deorema: Si un cuadrilatero es
paralelogramo, entonces las diagonales se bisgdas demas informes constituyen el

anexo 1.
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3.2.7 Fase VII: Edicion de videos-clips

Al tener como finalidad una reflexion sobre la pice; se editaron video-clips, que son
pequefios fragmentos de clase, en los que se eldenractica de un profesor de
matematicas, puntualizando en fragmentos de vidmoslos que se observa las
interacciones que se gestan en la clase. Paraledlgo de seleccionar los segmentos de
clase a analizar, y corregir sus respectivas trgtsones, se recurrié al programa Movie
Maker. Para la edicion de cada video se cortarersé@mentos que harian parte de los
video-clips, y se quitaron trozos que no aportabfsrmacion para los analisis. Luego de
tener seleccionada la seccion de clase que comsgiepisodio a analizar, dimos un titulo
a cada video-clip, dependiendo la actividad deratig&r que deseabamos mostrar y el
objeto matematico de estudio para la sesion. Pempmp ‘Definicibn altura de un
triangulo’ (ver Imagen 2).

DEFINICION

"ALTURA DE UN

TRIANGULO"

Imagen 2 Presentacion de video-clip

En el momento de revisar el material editado, afaseos que el audio, en algunas partes
de los video-clips, no era el mas 6ptimo por lo seeecididé sub-titular cada video-clip, a
partir de las transcripciones realizadas, buscansola informacion que se presenta en

cada uno fuera clara y precisa.
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ﬁﬁler}. 3 cosa que es muy

Interesante

Imagen 3 Ejemplo de sub-titulos

Por dltimo, al tener los nueve video-clips editadesprocedié a organizar el CD de la
presentacién, en donde los videos se agruparomdiemelo el proceso de la actividad

demostrativa mostrada.

En resumen, el proceso de andlisis de las intenaesique se gestan en la practica de la
profesora y sintesis de éste, dio como resultadevenwideo-clips y nueve informes
descriptivo-interpretativos, que  apoyaran el @utEnsefianza y Aprendizaje de la

Geometria”.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS DATOS

En este capitulo se describen cada uno de losa®dige surgieron al tratar de caracterizar
los diferentes patrones de interaccion de los nepisodios de clase seleccionados, y que
fueron recurrentes durante el curso de geometizaphdemas, se ejemplifica cada codigo

por medio de un fragmento que va acompafado despectivo analisis.

Hemos agrupado los patrones en cuatro categoriasmigadas: demostrar, usar
definiciones, conjeturay gestion comunicativaps tres primeros corresponden a procesos
de la actividad demostrativa. En la categaléanostrarhemos agrupado seis codigos de
interacciones, asociados a la accion de produt@éctteamente una demostracion; dichos
codigos sonrequerimiento de justificacién, busqueda de jusdifion, pasos a seguir,
busqueda de antecedentes posibles, pasos sopgustifieaciony requisitos incompletos
de justificacion.La categoriausar definicionedncluye seis codigos relacionados con la
institucionalizacion de enunciados, que permiteriuin al sistema axiomatico un objeto
geométrico; éstos sonbusqueda de propiedades — definicion, institucizaaion,
busqueda de definicidbn econémica, implicacién ed#&gniciones, reconocimiento de los
componentes de una definicion, proponer definicldncategoriaonjeturar, incluye los
codigos asociados al estudio de enunciados prapu@str los estudiantes, que se han
obtenido a partir de la exploracion de casos pdates que surgen al tratar de dar solucion
a un problema planteado por la profesora; dichdgyod soncorrespondencia conjetura —
construcciéon, presentacion de conjeturasyevision del enunciado, validacion de
conjeturas, verificacion geométrica de conjetur&salmente, la categoria denominada
gestion comunicativéa conforman cédigos que dan cuenta de interacginneespecificas
de la actividad demostrativa, dichos codigos smmmplemento de ideas, dar pistas,
estudiante da ideas — profesora traduce, estudigmegunta — profesor cuestiona,

estudiante pregunta — profesor responde, impulesasdregulacion del lenguaje.

La codificacion se llevo a cabo sobre las transwiges de las clases donde extrajimos los

fragmentos que ejemplifican las interacciones queaacterizan con los codigos. Para
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ubicacion del lector se presenta la Tabla 10, glaeziona la transcripcion de cada episodio
de clase con el nimero que se le ha asignado ahdoto en el programa Atlas Ti. Este

permite identificar a qué episodio corresponde deatgmento con el que se ejemplifica el

codigo.
Episodio Numerac-ién- ’de la
transcripcion

Si un cuadrilatero es paralelogramo entonces &godiales se bisecan P1
Si dos angulos son opuestos por el vértice, ensosme congruentes P2
Un segmento tiene mas de dos puntos P3
Angulo recto P4
Rectangulo P5
Altura de un tridngulo P6
Bisectriz P7
Tridngulo is6sceles P8
Suma Minima P9

Tabla 10.Relacién episodio con documento primario

4.1 CATEGORIA DEMOSTRAR

A continuacion hacemos una descripcion de los o©o&digsados para analizar las

interacciones que integran la categoria demosfa, acompafiamos con ejemplos. Es
importante aclarar, que aunque solamente ejengoiifis cada codigo con un fragmento de
clase, las interacciones son recurrentes en eépoode demostrar; en algunos episodios de

clase el uso de un cédigo se puede observar masadeez.
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Busqueda de antecedentes posiblEste codigo recoge aquellas interacciones en las qu
luego de prever o anticipar una conclusion, queas clave en el desarrollo de una
demostracion, la profesora y los estudiantes ifiesui enunciados del sistema axiomatico,

que aun no estan presentes en la demostraciore payirian llevar a la conclusion. Esta

interaccion es importante en el proceso de realinardemostracion, ya que para llegar a
una conclusién se requiere poder determinar quiniciehes, teoremas, postulados u

objetos geométricos se deben incluir y encadenar.

Ejemplo

En el proceso de demostrar que un segmento tiesedendos puntos, se lleva a cabo una
lluvia de ideas acerca de posibles justificacioges determinen una ruta que permitan
dicha demostracion.

39 P: [...] TG [Daniel] me tienes que decir que exisentre..., td tienes que convencerme que

existe un r [namero] real.

40 Ignacio:  Entre los dos... puntos A, B.

41 P Si. Tal que x menor que r menor que y ¢ Esm@se queremos?

42  Daniel: Si.

43 P: Ahorita.

44  Anibal: A lo que tenemos que llegar.

45 P: ¢ Y ustedes saben de alguno que podamos aisqgaresta entre los otros dos?

46 Ignacio:  Por eso, punto medio.

47 Maria: Si, X mas y sobre dos.
48 P ¢Punto medio? Punto medio es un objeto geiomét jy yo estoy hablando de nimeros!
49 Maria: X mas y sobre dos.

50 Germéan: Ah... bueno, pues entonces x mas y saiste d
51 P X mas y sobre dos.
52 Ignacio:  La coordenada del punto medio.
53 P Entonces sabemos que x es menor que x médigsnmenor que y [escribe: x < (X + y)/2
<y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teodanas reales, [...]
[P3 39-53]

En la primera parte de este fragmento se obsemaligousion colectiva entre la profesora
y los estudiantes, en la que de comun acuerdondiei@n que la conclusion a la que deben

llegar en uno de los pasos claves para demosteaumsegmento tiene mas de dos puntos,
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es que existe un numero reantre otros dos numeros reatesy [39 — 44] Esta discusion
es dirigida por la profesora, cuando le dice a Blague la tiene que convencer de que
existe un numero real es complementada por Ignacio, quien reconoce guaimero
debe estar entre las coordenadas de dos puntoguéasonlo mencione los puntos), y se
discute cuando la profesora pregupEso es lo que queremd#a] y Anibal confirma que
esa es la conclusion a la que deben llegar [44&sEdiscusiones, son fundamentales en el
proceso de demostrar y usualmente son dirigidasapprofesora, quien apoya el proceso
de aprender a demostrar, cuando implicitamentelgufarada de los estudiantes y traza el

camino que deben recorrer para lograr dicha meta.

Después de que se ha identificado el consecuentejué queda es determinar el
antecedente o los antecedentes que permiten olatieher consecuente; en otras palabras,
se debe determinar el camino a recorrer para acdazaneta propuesta y poder concluir.
En el ejemplo que hemos propuesto, la profesom@i@eola discusion sobre el antecedente,
con la intervencion que realiza en la linea 45la&bdiscusion generada, en la que participan
varios estudiantes y la profesora, se concluyestinémero que esta entxey es k+y)/2,
namero que es justificado desde un teorema delloeros reales. La decision de usar ese
namero es un paso clave de la demostracion qust&ealesarrollando, y contribuye en la
determinacion de que en una recta existen massipuidos.

En general, en las interacciones, que se caraaepnr la busqueda de antecedentes
posibles, la profesora usa expresiones cdmecesito conseguir... y entonces ¢qué

ingredientes necesito?” “¢...eso es lo que queremg@g?.saben qué me lo puede

asegurar?’, como una manera de abrir la discusién para detarnel antecedente que

conlleva a la conclusion prevista.

Pasos a seguirEste codigo recoge aquellas intervenciones endasigs o mas miembros
de la comunidad interactian buscando el paso que $n una demostracion, con la
finalidad de reconocer y concatenar las justificaes y razones que hasta ese momento se

han incluido en la demostracion, con el paso sigajeque contribuird con el desarrollo de

57



la demostracion. En el proceso de demostracioreesdnte que se pregunte una y otra vez

por el paso o pasos a seguir.

Ejemplo

Para demostrar que las diagonales de un paralelogrse bisecan, la profesora
responsabiliza a Leopoldo de estructurar la demciém. El inicia la demostracion
escribiendo tres afirmaciones que considera soguasonstituyen los tres primeros pasos,
sin tener en cuenta la informacion que se puedacitede la primera afirmacién, por lo

que surge la siguiente interaccion.

05 P: [...] Entonces, primer paso, ABCD es paralelogr. Cuadrilatero... cuadrilatero
ponemos un...

06 Nancy: El simbolo. [Leopoldo escribe:[1. ABCDpesalelogramo]

07 P: ABCD es paralelogramo.

08 Ignacio: Paralelogramo.

09 P: Entonces, ¢ qué sabes?

10 Leopoldo: Tengo que decir: sean las diagonales ¢no? [Es&ils=amC y DB las diagonales] Sean
AC y BD... [Luego escribe: 3£CAD = £BCA]
11 P: Y BD, las diagonales. CAD con... ¢Estan derdcugque ese seria el tercer paso en esa

demostracién?

12 Ignacio: Son alternos internos.

13 Nancy: Lo primero que... aprovechar la definiai@paralelogramo.
14 P: Si, hay que aprovechar. O sea que ¢ cuapas@lnterior?
15 Ignacio: Que son paralelas.

16 P: QueA...

17 Ignacio: Que AB y CD son paralelos.

18 P: ¢, Quiénes son las paralelas?

19 Ignacio:  ABYy DC [Leopoldo cambia el paso 3 porAR | CD yBC || 4D 1.

[P1 5-19]
En este fragmento, como en los otros que dan cuwigltanismo tipo de interaccion,
observamos que hay un conjunto de afirmaciones zpnes que dan inicio a una

demostracion o que estructuran una primera partendalemostracion, y que son la base

para la determinacion de los pasos a seguir. Arietlo que se tiene y de lo que se va a
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demostrar se buscan una serie de afirmacionesopeazjue se encadenan en pasos, para
concluir la demostracion. En la busqueda de pasodiesan a cabo conversaciones
mediadas por la profesora en las que los estudiaigeuten sobre los pasos que se deben
incluir en la demostracion y la secuencia de losmmos, para acordar con exactitud la
afirmacién que va a constituir el paso a inclubteetal forma que siga a los que ya se han
incluido. En el ejemplo que proponemos, se cueottael primer paso de la demostracion
[6], que se refiere a parte de la afirmacion dastacuadrilatero es paralelogramalel
teorema a demostrasj un cuadrilatero es paralelogramo entonces laagdnales se
bisecan La intervencion de la profesoraritonces, ¢qué sabes®éva a una afirmacion
por parte de Leopoldo, que ha de incluirse en laodéracion, pero que no se deriva
directamente de los pasos 1y 2, por lo que leeposé media [11] para que los miembros
de la comunidad participen activamente en el dedawle la demostracion. Acuerdan, que
el paso 3 no corresponde a la congruencia de &)gsiloo que en éste paso se debe
explicitar el paralelismo entre los segmentos ojmsede un paralelogramo, para hacer uso
de la definicion de paralelogramo. A partir de sthpuede determinar la congruencia de los

angulos que habia nombrado Leopoldo.

Requerimiento de justificacion:Este cdédigo se usa para interacciones tipicas en el
desarrollo de una demostracion, en las cuales sechado un paso escrito en forma de
afirmacién, pero no se ha recurrido a una definicfgostulado o teorema para justificar
dicha afirmacion. Esta interaccion se basa en wmaunicacion, principalmente entre
profesora y estudiantes, donde usualmente la pmafepide a los estudiantes la
justificacion correspondiente a la afirmacion dddagual es brindada por los estudiantes,
avanzando en el discurso deductivo. Cada vez ep&ds o0 se requiere una justificacion,
ya sea por parte de la profesora o de algun estediae reafirma la norma de justificar
toda afirmacion que se dé en el desarrollo de ummodtracion, desde el sistema

axiomatico construido.

Ejemplo
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En el proceso de demostrar que las diagonales gmralelogramo se bisecan, surge la
necesidad de demostrar que los lados de un pajedelo son congruentes, por lo que se

recurre a la congruencia de triangulos, surgieadiguiente interaccion:
22 P: [...] O sea que angulo, tridngulo DAC congraesttn BCA, ¢De acuerdo?
23 Estudiantes: Si.
24 P: ¢ Por?
25 Estudiante: Lado — angulo...
26 Leopoldo: Angulo - lado - &ngulo. [Escribe: 8B = CD y BC = AD]
27 P: Angulo-lado-angulo. Aja. [...]
[P1 22-27]

En el ejemplo se observa la expresigpor?”, que generalmente es usada por la profesora
cuando requiere una justificacion. Entre otras esipnes usadas con el mismo fin estan
cqué me lo permite?y “¢... qué me lo asegura?Aunque en muchas ocasiones la
profesora no parafrasea la afirmacion que es objetgustificacion, los estudiantes
reconocen la intencion de la profesora, asociatka reorma de justificar y ante dichos
cuestionamientos ellos mencionan la definicibnyee@ o postulado que condujo a la
afirmacion encadenada en la demostracion. Combserva en el ejemplo, la afirmacion
que debe ser justificada es la congruencia entetrdingulos, con la que los estudiantes
estan de acuerdo [22, 23], y que es justificadarrgle uno de los teoremas que establece

congruencia entre triangulos [26, 27].

Pasos soporte de justificacidnLuego de introducir una afirmacion y su respectiva
justificacién en el proceso de demostrar, se maeaciel paso o los pasos que se han
incluido previamente en la demostracion y que pemuieducir la afirmacion o conclusion
establecida. El mencionar dichos pasos permiteicigpl aspectos de la estructura
deductiva y encadenar las nuevas afirmaciones, atpellas que ya se tienen en la

demostracion.

Ejemplo
Al realizar la demostracioan segmento tiene mas de dos purtssestudiantes dan varias
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afirmaciones sin justificarlas, por lo que la pseafiea requiere la justificacion de las
mismas, las cuales son dadas por los estudiambsspasos son soportados desde los pasos

incluidos en la demostracion.

59 Ignacio: El punto C. La coordenada de x, la denada de x mas y sobre dos es la coordenada del
punto C.

60 German: Eso. Si, entonces decimos sea x mawe/ €0s...

61 P: ¢Y qué me lo permite?

62 Ignacio: El postulado de puntos...

63 P: Entonces digo [sigue escribiendo la demdsmicsea...

64 Ignacio: SeaC...

65 P: C el punto [varios le dictan].

66 Ignacio: Coordenadas.

67 Maria: Con coordenadas.

68 P: El punto.

69 Ignacio: Con coordenadas.

70 P: Con coordenada.

71 Ignacio: x masy sobre dos.

72 P x mas y medios [ (x + y)/2], ¢y eso, qué onaskegura?

73 German: Eso me lo asegura el postula... a cadanolmmal le corresponde un (nico punto.

74  Juan: El postulado puntos-recta, el cuatro y el...
75 P: A todo nimero real
76 Juan: El cuatro y el dos.

77 German: Le corresponde un Gnico punto.

78 P: Le corresponde [copia] un punto de la regghj estoy usando qué?
79 Juan: El cuatro y el dos [se refiere a los pdsda demostracion],
80 P: El dos y el cuatro, aunque aqui en el cuaeofaltdé decir una cosa... que éste era, este

namero es un real [(x + y)/2] ¢no? Entonces, dusayro. [...]

[P3 59 - 80]

En este fragmento tanto la profesora como los esttes mencionan los pasos dos y
cuatro, como pasos que conllevan a afirmar queesnis punto con coordenadxsmas y
medios” [72, 79 y 80]. La mencién de los pasos usadosr@gopada por la profesora al

preguntar,y eso, qué me lo asegurgahi estoy usando qué3racias a la Ultima pregunta
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los estudiantes reconocen que la profesora nongietque ellos recurran a los elementos
del sistema axiomatico construido para justifiGarafirmacion, sino que mencionen los
pasos previos que les permiten deducir dicha afiina ella generalmente usa esta
pregunta como una manera de que los estudiantga@v@asos de la demostracion.

El ejemplo que hemos propuesto no solo ejemplifitacodigo pasos soporte de
justificacién sino que también ejemplifica el codigeguerimiento de justificacigrya que

se observa una interaccion en la que los estudignteprofesora acuerdan el paso a seguir
en la demostracion [75 - 72] cuya afirmacion indéuien dicho paso es objeto de
justificacién, cuando la profesora requiere o padenisma [72]. Los estudiantes justifican
la inclusion del paso a partir del postulado cqoeslencia puntos-recta que pertenece al
sistema axioméatico construido hasta ese momento Ipoclase, que establece una

correspondencia entre los puntos de una rectanioeros reales [73 - 77].

Requisitos incompletos de justificacioi este codigo corresponden aquellas interacciones
que se producen en el desarrollo de una demosiraciando se da una afirmacién o
conclusion con base en una justificacion de la muese tiene todas las condiciones del
antecedente de ésta, generando una discusion $mbreequisitos faltantes en los
antecedentes. Estas interacciones, al igual quearésriores, buscan que el tipo de
justificacion que se dé acerca de un hecho matemdtie va a ser introducido al sistema
axiomatico sea de caracter deductivo, por lo quearsaiza si efectivamente en la
demostracion se han incluido todos los requerimgerde un teorema, postulado o

definicidn, para ser usados.
Ejemplo

Luego de encontrar un nimero que esta entre otrmssdrge una interaccion en la que se

busca la correspondencia entre el nUmero y un pienta recta.

53 P: Entonces sabemos ques menor qu& masy medios, menor qug [escribe:x < (X +Y)/2 <
y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teoreniasdeales, bueno, ¢y entonces?

54 Daniel: Por el teorema de ahorita [risas].
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55 Ignacio: El teorema que acabamos de demostrar.

56 Daniel: Ahoratenemos la coordenada. O sea...

57 P: Pero aqui no hay tres puntos y alla yo coatemzon tres puntos.

58 German: No. Pues entonces ahcotra vez aplicamos el...

59 Ignacio: El punto C. La coordenadaxjda coordenada de masy sobre dos es la coordenada del
punto C.

60 German: Eso. Si, entonces decimoskgeasy sobre dos...

61 P: &Y qué me lo permite?

62 Ignacio: El postulado de puntos...

63 P: Entonces digo [sigue escribiendo la demdsmicsea...

64 Ignacio: SeaC...

65 P: C el punto [varios le dictan].

66 Ignacio: Coordenadas.

67 Maria: Con coordenadas.

68 P: El punto.

69 Ignacio: Con coordenadas.

70 P: Con coordenada.

71 Ignacio: x masy sobre dos.

72 P: x masy medios [k +V)/2], [...]

[P3 53-72]

En este fragmento la profesora llama la atenciddaaiel e Ignacio, cuando intentan
justificar el paso a seguir con base en un teomumearequiere la existencia de tres puntos
colineales [57], pues en los pasos incluidos atefaostracion, inicamente han asegurado
la existencia dos puntos. Se produce una conveérsami la que se busca justificar la
existencia de otro punto en la recta; dicho punso garantizado a partir de la
correspondencia con el nimero neahasy medios; es decir, es el punto con coordemnada
masy medios [59 - 72]

Busqueda de justificacionAl igual que los tres codigos anteriores, éste eswagte la
norma de justificar; sin embargo a este codigosseian aquellas interacciones en las que

no hay un elemento del sistema axiomatico congirpata justificar una afirmacion que se
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considera relevante para el desarrollo de la deaw8h. Por eso se introduce un nuevo
elemento al sistema axiomatico, a partir de unauiganconstruccion colectiva de la

demostracion.

Ejemplo

En el proceso de demostrar que las diagonales denmatelogramo se bisecan, surge la
necesidad de demostrar que las diagonales de atelpgramo se intersecan, ya que no

hay un teorema que permita justificar esta afirgraci

37 P: Si, estas tratando de mostrar que las dilmpfde un cuadrilatero] se bisecan. Estas
tratando de demostrar que si el cuadrilatero eganalelogramo, las diagonales se
bisecan.

38 Ignacio: Por eso.

39 Leopoldo:  Si, pero es que no sé como... ¢yo c@woe las diagonales se intersecan?

40 P: iAh! Una pregunta muy buena ¢ Cémo sabemokagutagonales en un paralelogramo se
cortan?

41 Estudiante: Porque el interior del cuadrildesa@onvexo.

42 P ¢Por qué el cuadrilatero es convexo?

[-]

50 Leopoldo: Profe, tenemos que demostrar que talgh@gramo es un cuadrilatero convexo ¢ no?

51 P Tendriamos que demostrar que es un cuadoilé&vexo si queremos usar eso. [Varios
hablan al tiempo sobre el asunto, pero son se @mdprlo que dicen]

52 Germéan: Pero es que... O sea, yo tengo una peegibimplemente no digo que E sea el punto de
interseccién o que E sea el punto de corte deitapdales? Yo asumo... O no asumo,
sino que no... simplemente no tomo esa caracterisiica que hablo por ejemplo de los
otros dos angulos y hago la congruencia entreirsgulos. Entonces, simplemente como
necesito saber que se bisecan, entonces demuestrojfh! pero después si debo
demostrar la interseccidon de las diagonales. [Teda$en]

53 P No pues si. Pero hemos asumido, hemos asumidodenésio que las diagonales
paralelogramo...

54 German: Si se cortan.

55 P O del cuadrilatero se estan cortando. Penm@&®regunta muy importante, ¢ sera que si se

cortan? ¢ Tenemos una forma de demostrar que realmercortan? Es otra cosa que voy
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a dejar en el aire, ¢si?

56 Ignacio: Profe, si se puede.
57 P: ¢, Como demostrar que las diagonales se cortan?
58 Ignacio: Por eso dije que... Por eso yo me ataediecir que el interior del paralelogramo es

convexo. Si, porque... y después seria decir quegehento BD, exceptuando los puntos
B y D esta en el interior de ese paralelogramo.oYnlismo con el segmento AC,
entonces... como todo esta en el interior del... debma todos los segmentos estan en
el interior del paralelogramo, entonces la intersentonces la interseccién también
estaria ahi, pero no sé cémo...

59 P: Pero es que, ¢ quién dijo que se tienen qte 2o

60 German: Pues es que...

61 Estudiante: En el paralelogramo pues da, penaldhr de...

62 P: Si se cortan... si. Pero, ¢si no? Yo pueda @oe segmentos en el interior que no se
corten.

63 German: En el interior de...

64 P: Si, estamos tratando de mostrar.

65 Ignacio: Unicamente en el secante, pero no bagsidad de que se corten.

66 P: [...] Entonces nos queda esa gran interroga&nbteuy bueno que me la hayas recordado.

Vamos a suponer que si, por ahora. Pero nos quedagmostrar eso, porque todo

depende de eso. Es otra cosa que tenemos quesanuien |[...]

[P1 37 - 66]

En este fragmento, Leopoldo se ve limitado paraticoar con el desarrollo de la

demostracion al no tener cOmo justificar que lagainales de un cuadrilatero se intersecan
[39], por lo que la profesora le da relevancia & gsegunta al observar que no se ha
incluido al sistema axiomatico un teorema que éstab dicha relacion, y da espacio para
que los estudiantes den ideas de justificacion, lagpreguntag, COmo sabemos que las

diagonales en un paralelogramo se cortaf@®]; varios estudiantes intervienen en un
intento de justificar la interseccién, y aunque agin momento la profesora dice que
deben asumir dicha relacion [66], los estudiantssstien en justificarla hasta lograrlo. Este

tipo de interacciones se dan con frecuencia erlasecya que en la construccién del
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sistema axiomatico, se presenta siempre la necksidajustificar aspectos que nos

permitan desarrollar dicha construccion.

4.2 CATEGORIA CONJETURAR

A esta categoria pertenecen las interacciones gueasan en el estudio colectivo de
enunciados geométricos planteados por los estediagtie mencionan hechos de los que
se tiene seguridad, a partir de la exploracioniadaca un problema que la profesora ha

propuesto en la clase.

Presentacion de conjeturasEn el proceso de estudiar las conjeturas que perptos
estudiantes, la profesora promueve la presentai@das mismas, ya sea por parte de los
estudiantes o de ella, de acuerdo con los requerios o caracteristicas de cada una,

abriendo paso al estudio de las conjeturas propsiesi los estudiantes.
Ejemplo

Luego de que los estudiantes han tratado de daridolal problemaSe da una recta, dos
puntos P y Q en el mismo semiplano determinaddgpoecta |, determine el punto R [de
la recta I] para el cual la suma de las distancifgBR y QR] es la menor"plantean

conjeturas que son expuestas al grupo.

01 P: [...f Un caso que consideraron ustedes fue ¢ cuél?
02 Maria: [...}°. PusimosaPyaQ,ydespués animamos a Q sobea que quedaran colineales... Q y

P sobre la perpendicular. [por ] Representa algo asi:

03 P: Y ahi... les da... en ese caso.

9 . . s, P ~ .

La profesora le indica a Maria cual caso presentar, de los que ella y su compafiero propusieron.
10 , . ..

Maria repite las condiciones dadas en el problema.

66



04 Maria: Si.

05 P: O sea, un caso era que Q y P estuvieran lsopegpendicular de P a la recta.
06 Maria: Si.
o7 P: Y entonces en ese caso R es...

08 Maria: Res...

09 P: el punto de de interseccion. ¢ Si?

10 Maria: el punto de de interseccion.

11 P: Bueno, gracias. Ese es un caso, ¢si? Otpaasmso de ustedes fue ¢,cuél?

[..]

19 P: Otro caso ¢,si?, otro caso especial. ¢Sita&r&mtonces R. Esto es muy importante. Esto que
estoy mostrandoles es muy importante. Cuando @me tjjue resolver un problema y a veces
como que el problema no sabe como por donde comanza a resolverlo, uno simplifica las
condiciones y empiezan entonces a surgir otrassideatonces una [forma] es: bueno,
imaginémonos que Q esta en la misma recta perpgaditesde P a la redtay entonces R seria
“fulanito”. Otro caso es: imaginémonos que P y @es la misma distancia de la rett&
entonces R es... “fulanito”. Otra posibilidad Hensy.e ¢, qué?

20 Henry: [Pasa Henry al tablero] Tengo la régtdengo el segmento digamos... PQ

21 P Los puntos P y Q.

22  Henry: los puntos P y Q. Entonces, pues... ubiaquier... tengo que ubicar un punto... ubico el
punto R...

23 P: Un punto R.

24 Henry: un punto R, tal que... trazo este segm@R) y éste [segmento QR]. Entonces si... cumplo que

el angulo... que este angulo es congruente corftéate una representacion y sefiala los angulos

25 P ly2...angulos1ly?2

26 Henry: el angulo 1y [el &ngulo] 2 son congrasnentonces la suma de las distancias va a semar.

27 P: Y... Gracias. O sea, él dice: busco a R pagaefjdngulo 1 y [el angulo] 2 sean congruentes. Y
entonces me da ¢Si? [*%.] Pero, el problema con la de ellos es que esonj@tura dinamica.
Es decir, no puedo encontrar a R sino con el coadlout Pero, ¢qué hago cuando estoy con

papel y 14piz? ¢ Cémo hago yo para estar sabieraltarente en qué momento me va a dar que

' Se presenta a la comunidad una construccién sielpropuesta por Henry y su compafiero, qudeegu
de la geometria dinamica.
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esos dos angulos son congruentes?'i..Rero se fijaron en los angulos, lo cual es algy m

interesante; excepto que como les digo con paf@ig, ¢cémo hago? [.*¥Dario y Leopoldo

tienen otra propuesta. [Extiende su mano con etadlar para que Dario pase al tablero].

[P9 1 - 27]

En este fragmento observamos que la profesora gnerla presentacion de conjeturas por
parte de los estudiantes, cuando se dirige a asggmellos para que pasen al tablero [1, 11,
19, 27]. No en todos los episodios que ejemplifiemta accion, se cuenta con la
participacion directa de los estudiantes, ya quenaohas ocasiones la profesora es quien
realiza la presentacion de las conjeturas. Sin sgobda profesora siempre favorece la
presentacion de todas las conjeturas procurandolag@xposicion de una no le quite
sentido a la exposicion de la otra. Como se obsamel ejemplo, primero pide presentar la
conjetura propuesta por Maria y su compariero, ggieondicionaron los puntos P y Q, al
ubicarlos en una misma recta. Otra conjetura ptada exige que para encontrar el punto
R se requiere del uso de la geometria dinamicas peenecesita asegurar la congruencia
entre los angulos 1 y 2 [26]. Finalmente la profaspromueve la presentacion de una
conjetura general, pues abarca los casos anteri@rao condicionar los puntos Py Qy

no requerir el uso de la geometria dinamica cadajue se desee hallar el punto R [27].

Correspondencia conjetura — construccioiste codigo agrupa los fragmentos en los que
se estudia si el antecedente corresponde a laeganies de los objetos dados con las que
se realizé la construccion o las que se impusiporrarrastre en el proceso de exploracion,
y si el consecuente corresponde a las caractedggeométricas encontradas. En este tipo
de interacciones el papel de la profesora es cl@aque es ella quien pide a los estudiantes
que den cuenta del proceso de exploracidon quezaealpara proponer una conjetura,

describiendo la construccién que conllevé a dicbajetura y ademas, es ella quien

promueve la revision de conjeturas a la luz detestruccion.

Ejemplo

12 Melisa pregunta por las condiciones que se le@diarlos puntos P y Q.
13 pasa un estudiante al tablero a presentar un&reotién similar a la de Dario y Leopoldo.

68



Luego de que los estudiantes trataron de dar solwila situacion “¢ Cudl es la relacion
[que existe] entre el tipo de tridngulo y la prajad: dos de sus alturas son congruentes?”

la profesora recoge las conjeturas, las organipagmueve su analisis en la clase.

01 P: [...][la profesora esta observando un resumen queoslacon las construcciones y
conjeturas realizadas por Igrupos] Quiero que el grupo C me lean lo que metesmn
para la construccién. Ponemos atencion por favorgue quiero... quiero que se fij
muchisimo en lo que dicen el grupo C y despuésa ennjetura que me... que estable

02 Leopoldo: Seconstruyo el triangulo ABC, luego las alturas d@rgulo... y mediante el arrastre
logré que las dos alturas [dos de las alturasridelgulo] fueran congruentes. Conjetur

03 P: Espera un minuto. ¢ Escucharon eso, no? Creo quieosiinicieron la mma construccic
[...], me lo lees otra vez y ponemos atenc

04 Leopoldo: Se construyo el triAngulo ABC, luego las alturastid@&ngulo y mediante el arrastre, se Ic
gue dos de las alturas fueran congrue

05 P: Si. Ahora la conjetur

06 Leopoldo: Conjetura. Si un triangulo tiene dos lados congegnentonces dos de sus alturas
congruente:

07 P: Bueno, entonces... mira. Vamos a... vamos a deterraimaglos... dos cosas. Una, vam
llamai p... eh... lados... del tridngulo ¢no?dy.. Y q... alturas congruentes... [...][Escri
en el tablerc p: lados congruentes del triangulag alturas congruentes] Y grupo (
léanme otra vez la construcci

08 Leopoldo: Se construyo el triangulo ABC, luego las alturalstdéngulo y mediante el arrastre se Ic
que dos de las alturas fueran congruel

09 P: O sea que ustedes obligaron a qué..p o aq?

10 Leopoldo: Eh... las alturas, g.

11 P: A Q... ¢Si?
12 Leopoldo: Si.
13 P: Esto es lo que ustedes obligaron... ¢ Qué pasa? @Qadeopoldo? A ver

[...]
14 Leopoldo: No sé. Creo que cq dedujimos...
15 P: De q dedujerorm ¢, cierto? ¢ Y cual fue la conjetura que me estabéscis
16 Leopoldo: Pues que silas alturas son congruentes... atp entonces q...

17 EstudianteSi g entonces

[P7 1-17]
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En las interacciones codificadas ddarrespondencia conjetura — construcciés comun
observar que la profesora pide a los estudianéeddeconstruccion realizada, centrando la
atencion sobre dicha construccion y luego soliega la conjetura propuesta a raiz de ésta.
Cuando la profesora promueve la revision de corgsta la luz de la construccién [1, 3, 5],
es porque no hay una correspondencia entre ethas) se observa en el fragmento. Sin
embargo, ella no evallta directamente dicha correlpwia, sino que promueve y gestiona
la participacion de los estudiantes, para que sdas quienes la determinen. En el
fragmento que hemos propuesto, la manera en quefi@sora promueve la participacion
de los estudiantes es traduciendo el enunciad@ @erstruccion realizada por Dario y
Leopoldo, mediante dos proposicionpy @) [7] e impulsando que ellos se den cuenta que
la condicional que propusieron en la conjeturacaoesponde con la condicional de la
construccion, que dependia de las propiedades lojigaimn por arrastre. Por el impulso
que realiz0 la profesora logré6 que los estudiantss, especial Dario y Leopoldo
intervinieran e interactuaran principalmente con piefesora para describir que la
condicional que ellos establecieron en la conjetesg implica q, establecer la no
correspondencia entre la construccion y la corgeturdentificar cual conjetura se debio

proponer a la luz de la construccion realizadayld erag implicap [9 - 17].

Aunque en estas interacciones la mirada se cemulaterminar si hay una correspondencia
entre la construccion realizada y la conjetura pegpa, observamos que la finalidad
principal de la profesora con este tipo de intecams es que los estudiantes ganen
comprension del papel que juega cada parte de amdictonal que puede ser clave al

momento de formular una conjetura.

Revision del enunciado:Otra interaccion con la que la profesora pretende bps
estudiantes adquieran herramientas para formulajettwas y que ellos sean mas
cuidadosos al momento de formularlas, es la deulsapla revision de las propiedades que
estan presentes en una conjetura, con la finatldadentificar y explicitar colectivamente,

si sobran propiedades o si se deben incluir endasacer falta.

Ejemplo
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Luego de que los estudiantes trataron de dar solwi problema: “¢Cual es la relacion
[que existe] entre el tipo de triangulo y la pralasid: dos de sus alturas son congruentes?”,

la profesora recogi6 las conjeturas y las orgapiata ser proyectadas y analizadas en

clase.

34 P: La conjetura del grupo F [...], dice lo siguienteg[lgel acetato la conjetura del grupo F]
el triangulo...“Si ABC es un tridngulo y la medida de uno de sogufos es mayor a
noventa y los lados que determinan este angulccengruentes, entonces el triangulc
isésceles y dos de sus alturas son congruente®@rdQgue examinen la propuesta de €
y me dgan qué piensan.

35 Maria: Es como muy local. O see

36 P: ¢Muy local’

37 Maria: obliga, obliga a que el triangulo [uno de los angudel tridngulo] sea mayor que nove

38 P: Miren la propuesta, si ¢,

39 Maria: Pues... 0 sea, eso se cumple, [para ese caso especifico.

40 EstudiantePara ese cas

41 P ¢, Qué es lo que se cumg

42 Estudiante:Que las alturas son congruer

43 Maria: Que el triangulo es is6sceles si dos de sus alsarasongruente

44 P: Ah... a ver Orlando, ¢ tu gqudices?

45 Orlando: Lo que pasa que es que [segun lo dicho] no puedriakguier triangulo isdsceles sino L
con la caracteristica de que el angulo don

46 P: El angulo del vértice, se llama... el angulo deligéres el nombre que se le

47 Orlando: Tiene que ser mayor de noventa, el que forma tisslgguale:

48 P: ¢ Si’

49 German: No sé si se estaria cumpliendo para el resto élegwios porque cuando el triangulo te
el vértice igual a noventa entonces no cumpliri

50 P: El angulo del vértice.

51 German: Cuando el angulo del vérti

52 Estudiante:o meno

53 German: sea noventa o menor que noventa no cumi

54 Estudiante:No cumple esa condicic

55 P: Segun ellos, no pareceria que se cumpliera. ¢ $6Pd&s es unconjetura que esta, como
dice Maria, muy localizada. Y no lo mas generallge:

[P8 34 -55]
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Las interacciones asociadas a este codigo son prdasopor la profesora cuando observa
gue hay conjeturas que los estudiantes no harneederforma correcta, pues les faltan o les
sobran condiciones. En este tipo de interacciolaeprofesora propone el estudio de la
conjetura cuando la presenta y pide a los estiegfiamqie examinen las propuestas [34],
buscando que los estudiantes analicen los enurscadtentifiquen las falencias que éstos
tienen. En el ejemplo que hemos propuesto Marilgn@o y German observan que la
forma en que la conjetura esta escrita presenteasa particular del teorema acerca del
triangulo isdsceles, cuando el grupo que propusorigetura adiciond como propiedad que
el angulo del vértice debia ser mayor a noventdogr37, 39, 49, 51]. Asi formulada, no

expresa lo que sucede con las alturas del triangoltos otros casos.

Verificacion geométrica de conjeturas:a este cédigo estan asociadas aquellas
interacciones en las que la profesora o los esitefiaealizan una comprobacion empirica
mediante acciones visibles (usando geometria do#@nsiobre una representacion, con el
propdsito de poner a prueba una conjetura estdblePior esta via se aceptan o rechazan
las conjeturas; en caso de ser aceptadas se validémoducen al sistema axiomatico. Para
rechazar las conjeturas, la profesora promuevdaguestudiantes busquen contraejemplos

gue muestren que las propiedades geométricas meaxei® no se cumplen.
Ejemplo

Como solucién a la situacidrse da una recta, dos puntos P y Q en el mismo ksmaip
determinado por la recta |, determine el punto ® |fdrecta I] para el cual la suma de las
distancias [PR y QR] es la menpAna y German conjeturan que “R se encuentra en el
punto de corte de la mediatriz del segmento PQlzoacta”. Se usa la calculadora para

comprobar graficamente la falsedad de la conjetura.

150 P: [Nancy ha hecho la construccion con Ignamimecta su calculadora al video screen].
Bueno, aqui muestra... aqui muestra Nancy, que... Nanggtra

151 Nancy: Aqui [la mediatriz] quedaria en el segimdarrastra P hasta que la mediatriz corta al
segmento MN].

152 P: Bueno, primero mostremos el contraejemptmti@ejemplo... [Nancy mueve MN hasta
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gue el corte de la mediatriz de PQ se sale del ssgnMN], ni siquiera queda dentro del
segmento de... de las proyecciones... MN. Y bueno, gaaneer en qué condiciones, de
pronto si se tendria. Entonces vamos a ver... [Nemeve P buscando que la mediatriz
cortea MN en R][...]

153 Daniel: Cuando estan a la misma altura.

154 P: Cuando estan a la misma altura parece quési Q. ¢ Si? Entonces, lo que pasa cuando
trabajamos con geometria dinamica es eso. Quees \B&Ccnos olvida poner en nuestras
conjeturas todas las condiciones que estamos viétmlgue es muy posible que lo que
ellos vieron fue cierto, pero no identificaron Emas condiciones. Entonces el teorema
gue proponen no es cierto porque faltan todasdagdiciones.

[P9 150 - 154]

En este caso el papel de la profesora no es elaval certeza de las conjeturas, sino el de
promover en los estudiantes un estudio centrada aoeptacion o no de las mismas. Para
ello se arrastran los objetos geométricos que seim@Euido en el antecedente de la
conjetura y si se mantienen las propiedades dedecniente, la conjetura es aceptada. En
los otros casos, el encontrar una representaciémuyiestre un contraejemplo lleva a no
aceptar la conjetura, como es el caso del ejempdopgesentamos, en el que luego que
Nancy arrastra los puntos P y Q, se entrevé gpargb R no corresponde al buscado. No
es la profesora quien toma la decision de aceptaclmazar el enunciando, sino que deja
esa decisibn en manos de los estudiantes al ilogtar explorar e identificar en qué
momentos el enunciado propuesto por el grupo den@ery Ana, es falso o verdadero
[151-153].

Validacion de conjeturasLuego de aceptar una conjetura, la profesora madgtudiante
promueven la busqueda de pasos basicos de la daowdstque permiten establecer la
validez de ella. A comparacion de las interacciargsriores, con las que se buscaban que
los estudiantes tuvieran mas cuidado con la exglomade las situaciones propuestas y la
escritura de las conjeturas encontradas, estaaatién busca institucionalizar las
conjeturas que fueron aceptadas como ciertas pelidrias como teoremas en el sistema

axiomatico.

Ejemplo
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Como solucién a la situacion “En el angulo a seogen dos puntos B y C, uno a cada

lado del angulo. ¢ Cuando esta el punto medio dgheeto BC en la bisectriz del angulo

A?”, un grupo propone la conjetura “BC L AM entonces K es el punto medio HE”".
Luego de que el grupo explica la conjetura, lagsofa la escribe en el tablero e invita a

validarla.

65 P: [La profesora escribe en el tablero la conjeturagntmas Dario le dicta: “SBC 1

AM entonceX es el punto medio d8C”] Bueno, ¢y lo puedes mostrar?

66 Dario: Pues... entonces tengo que [el segmBC] es perpendicular [a la semirre&®] entonces
éste [angulK] es recto. ¢ Cierto?

67 P: ¢, Cual? ¢ Quién? Habla porque es que yo después,. es®, este, yo n

68 Dario: El angulo.. el angulo AB, AKB es recto, es recto ¢ cierto?

69 P: Si.

70 Dario: Entonces pues hay un teorema que dice... buemoafolos cuatro angulos rect

71 P: Si.

72 Dario: Entonces tengo que [angulo] AKB es recto y que tdmpangulo] AKC es recto. [Escrit
en el tablerczAKC es recto]. Entonces tengo que esos dos sorrwentgs, estos dos son
angulos congruentes. Entonces tengo que [segméitogs congruente con ese mo
¢écierto? Entonces esto [segmento AK] congruentessten mismo [segmento AK]. Y cor
esta es bisectriz [rayo AM], entonces... congru

73 P: ¢ Quiénes? ¢, Quié

74 Dario: [angulo] BAK es congruente con [angulo] KAC. Entea@or criterio de congruen@ngulo
- lado — &ngulo, ya tengo que estos dos [triAngW& A triAngulo AKB] son congruentes.
Entonces, también tengo que como es por interseagifonces que K esta entre B y
entonces ya también tengo para demostrar que lddanatk éste [segmentoK] es

congruente con ésta, [medida del segmento BK] eeria medida.

75 P: ¢La medida de quié
76 Dario: La medidade Ka C. K
77 P Del segmento K

78 Dario: EsigualaladeK a
79 P: A la del segmento BK. Entonces conjetura... verda
[P7 65 - 79]

Aunque la interaccion se relaciona con dar pasasgesl para la demostracion, no las

incluimos en las interacciones asociadas a la cdteglemostrar, ya que la intencion
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apunta a admitir la conjetura y no a elaborar laairacion formal de la misma. Como se
observa en el ejemplo, la profesora invita a Danioostrar la validez de su conjetura, €l da
los pasos claves de la demostracién [68-78] y lafeppra no exige avanzar en la

justificacién.

4.3 CATEGORIA USAR DEFINICIONES

En la categoriausar definicionesse han incluido las interacciones que contribugkn
objetivo de formular e institucionalizar definicespara aquellos objetos geométricos que

se desean incorporar al sistema axiomatico, yersé&as demostraciones.

Proponer definicion: En este cédigo se agrupan aquellas interaccionelasemue la
profesora pide a los estudiantes enunciar unaidiéiiny se genera una conversacion que
lleva a estudiar las relaciones entre las propsegta formulan. Generalmente la profesora
les pide que pasen el tablero y copien las defings, o espera que ellos las redacten y las

copia haciendo una lista de las propuestas.

Ejemplo

En el estudio de una conjetura se hace mencionracténgulo, objeto geométrico que no
se ha incorporado al sistema axiomatico. La proéeswlaga por la definicion que conocen

los estudiantes, pasando a varios de ellos alrtaplga que hagan sus propuestas.

11. P: [...] Escribanmesus definiciones [de rectangulo]. [...] Vamos a trade definir, [...]
Vamos a ver si son distintas. Escribanme lo quedestcreen que es un rectangulo. [Pasan
al tablero varios estudiantes y escriben 4 definicDario: Es un paralelogramo que tiene al
menos un angulo recto. Julian: Es un paralelogrABGD cuyos angulos A, B, C, D son
congruentes. Ignacio: Es un paralelogramo cuyoslléagon congruentes. Marina: Es un
cuadrilatero con dos pares de lados opuestos [maraleal menos un angulo interno recto.
German: cuadrilatero con sus lados adyacentesnigutares]

12. P: Tenemos en realidad cuatro definiciones.

13. Ignacio: Si, cuatro.
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14.

15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.

27.
28.
29.
30.

31.

Marina:
P:

Ignacio:
P:
German:
P:
Alguien:
P:
German:
P:

German:

Julian:

P:

Julian:
P:

Ignacio:

Porque estas dos coinciden [se refiere a lasiciehes de Julian e Ignacio]. La de Marina,
es un cuadrilatero con dos pares de lados opugstakelos ¢ O sea?

Paralelogramo.

Paralelogramo. Y al menos un angulo interncordaego en el fondo es igual a ésta [la de
Dario]. Entonces tenemos tres. La de...

German.

La de German es: un cuadrilatero con lados adyes perpendiculares.

Con sus lados adyacentes perpendiculares.

¢, De acuerdo?

Si

Cuadrilatero con...

Lados adyacentes perpendiculares.

Todos los pares de lados adyacentes perpendisul@ sea que en pocas palabras, German
esta diciendo que en el rectangulo.

Hay cuatro angulos rectos.

Hay cuatro &ngulos rectos. ¢,Si? En cambio dglidf e Ignacio] dicen, cuyos angulos son
congruentes.

Es la misma.

[...] Bueno, y aqui [Julian, Ignacio y Dario] eicparalelogramo.

Si.

¢Esta equivale a ésta? o ¢no? [Se refiere aldfisiciones de German y Marina]
Cuadrildtero con lados adyacentes perpendicularestonces... Entonces ¢es
paralelogramo? ¢ Por qué? [Varios hablan al tiempo].

Porque son perpendiculares a una misna fles lados paralelos].

[P5 11-31]

En estas interacciones el papel de la profesorisiga en dos aspectos: uno, dar paso a

que los estudiantes propongan diferentes defirésia@obre un objeto geométrico, que no

es desconocido por ellos, y por lo cual tienen en&g conceptuales para poderlo definir;

dos, guiar una discusion en la que se analizadifaentes propuestas en términos de sus

relaciones, admitiendo o descartando algunas dprtgmiestas hechas. En el ejemplo se

observa que los estudiantes dan sus propuestasfidecidn [11], y se pasa a hacer el

analisis correspondiente. La primera accion quedéesora realiza es descartar una de las

propuestas, al encontrar que dos de las definisiom exactamente iguales [12, 14]

reduciendo las propuestas a cuatro. Luego se andb® propuestas restantes, analizando
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parejas de propuestas en las que se evidenciamakmgias, como en el caso de la
definicibn que menciona de forma explicita quesetangulo es un paralelogramo y aquella
gue lo hace dando las propiedades del paralelogib#nd4]. Interacciones como estas son
tipicas cuando se desea introducir un nuevo olgetonétrico, del cual los estudiantes

tienen alguna nocidn, al sistema axiomatico.

Busqueda de propiedades — definicioBste codigo recoge aquellas interacciones en las
que luego de ver la necesidad de introducir untolgjeomeétrico al sistema axiomatico, la
profesora pide a los estudiantes que enuncien efr@aidn y se genera una conversacion
que lleva a explicitar las propiedades que debenimse en su formulacion. En este tipo de
interacciones se discute sobre una o dos propudatis, se analizan y se modifican a
partir de analizar propiedades que se deben incBer diferencia de las interacciones

codificadas anteriormente, porque aca no se busygaitaciones entre las propuestas.

Ejemplo:

En el momento de la exploracion que se desarmltiai solucion a la situaciéBstudie la
relacién entre el tipo de tridngulo, y la relaci@os de sus alturas son congruentesirge la

necesidad de definir altura de un triangulo.

1. P: Tenemos que introducir la definicion de altu®uién hace la definicion de altura?

¢ Quién la recuerda? Ustedes la estudiaron el senpestado... creo.

2. Maria: Es la distancia...

3. Efrain: Es la distancia del punto medio de un gidao...

4, P: Efrain. ¢ Qué es la altura?

5. Efrain: Es la distancia desde el punto medio degiangulo hasta su &ngulo opuesto.

6. P: ¢Alguien controvierte esa definicion? [Juanegjoldo alzan la mano] Juan.

7. Juan: Es la distancia desde un vértice hastata gee contiene al lado opuesto del vértice.

8. P: Ambos hablan de distancia.

9. Maria: La minima distancia.

10. P: Lo que hacen mencién es hacia dénde.

11. Juan: Noes necesario decir minima distancia, porque af dissanciase supone que ya se ha

hablado de distancia de un punto.
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12. P: iAh! pero tendriamos entones que haber hablada distancia de un punto a una recta.
Pero... yo les pregunto, la altura ¢ es un objeto g&wwn?, 0, ¢es un nimero?
13. Efrain: Es un numero.

14. Varios: Un objeto.

15. Maria: Es un segmento.

16. P: Efrain.

17. Efrain: Un segmento.

18. P: Entonces no puedo decir que es la distanciguposi es una distancia es un numero. Es

un objeto geométrico. ¢ Qué objeto geométrico?
19. Alguien:  Un segmento.

20. P: Un segmento.

[P6 1-20]

En este tipo de interacciones se analizan las psias de propiedades para incluir en la
definicién, buscando que los estudiantes idengfiglos elementos que se deben incluir.
En el ejemplo se observa coémo, luego que uno deskosliantes ha dado una idea de altura
de triangulo [3-5] en la que menciona la distankeigrofesora la cuestiona [6] esperando
que algun estudiante del grupo diga si estda derdmue no. Lo que consigue es otra
propuesta para definir este elemento geométriceeghude tener dos propuestas, la
profesora busca que los estudiantes identifiquenlaualistancia no es una propiedad de la
altura y da pistas con la pregunaltura ¢es un objeto geométrico?, o, ¢es un mdte
llevandolos a establecer que al ser un objeto gemméda propiedad con la que se define
altura no puede ser una distancia, sino que depezarse a definir como objeto, es decir

como segmento [12-20].

Equivalencia entre definicionesEste codigo incluye situaciones en las que, dada un
definicién inicial de un objeto geométrico, se sawi las condiciones usadas en la
construccion de dicho objeto, lo que lleva a estahl una nueva definicion; se analiza si
las dos definiciones son del mismo. En el siguidrsigmento se muestra como, luego de
construir por medio de la calculadora un anguldorese genera una interaccion para

analizar la equivalencia entre la definicion uguafuella que surge en la construccion.

Ejemplo
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11.
12.
13.

15.
16.
17.

18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

P:
Varios:
[...]
German:
P:

[...]
Ignacio:
P:

Maria:
[...]

P:
Alguien:
P:
German:
P:
German:
P:
German:
P:
German:
P:

Bueno. Entonces, entonces German, ¢ cual efilacim de angulo recto?

Un angulo...

Un angulo es recto...O sea. Bueno, si. Unléres recto si la, si su medida es 90 [la
profesora escribe eso y le antepone D1].

[...]

Bueno. ¢Si? Pero miren [la construccion] quendoienos dio al fin ese noventa, ¢qué

condiciones teniamos?

Que los rayos pertenezcan a la misma...
Tiene dos [propiedades], son dos &ngulos quedfoipar lineal, y que son...

Adyacentes.

Si, forman par lineal.

Congruentes.

Y son congruentes. Entonces ¢ podria yo definir esfoldn angulo [escribe eso como D2]
es recto, si... si forma par lineal, si forma paed#ihcon otro 4ngulo congruente a él. Si.
¢Podria yo definir angulo recto asi? [...] Son dosi.p. Una que ustedes conocen desde
tiempos... ¢Si? Y otra que estoy ahi... inventandosendo lo que hizo Dario con la cal...
con la tarea que yo le puse. Pero, no sé si samdma. [...] Si son dos definiciones, dos
definiciones para el mismo objeto, o si estoy defido cosas distintas.

O sea...pues estas definien... O sea, son l&s .definiciones son... no son iguales. Son
similares. Sino que una hace mencion a un angldoogra hace mencién a un par lineal.
[...]

Bueno, un minuto. Entonces, difieren.

Si.

Y...y tl ¢qué es lo que me vas a decir? Por el postdleldoar...

Por el, o sea... ahi, o sea, en la definidg®..la profesorase basa en el postulado, en el
postulado del par lineal...

Yo no me basé en el postulado del par linealmgdasé en lo que yo vi.

Pues, pero aunque, o sea, argumentandsegsoede argumentar mediante el postulado del
par lineal, para decir que...

Bueno. Entonces él ya me esta tratando de madga. El argumento que me quiere dar
German, es que realmente las dos definiciones goivadentes. Y si yo quiero tener estas
dos definiciones, tendria que mostrar que son atgrites. Es decir, que dada una, se puede

demostrar la otra y viceversa. Entonces Germanguyalivas a hacer? [risas] Definicién 2
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[P4 1 - 25]

Luego de definir &ngulo recto de la manera usuasada construccion de un angulo recto
que Dario hizo en la calculadora y se indaga stdsecondiciones geométricas que
permitieron llegar a la construccion. Se recogetasesondiciones para proponer otro
enunciado que define angulo recto. Las accionesdggeriben esta interaccion buscan
determinar dos definiciones del mismo objeto paracemparadas, buscando implicacion
entre ellas. Después que se tienen las dos defieg, se busca que los estudiantes
identifiguen la equivalencia entre ellas, lo cuel abserva en el ejemplo cuando la
profesora, indaga sobre si evidentemente las dosaienes caracterizan el mismo objeto

o definen objetos diferentes, accion que deseneadea discusion entre German y la
profesora [18-25] en la que German comienza afigestiinformalmente la equivalencia

entre las definiciones.

Reconocimiento de los componentes de una definici@on este codigo se caracterizan
las interacciones que se desarrollan cuando emetso de demostrar la equivalencia entre
dos definiciones, la profesora guia el proceso emmnocimiento de las propiedades

incluidas en una definicidén para aprovechar eml¢gsostraciones.
Ejemplo

Con base en la definicién: un angulo es recto sbagruente con otro que es par lineal con
él, la cual se ha llamado como definicion 2; secawdemostrar que el angulo mide 90°, es
decir que se pueda deducir la definicion: un angdaecto si mide 90°, la cual se ha
llamado definicion 1. En la interaccion que se @nés se parte ddlDACpara hacer la

demostracion [ver figura 2].

Figura 2. Angulo recto
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56. P: Entonces existe otro angulo, ¢quién es? BAB.recto. Estamos usando esta definicién [se
refiere a la 2 definicién]. Entonces tiene otrolingjue forma par lineal con él. Entonces,
es par lineal con... [Le dicta para que Melisa coteplie frase] con el dado.

57. Melisa: Y eso lo... lojustifico...

58. P: Definicion dos. [2. Existe IBADes par lineal co JDAC ; 2. Dado]. Y, con... forma
par lineal con otro &ngulo y es congruente a éoikaes te falta esa parte. La definicion dos
me da dos cosas: existe el otro [angulo] que fguardineal con él, y... Y si quieres paso
tres, o si quieres ahi las dos cosas... Tu eliges.

59. Melisa: Entonces los dngulos son congruentes...

60. P: Son congruentes. Ahi, hasta ahora solo ha usadefinicion. Tengo un angulo recto,
entonces la definicion dos me dice: jah! entonegstee otro angulo que forma par lineal
con €l y que es congruente a él. ¢ Y tu qué quimossrar? Que la medida es noventa.

61. Melisa: Ah ya [sefiala el angul]DAC ] P: De ese angulgDe cuél? De aquel que dijimos que
era recto.

62. Melisa: Entonces voy a decir que...

63. P: Y entonces, noten una cosa que es muy inteeesamue yo a veces les digo a los
estudiantes que hagamos. Esto es lo dado [sefiads@luno], éste ya lo usoé [el paso uno].
¢En dénde lo us6? Aqui [escribe (1) al lado de Badel paso dos]. ¢ Si?

[P4 56-63]

Este tipo de interacciones se presentan cuando ldeger aceptadas varias definiciones
para el mismo objeto, se procede a demostrar sivadgpcia para dejar una propuesta
como definicién y el resto como teoremas, en esegso la profesora busca que los
estudiantes reconozcan los componentes de una deflaiciones que le permitan llegar a
deducir la otra, como es el caso del ejemplo erdelda profesora le va dando pautas a
Melisa para que deduzca los elementos geométrices lg permiten partir de una

definicion para llegar a la otra [58-62].

Busqueda de definicion econdmic&ste codigo se asigna a las interacciones cuaegdo lu
de haber analizado la equivalencia de varias aafimes, la profesora y los estudiantes
estudian de cual de las definiciones es menos meige conveniente para incluir en el
sistema axiomatico.

Ejemplo
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Profesora y estudiantes discuten cual definiciomedtangulo, de dos propuestas que se

tiene, conviene introducir al sistema axiomaticomoalefinicion, y cual como teorema.

73.

74.

75.

76.
77.
78.

79.

80.
81.
82.
83.

84.
85.
86.

P:

Ignacio:

Nancy:

Alguien:
P:
Nancy:

Ignacio:
P:
Ignacio:
P:

Ignacio:
German:
P:

Y yo puedo trabajar entonces rectangulos, sin hdbabtado de paralelogramos. ¢Si?
Entonces, ésta es una definicion buena, y depemtisdondiciones [Un rectangulo es un
cuadrilatero con sus lados adyacentes perpendisjd?ero nosotros ya sabemos mucho
de paralelogramos. Entonces, posiblemente nos moasrguedar con ésta [Un rectangulo
es un paralelogramo que tiene al menos un angato]re con ésta [Un rectangulo es un
paralelogramo cuyos angulos son congruentes] ¢@eidlas dos? ¢Cuél de las dos
gueremos? Debemos adoptar una. Una vez que tengamaoga lo demas es teorema.
La segunda [Se refiere a la definicion: nectangulo es un paralelogramo cuyos
angulos son congruentes].
La primera [Se refiere a la definicidn: nestangulo es un paralelogramo que tiene al
menos un angulo recto].
La primera.
¢ Prefieren la primera? ¢ Por qué?
Porque ya puedo también, de ahi podria saca teniendo lo de los angulos rectos,
podria sacar que son congruentes, que miden 90.
O sea, la primera es como menos exigente, RigEMos de cierta manera. Si yo
quiero demostrar que algo es... que algun cuaddé&srun rectangulo, sélo tengo
gue mostrar dos cosas, que es paralelogramo.
Y que tiene un angulo recto.
Y que tiene un angulo recto. Y en el otro omatmostrar que es paralelogramo...
Y con los cuatro angulos congruentes.
Y que los cuatro angulos son congruentes. Eatgasta mas... exige menos para el
futuro. Entonces tendriamos como teorema... [Un ngcti® es un paralelogramo
cuyos angulos son congruentes].
Y como definicién.
Y como definicion.
Entonces ésta es la definicion de rectanguworfke la definicion]. Un rectangulo es
un paralelogramo que tiene al menos un angulo .re&t? Y ésto seria teorema. ¢ Si?
Que es, en un rectangulo.

[P5 73-86]

Interacciones como la ejemplificada en el fragmeariterior, se presentan cuando en el

proceso de introducir una definicion al sistemaompéitico, se analizan las diferentes
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propuestas dadas por los estudiantes, buscandefilsctbn que menos propiedades
incluya. Este tipo de definiciones facilita las aetnaciones que tengan que ver con el
objeto geométrico. En el fragmento se muestra cdoego de seleccionada dos de las
definiciones de rectangulo propuestas por los &sites, se busca escoger una de ellas. El
grupo se inclina por la primeratyn rectdngulo es un paralelogramo que tiene al mano
angulo rectd ya que en el caso de tener que justificar laexéa de un rectangulo, en una
demostracién, ésta definicibn es menos exigente&§[3Luego de la seleccion hecha por
los estudiantes, la profesora argumenta la impoidate escoger esta definicion, ya que
considera que sOlo basta con probar dos cosasllpgea a demostrar que un objeto
geométrico es rectangulo, lo cual es respaldadolgorestudiantes [79-86]. La otra
definicibn queda como un teorema, el cual se puksheostrar a partir de la definicion

escogida.

Institucionalizacion de definicionesEn este cddigo se agrupan aquellas interacciones, e
las que la profesora impulsa la participacion dedstudiantes en la institucionalizacion de
un enunciado. Este tipo de interaccion se predarfiaalizar el andlisis de las diferentes

definiciones para un objeto y haber escogido unalde para ser introducida en el sistema

axiomatico.

Ejemplo

Luego de analizar las diferentes propuestas pdiairdectangulo, y escoger la definicion

mas econdmica de las propuestas dadas, se pagduionalizar la definicion escogida.

86. P: Entonces ésta es la definicion de rectanguser{ke la definiciéon]. Un rectangulo es
un paralelogramo que tiene al menos un angulo .reg@& Y ésto seria teorema [Un

rectdngulo es un paralelogramo cuyos angulos sogrgentes]. ¢Si? Que es, en un

rectangulo.
87. German: Todos los angulos son rectos.
88. P: Todos los angulos son congruentes. Seria uenbeo Y ésta [Un rectangulo es un

cuadrilatero con sus lados adyacentes perpendis]lazomo les decia, es importante
porque como, qué tenemos construido en el sistedeanatico. Habriamos podido

hablar de rectdngulos hace mucho tiempo.
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89. German: Si.
90. P: Porque nosotros ya teniamos perpendicularidaatonces esa quedaria como
definicion.
[P5 86-90]

Este tipo de interacciones se genera siempre gueaseeleccionado o redactado una
definicion para un objeto geométrico introducidsiatema axiomatico. En el fragmento se
puede observar como, luego de seleccionada una@idi@fi de rectangulo, la profesora la
escribe en el tablero [86], y posteriormente seai@a la propuesta que queda como

teorema [87]. Esto se demuestra formalmente, patarfa usar en nuevas demostraciones.

4.4 CATEGORIA GESTION COMUNICATIVA

En la categorigiestion comunicativase han incluido las interacciones que permiten la
comunicacion de ideas y el debate en las clasedifekencia de las tres categorias
anteriores, ésta no es propia de la actividad deatovs, Sino que se puede presentar en
cualquier otro espacio de aprendizaje. Decidimokiiras para mostrar como, a pesar de
centrarnos en una actividad matematica en partjcebdsten interacciones propias de

cualquier aula de clase.

Complemento de ideasCon este cddigo se asocian aquellas interaccignessurgen a
partir de la intervencion de un estudiante, ereshdollo de una demostracion, y conllevan
a que la profesora intervenga para ampliar la mémion que el estudiante ha dado,
favoreciendo la comprension de lo dicho. Esta auteibn contribuye al desarrollo de
demostraciones, ya que la profesora explicita mémion que puede dar lugar a ser pasos
claves o justificaciones de un paso.

Tanto el ejemplo 1, como el ejemplo 2, son tomadiglsepisodio“Demostracion: Un
segmento tiene mas de dos puntosty ellos, la profesora escucha las ideas de sus

estudiantes, para luego intervenir.

Ejemplo 1
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Julian: [le dicta] Sea...
P: X
10. Luz: La coordenada de A.

11. Julidn: La coordenada de A.

12. P: Coordenada de A.
13. Julian: y
14. P: y coordenada de B. Por... postulado, a todo puntecte te corresponde un nimero. [Escribe:

3. Sea C(A) x; C(B)=y; P. puntos de recta - nimeros].

[P3 8-—14]
Ejemplo 2
49. Maria:  x masy sobre dos.
50. German: Abh... bueno, pues entoncesasy sobre dos.
51. P: X masy sobre dos.
52. Ignacio: La coordenada del punto medio.
53. P: Entonces sabemqgsiex es menor que masy medios, menor qug[escribex < (x + y)/2
<yl
[P3 49 -53]

Como se observa en los ejemplos anteriores, panaplementar las ideas de los
estudiantes, la profesora, primero los escuchgolymrafrasea las ideas [12 y 51] y
enseguida interviene para ampliar dichas ideay B3]. El complemento de ideas en estos
ejemplos es de distinta naturaleza. En el primempio, tiene la finalidad de justificar por
medio del postulado “puntos de recta - nUmeros”lgumordenada del punto B gsy en

el ejemplo 2, la profesora retoma lo que han diob@studiantes y explicita la desigualdad
X < (X +Yy)/2 <y[53], que se convierte en un paso clave y que luego feedamostrar que
existe un punto C entre el punto A y el punto Bjacaoordenada €& + y)/2. Este tipo de
interaccion se presenta frecuentemente en la cax&n de demostraciones, aunque se
observa mas al principio del curso, cuando losdéstites poco conocian de la construccion
de demostraciones y de los elementos geométricessguestudiaba. A medida que se
desarroll6 el curso, este tipo de interaccion ge hienos frecuente, ya que los estudiantes

adquirieron una mayor agilidad al expresar y jicgtifsus ideas de forma clara.
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Estudiante pregunta — profesor respondeEsta interaccion emerge cuando hay

cuestionamientos que surgen por parte de los estiedi en alguno de los procesos de la
actividad demostrativa, que son respondidos p@rdéesora usando la teoria del sistema

axiomatico construido, o algunas reglas del lergguie se han establecido o se establecen
en ese momento. Aungue esta interaccion es tigceudlquier proceso de ensefianza —

aprendizaje, en este cbédigo nos centramos en aguakguntas y respuestas que surgen
durante procesos de la actividad demostrativa.

Ejemplo

Este ejemplo corresponde a una interaccion queescwgndo Efrain pregunta por la
manera en que se debe nombrar un angulo, pararnmostindido con la medida del

mismo, al hacer uso de una representacion geomeétric

5. Efrain: Profe, pues no sé si esté en un error,.pergCémo hace para saber que el angulo, si lo
nombramos con ndmero, ese nimero no se estamdfireeuna medida?

6. P: jAh! Eso es una buena pregunta. Bueno, eliagtama no vamos a poner medidas, primera
cosa.

7. Efrain: Medida de angulo. ¢ Cierto?

8. P: Si. Entonces, si yo quiero hablar de la n&dim tengo que escribir, medida del dngulo uno
[m41]. ¢Si? Y entonces se refiere al &ngulo.

[P2 5-78]

En el ejemplo que presentamos, Efrain es el endarda dar lugar a la interaccion, pues
observa que en las demostraciones realizadas & dambran los angulos con nameros
naturales, y como a un angulo se le puede asignadmero entre 0 y 180, se pregunta, sSi
al nombrar un angulo con un namero, ese numeroizs$taciendo referencia a la medida
del angulo [5], por lo que la profesora le respogde para hablar de la medida de un
angulo se debe escribir medida del angui®][[8], y como en la demostracién que estan
realizando, no trabajan medidas de angulos y no dsanito medida de angulo uno,

entonces el numero uno hace referencia al nombrandgilo, mas no a su medida. Las
preguntas que realizan los estudiantes, conllevastaaar, por parte de la profesora, dudas
relacionadas con el lenguaje geométrico, la singdalgeométrica, la escritura de una

demostracion, entre otros aspectos.
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Dar pistas:Este tipo de interacciones se presenta cuandmiaspra menciona palabras o
ideas que son claves en la respuesta de alguniongeatento hecho, las cuales son

seguidas por los estudiantes, logrando que ellosepuesta a la pregunta planteada.

Ejemplo

A raiz del problema “Se da una recta, dos puntog ® en el mismo semiplano
determinado por la rectadetermine el punto R [de la redjgrara el cual la suma de las
distancias [PR y QR] es la menor” Henry proponedajetura “el punto R para el cual la
suma de las distancias es minima, es aquel queduzcés angulos PRM y QRN sean
congruentes”. La profesora pregunta por la demaistiade la misma para poderla incluir
como teorema en el sistema axioméatico que se essirayendo.

78. P: [...] Quiero mostrar que R realmente esuek® para el cual la suma de esas distancias
es minima, ¢,como hago? [...] ¢Qué esta dado? [..t¢ &8squién? M [punto de
interseccion entre la rectay la recta perpendicular laque pasa por P], N [punto de
interseccion entre la recty la recta perpendicularlague pasa por Q], jah! y esta es la

rectal y tengo estos angulos [dngulos rectos determinadiokas rectas perpendiculares

Q

y la rectal, &ngulos PMR y QNF M| i iN ]
79. Henry: que esos eranrect= [ PMI<y QNR]
80. P: gue esos ¢eran rectos?
81. Henry: si, y las perpendiculares.
82. P: ¢, Si? [...] entonces tenemos qué el &ngulo.R Bdicongruente a [angulo] QNR [por ser

angulos rectos] y que éstos dos angulos son camgaif< PMR y- QNR] ¢Como
demuestro que PR mas RQ es lo minimo? [pausa] asénen... en lo que ya sé, por

ejemplo. [pausa] ¢, Qué se les ocurre?

86. P: ¢, Qué caracteristicas le pusieron ellos [Datiegpoldo] a la R? [pausa] ¢Quién era R?

[pausa]

[...]

90. Estudiante: Elsegmentoy...larectal.

91. P: O sea, ¢de donde nacié R?; naci6 de... dgdraréste segmento congruente a éste [PM
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y MP’] y son colineales, P, R y Q son colinealg§i? Entonces si yo puedo... se me
ocurre a mi... mostrar, de alguna manera llegar apumto P’ que cumple esta
caracteristica, que equidista de M y que esta enidma recta de Q y R...

92. Maria: Rayo opuesto a QR.

93. P usando solamente lo que yo tengo. Entorslesayo opuesto a QR ¢Qué pasa si
construimos el rayo opuesto a QR como dice Maria?

94. Maria: A [rayo] RQ.

95. P A [rayo] RQ, si; éste [traza en el dibujoago RQ], busco esta interseccion [con recta
/Q
P /

PM], la llamamos S. [se hace una representacior csta J( ]

[P9 78-95]

Este patron de interaccion se observa, generalmenéado los estudiantes, a pesar de
tener ideas para responder a los cuestionamieattzsgtofesora, no pueden dar respuestas
claras y justificadas de estos. La profesora dasidie la respuesta a partir de las opiniones
de los estudiantes. En el caso del ejemplo, luegacgptada una conjetura, la profesora
pasa a la validacion de la misma preguntando pdeswstracion. A medida que Henry va
proponiendo pasos que permitan llegar a la denuiétraa profesora los toma, los amplia
y da ideas que permiten continuar con la mismae Estel caso de las interacciones 79 a
95. Después de que Henry a afirmado que los angolosectos, como consecuencia de la
perpendicularidad, la profesora afirma la congrigede los angulos, ampliando la idea, y
pregunta sobre las condiciones del punto R [86Hdaristas de la importancia de tener
clara esta caracteristica para desarrollar la dieawd®n; al no encontrar respuesta por parte
de los estudiantes, la profesora continua dand@aspi®1] para llegar a desarrollar la

demostracion.

Estudiante da ideas — profesora tradudeste tipo de interaccién se presenta cuando en el
desarrollo de una demostracion o en la escritunandedefinicion, uno o varios estudiantes
dan las afirmaciones, las justificaciones o supyestas de definicion, y la profesora las

traduce a un lenguaje geométrico, escribiendo ed#as en el tablero.
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Ejemplo

En el proceso de demostrar que un segmento tiesed@ados puntos, un estudiante

empieza la demostracion dando sus ideas a la prafgsara que ella las organice.

01

02
03
04
05

06

07
08
09
10
11
12
13
14

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

P:

Juan:

P:

Juan:

P:

Juan:

Juan:

Luz:

Juan:

Juan:

Juan:
P:

Daniel:

P:
Maria:
P:

Daniel:

P:

Daniel:

P:

[...] Comenzamos con dos puntos, A y B. Dado... daditis. dos puntos. Bueno, ¢ahora
qué? [Escribe: 1. Sean A, B puntos; dado].

Postulado de la recta y el nimero.

Entonces ahora me dice Juan ¢ Qué?

Existe la recta.

Existe la recta AB [escribe: 2.AB; P. de la recta). Postulado de la recta. ¢ Despug&sne
dices?

En ese momento tenemos por esos teneraas dos puntos y una recta. Entonces por el
postulado de la correspondencia puntos-recta, @ auto le corresponde un Unico [ndmero]
real.

O sea, ¢qué digo aqui?

[le dicta] Sea..

X

La coordenada de A.

La coordenada de A.

Coordenada de A.

y

y coordenada de B. Por... postulado, a todo puntoedtarle corresponde un ndmero.
[Escribe: 3. Sea C(A) %, C(B)=y; P. puntos de recta - nimeros]. Y aqui ya usasb jglos.

¢ Cierto? Bueno, ¢y ahora?

Método de los reales. Lo que dijo Daniel.
¢ Qué es lo que Daniel iba a decir?

No. Pues se trata mas bien de ubicar lo de la.

Lo de la regla ¢ la colocacion de la regla?

Si.

Bueno, pero entonces ¢,qué hago? ya, tieneder@adas.

A no. Pues entonces, hace la distancia.
¢Hago la distancia entre ellos?

Entre Ay B.

O sea... digo... ¢Qué?

[P3 1-24]
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Este patrén de interaccidon es tipico en las prismetases del semestre, en donde la
profesora muestra como se esquematiza una deniéstyacomo se empieza a desarrollar.
Escribe la demostracion en el tablero, a partiladeideas que dan los estudiantes, las
cuales todavia no son presentadas en un lenguajestygco. En el caso del ejemplo, Juan
da unas primeras ideas para iniciar la demostraciamprofesora las toma y las escribe en
el tablero, de la forma afirmacion-justificaciérsamdo una simbologia propia del lenguaje
geomeétrico. Luego, abre el espacio para que Juatmde con su idea [1-5]. La profesora
busca la participacion de los estudiantes convatemiones comgDespués que me dices?
¢y ahora quéz Qué digo aquis, 7, 14], logrando asi que no solo sea Juan quaeticipe

en el desarrollo de la demostracion, sino quevategan otros estudiantes. Asi logra que la
demostracion sea propuesta del grupo, y estruetysad ella. En este ejemplo se puede
observar que a pesar que ella esta introducienéstiactura y forma de una demostracion,
no es ella quien al realiza, sino que da espace e los estudiantes se involucren en este

proceso desde las primeras clases.

Estudiante pregunta - profesora cuestiona&Con este codigo se agrupan todas las
interacciones en las que luego de la intervenciénud estudiante, con una pregunta
dirigida a la profesora, ella se dirige al grupoplamdo la pregunta, para darle respuesta

mediante una discusion.

Ejemplo
En el proceso de demostrar que las diagonales ganatelogramo se bisecan, Leopoldo

cuestiona la existencia del punto de interseccélas diagonales.

37 P: [...] estas tratando de mostrar que las didgerfde un cuadrilatero] se bisecan. Estas
tratando de demostrar que si el cuadrilatero eganalelogramo, las diagonales se
bisecan.

38 Ignacio: Por eso.

39 Leopoldo: Si, pero es que no sé como... ¢yo céngos las diagonales se intersecan?

40 P: iAh! Una pregunta muy buena ¢ Cémo sabemokaguitagonales en un paralelogramo se

cortan?
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41 Estudiante: Porque el interior del cuadrilaEsa@onvexo.
42 P ¢Por qué el cuadrilatero es convexo?

[P1 37 - 42]
Este tipo de interacciones se presenta generalncesatedo los estudiantes no estan de
acuerdo con algunas justificaciones que se daas \cliestionan. La profesora retoma el
cuestionamiento y se dirige al grupo reformularalpregunta y ampliandola para que los
estudiantes busquen una respuesta. A comparaei@odigo anterior, en este caso el rol
de la profesora no es el de responder inquietueléssdestudiantes, frente a la construccién
del sistema, sino el de mostrar esta necesidadupbgpara que sean ellos quienes la
satisfagan. En el caso del ejemplo, Leopoldo olast&awnecesidad de demostrar que las
diagonales de un paralelogramo se intersecan pastrtanla biseccion de éstas [37, 39], y
la profesora cuestiona al grupo sobre esta neckbigscando que sean ellos los que le den
respuesta a Leopoldo [40]. Esta accion que rekipmofesora genera una discusion en el

grupo en busqueda de la respuesta.

Regulaciéon del lenguajeEsta interaccion es promovida por la profesoranda llama la
atencion de sus estudiantes con relacion a la mamrerque ellos hacen referencia a un
objeto geométrico. Ella introduce simbolos o paabpropias del lenguaje geométrico,
regulando el uso del lenguaje, para favorecer eados claros y precisos que faciliten la
comunicacion de las ideas.

Ejemplo:

La profesora llama la atencion de Dario acercaddeocse refiere a un objeto geométrico.

66 Dario: Pues... entonces tengo que [el segmBC] es perpendicular [a la semirre&M] entonces
éste [angulK] es recto. ¢ Cierto?

67 P: ¢, Cudl? ¢ Quién? Habla [bien] porque es que yo despeste, este, este, yo r
68 Dario: El angulo... el angulo AB, AKB es recto, es reatego”
69 P: Si.

[P7 66— 69]
En este ejemplo, la profesora llama la atencionDdeio para que use el lenguaje
geométrico. Con ello busca que sus estudiantesngaqneeza en el lenguaje geometrico y

faciliten la comunicacién tanto escrita como okal.profesora le pide a Dario que no diga
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la palabra “esto”, sino que nombre el objeto geadoetl que estd haciendo referencia, es
decir el angulo [67]. Dario rectifica que el angélgB es recto. Otro caso en el que la
profesora regula el lenguaje, es cuando los estiediausan una figura geomeétrica cuyos

vértices no han sido nombrados.

Impulsa ideas:Este tipo de interacciones se presenta cuandamfagora da relevancia a
las ideas o preguntas de algun estudiante, quanlla\desarrollar aspectos pertinentes de la
actividad demostrativa, que no se tenian previptwsella. Generalmente el estudiante
insiste en la idea, y aunque los compafieros no gstiecompleto de acuerdo con ésta, la

profesora lo apoya.

Ejemplo

Luego de surgir la necesidad de demostrar que igomhles de un paralelogramo se
intersecan, para luego mostrar que se bisecanspuds de haber escuchado y descartado
varias propuestas, Henry sugiere una idea quefagura estimula para su desarrollo.

75 Henry: Es que si tenemos los dos angulos omesiatonces supongamos que... Bueno,

supongamos que la bisectriz del angulo A es la... [Bace una figura como:

B... £

A D ]
76 Dario: ¢ Bisectriz?
77 Henry: La bisec... la bisectriz.
78 P: ¢,Del angulo A?
79 Henry: La bisectriz del angulo...
80 P: No hemos hablado de bisectrices tod:
81 Dario: La diagonal.
82 Henry: No, la bisectriz
83 P: Pero no hemos hablado de bisectriz.
84 Henry: Es que yo quiero decir que Ay C estapuartos de lados opuestos de un angulo, ¢ cierto?

Entonces el segmento AC, va a cortar a la bised¢riz mejor dicho, al rayo DB.
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85 P Ah... aca. ¢ Estas mirando el angulo ADC?

86 Henry: Si.

87 P Ay C estan en lados opuestos, en ladosittistde...

88 Henry: De ese angulo.

89 P De este angulo. Si.

90 Henry: Y entonces, se va... Pues por el teoreenga & cortar con la bisectriz del angulo ADC.

91 P: Con, con la...

92 Henry: O bueno, con todo rayo que parta... queearsel interior... que parta de...

93 P: Con cualquier... semirrecta... que parta de...

94 German: Del vértice.

95 P Del vértice. Va a cortar el segmento quedasepuntos de los lados. Muy bien, esa es.

96 Henry: Y como lo mismo pasa con el otro. Puestirseccion de esos también lleva a que se
cortan.

97 P Ya mostramos que se cortan. O sea, estandiBpfeC] esta cortada por ésta otra [BD].

Porque es una semirrecta que... muy bien. Entonéese sorta. Gracias Henry. Ahi
estaba la respuesta. Las diagonales de ese ctexdrgé& cortan.
[P1 75 -97]

Este tipo de interacciones se presentan generamardndo los estudiantes aportan
posibles rutas para lograr una justificacion, yplafesora estimula su participacion
estableciendo un dialogo con ellos para que ddkarrsus ideas. En ocasiones, los aportes
de los estudiantes no son aceptados por el grapo,gb ver la importancia de los mismos
la profesora apoya las ideas hasta que logra esaaon, como es el caso del ejemplo.
Aunqgue el grupo (e inicialmente al profesora) nepsan la idea de Henry cuando él
mencion la bisectriz, objeto geométrico que noaddfinido en el sistema axioméatico [75,
83], Henry continta con su idea y la profesoraldsta un dialogo con él, ampliando o
reafirmando las ideas, hasta lograr el desarr@l@anisma [84, 97].

4.5 SINTESIS DEL ANALISIS DE DATOS

Los codigos descritos y ejemplificados anteriorraesin el resultado del analisis de los
nueve videos de clase, que se han mencionado &oloa@nteriores, pero son recurrentes

a todo el proceso de ensefianza aprendizaje dwebseeestre. Aqui solo hemos escogido
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un fragmento representativo para cada uno de loga®) pero estos patrones de
interaccion se encuentran de forma frecuente exdifagentes clases, e incluso se puede

encontrar un mismo patrén en una misma clase.

Los codigos que se muestran aqui, y sus respeatategiorias fueron la base para la
elaboracion de los informes descriptivo-interpietat presentados, los cuales muestran un

analisis mas profundo de los mismos, en el cont@tios episodios de clase.
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CAPITULO 5. RESULTADOS

Una vez hecho el analisis de los datos, obtuvinbosocresultado un material didactico de
apoyo para el curso “Ensefianza y Aprendizaje dédametria” o para otros espacios
académicos. El material didactico es un conjunto ndeve informes descriptivo-

interpretativos, acompafiados cada uno de ellos1dédeo-clip, material que se describe a

continuacion.

5.1 INFORMES DESCRIPTIVO-INTERPRETATIVOS

Como ya dijimos, el informe descriptivo-interprétat es una reconstrucciéon que el
investigador realiza de un episodio de clase, equel describe, analiza e interpreta lo
sucedido en el episodio. El andlisis y la integurigtn son especificos de las interacciones
impulsadas por la profesora en el episodio caliaetdy por el desarrollo de procesos de la
actividad demostrativa. Cada informe descriptiviefipretativo inicia con un encabezado
en el que se describe el nimero del video-cliplgueompafa, su tiempo de duracion, el
proceso de la actividad demostrativa en la queeséra el andlisis y la descripcion del
mismo en términos del objeto geométrico abordadel e@pisodio. Luego del encabezado,
viene el desarrollo del informe descriptivo-intetativo. Alli se presenta una
contextualizacion del episodio de clase y se ptasenlos fragmentos de la clase que
reconstruyen dicho episodio. Cada fragmento setitwyes de la descripcion de los sucesos
que lo caracterizan, la trascripcion del misma interpretacion y analisis bajo el codigo o
codigos que ejemplifican las interacciones quesallpresentan. En el analisis, los cédigos
se escriben en letra cursiva, o se dan palabrassctie éste, también en cursiva, buscando
que el lector identifique el tipo de interaccidérege esta analizando. Estos fragmentos son
escritos de forma cronoldgica, dejando entreveetaiencia en que ocurrieron los sucesos
de la clase, para asi tener, una idea global dadalli ocurrié. A continuacion se presenta
uno de los nueve informes descriptivo-interpretatjvcomo un ejemplo del resultado

obtenido. Los otros ocho se encuentran en el Adexo
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VIDEO CLIP N. 1

Tiempo estimado:15 minutos 8 segundos

Proceso de la actividad demostrativaDemostrar

Descripcion: Demostracion del teorem&i* un cuadrilatero es paralelogramo, entonces

las diagonales se bisecan”.

Este informe descriptivo-interpretativo corresporden segmento de clase del dia 24 de
Mayo de 2007, en el que se realiza una demostraci@ativa. Esta clase es la nimero 44,
y van 71 horas de clase.

En la clase del dia 16 de Mayo (clase numero 42jprdfesora propone la tarea abierta
“determinar la relacion existente entre el tipocdedrilatero y la propiedad: una diagonal
biseca a la otra”. Los estudiantes la resuelveniangsl la exploracion realizada en el
software Cabri. Obtienen como resultado diversagetaras sobre los cuadrilateros que
satisfacen la condicion solicitada. La profesoge las conjeturas y las organiza en un
acetato para proyectarlas en la clase del dia 2Maj@, con el fin de compartir los
resultados ante el grupo, para su estudio y analdsispués de leer una conjetura, el grupo
responsable de ésta da a conocer la exploracifinads que condujo a su formulacion,
para estudiarla a la luz de la construccién, adaitomo posible y luego proceder a su
demostracion. Una de las conjeturas sugeridas edeld.eopoldo y Dario'si [el
cuadrilaterd es paralelogramo entonces las diagonales se hisedespués de admitirla,
la profesora invita a Leopoldo, para que proceglsstificarla mediante una demostracion
formal, publicamente.

Hemos dividido el informe descriptivo-interpretatien cuatro fragmentos. En el primero,
se inicia la demostracion con el paralelografdBCD, afirmando que el segmen&®B es
paralelo al segment®C; en el segundo, se afirma y justifica la congrigerde los
triangulosDAC y BAC [ver figura 1]; en el tercer fragmento, surge la necesidad de
demostrar que si un cuadrilatero es convexo (casna easo del paralelogramo) entonces

sus diagonales se cortan en el interior; en etedisrgmento, Henry propone una idea para
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justificar la necesidad que surgio en el fragméergs, la cual es impulsada por la profesora.

Asi termina la demostracion. * D

Figura 1

Fragmento 1

El episodio comienza cuando Leopoldo recurre a uwepresentacion grafica de
paralelogramo sin nombrar sus vértices y la profekoindica que debe nombrar la figura,
para hacer referencia a ella, por lo que Leopolmlobra los vértices del paralelogramo y
luego comienza una prueba en la que nombra p#sassade una posible demostracion
formal: traza las diagonales del paralelogramo ye$iere a propiedades de los angulos
alternos internos. La profesora que espera quedl@opealice una demostracion formal,
mas no una prueba, lo interrumpe diciéndole qbemescribir todos los pasos y le indica
qgue el primer paso es “el cuadrilat&kBCD es paralelogramo”. Después de que Leopoldo
lo escribe, la profesora indaga sobre qué se pdediecir de esa afirmacién; Leopoldo no
da una respuesta correspondiente a la intencidia geegunta, por lo que la profesora
recurre a los demas estudiantes y con la ayudaadey\e Ignacio afirma qué& y DC son

paralelos.

01 P: Pues ABCD, hay que nombrarlo o sino ¢ comamsandefinirlo?
02 Leopoldo: Tenemos el cuadrilatero ABCD. Entoricagamos las diagonales.
03 P: Si.
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04

05

06
07
08
09
10

11

12
13
14
15
16
17
18
19

20

Leopoldo:

Nancy:
P:
Ignacio:
P:

Leopoldo:

Ignacio:
Nancy:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:

P:

Entonces, por angulos alternos interemtre paralelas... el angulo... éste... es
congruente con...

Si. Vamos a hacer una cosa Leopoldo. Vanessrébir todos los pasos. Todos los pasos.
Entonces, primer paso, ABCD es paralelogramo. Glaseho... cuadrilatero ponemos
un...

El simbolo. [Leopoldo escribe:[1. ABCDpesalelogramo]

ABCD es paralelogramo.

Paralelogramo.

Entonces, ¢ qué sabes?
Tengo que decir: sean las diagonales ¢ no? [Es@il8samC y DB las diagonales] Sean
AC y BD... [Luego escribe: 3.LCAD = £BCA]

Y BD, las diagonales. CAD con... ¢Estan derdcugque ese seria el tercer paso en esa
demostracion?

Son alternos internos.

Lo primero que... aprovechar la definigi@paralelogramo.

Si, hay que aprovechar. O sea que ¢ cuapas@lnterior?

Que son paralelas.

QueA...

Que AB y CD son paralelos.

¢, Quiénes son las paralelas?
AB y DC [Leopoldo cambia el paso 3 porAR | CD yBC || AD ].

Bueno, por eso le estoy pidiendo que lalescRorque vamos a poner todos los pasos que
realmente tienen que estar. Entonces, ésto esté [pado 1]. Esto es definicion de
diagonal [paso 2], bueno, y existencia... postuladdadrecta y todo eso, ¢no? Y ésto
[paso tres] es definicion de paralelogramo, entermeedes decir que los angulos son

congruentes porque son alternos internos [Queda qawo cuatro: 4CAD = £BCA.

B

La figura va asi:
2ACD = £BAC]

] Bien. [Leopoldo escribe: 5.

[P11-20]

En la primera parte de la interaccion, la profesermla el lenguajeal pedir a Leopoldo

nombrar los vértices del paralelogramo que ha ddwjpara que las afirmaciones y
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justificaciones que se vayan a realizar, relaciapacbn esta figura, sean especificas y
claras para todos los miembros de la comunidadbitanmse observa que la justificacion
que Leopoldo empieza a realizar es una pruebalopgue ella, en su intento de que
Leopoldo escriba los pasos de la demostraciégula el lenguajecuando propone
introducir como simbologia geométrica, el simbald para explicitar que el cuadrilatero
ABCD es un paralelogramo. La introducciéon de simbolosmggricos simplifica la
escritura, referencia el tipo de figura geométacastudiar y facilita la comunicacion al

momento de referirse de forma escrita o verbata@geto.

Una vez que Leopoldo afirma que el cuadrila#®BLCD es paralelogramo, la profesora se
dirige a él diciéndole Entonces, ¢Qué sabesPd], buscando que Leopoldo evoque la
definicién de paralelogramo, recuerde algunas depsapiedades que se puedan derivar y
sean utiles para el desarrollo de la demostradiGecando epaso a seguiy haciendo
explicitas las propiedades en el paso tres. Siraggobel paso tres que Leopoldo menciona
no se deduce de los pasos uno y dos, pues menasdagonales y se adelanta con uno de
los pasos claves al afirmar la congruencia entrgulés alternos internos, sin haber
nombrado las propiedades que se requieren pardesraralos pasos uno y dos con dicha
afirmacion; al observar este hecho, la profesoraewalla, directamente, el proceso que
esta desarrollando, sino que se dirige al grupauc@npregunta para que de comun acuerdo
determinen si la congruencia de los anguledaD y 2BCA [11] es el tercer paso, Nancy
interviene, proponiendo aprovechar la definicibnpdealelogramo antes de mencionar la
congruencia [13]. La profesora acepta esta ideadmuée da relevancia, y pregunta por el
paso previo a afirmar la congruencia de angutascando antecedentes posibbesa la
afirmacién de Leopoldo. Ignacio a partir de la imémcion de Nancy y de la profesora,
afirma el paralelismo que se requiere [17] parackonque dos angulos alternos internos

son congruentes y el paralelismo es justificaddggprofesora en la linea 20.

Fragmento 2

Luego de que Ignacio nombra el paralelismo, Leapalohtinia escribiendo en el tablero

un nuevo paso [19]. Como en ese momento los pasos diemostracion no se han
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justificado explicitamente, la profesora interrungpeeopoldo y nombra la justificacion de
los mismos; luego, Leopoldo contintda con la demac&in. En uno de los pasos siguientes,
Leopoldo afirma que el triangulo DAC es congruerdr el triangulo BAC [ver figura 1]

afirmacién que es objeto de justificacion luegsdeaceptada por el grupo.

19 Ignacio:  ABYy DC [Leopoldo cambia el paso 3 por:AR | CD yBC || AD ].

20 P Bueno, por eso le estoy pidiendo que lalescRorque vamos a poner todos los pasos que
realmente tienen que estar. Entonces, ésto esté[plasb 1]. Esto es definicion de diagonal
[paso 2], bueno, y existencia... postulado de laargdbdo eso, ¢no? Y ésto [paso tres] es
definicion de paralelogramo, entonces puedes deeros angulos son congruentes porque

son alternos internos [Queda como paso cuatrazGAD = £BCA. La figura va asi:

B

A D

] Bien. [Leopoldo escribe: 2 ACD = £BAC]

21 Leopoldo:  Asi.

22 P Si. Noten que es el mismo teorema, pero tmnpar de lados paralelos. Ojo con eso,
porque hay que estar seguros de que tenemos laselpar correspondientes. Bien.

B ¢

[Leopoldo complementa la figure A ] O sea que angulo

triangulo DAC congruente con BCA, ¢ De acuerdo?
23 Estudiantes: Si.

24 P: ¢ Por?

25 Estudiante: Lado — angulo...

26 Leopoldo: Angulo - lado - angulo. [Escribe: 8B = CD y BC = AD]
27 P: Angulo-lado-angulo. [...]

[P119 - 27]

Este fragmento ejemplifica una interaccion en la sgi favorece la practica de la norma de
justificar establecida en la clase, cuando la parfe da las justificaciones de los cuatro
primeros pasos [20] e interviene con la pregunpe(?’[24] (luego de que el grupo acepta

como valida la congruencia de los trianguliejuiriendo la justificacioral pretender que
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Leopoldo justifique la congruencia establecida atipalel sistema axiomatico de
referencia. Esta pregunta no sorprende a Leopaliangeconoce la norma de la clase y
con el teorema angulo — lado — angdtifostifica la congruencia del triangu@AC y del
trianguloBCA La profesora refuerza la norma, cuando parafrisgsstificacion dada por
Leopoldo [27].

Fragmento 3

Teniendo la congruencia de los triangusC y BCA, Leopoldo afirma la congruencia de
los lados opuestos del paralelogramo como un pasgmedio y en medio de la
demostracion de la conjetura, expresa la necesigadisar que las diagonales de un
cuadrilatero se intersecan. Esto genera una distesitre los miembros de la clase, ya que

éste es un teorema que no ha sido demostrado.

37 P: Si, estas tratando de mostrar que las dilmpfde un cuadrilatero] se bisecan. Estas
tratando de demostrar que si el cuadrilatero ggasalelogramo, las diagonales se bisecan.

38 Ignacio: Por eso.
39 Leopoldo: Si, pero es que no sé como... ¢yo céngos las diagonales se intersecan?

40 P: iAh! Una pregunta muy buena ¢ Cémo sabemosaguaiagonales en un paralelogramo se
cortan?

41 Estudiante: Porque el interior del cuadrildEsa@onvexo.

42 P ¢Por qué el cuadrilatero es convexo?

43 Estudiante: El interior del...

44 P ¢ Y esa es la definicion de convexo?

45 Estudiante: El interior.

46 Ignacio: El interior del cuadrilatero es conveRados dos puntos, todos pertenecen al interior. de
O sea, por decir la diagonal AC, los puntos A ytd@ia la diagonal pertenece al interior
del... cuadrilatero. Porque ahi estan... Y B y D estéados opuestos también.

47 P: La diagonal, excepto los ...

48 Ignacio: Ah si, los...

49 P: Los extremos.

' El teoremaAngulo — Lado — AnguldA.L.A) establece que si dos angulos y el lado
comprendido entre ellos de un triangulo son congage con dos angulos y el lado
comprendido entre ellos de otro triangulo, entomagsriAngulos son congruentes.
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50 Leopoldo: Profe, tenemos que demostrar que talgh@gramo es un cuadrilatero convexo ¢ no?

51 P Tendriamos que demostrar que es un cuadvilétevexo si queremos usar eso. [Varios
hablan al tiempo sobre el asunto, pero son se @mdprio que dicen]
[P1 37 - 51]

En el desarrollo de la demostracion Leopoldo sémviéado, cuando observa que necesita
un teorema que no ha sido establecido en el sistaimaatico que tienen de referencia,
con relacion a la interseccion de las diagonalesrdeuadrilatero, y por tanto le surge la
preocupacion de como justificar ese paso. La poodesreconociendo la inquietud de
Leopoldo, da relevancia al cuestionamiento quaééh“syo cdmo sé que las diagonales se
intersecan?” [39]y lo plantea al grupo, brindando un espacio phoeleate, erfbisqueda

de la justificacién El debate es enriquecido por la participaciondds estudiantes e
Ignacio [43-46], quienes afirman que la justificacpuede darse a partir de que el interior
del cuadrilatero es convexo. Esta nueva afirmasi@érconvierte en objeto a justificar;
Leopoldo pregunta sobre la necesidad de demostuar [garalelogramo es un cuadrilatero
convexo [50]. La profesora dice que se debe dearos@io si se desea usar, reforzando la
necesidad de justificar toda afirmacion usada ea demostracion, norma que se ha
establecido en clase.

A diferencia del fragment@, en el cual la justificacion de una afirmacion agthra

desarrollo de la demostraciébn es inmediata, pue® hmarte del sistema axiomatico
construido, en éste fragmento no se observa lo migaes en el sistema axiomatico
construido no hay una definicion, postulado o te@gue justifigue que las diagonales de
un cuadrilatero se intersecan. Por eso es necdsasiar una justificacion que valide la
interseccion de las diagonales. Resaltamos que &rftagmento 2 como el fragmero

surgen a partir de la norma establecida, de joatiftoda afirmacion en medio de una

demostracion.

Fragmento 4
El grupo sigue interactuando en busqueda de lafigasion al cuestionamiento de
Leopoldo acerca de la interseccion de las diagendk un paralelogramo. Algunos
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estudiantes proponen justificar la interseccionndeala propiedad segun la cual el

cuadrilatero es convexo. En una de las interacsigne alli se gestan, Henry propone una

idea que la profesora estimula para su desarrollo.

75

76
77
78
79
80
81
82
83
84

85
86
87
88
89
90
91
92
03
94
95

96

97

Henry:

Dario:
Henry:
P:
Henry:
P:
Dario:
Henry:
P:
Henry:

P:
Henry:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:

German:

P:

Henry:

Es que si tenemos los dos angulos opsiesntonces supongamos que... Bueno,
supongamos que la bisectriz del angulo A es la... es...

¢ Bisectriz?

La bisec... la bisectriz.

¢,Del angulo A?

La bisectriz del angulo...

No hemos hablado de bisectrices tod:

La diagonal.

No, la bisectriz

Pero no hemos hablado de bisectriz.

Es que yo quiero decir que Ay C estapuertos de lados opuestos de un angulo, ¢ cierto?
Entonces el segmento AC, va a cortar a la bisedtriz mejor dicho, al rayo DB.

Ah... aca. ¢ Estas mirando el angulo ADC?

Si.

Ay C estan en lados opuestos, en ladosfdistde...

De ese angulo.

De este angulo. Si.

Y entonces, se va... Pues por el teoreenga & cortar con la bisectriz del angulo ADC.
Con, con la...

O bueno, con todo rayo que parta... queersel interior... que parta de...

Con cualquier... semirrecta... que parta de...

Del vértice.

Del vértice. Va a cortar el segmento que doe puntos de los lados. [Hace una figura

B C

como: ™ ] Muy bien, esa es.

Y como lo mismo pasa con el otro. Puemtierseccion de esos también lleva a que se
cortan.

Ya mostramos que se cortan. O sea, estandiaffdC] esta cortada por ésta otra [BD].

Porque es una semirrecta que... muy bien. Entontes,@rta. Gracias Henry. Ahi estaba
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la respuesta. Las diagonales de ese cuadrilatemriza.

[P1 75 - 97]

En el Fragmento 4 se puede observar que iniciabmkntprofesora y Dario no estan
convencidos de la idea de Henry [75 - 83], ya dupii&re hacer uso de la bisectriz, objeto
geométrico que no se ha usado en el proceso denestracién, por lo que Dario
menciona que es la diagonal el objeto geométrit@uie se quiere hablar; Henry insiste
hasta que la profesora aceptangulsa la ideaporque observa que es un camino viable,
estableciendo una conversacion con Henry en laaqydia cada una de las afirmaciones
que él va realizando, y lasaduceen pasos de la demostracion, ademéas de hacer una
representacion graficque permite visualizar cada una de las afirmacialgesienry, asi
llegan a la justificacién buscada (“las diagonalelscuadrilatero se cortan”) [84 - 97]. Esta
interaccion, es un ejemplo de la construccion tieieael conocimiento, pues se observa
que la profesora no es quién impone las ideas, gu® las ideas de los estudiantes
contribuyen en el desarrollo de la demostraciorm@ae observa en la continuacion de
éste episodio, Leopoldo sigue con el desarrolldadéemostracion, afirmando que E es
punto medio del segmento AC. Al teriecompletadas condiciones del antecedente que le
permitenjustificar esta afirmacion, sus comparieros lo corrigen ydendque le hace falta

usar la interestancia, que requiere de la afirnmaélizada por Henry.

106 P: La interestancia. [Leopoldo incluye un nupaeo: 13 A-E-C]. Si, pero para poder decir esa
interestancia, ¢ Entonces qué necesitabamos?

107 Nancy: Que se cortan.

108 Estudiante: Con lo que dijo él.

109 P: Con lo que dijo él [Henry]. O sea, primeve ge cortan ACYy...

110 Leopoldo: BD

111 P: Y BD. Claro que lo que me dice Henry eslgusemirrecta DB, interseccion el segmento
AC es diferente al vacio. [Escribe entre los pdsbg 13:BD n AC # @] La semirrecta,
mas no...

112 Henry: Por eso yo le decia lo del opuestoel@dgulo opuesto. Porque es la interseccién de las
dos rectas ahi, mas o menos...

113 P: O sea, ¢,qué angulo miro ahora?

114 Henry: El angulo ABC
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115
116
117
118

119
120

121
122
123
124
125
126

127

128
129
130
131
132

P:
German:
Henry:
P:

ABC
Si.
Y entonces...

Ah. Entonces si miramos el &ngulo ABC teardds que la semirrecta... Ah, es que aqui es
DB.

Estudiantes: Si, DB.

P:

German:
P:
German:
P:

German:

Leopoldo:

P:

Leopoldo:

P:

Leopoldo:

P:

DB. Y aqui tendriamos la semirrecta...

DB

BD

interseccion

Interseccion con el segmento AC

No es vacic

No es vacio [Escribe al lado de la otra intersetdB N AC # @] y eso nos debe llevar a
que los dos segmentos se cortan. Porque la intédsete éstas dos semirrectas es el
segmento. Entonces, poder concluir que esto nads.\Si sefior, tocaba usar ambas. ¢ Si?
Bueno.

Pues ahi... Sea E el punto de intei@ede los segmentos. [Escribe: 14. E es el punto
medio de AC 15(E} = AC n BD]

Si. E es el punto de interseccion de losdgmentos.
SeaE...

Si, por definicion.

Y eso lo escribo aca?

Eso lo meti... Lo debiste haber metido acérfHos pasos 9 y 10] ¢ cierto? Porque aqui fue
donde lo introdujiste. O sea, esta discusion [le sgirefiere a las intersecciones] en
realidad viene aca. Porque ta vas a decir, entsezg igual a la interseccién de los dos
segmentos. Y entonces ahora si, tiene la intei@atdiene la igualdad y tiene que es punto
medio del segmento AC. Y asi hace con el otro. i@sdceopoldo. O sea que,
definitivamente, logramos demostrar que la congetua cierta.

[P1 106 - 132]

Gracias al impulso que la profesora da a la ideldetey, y a la interaccion entre Henry, la

profesora, Leopoldo, y otro de sus compafieros {1039], la demostracion realizada por

Leopoldo toma un nuevo aire, que permite conclug [@s diagonales se intersecan y por
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ende, se concluye la demostracion, mostrando cquelitgonales del paralelogramo se
bisecan [127-132].

5.2 VIDEO - CLIPS

Buscando vincular la formacién inicial de los ddesncon la practica real de un profesor
de mateméticas, se disefian los video-clips, quengadan cada informe descriptivo-
interpretativo. Estos video-clips son evidencias laepractica profesional, que recoge
momentos de ensefianza de las mateméticas; comatsrsal no se busca que los futuros
docentes reproduzcan el modelo de ensefianza duse @fesenta, sino que por medio de
ellos analicen, reflexionen y caractericen los psos de ensefianza y aprendizaje a partir
de la practica real de otros, como un paso panzase y mejorar las practicas docentes.
Con estos video-clips, apoyados de los informesrigiyo-interpretativos, se espera que
los docentes en formacion centren las miradas simtaracciones que se gestan en una

clase de geometria cuando se aborda la actividadsteativa.

Los video-clips presentados son la evidencia vigualditiva del episodio de clase a
analizar. De las clases en que se extrajeron dielpasodios se eliminaron pequefios
fragmentos, en donde se encontraban intervenciooe®levantes del episodio que se
queria presentar, como comentarios de los estediaot de la profesora, que no
correspondian con el tema estudiado. De los episatt conjeturacion, observamos varias
interacciones que correspondian a un mismo coédigel enismo episodio, por lo que se
dejaron las mas representativas y se eliminaroas.ot€Cada uno de los video-clips

elaborados esté estructurado de la siguiente forma:

* PresentacionSe describe el proceso de la actividad demostrgtie se desarrolla en el
video, y el objetivo central del episodio. En ebaadel proceso de demostrar se
presenta el enunciado del teorema que se desefcqustpara el proceso de usar
definiciones, se menciona el objeto geométrico finidey para el proceso de
conjeturar, se menciona el problema que la profegmopuso a la clase, y del cual se
obtuvieron las conjeturas estudiadas. La preseémat2 cada uno de los video-clips, se
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muestra a continuacion, con la numeracion estaladquara relacionar el video-clip con

el informe descriptivo-interpretativo.

Videos-clips de la accidon de demostrar:

Demastracién del Demaostracion del Demostracion.:

teorema: iy teorema: . _
Si dos angulos son Un segmento tiene

"Sj un cuadrilatero es opuestos por el mds de dos puntos”
paralelogramo entonces vértice, entonces
las diagonales se bisecan son congruentes"

Video-clip N. 1 Video-clip. 2 Video-clip N. 3

Video-clips de la accion de definir:

DEFINICION: DEFINICION 7 SaTEl
"ALTURA DE UN

"ANGULO RECTO” "RECTANGULO" TRIANGULO"

Video-clip N. 4 Vidatip N. 5 Video-clip N. 6

Video-clips de la accion de conjeturar:

CONJETURAS
DEL PROBLEMA:

; "SE DA UNA RECTA, DOS
({,CUAL ES LA E DA UNA RECTA, DOS

RELACION EXISTENTE
ENTRE EL TIPO DE ) ADO POR LA
TRIANGULO Y LA RECTA L, DETERMINE EL

ESTA EL PUNTO MEDIO ; N

DEL SEGMENTO BC EN PROPIEDAD: DOS DE RUNIS R e LA RERIAE]

LA BISECTRIZ DEL SUS ALTURAS SON DFE LL&EE L\t‘(Tu:I\JJ_CI.I: S[PRY
ANGULO A7 CONGRUENTES? LSl Mo

Video-clip N. 7 Videdip N. 8 Video-clip N. 9
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e Desarrollo. En el desarrollo del video-clip se presenta el sedm de video del
episodio de ensefianza analizado, el cual estatidatit, para que sean claras las

intervenciones de cada una de las personas queiemen.

» Créditos: Al finalizar el episodio de ensefianza se muedtrarcréditos en donde se
mencionan como autores de la grabaciéon del videpuglo Aprendizaje y Ensefianza
de la Geometria de la Universidad Pedagdgica Nak{®PN), la fecha en la que esta

se realizd y las personas que editaron el video [fviagen 4

GRABACION
Grupo Ensefnanza y Aprendizaje de
la Geometria
UPN

FECHA DE GRABACION

Abril 10 de 2007

EDICION
Maria del Pilar Cubillos
Sandra Carolina Sanchez

Imagen 4. Créditos de los video-clips

Los nueve video-clips editados se encuentran ervideo en el que inicialmente se
encuentra un mend, de nueve nombre que se relactomecada uno de los videos, la parte
inicial del nombre se refiere al proceso que seaasostrar, y la segunda parte, que se
encuentra entre comillas, una frase que relacibobjeto geométrico estudiado.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

En este capitulo reportamos las conclusiones at#erdel trabajo investigativo que hemos
presentado. Asi mismo, analizamos los aportesrdedjp a la comunidad de educadores
matematicos, en especial a aquellos que se inglioata ensefianza de la geometria o por
la formacion docente, y finalizamos con algunagymnéas que surgen a partir del trabajo

que hemos desarrollado y consideramos que puedessseltas en futuros proyectos.

Al hacer un analisis retrospectivo de la descripgjéneral de la clase de geometria
plana presentada en Echeverry, Molina, Perry y 8an@009) y Camargo, Echeverry,
Molina, Perry & Samper (2008), observamos que tzsoaes que los autores mencionan
como acciones que comprometen a los estudiantesacactividad demostrativa, asociadas
con la gestion que hace el profesor, estan direstgrelacionados con los patrones de
interaccion identificados y descritos en el CapitBly 4, la mayoria de los patrones de
interacciones que identificamos se entrevén, yilggmas oportunidades se describen en los
articulos ya mencionados, pero sin que los autieeglieran relevancia a los mismos.
Ampliando aqui una descripcion de cada uno de &opes y ejemplificandolos desde la

la practica de una profesora centrada en la aativittmostrativa.

Algunos de los aspectos de interaccion que soreptiBles de reflexion y analisis
por parte de docentes en formacion inicial comataps su formacion en geometria, son
los patrones de interaccion relacionados con losgsos: demostrar, usar definiciones y
conjeturar que hemos identificado y presentadol €bapitulo 4. A partir de la reflexion
sobre la préactica de una profesora en el estudextoeo de la actividad demostrativa, los
futuros docentes pueden confrontar sus creenciasngepciones sobre la practica de
ensefiar matematicas y su conocimiento sobre lafiansa de la demostracion en
geometria, asi van consolidando su conocimientfegiomal. Cabe aclarar que nuestra
intencion no es que los estudiantes copien o repds patrones de interaccion que se

identificaron, sino que analicen sobre ellos.
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Toda actividad se rige por unos patrones de iotéya, que en todos los casos no
son los mismos, pues como se observo en el Cadtylal, el estudio de los procesos
demostrar, usar definiciones y conjeturar de lavidetd demostrativa no se rigen por unas
mismas pautas de interaccion, aunque existen wereEales que son los encontrados en la
categoria de gestibn comunicativa, cada uno derosesos tiene unos patrones propios

gue lo caracterizan en el aula.

Algunos aspectos que influyen en la practicgpdefesor y que estan directamente
relacionados con el conocimiento profesional s@n:ekperiencia del profesor en la
ensefianza de la actividad mateméatica que favoracelase con sus estudiantes, la
reflexién de la practica y la evaluacion y reedtitacion de las tareas y problemas que se
proponen en la clase. Como se observo en el eddote, las tareas que se proponen en
la clase de geometria son objeto de evaluaciénegtriecturacion, por parte de los
integrantes de la linea de investigacion “AprendizaEnsefianza de la Geometria”, de la
cual hace parte la profesora que guia la clase gfei@nplana aproximadamente diez afios
atras y cuya metodologia de la clase ha sido nuadiéi desde el afio 2004. Observamos
que la experiencia que tiene la profesora sobrenkefianza de la demostracion y los
estudios que ha realizado de la actividad demosirgtermiten estructurar y guiar las
interacciones que surgen en la clase, pues desueielella sabe cuél es la meta a alcanzar

y los caminos que conllevan o no a alcanzar dicki@m

Las categorias de interaccion que emergieron gedetica de la profesora y el
andlisis que realizamos a dicha practica aporfareducacion matematica, en especial a la
educacion en geometria y al conocimiento sobrasaf@anza de los docentes en formacion
inicial, al convertirse en el marco teérico destigue observar la practica profesional de
un profesor. Dicho marco tedrico junto con los laslos obtenidos de la investigacion se
convierten en piezas claves para el disefio y d#lsamle entornos favorables para la

reflexion y andlisis de la practica de ensefiar matieas.

Gracias a la practica de la profesora y a las cwmis de la clase fue posible
producir el material didactico obtenido como remidt, ya que dicha préactica permitié

caracterizar interacciones entre la profesora yedstsidiantes, y dar un ejemplo de la
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practica docente en relacion a la actividad deratgdér. Dichas categorias emergieron de
los procesos de la actividad demostrativa trabajaglo cada episodio de clase, y en
particular del conocimiento matematico o geométpuesto en juego en cada uno de los

procesos.

Con el material que hemos obtenido respondemos aa den las necesidades
investigativas tanto a nivel nacional como interoaal y tratamos de suplir, en parte, la
necesidad de tener material didactico para la foidnadocente, siendo conscientes que
éste no es el Unico tipo de material que se pusaean los programas de formacién inicial.
Consideramos que el material acercara a los futprofesores a la practica de aula, y
permitird que ellos conozcan y reflexionen soble, glanando conocimiento acerca de la

ensefianza de las matematicas.

En relacion a los aportes en términos del estudiolad interacciones que se
describen a lo largo del documento, se amplia mbrj@ena de los patrones de interaccion
que se dan en el aula de matematicas, ya que lariaale las investigaciones consultadas
al referirse a interacciones caracterizan acciomepias de la profesora y de los
estudiantes, pero muy pocas se centran en caractédragmentos de didlogos que se
encadenan en medio de una actividad mateméticee yestan directamente relacionados
con esas acciones. Logrando asi, con nuestra igeesin caracterizar interacciones a
partir de cadenas conversacionales, que intentamefeer el aprendizaje de una actividad
matematica, y en las cuales estan inmersas lasnascidentificadas en algunos de los

proyectos de investigacion leidos.

En el mismo sentido, un aporte importante esalacterizacion de interacciones
en una actividad matematica propia, ya que fuebpmsiarnos cuenta que éstas varian de
acuerdo a la actividad matematica que se desaawlid aula, aunque no se desconoce que
existen unas generales. Ademés, también logramestifidar que los patrones de
interaccion también varian de acuerdo a los precqae se desarrollen, ya que la gestion
que realiza la profesora para lograr los proposijos se establece para las clases, es
variable de acuerdo al proceso trabajado. Por terian, aunque describimos 4 categorias

de analisis estas pueden no observarse al analiarde los procesos de la actividad
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demostrativa, emergiendo asi otras categorias @lsianya que las categorias emergieron
a medida que se analizaban los fragmentos de dtases procesos: formular conjeturas,
usar definiciones y demostrar formalmente. Lograasiouna caracterizacion propia de las
interacciones que se gestan en la practica derofespra de geometria cuando favorece el
aprendizaje de la actividad demostrativa.

La elaboracion de esta investigacion nos volviGixes frente a las interacciones
que se gestan en el aula, y nos lleva a mirar suddeestos patrones se dan en nuestras
aulas, frente a los procesos que aqui trabajamdsmaAs, nos reafirma el gusto por la
geometria, en especial por todos aquellos proogsesse involucran en su aprendizaje,

guedandonos la expectativa de seguir investigasplectos relacionados con este tema.

Al terminar esta investigacion nos surgen vari@gpntas ¢ Como son los patrones
de interaccion en la actividad demostrativa en @raa de las matematicas? ¢En qué otra
actividad matematica se evidenciaran los patrorastdraccion identificados? ¢Qué otros
patrones de interaccion se identifican en otraviglett matematica? ¢Qué tipo reflexion y
andlisis se lograra de los futuros docentes comjlesse trabaje el material resultado de
esta investigacion? ¢Como guiar el desarrollo detac Ensefianza y Aprendizaje de la
geometria, en el que se usen los resultados deeesdigacion, para promover la reflexion
y el analisis de la practica docente?, que espergouedan ser resueltas en futuros
proyectos.
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ANEXOS

ANEXO |. INFORMES DESCRIPTIVO-INTERPRETATIVOS

A continuacién se muestran los ocho informes dpteo-interpretativos, del dos al nueve,
los cuales son uno de los resultados de la ineesfig. El informe descriptivo-

interpretativo uno se presento en el capitulo geltados.

VIDEO CLIP N. 2

Tiempo estimado:10 minutos 43 segundos

Actividad matematica: Demostrar

Descripcion: Demostracion del teorema “Si dos angulos son opsiegbr el vértice
entonces son congruentes”

Este informe descriptivo-interpretativo corresporden segmento de clase del dia 13 de
Marzo de 2007, en el que se realiza una demostramfectiva, que por medio de la

gestion de la profesora, los estudiantes particgraa construccion de la demostracion,
mientras que Wilson va escribiendo los pasos demaostracion en el tablero. Esta clase se

desarrollo en SALACAD, una de las salas de infoizaade la universidad.

En la clase del 8 de marzo, la profesora propotiaréa abiertaDado un angulo A ¢Qué
condiciones debe cumplir B para ser congruente rajudo A?” de la cual surgio la
necesidad de definir angdfpy de establecer el postulado de la medida deld@figu el
postulado de construccion de anddlelementos que se introdujeron al sistema axiomati
en construccion. Durante la ultima parte de laesléss estudiantes tratan de resolver la
tarea mediante la exploracion en el software Cabrigtoman esta exploracion en la

primera parte de la clase del 13 de marzo. De fdoeacion realizada se obtuvieron

' Un anguloes la unién de dos rayos, con el mismo origertr@mo, que no son colineales.
'® A cada angulo le corresponde un niimero real engr8D.

7 SeaAB un rayo de la arista del semiplano H. Para cadzenir entre 0 y 180, hay exactamente un rayo
AP, con P en H, tal que APAB=r.
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diversas conjeturas, de las cuales algunas quedaendientes, ya que mencionaban
nociones que no habian sido introducidas en etrs&t una de las propuestas, que fue
analizada y discutida por el grupo, & tlos angulos son opuestos por el vértice entonces
son congruentésEl analisis de esta conjetura conllevo a defémgulos opuestos por el
vértice®, angulos par linedl, y establecer el postulado de angulos par ffiells dos
altimos surgen en el momento de tratar de demdst@mnjetura. Luego, de que algunos de
los estudiantes esbozan la demostracion de latoomjda profesora pasa a Wilson al

tablero para que realice la demostracion correspoted

Fragmento 1

El episodio comienza cuando Wilson inicia la pradoic de la demostracion, escribiendo
la afirmacién£ABC, por lo cual la profesora interviene, indicarglee escriba angulo 1y

angulo 3, como forma abreviada de mencionar loslléagpartiendo de la representacion
grafica que se tiene [Figura 1]; ademas, le indiga escriba solo las afirmaciones, y que
las justificaciones deberan ser dadas oralmenteogolms los miembros de la comunidad.

Ante la primera indicacién, Erick interviene corayregunta.

Figura 1

01 P: Vamos a hacer el siguiente plan. Wilson va ail®scsolamente las
afirmaciones, y verbalmente vamos a decir cualasia® justificaciones,
¢bienWilson pasa al tablero y escribe: AFIRMACION,1ABC ]

02 Efrain: Profe, una pregunta.

03 P: No. Angulo uno y angulo tres, para que nos rigid@mpo [Wilson borra

'® Dos angulos sonpuestos por el vérticai sus lados forman dos pares de rayos opuestos.

9 SiAB y AD son rayos opuestos, y C es un punto que no esé&rectaBD, entonces. BAC y ZCAD
forman unpar lineal.
%% Sj dos angulos forman par lineal entonces la suersud mediadas es £80
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OABC, y escribell 1 y U 3]. ¢Quién tiene una pregunta?

04 Efrain: Profe, pues no sé si esté en un error,. peg€omo hace para saber que el
angulo, si lo nombramos con nimero, ese numereerest refiriendo a
una medida?

05 P: jAh! Eso es una buena pregunta. Bueno, en gitaidiea no vamos a poner
medidas, primera cosa.

06 Efrain: Medida de angulo. ¢ Cierto?

07 P: Si. Entonces, si yo quiero hablar de la mediolaengo que escribir,
medida del angulo uno. ¢Si? Y entonces se refledé@agulo. Entonces,
cuando esta en el interior del &ngulo es porquaTest hablando de ese

angulo, el numero. 1 y 3 son opuestos por el \&rtic
[P2 01- 07]

En este fragmento la profesamspondea Efrain, ante un cuestionamiento que surge al
nombrar los angulos con nimeros, ya que en un ntonagrterior se habia introducido el
postulado de la medida de angulos, lo que Ericlsidenaba podia causar confusion. A la
pregunta, la profesora responde haciendo aclaraei@mo se hace uso de este postulado,
resaltando que al mencionar la medida de un anggtip se debe hacer en medio de la

demostracion y no sobre la figura.

Fragmento 2

Luego de la intervencion de Efrain, Wilson conticoa la demostracion, buscando un par

de angulos par lineal, para poder hablar de gusutaa de las medidas es 180, y luego

hacer uso de ello, para buscar la medida de utasdagulos que es opuesto.

10 Wilson: Ahora necesitamos obtener la medida déé .algin angulo... de los dos
angulos, de uno de los dos angulos, para que arksrde 180. Entonces

eso lo sabemos mediante el... mediante la defind&n este postulado.
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11
12
13
14
15
16
17

18

19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

P:

Efrain:

Wilson:

P:

Wilson:

Maria:
P:

Wilson:

P:
Wilson
P:

Maria:

Wilson:

P:
Maria:
P:

Wilson:

P:

Wilson:

P:

Wilson:

P:

Wilson:

P:

Wilson:

P:

¢, Qué mas necesitamos? El otro angulo, el que noe fb30.

Si.

El par lineal.

El par lineal.

Si.

Entonces ese lo ubicamos mediante... meglla definicion.

Y el angulo...

Es lo Unico que puedo usar, pero ¢qué neqasia poder declarar que
esta en el par lineal?

Que son rayos opuestos. Que los raynsopaestos y que un punto del
otro...

Del otro rayo no esta en la recta.

Del otro rayo no esta en la recta.

Entonces lo primero que vas a tener querde@s ¢ qué?

Que son opuestos.

Que son... El angulo 1 y el &ngulo 2...

iNo!

Eso es una conclusion Wilson.

Exactamente, eso es lo que tu quieres congaro ¢qué elementos
necesito para poderlo decir? Me lo acabas de decir.

Ahya. El rayo

¢AB?

Y el rayo BD

(AB Yy BD?

.Y BD? y BE

AB, AB es éste.

BA, BA, BA.

BAYy...

DE

Son... opuestos [Wilson escribe: BAy BE son opuestos] ¢cémo lo
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37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

54
55

56
57
58
59
60

Varios:
P:
Alguien:
P:
Alguien:
P:

Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Maria:
Wilson:
P:

Wilson:
P:

Luz:
Julian:
P:
Julian:
P:

sabes? ¢como lo sabe él? ¢ Construccion?

Definicion de angulos opuestos.

¢ Definicién de...?

Angulos opuestos.

No de rayos opuestos. De...

Angulos opuestos.

Angulos opuestos por el vértice. Lo que @atib son los angulos. ¢Si? Y
la definicibn me dice que tiene... forman dos paresalos opuestos.
Y... Wilson esta cogiendo un par, de rayos opuedirgonces, por
definiciobn de angulos opuestos por el vértice. Bueuué mas necesito?
Ahora... ¢ Ahora si la medida?

No, tu dijiste que los querias declarar jpaal.

A pues el punto C...

Necesitamos un punto...

Que no esté...

Que no esté en la recta. ¢ Quién? ¢ Quiéser® a

C

,C?

B, B.

B ya esta.

Bueno, puede ser C o D, pero tu habias djababas a usar éstos. [sefiala
1,2y3]

Bueno, si.

D ¢y como puedes estar segura que D no esta ere@s& [Wilson
escribe: 3. & E]

Por...

Por la misma definicion de angulos omses

¢Por qué? ¢ qué?

Unicamente son dos pares de angulasyds opuestos.

Son dos pares de rayos opuestos. Luego,iteeess también ¢cierto?
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61
62

63
64
65

66
67

68
69
70
71
72

73

Alguien:
P:

Julian:

Alguien:
P:

Wilson:

Wilson:

Ana:

Ana:

Wilson:

Entonces, en el paso dos, en el paso dos, Wilsodeie poner ambas

cosas [completa en paso dos con otro color esodbieBD Yy BC
opuestos].

AB o BC. Ah no.

Y BD, y BC opuestos. ¢Y eso me va a aseguarD no esté en recta
AB?

Puedo decir que BD como no es opuesto8E o BA...

Si, si claro.

BD no es opuesto con BA. O sea, ahi lo qu& jegando un papel
importantisimo es... esta palabra: “dos pares” [d#efaicion de dngulos
opuestos por el vértice]. Dos pares, porque esestédiciendo que Dy
C no pueden estar en la misma recta. En la misata A&E o AB, porque
entonces no serian otro par ¢si? Entonces es €l ‘giee juega un papel
importante ahi, porque me asegura entonces queng po puede estar
en la recta. Bueno, eso seria un poco complicaciib&stodo eso, pero
entonces lo vamos a poner: D no pertenece a reBtgpaok definicion,
vamos a decir de par lineal, de opuestos por &kteéiya, tengo un punto,
y ahora si puedes decir que estos dos anguloseg@ual

Angulos 1y 2 son par lineal. [Escribe41 y 0 2 son par lineal]

Entonces 1 y 2 son par lineal. ¢1 y 2 sorglesesta declarando él que
son par lineal?

Si

2y3

2y 3, ¢cierto? ¢por gL

Porque él estaba hablando de rayos opuestos

Porque él esta tomando estos rayos opuestie ypunto no. Entonces 2 y
3, 2y 3 [Wilson corrige] Estos rayos opuestos tg @sinto no. Tiene un
par lineal, ¢de acuerdo? 2 y 3. Bien.

Ahora si podemos decir que las medidassea, podemos usar este

postulado.
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74 P Ahora usamos el postulado del par lineal...

75 Wilson: Postulado del par lineal, para decir lguaedida...

76 P Que la suma de las medidas es 180. La mddidagulo 2 y la medida de
angulo 3... Ojo, Wilson se acorddé cdmo se simbolbzaenkdida de... Es
180, postulado del par lineal. Bueno, ¢y? ¢y quEma

77  Julian: Por el postulado, la medida del angulo v la medida del &ngulo dos
debe medir 180.

[P2 10 - 77]

En este fragmento Wilson anticipa que para desarrial demostracion necesita hallar la
medida de dos angulos que sumen 180 [10]; adenmdsctivamente acuerdan que
necesitan declarar que los angulos 1 y 2 son amuestr el vértice [22, 26] por lo que se
gesta una interaccion en la quelaescan los antecedentes posibigse conlleven a la
conclusion. Dichos antecedentes estan relacioramosayos opuestos y angulos par lineal
[60 - 67]. En el proceso de la busqueda de loscadentes, el papel de profesora es el de
guiar, vigilar y garantizar que los antecedentes ge incluyan en la demostracion
efectivamente conlleven a la conclusion, ya quesdvily algunos estudiantes nombran
elementos del sistema axiomético que no conllevancanclusion anticipada [18 — 26, 39
- 42]. Ademéas de buscar los antecedenéeprofesora requiere la justificaciéde algunos
de ellos [36] y los estudiantes intervienen para correspomae requerimiento. La
justificacién se obtiene mediante la interacciétreela profesora y algunos estudiantes [36
- 42].

Otra interaccion que también surge en este fragmestiniciada por la profesora cuando
observa que Wilson solamente ha incluido en la d&acién un par de rayos opuestos y
que para afirmar que dos angulos son opuestosl pértee necesitan dos pares de rayos
opuestos, por lo que al tener leguisitos incompletoda profesora completa el paso dos
[59 - 60].

Fragmento 3
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Luego de determinar que los angulos 2 y 3 sumanpd®&Que son par lineal, proceden a
justificar que los angulos 1 y 4 también son paedl y mediante relaciones algebraicas

logran concluir la demostracion.

78 P: Necesito conseguir...

79  Julian: Otro par lineal.

80 P Otro par lineal. Y entonces ¢ qué ingrediemessito?

81 Ana: Pues otro punto que no pertenezca al...

82  Julian: Otro punto que no pertenezca a la otra rectaptidarecta. [Wilson escribe Q1.
83 P: :C?

84  Wilson: Si.

85 P ¢ Es el que quieres?

86 Leopoldo: A

87 Ana: E

88 Leopoldo: Esta hablando de A, tiene que porer a

89 P iAh! A es el punto que queremos decir que no esté eecta [Wilson corrige 6. Al

56] Entonces &ngulo 1 y dngulo 4 son par lineal,gefmicion ¢y? Todo boérralo. Y

ahora ¢ cual es el siguiente paso?

90  Wilson: Y ahora decimos que son par lineal. Ahwgcesitamos otro 180. O sea hacemos igual.
91 Luz: La medida.

92 P: ¢ Otra vez?

93  Wilson: La medida del angulo 1 mas la medidaadgulo...

94 P iAy! ¢qué?, 1y 4 son par lineal.

95  Alguien: Si, pero...

96  Wilson: Si.

97 P Pero... necesitariamos a C, y tu cogiste fe a
98  Alguien: Si.

99  Alguien: 1 y 2 [Wilson corrige y escribe 701 y 1 2 son par lineal 8. tl 1 + mU 2 =
180].
100 P: 1y 2. Entonces fijense que ese punti... estaqgita, bastante importante ¢no? [los pasos

3 y 6] Porque me dice a cuél me estoy refiriendeudl par lineal. Si, porque hay varios
pares lineales ahi. Bueno. Postulado del... parllgngahora? Y ahora ¢ cuél era el plan?
¢Para qué dijimos todo eso? Wilson. Ignacio ¢ paéahicimos todo eso? ¢Ddénde esta
Ignacio?

101 Ignacio: Igualamos... Igualamos las dos medidasdan 180, para...
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102
103
104
105
106

107
108
109
110

111
112

113
114
115

Varios:

Luz:

Wilson:

Maria:

German:

Maria:

P:
Alguien:
P:

O sea que ahora se vuelve una demostracion...

Algebraica.

Algebraica. Vamos a usar la propiedad atgedrY es la propiedad... Luz.

¢ Transitiva?

Transitivala propiedad transitiva de 5 y 8 [pasos]. Usandp & No se le olvide
ponerme todos los pasitos. Igualamos. La propiddatsitiva me permite igualar, o
sustitucién. Hay dos formas de justificarlo. Quenkedi... esta suma es igual a esta suma.
¢ Lo colocamos aca?

Si.

Mas facil la transitiva.

Cualquiera. Es sustitucion o es propiedadsttiva. La cuestion es que sustitucion es
mucho mas amplio, lo puedo usar en otros momehtdransitividad la puedo usar
cuando tengo ecuaciones o cuando tengo congruehdiestras que la sustitucion la
puedo usar cuando tengo desigualdades. Algun déavap vamos a trabajar con
desigualdades, también. [Wilson escribe 9.J@+ mJ 3 =mJ1+m2, 10. mJ3
=m[]1].

La medida del angulo dos...

Medida del &ngulo tres es igual a laideedel angulo 1.

Entonces, medida del angulo 3 es igual adaettl angulo 1. Propiedad...
Cancelativa.
Cancelativa. Me da otra propiedad de lotesed&se es su décimo paso. Propiedad

cancelativa, y por lo tanto conclusion, angulo dgraente al angulo 3 por... definicion.

En este fragmento también se evidencia una irdi&aen la que sbuscan los posibles

antecedentegue permiten afirmar que los angulos 1 y 4 sorlipeal, para ello usan rayos

opuestos y mediante un proceso similar al realizzdel fragmento 2, logran establecer

colectivamente que los angulos 1 y 4 suman 180ogrfB - 100]. Teniendo dos pares de

angulos par lineal logran demostrar mediante rehes algebraicas que si dos angulos son

opuestos por el vértice entonces son congruen®ds-[115].
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VIDEO CLIP N. 3
Tiempo estimado:6 minutos 21 segundos.
Proceso de la actividad demostrativaDemostrar

Descripcion: Demostracion del teorem&h segmento tiene mas de dos puntos”.

Este informe descriptivo-interpretativo correspomaden segmento de clase del dia 15 de
Febrero de 2007, en el que se realiza una demigstraglectiva, guiada por la profesora.
Esta es la sexta clase, se define segmento cofoorglinto de puntos Ay B y los puntos C
talque C esta entre Ay B (A — C - BIEl episodio de clase que se describe en este iaform
descriptivo-interpretativo, se centra en la prudbaque un segmento tiene mas de dos
puntos, con el fin negociar el significado de lérdeion de segmento y extraer aspectos
centrales que sirven al sistema axiomatico que ss& eonstruyendo en el curso. La
profesora modela la forma de escribir una demastriag partir de la participacion de los

miembros de la comunidad.

Luego de que se define segmento, la profesora pr@gulos estudianteg és el segmento
AB subconjunto de alguna rectgarios responden que si, que es el subconjunta de
recta que contiene el puntoy el puntoB. La profesora indaga por la justificacion de esa
afirmacion, y uno de los estudiantes responde gumejue por dos puntos pasa una recta,
ella dice que esta afirmacion no justifica el hecha profesora realiza preguntas que
constituyen un posible camino para hacer la jgstifion, tratando de que los estudiantes
analicen que el segmentd esta contenido en la rectd; entre ellas, surge la pregunta

¢puede ser el segmento AB solam@atepuntos]A 'y B?

Mediante una conversacion colectiva en la que seutén varias opciones, como que los
puntosA y B pueden “estar muy pegados” o son el mismo puhtgru@o acuerda que un
segmento no se constituye Unicamente por los puntoB. La profesora pregunta por la
justificacion, e Ignacio dice que para hablar dergstancia (como aparece en la definicion
de segmento) se necesitan tres puntos; MariagDadulian argumentan la existencia de
un punto entréd y B usando el “postulado correspondencia puntos da’rgae permite

hacer una correspondencia entre los puntos y loseras reales, y la densidad de los
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nameros reales, que permite afirmar que entre doweros reales existe otro numero real;
la profesora cuestiona este argumento pues elufaalst correspondencia puntos en recta”
requiere la existencia de la recta, y hasta el maonexistirian dos punto#&\fy B), mas no

la recta. Julian dice que al tener los dos puptesie afirmar la existencia de la recta, por el

“postulado de la recta”.

Después de las afirmaciones de los estudiantesofespra comienza la demostracion

formal del teoremaln segmento tiene mas de dos puntos”.

El video comienza cuando la profesora afirma quegue quiere demostrar es, que “el
segmentoAB es diferente del conjunto de puntds/ B”. La demostracion inicia con la
afirmacién de la existencia de los punfog B, y se va desarrollando con la reconstruccién
de las diferentes afirmaciones y justificaciones ge habian dado en la anterior
conversacion. Como pasos claves de la demostraeidienen: la existencia de los puntos
Ay By la existencia de la recta, la correspondendigedos puntof\y B de la rectaAB
con los numeros realeta existencia de un numero entre la coordenadaAde la

coordenada dBy la correspondencia de éste niUmero con un phi® la rectaAB.

En la interaccion que se gesta en el desarrolla demostracion se observa: estudiante da
ideas - profesora traduce, impulsar ideas, requemim de justificacion, pasos soporte de
justificacién, busqueda de antecedentes posiliietas seis acciones trazan el camino de
analisis de este informe descriptivo-interpretatiel lector observard que algunas
intervenciones se repiten porque tienen una fundifarente segun su codificacion; esto

hace que el informe descriptivo-interpretativo agpeesente cronoldgicamente.
Fragmento 1

En este fragmento se retoma la discusion que ser@ecuando el grupo acordo que el

segmentdB no son los punta& y B inicamente; iniciando formalmente la demostracion.

04 Julian: Existe la recta.

05 P Existe la recta AB [escribe: 2.AB; P. de la recta]. Postulado de la recta. ¢ Despuésne

dices?

! postulado de la recta: dados dos puntos cualeaqiieste una recta que los contiene.
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06 Julian: En ese momento tenemos por esos tenenas dos puntos y una recta. Entonces por el

postulado de la correspondencia puntos-recta, @ aito le corresponde un Unico [ndmero]

real.
07 P: O sea, ¢qué digo aqui?
08 Julian: [le dicta] Sea..
09 P: X
10 Luz: La coordenada de A.

11 Julian: La coordenada de A.

12 P: Coordenada de A.
13 Julidn: vy
14 P: y coordenada de B. Por... postulado, a todo puntoedtarle corresponde un ndmero.

[Escribe: 3. Sea C(A) %, C(B)=y; P. puntos de recta - nimeros]. Y aqui ya us&sb jglos.
¢ Cierto? Bueno, ¢y ahora?

15 Julian:  Método de los reales. Lo que dijo Daniel

16 P: ¢, Qué es lo que Daniel iba a decir?

17 Daniel: No. Pues se trata mas bien de ubicar lo de la.

18 P: Lo de la regla ¢ la colocacion de la regla?
19 Maria:  Si.
20 P Bueno, pero entonces ¢ qué hago? ya, tienedermdas.

21 Daniel: A no. Pues entonces, hace la distancia.

22 P ¢Hago la distancia entre ellos?
23 Daniel: Entre AyB.
24 P O sea... digo... ¢, Qué?

25 Daniel: Puedo hallar la distancia.

[P3 4-25]
En este fragmento se muestra como, luego de questadiantes retoman las ideas de la
conversacion anterior para decir cada uno de Isespde la demostracion, la profesora

traduce éstosa un lenguaje geométric@omo se observa en la intervencion 04 y 05, en

donde un estudiante ditexiste la rectay la profesora escribe en el tablerbAB  ”; y en
las intervenciones 8 a 14, en donde Julian y Ludid& a la profesora las coordenadas de
A y B, y la profesora escribe “Sea C(A)=C(B)=y”, logrando asi ir construyendo la
demostracion e introduciendo una escritura propidadgeometria que les permita a los
estudiantes usarla en el desarrollo del cursojmpeenderla al momento de leer textos que

usen esta simbologia.
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La profesora usa un formato de dos columpasa realizar la respectiva demostracion,
escribiendo las afirmaciones que dan los estudigntpie ella traduce, y frente a cada una
de las afirmaciones escribe su correspondientdigasion [5, 14], con la numeracion de
los pasosprevios en donde estan las condiciones que lesitger hacer la afirmacion,
reafirmando la importancia del formato, que habtaoducido en clases anteriores para
cada una de las demostraciones realizadas, la tampta de justificar cada una de las
afirmaciones dadas, y de escribir el numero p&$o o afirmacién quesoporta la
justificacién dada, dado que en el formato de absnecnas se van numerando cada uno de

los pasos que se realizan.

Fragmento 2

En este fragmento se observan dos intervencionds, @imera se le asignan coordenadas
a los puntoA y B y en la segunda se habla de la coordenada ded pugdio, punto que
esta entréd y B.

Julian:  [le dicta] Sea...
P: X
10. Luz: La coordenada de A.

11. Julidn: La coordenada de A.

12. P: Coordenada de A.
13. Julian: vy
14. P: y coordenada de B. Por... postulado, a todo punteata fe corresponde un ndmero.

[Escribe: 3. Sea C(A) %x; C(B)=Yy; P. puntos de recta - nUmeros]. Y aqui ya usé e gas.
¢ Cierto? Bueno, ¢y ahora?
[...]
49 Maria: x masy sobre dos.
50 German: Ah... bueno, pues entongesasy sobre dos.
51 P: X masy sobre dos.
52 Ignacio: La coordenada del punto medio.
53 P: Entonces sabemos ques menor qu& masy medios, menor qug [escribe:x < (X +y)/2 <
y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teorenasdeales, bueno, ¢y entonces?
[P3 8-—14, 49-53]
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En las intervenciones 8 a 14 del fragmento, obsepgaque la profesoreomplementa la
ideaque Julian propone, porque después de dictarll@slenadas de A y B, la profesora
parafrasea y completa la idea escribiendo la jostifon que le permite realizar esta
afirmacion [14]; justificacion que es reforzada @rpaso dos de la demostracion, cuando
la profesora dice “[...]JY aqui ya usé el paso dos[.[]4]. En el desarrollo de la
demostracion, la profesora tambiéomplementa la ideale Maria, German e Ignacio
quienes se refieren al nUmebomas y sobre dos’[49,50] o de la coordenada del punto
medio [52] y la profesora completa la idea, desenitho la coordenada del punto medio
como un numero que esta entrey, cuando afirma@x menor que x mas y medios, menor

que y” [53].
Fragmento 3

En este fragmento se continua con la idea de Uspurdo medio para demostrar la

existencia de infinitos pintos en le segmento AB.

14 P: [...]1 Y aqui ya usé el paso dos. ¢ Cierto? Bugpahora?
15 Julian:  Método de los reales. Lo que dijo Daniel
16 P: ¢, Qué es lo que Daniel iba a decir?

17 Daniel: No. Pues se trata mas bien de ubicar lo de la.

18 P: Lo de la regla ¢ la colocacion de la regla?
19 Maria:  Si.
20 P: Bueno, pero entonces ¢,qué hago? ya, tieneder@adas.

21 Daniel: A no. Pues entonces, hace la distancia.

22 P: ¢Hago la distancia entre ellos?

23 Daniel: Entre AyB.

24 P O sea... digo... ¢, Qué?

25 Daniel: Puedo hallar la distancia.

26 P: ¢La distancia de AB es el valor absolutg ohenosy?
27 Luz: Si.

28 P: Aja.

29 Daniel: Entonces... eso da un numero... No,...tengondmneros reales, entonces como tengo dos
nameros reales, entre ellos esta...
30 P: Al fin voy a usar ésto? ¢ 0 no? [se refidaedéstancia, en el paso 4.]

31 Daniel: No, no, no... yano [risa
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32 P: Ya no, aqui lo Gnico que voy a lograr esadtydado de la distancia que me dice que para
todo, eh... el postulado de puntos, puntos - nimenes,me dice cada par de puntos van a
tener un niimero positivo.

33 Daniel: Entonces no. Como tenemos los dos reafgsnces si podemos garantizar que existe otro
real entre ellos.

34 P: ¢ Si?

35 Ignacio: No. Pero es que ya definimot

36 Daniel: Porque estan...entre el punto medio ysedo asignamos a uno...

37 Maria: A mas B sobre dos.

38 Daniel: O sea, por el teorema que vimos ahf{8it® esta entre A y C, entonces la coordenada de B
esta entre la coordenada de Ay la coordenada.de B]

39 P: ¢ Qué es eso del punto medio? Tu [Danieljienes que decir que existentre..., tl tienes
gque convencerme que existerdmumero] real.

40 Ignacio: Entre los dos... puntos A, B.

41 P Si. Tal qua menor que menor que/ ¢ Eso es lo que queremos?
42 Daniel:  Si.
43 P: Ahorita.

44 Anibal: Ao que tenemos que llegar.

[P3 14-44]
En busca del paso a seguir en el desarrollo dersostracion, la profesoienpulsa las
ideasde Daniel, cuando pregunta por el paso a segujrcdd la preguntéd;y ahora?” y
Julidn hace referencia a las ideas de Daniel [@3gn expresa sus ideas mediante las
preguntas que le va haciendo la profesora paranebtéenformacion acerca del
procedimiento a seguir en la demostracion. El impuue la profesora da a la idea de
Daniel es ‘tan fuerte’ que llega hasta el punt@uosguntarle si va a usar un hecho que de
antemano ella sabe que no sirve [30], respondiéhdae no lo va a usar [31] y ella borra
el paso 4 de la demostracion, sin contradecirlizggrlo, sino explicando por qué ese no es
el paso a seguir [32]. El nimero que proponia Damtiees el mas adecuado para continuar
el desarrollo de la demostracion, ya que se pretéudcar un nimero que esté entre la
coordenada del pun#®dy la coordenada del punB) como se observa en pasos posteriores
de la demostracion. Daniel sigue dando sus afilonasi las cuales son complementadas
por otros estudiantes, y la profesora sigue apaydadidea de Daniel hasta lograr

desarrollar una buena parte de la demostracion.
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Fragmento 4

Esta interaccion se da con relacion al punto gtéeesdre los puntod y B.

59

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

[..]

81
82
83
84
85
86
87

Ignacio:

German:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:
Maria:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:
P:
German:

Julian:

Efrain:
German:
P:
German:
P:
German:
P:

El punto C. La coordenadadda coordenada de masy sobre dos es la coordenada del
punto C.

Eso. Si, entonces decimoskgseasy sobre dos...

&Y qué me lo permite?

El postulado de puntos...

Entonces digo [sigue escribiendo la demdsmicsea...

SeaC...

C el punto [varios le dictan].

Coordenadas.

Con coordenadas.

El punto.

Con coordenadas.

Con coordenada.
X masy sobre dos.
x mésy medios [ K +y)/2], ¢y €so, qué me lo asegura?

Eso me lo asegura el postula... a cadanoimeal le corresponde un Unico punto.

El postulado puntos-recta, el cuatrb.y e

Entonces, ahora por el teorema anterior.

Ya tenemos un punto entre dos...

Ahora por el teorema anterior tengo des... gRleorema anterior?

Por el teorema reciproco de la interestaSi.

¢ Por ese?
No por el... Pues el.

Por el teorema de interestancia. Tenemos@asta entre Ay B... teorema de interestancia,
usando el cuatro y el cinco [pasos]. O sea que bedemnostrado que un conjun... un
segmento tiene méas de dos puntos ¢Si? En nuestreeyéa... puede que haya geometrias
donde no.

[P3 59-74, 81-87]

Este fragmento muestra la importanciguificar toda afirmacion, en especial dentro del

desarrollo de una demostracion. En las lineas 642 yla profesora pregunta por la
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justificacion a la afirmacién de Ignacio [59] dicdd ¢ Y qué me lo permite? [61], ¢y eso,
qué me lo asegura? [72], estas dos preguntas macsede forma continua, ya que antes de
volver a preguntar por la afirmacion la profesaeribe el paso a partir de las ideas de sus
estudiantes; Germajustifica la afirmacion recurriendo al “postulado recta -mefos
reales” [73] que hace parte del sistema axiomatiowtruido en clase, y Julian empieza a
dar los pasos soportes de la justificacion [73]. & intervenciones 81 a 87, también
observamos una interaccion en la cual se justificaxistencia de un punt® entre los
puntosA y B con el teorema de interestarféjay se determinan los pasos que soportan esa

justificacion.

Fragmento 5

En este fragmento continda la interaccion con i@haal punto C que esta entre el puAto
y el puntoB.

39 P [...] TG [Daniel] me tienes que decir que exisentre..., td tienes que convencerme que
existe un r [namero] real.

40 Ignacio: Entre los dos... puntos A, B.

41 P: Si. Tal que x menor que r menor que y ¢ Esm@se queremos?

42  Daniel: Si.

43 P: Ahorita.

44  Anibal: A lo que tenemos que llegar.

45 P ¢ Y ustedes saben de alguno que podamos asqgaresté entre los otros dos?

46 Ignacio: Por eso, punto medio.

47 Maria: Si, X mas y sobre dos.
48 P: ¢Punto medio? Punto medio es un objeto geicmét jy yo estoy hablando de numeros!
49 Maria: X mas y sobre dos.

50 Germéan: Ah... bueno, pues entonces x mas y salste d
51 P X mas y sobre dos.
52 Ignacio:  La coordenada del punto medio.

53 P Entonces sabemos que x es menor que x médigsnmenor que y [escribe: x < (X +y)/2

22 Teorema de interestancia: la coordenada del pumst&entre la coordenada del punto Ay la coauken
del punto B, entonces el purfoesta entre el puntdy el puntoB.
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<y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teodasnas reales, [...]

[P3 39-53]
En la busqueda de determinar el punto que estéd AntB, y haciendo uso de coordenadas
para encontrar ese punto, se determina que sehdmsgar un nimero que se encuentre
entrex ey [39-44] estableciendo asi una de las conclusionegpgrmitira continuar con la
demostracion, por lo cual la profesora plugéscar posibles antecedentgae permitan
justificar esta conclusion, con la preguriglY ustedes saben de alguno que podamos
asegurar gue esta entre los otros dog45]. Los estudiantes buscan una ruta que permita
llegar a esta afirmacion, obtenido asi que un@sl@limeros que cumple esta condicién es

la coordenada del punto medio, haciendo su comelspate justificacion [46-53].
Fragmento 6

En este fragmento se muestra como al tratar déigastuna afirmacion, esto no se logra

por hacer falta parte del antecedente para stigasion.

53 P: Entonces sabemos ques menor qu& masy medios, menor qug [escribe:x < (X +Y)/2 <
y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teorenasdeales, bueno, ¢y entonces?

54 Daniel: Por el teorema de ahorita [risas].

55 Ignacio: El teorema que acabamos de demostrar.

56 Daniel: Ahoratenemos la coordenada. O sea...

57 P: Pero aqui no hay tres puntos y alla yo coatemzon tres puntos.

58 German: No. Pues entonces ahora otra vez aplicamo

59 Ignacio: El punto C. La coordenadaxjda coordenada de masy sobre dos es la coordenada del
punto C.

60 German: Eso. Si, entonces decimosxgaasy sobre dos...

61 P: &Y qué me lo permite?

62 Ignacio: El postulado de puntos...

63 P: Entonces digo [sigue escribiendo la demaétificsea...

64 Ignacio: SeaC...

65 P: C el punto [varios le dictan].

66 Ignacio: Coordenadas.

67 Maria: Con coordenadas.

68 P: El punto.

69 Ignacio: Con coordenadas.

133



70 P: Con coordenada.
71 Ignacio: x masy sobre dos.

72 P x mésy medios [ k+y)/2], [...]
[P3 53-72]

Luego de haber afirmado que existe un punto condeoada(x + y)/2 que se encuentra
entrex ey, Daniel busca justificarlo con un teorema que seababado de demostrar,
justificacién que no es aceptada por la profesbrasaltar que el teorema de interestancia
requiere de tres puntos, y en el desarrollo deetacdtracion no se cuenta con tres puntos
sino con dos [57]; asi, no se cuentan con los eltoaenecesarios para usar el teorema de
interestancia en la justificacion buscada, teniesgidosrequerimiento de la justificacion
incompletos Esta afirmacion de la profesora, hace que Germdgnacio busquen
completar los elementos que faltan para esta igestibn logrando encontrar el punto C
con coordenadgx + y)/2 [58-72] En este caso se observa como al no tener una
justificacion completa, los estudiantes no desedartodo la idea sino completarla y

continuar con el desarrollo de la demostracion.

VIDEO CLIP N. 4

Tiempo estimado:14 minutos

Proceso de la actividad demostrativasar definicion
Descripcion: Definicion de angulo recto

Este informe descriptivo-interpretativo corresporadain segmento de clase del 15 de
Marzo de 2007, cuyo objeto es definir angulo reétgartir de dos definiciones dadas en
clase, una propuesta por uno de los estudiantesayqoe surge de una construccion
realizada, se busca deducir la equivalencia ds,atf@strando una de las implicaciones,

durante la clase, y se deja la otra como tareagegirsocializada la siguiente clase.

En esta clase la profesora propone la tarea abi€dastruir dos angulos adyacentes

congruentes”, de la cual surgen diferentes propaediuego de que se exponen las
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propuestas a la clase, la profesora pasa a Ddrfignée, proyecta la construccion, y por
medio del arrastre logra obtener angulos par lires la condicion pedida (angulos
adyacentes congruentes) lo que lleva a obteneraurdg angulos rectos. Como en este
momento no se habia definido angulo recto, surgeelzesidad de definir este objeto
geométrico, cumpliendo con la norma que todo obgetométrico con el que se trabaje

debe ser definido, introduciendo esta definiciégsistema axiomatico.

En los fragmentos que se encuentran a continuagénmuestra el analisis de la
equivalencia entre las dos definiciones propuegtpssteriormente la demostracion de una
de las dos implicaciones. La otra implicacion nomgeestra, ya que se deja como tarea para
el espacio extracurricular, y se socializa de foragmda en la clase siguiente repitiéndose

algunas de las interacciones caracteristicas dealggentos a presentar.

Fragmento 1

Daniel pasa al tablero, con ayuda de la calculagqgar medio del arrastre, obtiene un par
de angulos adyacentes congruentes, que ademaarsiorepl, y luego caracteriza cada uno
de estos angulos como un angulo recto. Al acemsrektudiantes que los angulos
obtenidos son rectos, la profesora procede a pragpor la definicion de este objeto
geométrico, de donde surgen dos definiciones, @ua ghor German, de acuerdo a las
concepciones que tiene, y otra dada por la pradespe es establecida a partir de la
construccién de Daniel lo que logra por el arrasfrecontinuaciébn se muestra como se
llega a las dos propuestas, y el dialogo que sergeantre Gabriel y la profesora, hasta que

concluyen que de una de las definiciones se plegtr la la otra.

3. P: Bueno. Entonces, entonces German, ¢ cual efinacim de angulo recto?
4. Varios: Un angulo...

[...]
6. German: Un angulo es recto...O sea. Bueno, si. Unildngs recto si la, si su medida es 90 [la

profesora escribe eso y le antepone D1].

9. P: Bueno. ¢Si? Pero miren [la construccidon] quendoianos dio al fin ese noventa, ¢qué

condiciones tenfamos?
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14.
15.

26.
27.

28.

29.
30.
31.
32.

33.
34.

35.

Ignacio:
P:

[...]
Varios:
P:

German:

P:

German:

P:

German:

German:

Que los rayos pertenezcan a la misma...

Tiene dos [propiedades], son dos angulos quedfoipar lineal, y que son...

Congruentes.

Y son congruentes. Entonces ¢ podria yo definir esfolin angulo [escribe eso como D2] es

recto, si... si forma par lineal, si forma par lineah otro angulo congruente a él. Si. ¢Podria
yo definir angulo recto asi? [...] Son dos posi... 4@ ustedes conocen desde tiempos...
¢, Si? Y otra que estoy ahi... inventandome, usandaddizo Dario con la cal... con la tarea

que yo le puse. Pero, no sé si son la misma. [. sp®idos definiciones, dos definiciones para

el mismo objeto, o si estoy definiendo cosas dasin

O sea...pues estas definien... O sea, son las.definiciones son... no son iguales. Son

similares. Sino que una hace mencién a un angladmira hace mencién a un par lineal. [...]

Bueno, un minuto. Entonces, difieren.

Si.

Y...y ta ¢qué es lo que me vas a decir? Por el postdeldar...

Por el, o sea... ahi, o sea, en la definidam..la profesorase basa en el postulado, en el
postulado del par lineal...

Yo no me basé en el postulado del par lineamgdasé en lo que yo vi.

Pues, pero aunque, o0 sea, argumentandseepagde argumentar mediante el postulado del
par lineal, para decir que...

Bueno. Entonces él ya me esta tratando de madga. El argumento que me quiere dar
German, es que realmente las dos definicionesqamadentes. Y si yo quiero tener estas dos
definiciones, tendria que mostrar que son equitederEs decir, que dada una, se puede
demostrar la otra y viceversa. Entonces Germargugivas a hacer? [risas] Definicion 2 a...

[P4 1-24]

La interaccibn empieza cuando la profesora indamalg@ definicion de angulo recto,

partiendo del interés de que los estudiamgespongan definicionegpara este objeto

geomeétrico, que se acaba de mencionar; recibeastsppor parte de German, quien define

a partir de la medida [5]. Definicion a la cualplafesora le da importancia, al copiar esta

en el tablero.

La profesora retoma la intervenciéon de Daniel, doapasa al tablero al mostrar su

construccién en la calculadora, ella busca calaarelos angulos rectos que se obtienen
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por medio del arrastre, como un caso especial dpil@hn adyacentes congruentes,
preguntando por las condiciones que se tenian |oapar el angulo recto en esa
construccién [8]. Obtiene respuesta por parte dadig, quien observa en la construcciéon
rayos colineales respuesta que la profesora traglu@ngulos que formen par lineal. Ella
continda buscando que los estudiantes listen earstitas dusquen propiedadeson las
palabras “y que son’..[12], sin completar frase, esperando que los déshies la
completen, accion que es seguida por varios estiedi@ompletando la frase con la palabra
“congruentes”. La profesora retoma las dos ultinmsrvenciones de los estudiantes,
escribiendo otra definicion a partir de estas dar@ticas, resaltando que esta definicion
surge a partir de la construccion hecha por Daalidglatar de dar respuesta a la tarea
propuesta. Se cuestiona, buscando cuestionar estiodiantes, si las dos definiciones son
equivalentes, o si se esta definiendo dos objetesedtes. Por lo cual German afirma [17,
19] que las dos definiciones son diferentes, tddade dar una argumentacion, que es
cortada por la profesora, quien busca asegurarseGguman estd observando que las
definiciones difieren, y luego da la oportunidadgsarman de argumentar la afirmacion
dada, quien afirma que la segunda definicion eslteed de uno de los postulados
trabajados en clase. Afirmacion que es refutaddapprofesora, ya que ella afirma que la
definicidén surgio de la construccion realizada Paniel [22]. Por lo cual German, sin dejar
la idea de hacer uso del postulado del par liredaina que una de las implicaciones se
puede argumentar haciendo uso de este postuladprofesora retoma la afirmacion de
Gabriel [24] mostrando al grupo lo que él quieguanentar haciendo uso del postulado par
lineal; ademas, resalta que si se quieren incdgirdiosdefinicionesal sistema axiomatico,

se debe demostrar que estasequivalentesya que describen el mismo objeté geométrico

En este fragmento se puede observar como a patasdoncepciones de los estudiantes, y
de una construccidon que surge como respuestatat tta realizar una tarea propuesta,
surgen dos definiciones diferentes para un misnet@igeométrico, que son equivalentes.
Y como a partir del sistema axiomatico construidalgunas caracteristicas que dieron
lugar a la segunda definicion, uno de los estudgtrata de argumentar como una de las

definiciones propuestas puede surgir de la otraadgupor las intervenciones de la
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profesora. Aceptando que las dos definiciones estaacterizando el mismo objeto

geomeétrico.

Fragmento 2

Luego de ser aceptadas las dos definiciones comivadentes, German propone demostrar
que una definicién implica la otra, queriendo enapez demostrar que la definicion que
surgié de la construccion implica la definicion puesta por €l. La profesora invita a
Melisa a que esboce la demostracion en el tabéefo,cual Ménica se muestra un poco
reacia, pero pasa al tablero, y con ayuda la pradesnicia la demostracion formal de la

implicacion propuesta.

37 P: Pues por eso es que te va a apoyar German. Géenva a apoyar. Bueno. Entonces,
vamos a ver. ¢Por qué? ¢Por qué quiero dos defieg? Bueno. Pues realmente,
porque me parece interesante esta situacion. ‘éasmente, puedo mostrar que son
equivalentes, pues de pronto, me va a ser masngilque otra. ¢Si? Cuando yo quiera
hablar de angulos rectos. Entonces comenzamos.gsvamostrar cual, German?

38 Varios: Dos implica uno [Un &ngulo es recto si farpar lineal con otro angulo congruente a él
implica que mide 90 grados]

39 German: Dos implica uno.

40 P: Entonces vas a tomar...

41 German: Si dos angulos.

42 P: Que hay un angulo.

43 Alguien: Que forma par lineal con otro angulo.

44 German: Si, si.

45 P: Que tenemos dos angulos que forman par lineahtonEes angulo A y angulo B
forman par line... No, &ngulo BAC y BAD forman pardal, como quieras nombrarlos.
Haz una figura. Es bueno hacer una figura para...

46 Melisa:
¢Es algo asi cierto? [Melisa hace la siguientadi _ ]

47 P: Si.

48 Melisa: Entonces digo que...digo que A.

49 P: Si, nombrémoslos.

50 Melisa: Entonces, me dice que los nombre como A, B, C, D dibujo queda:
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B A C ]

51 P: Bueno, entonces, ¢ qué tienes dado?

52 Melisa: Entonces... Dado yo tengo pues que exist§ue son par lineales el angulo BAD y
DAC.

53 P: Si, pero ¢ qué tienes dado? Que uno de elldsfiagdo recto ¢ Si? ¢ cual? cualquiera.

54 Melisa: DAC [escribe: 1..JDAC es un angulo recto; 1. Dado]

55 P: BuenogntonceDAC es angulo recto. Entonces, eso esta dado. A éngulo recto

¢,si? Usando la segunda definicion. DAC es un angudm. Entonces se supone que

tiene otro angulo que forma con él un par lineal.

56 Melisa: Entonces... [Melisa escribe: existel BAD]
[P4 37-56]

Antes de Melisa iniciar la demostracion, la profastuenta al grupo el objetivo de aceptar
las dos definiciones propuestas y la equivalentigeellas, ya que si son aceptadas las dos
definiciones, en una demostracion, se puede haoedeiuna u otra definicion dependiendo
las caracteristicas geométricas que se tenganl8fjrofesora da la opcién a German de
confirmar cual es la implicacion que quiere denawstpor lo que Gabriel afirma que se
quiere demostrar que de la definicion que se dedyjartir de la construccion se puede
deducir la definicibn dada por €l [39]. Al inicita demostracion, la profesora orienta a
Melisa dandole el primer paso de ésta [45], priméando un enunciado en general
(tenemos dos angulos que forman par lineal) y desspaduciendo este enunciado a una
notaciéon geométrica, nombrando los dos angulosdalaelevancia a la importancia de
nombrar los objetos geométricosrggulando el lenguajegeométrico, dentro de una
demostracion. Posteriormente pide hacer una figardes de que Melisa inicie la
demostracion, para ayudarse por medio de estasegpeeion. Melisa hace una figura de
angulos par lineal, y confirma con la profesorassesa la figura que ella pedia, para luego
darle nombre a los angulos a partir de la traducqige la profesora habia hecho, acciones
que Melisa ejecuta por la aceptacion de la proéeHi-50].

Luego que Melisa hace el dibujo de los anguloprddesora le pregunta por la afirmacion

que debe iniciar la demostracion [51], a partidakecaracteristicas geométricas que estan
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dadas en la definicion, teniendo en cuenta quewsuitia ya lo habia dicho, Melisa no
tomo nota de ésto, por dar relevancia a la propugstla profesora de hacer uso de la
representacion grafica. Melisa repite que se pdeelos angulos par lineal, pero la
profesora sigue cuestionando sobre lo que se tiade [53] buscando gueconozca los
componentes de la definiciqgara iniciar con la demostracion, y sin dar espacMelisa
responda, élla afirma que es lo que se tiene caado,doidiendo a Melisa que escoja un
angulo, y reescriba esta afirmacion en términosmg#acos, regulando el lenguaje
nuevamente, accion que Melisa ejecuta obteniendoprimera afirmacién de la
demostracion. Enseguida, la profesora da la segaiivd@acion de la demostracion, que se

deduce a partir de la definicion que se ha tomadwoadada (Definicion 2).

Fragmento 3

Luego de escribir la primera afirmacion para la dstmacion, se elabora ésta mirando
como a partir de lo dado, es decir de la definiagéeptada como cierta, se empiezan a
deducir otras caracteristicas de éste par de &igélocontinuacion se muestra la

interaccion que se genera entre la profesora ysiledl continuar con la demostracion.

D

Figural. Angulo recto

64. P: Entonces existe otro angulo, ¢quién es? BAB.recto. Estamos usando esta definicién [se
refiere a la 2 definicién]. Entonces tiene otrolingjue forma par lineal con él. Entonces,
es par lineal con... [Le dicta para que Melisa cotepie frase] con el dado.

65. Melisa: Y eso lo... lojustifico...

66. P: Definicion dos. [2. Existe 1BADes par lineal co JDAC ; 2. Dado]. Y, con... forma
par lineal con otro angulo y es congruente a &oikoes te falta esa parte. La definicion dos
me da dos cosas: existe el otro [angulo] que fguardineal con él, y... Y si quieres paso
tres, o si quieres ahi las dos cosas... Tu eliges.

67. Melisa: Entonces los angulos son congruentes...

68. P: Son congruentes. Ahi, hasta ahora solo ha usadefinicion. Tengo un angulo recto,

entonces la definicion dos me dice: jah! entonegstee otro angulo que forma par lineal
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con ély que es congruente a él. ;Y tu qué qumossrar? Que la medida es noventa.
[P4 56-60]

Luego de tenerse la primera afirmacion de la damacisn, en la que se establece lo que
esta dado por la definicion escogida, la profeguia el desarrollo de la demostracion,
buscando que Melisa identifique geiémentos de la definicigguede tomar para continuar
con el cuerpo de la definicion, para lo cual lafgsorada pistasde la segunda afirmacion
[56] parafraseando parte de ésta para que Melsanplete, y le dicta la justificacion de la
misma. Como la definicion escogida tiene dos coraptes, la profesora hace mencion del
segundo, buscando que Melisa los reconozca, fidaatel siguiente paso, sin embargo le
da la opcion de organizar la demostracion como ddieee [58]. Luego de que Melisa
reconoce los dos componentes de la definicién,cg hiso de ellos en el desarrollo de la
demostracion, la profesora refuerza que esos ppEpse han obtenido son resultado de la
definicion escogida [60], mencionando los elementda conclusion a la que se desea

llegar para que Melisa proponga una posible ruta.

En esta interaccion se observa como la profesonauestra a Melisa y al grupo, el
reconocimiento de los componentes de la definiei®eogida por el grupo para iniciar la
demostracion, ya que estos elementos son los quéteealar los primeros pasos y es a

partir de ellos que se puede pensar en una posial@ara la demostracion.

VIDEO CLIP N. 5
Tiempo estimado:7 minutos 39 segundos
Proceso de la actividad demostrativasar definicion

Descripcion: Definicion de rectangulo

Este informe descriptivo-interpretativo correspordan episodio de clase del dia 29 de
mayo de 2007, en la que se construye la definidénrectangulo a partir de varias

definiciones que son propuestas por el grupo, elascde las concepciones 0 percepciones
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de imé&genes que tiene. Esta clase es la nUmerel4€ehestre, llevando un total de 74

horas de clase.

En la clase del dia 16 de Mayo (clase numero 42jprdfesora propone la tarea abierta
“determinar la relacion existente entre el tipocdedrilatero y la propiedad: una diagonal
biseca a la otra”. Los estudiantes la resuelveniantzl la exploracion realizada en el
software Cabri. Obtienen como resultado diversagetaras sobre los cuadrilateros que
satisfacen la condicion solicitada. La profesoi@ge las conjeturas y las organiza en un
acetato para proyectarlas en la clase del dia 2Maj@, con el fin de compartir los
resultados ante el grupo, para su estudio y analdsispués de leer una conjetura, el grupo
responsable de ésta da a conocer la exploracifinads que condujo a su formulacion,
para estudiarla a la luz de la construccién, adaitomo posible y luego proceder a su
demostracion. Una de las conjeturas sugeridas edelaloaquin y JuafiDado el
cuadrilatero ABCD, si sus diagonales se bisecaromgds tiene dos pares de lados
congruentes”.Luego que la profesora lee la afirmacion se déscquie en la conjetura esta
inmersa la definicion de paralelogramo, ya queenét lados opuestos paralelos se tiene
paralelogramo, sin embargo la profesora pide gb@mue muestre la construccion para
mirar la coherencia de la conjetura, observandcegigentemente construyeron diagonales
que se bisecan pero ademéas éstas son congruemtesiellleva a observar que el
cuadrilatero obtenido es un rectangulo, lo cuatesdirma luego del arrastre. Luego que
Daniel, uno de los estudiantes del grupo, afirma lgufigura obtenida es un rectangulo,

surge la necesidad de definir este objeto georétric

Hemos dividido el informe descriptivo-interpretatien tres fragmentos. En el primero, se
muestran las diferentes propuestas de definiciéandelo recto con algunas interacciones
que giran alrededor de éstas; en el segundo, sstnaudas interacciones que se dan en el
analisis de las propuestas en términos de susa@nfes y la comparacion que se hace de
las mismas; en el tercer fragmento, luego de discaarias propuestas, se analizan, las
dos que quedaron, para determinar cual queda cafinicibn y cual se deja como

teorema, y se institucionaliza la definicion.

Fragmento 1
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El episodio comienza cuando la profesora pregumta l@ definicibn de rectangulo,
buscando que los estudiantes establezcan defiegxi@martir de la percepcién visual de la
figura que observan y sus concepciones, obteniastlearias propuestas que seran objeto

de estudio.

01 P: ¢, Qué es un rectangulo?

02 Ignacio: Un cuadrilatero cuyos cuatro angulosreatos.

03 P: Espérate. Hay que definirlo.

04 Ignacio: jAh! Bueno.

05 P: ¢,Como lo definimos para ver si eso es lo gtaes viendo?

06 Ignacio: Un cuadrilatero cuya... que tiene...

07 P: Escribanme...
08 Maria: Dos angulos internos.
09 P: Todos.

10 Ignacio: Un angulo de 90 grados.

11 P: A ver. Escribanmsus definiciones. Una, ¢quién mas? Otra definickguién mas?
Vamos a tratar de definir, ¢t0? Otra definicionmda a ver si son distintas. Escribanme
lo que ustedes creen que es un rectdngulo. [Pasalblero varios estudiantes y escriben
si definicién:Dario: Es un paralelogramo que tiene al menos un angato.dulian: Es
un paralelogramo ABCD cuyos angulos A, B, C, D songruenteslgnacio: Es un
paralelogramo cuyos angulos son congruemiesina: Es un cuadrilatero con dos pares
de lados opuestos paralelos y al menos un angidmimrectoGerman: cuadrilatero con
sus lados adyacentes perpendiculares]

12 P: Tenemos en realidad cuatro definiciones.

13 Ignacio: Si cuatro.

14 P: Porque estas dos coinciden. La de Marina,nesuadrildtero con dos pares de lados
opuestos paralelos ¢,0 sea?

15 Marina: Paralelogramo.

16 P: Paralelogramo. Y al menos un angulo interctoréuego en el fondo es igual a ésta [la de
Dario]. Entonces tenemos tres. [...]

[P5, 1-17]

Luego que la profesora pregunta por la definiciérrettangulo, Ignacio da una propuesta
gue no es aceptada por ella, ya que la forma emtgr@iene Ignacio es como si estuviera
afirmando que esa es la definicibn que se tieneOf)1 La profesora propone que se
construya una definicion, para luego verificar guégura construida por Joaquin y Juan si
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es un rectangulo [03, 05], buscando que los esttetipropongan definicionedgnacio y
Maria proponen dos definiciones diferentes, pocual la profesora pide que pasen al
tablero y las escriban para poder ser analizadgsando que varios estudiantes pasen a dar
Su propuesta, obteniendo cinco definiciones [113. profesora descarta una de las
propuestas al ver que hay dos iguales, la de Marileade Dario; quedando asi cuatro

propuestas para ser analizadas.

Fragmento 2

Luego de descartar una de las propuestas de défirde rectangulo se pasa al andlisis de
la otras cuatro, descartando una que se puedadr idierotra propuesta, dejando tres

propuestas.

41  P: [...] Esta lleva a ésta. [De la de Dario a l&G@geman] O sea, si son equivalentes. Si tengo
paralelogramo con un angulo recto, tengo cuadrdaten cuatro angulos... ¢qué? con
lados adyacentes perpendiculares.

42  Ignacio: Los lados opuestos sean congruentes

43 P: &Siono?

44  Ignacio: El &ngulo opuesto al &ngulo recto dehlgdogramo, en ese caso seria también recto.

45 P: A ver, tengo paralelogramo.

46  Ignacio: Si.

47  P: [En el cuadrilatero] ABCD, éste es un angulotae[D] [Hace una figura como la

B C

I A D
siguiente: ]

48 Ignacio: El angulo B seria recto también.

49  Luz: El angulo ABC

50 Ignacio: El &ngulo ABC o el &ngulo B seria reetmbién.

51 P Pero, siempre y cuando demostremos... Ah no.

52  Ignacio: Es un paralelogramo.

53 Luz: Es un paralelogramo.

54 P Si tiene la razén. Estos dos son opuestos..caugruen... rectos [B y D]. ¢Y?

55  Ignacio: Son paralelas.
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56
57
58
59
60
61
62
63

64
65
66

67
68
69

70
71

Maria:
P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

P:

Ignacio.

P:

Ignacio:

P:

Si son perpendiculares, las rectas no acalglas ¢no?

Tengo paralelogramo.

Entonces ambas son paralelas.

Estas son paralelas.

Si.

Estas dos son paralelas.

Entonces...

Por el teorema, tengo que éste angulo tambsémeeto, porque los opuestos son
congruentes. Falta un par...

Si una recta es perpendicular...

Si dos rectas son...

¢,Como es? Si a una recta se traza la phcpdar y la paralela a esa perpendicular,
también es perpendicular a la otra.

Si hay una recta perpendicular a dos paralketagerpendicular a la otra.

Y por ende...

Muy bien. [...] O sea, tenemos en el fondo tefinitiones. Esta [German], porque es una
definicion que puedo dar cuando todavia no he Hablade cuadrilateros, de
paralelogramos.

De paralelogramos.

Y yo puedo trabajar entonces rectangulos, almehhablado de paralelogramos. ¢Si?
Entonces, ésta es una definicion buena, y depeadasdcondiciones. Pero nosotros ya
sabemos mucho de paralelogramos. Entonces, posibtemos queramos quedar con ésta
0 con ésta [Dario o Ignacio] ¢ Cudl de las dos? l;@adas dos queremos? Debemos

adoptar una. Una vez que tengamos una, ya lo dest@erema.

[P5 41-71]

Continuando con la discusion y andlisis de las yefas de definicion, la profesora

propone analizar dos definiciones que parecen elguites, para poder descartar una de

ellas y reducir la lista de propuestas. Ella prepwer si de la definicion propuestas por

Dario “Es un paralelogramo que tiene al menos ugulanrecto” se puede inferir la

definicion propuesta por German “cuadrilatero cos ledos adyacentes perpendiculares”,

por lo que Ignacioreconociendo los componentés la propuesta, inicia a demostrar que

de una se puede deducir la otra, estableciendait@erm la afirmacion que permita

desarrollar la demostracion [42, 44], y da la fiesticion de esta afirmacion. Luego que

Ignacio justifica su intervencion, la profesoraseoconvence de ésta, por lo que él continua
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reforzando su justificacion hasta que logra quaddéesora la acepte y amplié la idea que él
esta desarrollando [48-63]. Luego Nancy e Ignaamtinolan con la demostracion,
estableciendo las afirmaciones vy las justificactonecesarias, hasta lograr mostrar que los
cuatro angulos son congruentes, logrando asi retiiscpropuestas a tres [64-71]. En este
fragmento se puede observar como luego que la gm@epropone analizar las dos
definiciones propuestas, es Ignacio quien impulgarda ella, identifica los componentes

de la propuesta y con ayuda de Nancy y la profdegra demostrar la implicacion.
Fragmento 3

Luego que las propuestas han sido reducidas ddrpsyfesora descarta una de ellas al no
mencionar paralelogramos, ya que al tener esteécobpgométrico se debe aprovechar para
reducir las condiciones de la demostracion, quenlalod propuesta. Se analizan las dos

propuestas buscado establecer la mas econdmiegndo la otra como un Teorema.

87. P: [...] posiblemente nos queramos quedar con ésta gdi@mgulo es un paralelogramo que
tiene al menos un angulo recto] o con ésta [Unaregtlo es un paralelogramo cuyos
angulos son congruentes] ¢ Cual de las dos? ¢ Clad des queremos? Debemos adoptar
una. Una vez que tengamos una, ya lo demas esnaore

88. Ignacio: La segunda [Se refiere a la definicion: nectangulo es un paralelogramo cuyos
angulos son congruentes].

89. Nancy: La primera [Se refiere a la definicidn: nestangulo es un paralelogramo que tiene al
menos un angulo recto].

90. Alguien: La primera.

91. P: ¢ Prefieren la primera? ¢ Por qué?

92. Nancy: Porque ya puedo también, de ahi podria saca teniendo lo de los angulos rectos,
podria sacar que son congruentes, que miden 90.

93. P: O sea, la primera es como menos exigente, RigEMos de cierta manera. Si yo
quiero demostrar que algo es... que algin cuadd&srun rectangulo, sélo tengo
gue mostrar dos cosas, que es paralelogramo.

94. Ignacio: Y que tiene un angulo recto.

95. P: Y que tiene un angulo recto. Y en el otro amatmostrar que es paralelogramo...

96. Ignacio: Y con los cuatro angulos congruentes.
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97. P: Y que los cuatro dngulos son congruentes. EatBasta mas... exige menos para el
futuro. Entonces tendriamos como teorema... [Un nect® es un paralelogramo
cuyos angulos son congruentes].

98. Ignacio: Y como definicion.

99. Germéan: Y como definicion.

100. P: Entonces ésta es la definicion de rectdnguworfBe la definicion]. Un rectangulo es
un paralelogramo que tiene al menos un angulo .re&t? Y ésto seria teorema. ¢ Si?
Que es, en un rectangulo.

[P5 73-86]

En el fragmento se muestra como, luego de selemd®ormos de las definiciones de
rectdngulo propuestas por los estudiantes, la goodepropone escoger una de ellas para
dejarla como definicion. Aunque inicialmente Igmase inclina por la segunda definicion
“Un rectangulo es un paralelogramo cuyos angules cangruentes” [74], el grupo se
inclina por la primerd Un rectangulo es un paralelogramo que tiene al myxenoangulo
rectd ya que en el caso de tener que justificar la exesd de un rectangulo, en una
demostracion, ésta definicion es menos exigente7§5buscando asi undefinicion
econOmica Luego de la seleccion hecha por los estudiatdéeprofesora argumenta la
importancia de escoger esta definicion, ya queiders que solo basta con probar dos
cosas para llegar a demostrar que un objeto geiomés rectangulo, lo cual es respaldado
por los estudiantes [79-86], mstitucionaliza la definicion escogida por el grupo,
escribiendo la definicion en el tablero, y dejata@mtra definicibn como un teorema, el
cual se puede demostrar a partir de la definicgmogda. Interacciones como la presentada
en el fragmento se da generalmente, cuando hagsvaropuestas de definicion validas,
para un objeto geométrico a introducir, y se busseoger aquella que tenga menos
condiciones para introducirla como definicion ersistema axiomatico; luego de hacer la

seleccion se pasa a la institucionalizacién defanition.

VIDEO CLIP N. 6

Tiempo estimado:7 minutos, 23 segundos

Proceso de la actividad demostrativasar definicion
Descripcion: Definicion de altura de un triangulo
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Este informe descriptivo-interpretativo correspomaden episodio de clase del 10 de abiril
de 2007, en donde se define colectivamente “attaran triAngulo”, a partir de diferentes
propuestas que los estudiantes realizan, las csalescuestionadas por la profesora y
discutidas por el grupo, para llegar a elaborardgfeicion.

En esta clase la profesora propone la tarea abiestadie la relacion entre el tipo de

triangulo, y la relacion: dos de sus alturas samgogentes” de la cudl surgié la necesidad
de definir altura de un triangulo, ya que en ekowe tiene como norma que todo objeto
geomeétrico con el que se trabaje debe ser defimttoduciendo esta definicion al sistema
axiomatico. En los fragmentos que se muestran finc@cion se observa cdmo a partir de
la necesidad de definir altura se proponen var&midiones, se discuten en termino las

propiedades del objeto a definir, y por Ultimors&titucionaliza una definicién.
Fragmento 1

Los estudiantes al tratar de resolver la tareayasta, y al no tener la definicion de altura
de un triangulo, preguntan por la definicibn dexgpbr lo cual la profesora promueve una
lluvia de ideas sobre la definicion, a partir de fecuerdos o concepciones que tienen los

estudiantes, para que por medio de la discusi@sides, se llegue a una nueva definicion.

01 P: Tenemos que introducir la definicién de altu®uién hace la definicién de altura?

¢, Quién la recuerda? Ustedes la estudiaron el semgstsado... creo.

02 Maria: Es la distancia...
03 Efrain: Es la distancia del punto medio de umgulo...
04 P: Efrain. ¢ Qué es la altura?
05 Efrain: Es la distancia desde el punto medio ddlado de un] tridngulo hasta su angulo
opuesto.
06 P: ¢Alguien controvierte esa definicion? [Judregpoldo alzan la mano] Juan.
07  Juan: Es la distancia desde un vértice hastrta gue contiene al lado opuesto del vértice.
08 P: Ambos hablan de distancia.
[...]
12 P: Ah, pero tendriamos entones que haber halblada distancia de un punto a una recta.

Pero, yo les pregunto, la altura ¢,es un objeto ge@u?, o, ¢ es un nimero?
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13
14
15
16
17
18

19

20

21
22

Efrain:
Varios:
Maria:
P:
Efrain:
P:

Alguien:

P:

Alguien:
P:

Es un nimero.
Un objeto.
Es un segmento.
Efrain.
Un segmento.
Entonces no puedo decir que es la distanaigup si es una distancia es un nimero. Es
un objeto geométrico. ¢ Qué objeto geométrico?
Un segmento.
Un segmento. En los libros hay altura definidano recta y altura como segmento.
Nosotros vamos a trabajar la altura definida coegrento. Un segmento. Ahora si...
Que contiene un vértice de un triangulo, y...
Y es perpendicular a la recta que comtie
El...y va... es perpendicular... al lado opuestwéhtice. {No! A la recta que contiene
el lado opuesto. Vamos a escribirlo... Lo que pesaue Efrain y Juan hablaron de
distancia, porque como la altura es un segmentes pripuedo tomar la longitud. Y
hablar de la distancia entre los extremos del setpmgue es la altura. Si la definimos
como recta nunca podriamos medir la altura y ee®pecdémo calculamos el area de un
triangulo? y entonces es mejor definirla como sedmdEscribe: altura de un triangulo
es el segmento perpendicular que contiene un géitécun tridngulo y es perpendicular
a la recta que contiene al lado opuesto] La altierain tridngulo es el segmento que
contiene un vértice del triangulo y es perpendicalda recta que contiene al lado
opuesto [Leyendo la definicién del tablerq].

[P6 1-22]

En este fragmento la profesora indaga sobre lanidefn de altura, llevando a que los

estudiantes evoquen recuerdos del concepto [Odjppongan definicionea partir de las

diferentes concepciones que tienen. A medida gseeftudiantes van participando, la

profesora hace preguntas o afirmaciones que camllevque uno o varios estudiantes

contradigan, apoyen o complementen las opiniondasdpor sus comparieros. Luego de la

intervencion de Maria, Efrain toma la palabra, @swo la altura con una distancia y

propone una definicion proxima a la definicién dedmana [03-05]. La profesora no corrige

la definicion propuesta, sino que pide controviertibuscando que algin miembro del

grupo corrija o contradiga la propuesta. Juan @p#j proponiendo su definicion de altura,

sin oponerse de forma explicita a la propuestafdrt: sino que insinda que no esta de
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acuerdo proponiendo su propia version [07]. Lagsofa al escuchar las dos propuestas de
posibles definiciones, resalta la caracteristicalid&ancia que otorgan los dos estudiantes
en sus definiciones [08], sin tener en cuenta tessa@aracteristicas mencionadas, con la
finalidad de hacer la correccion y buscar la disfin entre altura como objeto geométrico
0 como numero [12]buscandouna propiedadde la altura, por lo cual los estudiantes
identifican la altura como un objeto geométrico;riay Efrain identifica el tipo de objeto
geométrico que es la altura, mencionando que ésta segmento [15, 17]. La profesora
hace la aclaracién de que la altura no puede sedistancia, ya que si fuese asi esta seria
un nimero; y menciona la definicion de altura go@@ce propuesta en los libros de texto,
en los que aparecen dos definiciones diferentegaatomo recta y altura como segmento.
Ella menciona que la altura se definira como segoneara poder determinar su magnitud,
dando importancia al calculo del area de un tritlmgAl haber definido altura como
segmento, empieza a construir la definicibn deraltteniendo en cuenta parte de la
propuesta de Juan, en donde toma un vértice dagtrio como parte de la altura, y agrega

la propiedad de la perpendicularidad, dando uniaide&f opcional [22].

Fragmento 2

Luego de de tener una primera version de la défimide altura a partir de las diferentes
intervenciones de los estudiantes, y las afirma&agprcuestionamientos y aclaraciones
hechas por la profesora, se retoman las ideasdgfiaicion propuesta para generar la
definicidn final, proceso en el cual los estudianparticipan activamente, surgen nuevas

aclaraciones en la definicion, y se concluye lani@bn que se introduce en el sistema

axiomatico.

22 P: [...] La altura de un tridngulo es el segmente gontiene un vértice del tridngulo y es
perpendicular a la recta que contiene al lado dpyksyendo la definicion del tablero].

23 Dario: Una pregunta, proféhi ¢no habria que especificar que ese vérticeesstl extremo
del segmento? Porque cuando se habla de contgmigole que esté entre los dos
segmentos ¢ cierto?

24 P: Si. Lo que queria dar a entender [con |la pa]a@iontiene, es que va desde. Que es como

aparece en los libros. Que va desde. Entoncesy @®joibir como propone Dario. No.

Es un segmento, uno de cuyos extremos es un végideangulo y es perpendicular al
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25
26

27
28
29
30
31
32

33
34

35
36

37
38

39
40
41
42
43
44
45

Juan:

Dario:

P:

Dario:
Orlando:
Alguien:
P:

Ignacio:
P:

Maria:

Maria:

Maria:

P:

Maria:

P:

Maria:
Estudiante:
P:

tatata. ¢ Si? Es mejor decirlo...

Y entonces el otro extremo también...

Es... No, pero eso si no hay necesidad de dePBiorque no causa esa problemética que
dice Dario. Pero, arreglemos esa parte primerooriges, es el segmento... 0 es un
segmento cuyo [corrige la definicion escrita ertadllero], uno de cuyos extremos...
tocaria escribir. Uno de cuyos extremos es un ogrtiel triangulo. Tocaria decir
entonces... ¢y el otro?

Y el otro extremo...

Y el otro extremo...

Pues es la interseccion...

Un punto de la recta...

Es la interseccién entre...

Es un segmento, uno de cuyos extremos esrtioevdel triangulo y es perpendicular a
la recta que contiene al lado opuesto. Pero... gir@lextremo?

Es la interseccion entre el segmentolgd®.

Porque es que... Claro, los libros se ahorrempmrsblemética diciendo es un segmento
que va desde un vértice de un tridngulo hastacka igue contiene el lado opuesto. Si.
Entonces va... de aqui hasta aca... resuelto el prablEmonces, aqui tenemos todavia
el problema del otro extremo, en dénde para. Poeguen segmento, uno de cuyos
extremos es un vértice del triangulo...

Y el otro es un punto.

Es perpendicular a la recta que contienedal @puesto, y el otro extremo esta en esa
recta. Tocaria decirlo asi.

Si. Es un punto que esta contenido en esa.

O sea, aqui tengo que poner una coma [en deyaf’ es perpendicular]. Aqui, coma, es
perpendicular a la recta que contiene al lado dpug<l otro extremo ¢,qué?

Esta contenido en el tridngulo.

Y el otro extremo no necesariamente esta omltteen el triangulo...

Ah no. No, no, no.

Porque ¢,qué pasa si tenemos este tridngubafg din triangulo obtusangulo].

Que esta contenida en la recta.

Es la interseccién...

Aqui no necesariamente esta. Y el otro... exirgmdnde esta? Estd en la recta que

contiene el lado opuesto. En dicha recta, poderacis. Quedd mejor [la definicion].

[P6 22-45]
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Luego que la profesora redacté una primera verd®la definicion de altura, y la escribid
en el tablero, Daniel objeta la definicion danda watlaracion a lo que la profesora ha
escrito, ya que él considera que la definicion quaahbigua tal como esta propuesta [23].
Con la afirmacidornuna preguntase entrevé que Daniel no queria buscar respaesta
cuestionamiento que le haya surgido en medio delidausion, sino corregir una
caracteristica de la propuesta que se tiene [2@J;aando que el vértice del triangulo que se
menciona en la definicién, debe ser extremo détlaza Observacion que es aceptada por
la profesora, luego de explicar lo que queria daisccon las palabras usadas en la
definicién. Por lo cual interviene Juan, ya quedisidera que el otro extremo de la altura
tiene una caracteristica similar; observacion que es aceptada por la profesora,
justificando €l porque la tiene en cuenta. En meitioeste analisis se observa como los
estudiantesbuscan propiedadeslel objeto geométrico que les permitan mejorar su
definicién de tal forma que quede los mas clarabpmsla profesora rescribe la version 1
de la definicion teniendo en cuenta la observadia por Daniel, y luego indaga por la
caracteristica que debe tener el otro extremo dadtlaa, a lo cual dos estudiantes dan
respuesta [29, 30], pero la profesora no las tiemecuenta porque las respuestas no
caracterizan el otro extremo, por lo que vuelveadagar “Y el otro extremo” [32]. Sin
obtener una respuesta que sea satisfactoria garapet lo cual inicia reescribiendo la
definicibn que se tiene hasta el momento, e ingiste la pregunta del otro extremo,
logrando que Maria de una respuesta incorrecta, egueetomada y corregida por la
profesora por medio de un contraejemplo que muksfedsedad de la afirmacién, al hacer
uso de un triangulo obtusangulo [39,42]. Los estnigis siguen dando propuestas para la
definicién, pero sin embargo estas no son tomadakagprofesora, por lo cual ella termina

escribiendo la definicién.

En este fragmento aunque la profesora hace vamestionamientos sobre caracteristicas
geométricas del objeto a definir, y los estudiargesencuentran comprometidos con la
construccion de la misma al dar diferentes respaesin la finalidad de complementar, no
se ve una construccion colectiva en su totalidadjue aunque en un principio fueron los
estudiantes quienes construyeron la definicion reeeee, que despueés, varias de las

respuestas dadas no fueron satisfactorias pargetldo mismo ella termino redactando la
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definicidn, realizando lanstitucionalizacionde la misma, ya que esta fue aceptada por el
grupo de estudiantes.

VIDEO CLIP N. 7

Tiempo estimado:9 minutos 43 segundos

Actividad matemética: Conjeturar

Descripcion: Conjeturas del problem&En el angulo A se escogen dos puntos By C, uno
a cada lado del angulo. ¢Cuando esta el punto medisegmento BC en la bisectriz del
angulo A? Justificar la respuesta.”

Este informe descriptivo-interpretativo correspoaden segmento de clase de los dias 23 y
24 de abril de 2007 (clases 32 y 33) en el quenaBza las conjeturas realizadas por los

estudiantes, del problema: “En el angulo A se gmealos puntos B y C, uno a cada lado

del angulo. ¢Cuando esta el punto medio del segni&@ten la bisectriz del angulo A?

Justificar la respuesta.”

En una clase anterior la profesora recogio lasetorgs que los estudiantes propusieron y
las organizé en cuatro que éstas representanroaabtodas las conjeturas formuladas,

para analizarlas colectivamente:

Conjetura 1: Si K es el punto medio del segmento BC y AB = &6Gtonces K esta en la
bisectriz del &ngulo A.

Conjetura 2: Si la bisectriz del angulo A interseca al segméd®en el punto medio,
entonces AB = AC.

Conjetura 3: Si el segmento BC es perpendicular a la bised&lzangulo A entonces la

interseccion entre la bisectriz y el segmento BEl gminto medio K del segmento BC.

Conjetura 4: Si el triangulo ABC es iso0sceles con BA igual a, &6tonces la bisectriz del

angulo BAC interseca al segmento BC en el puntaaned
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El analisis de las conjeturas comienza cuandodfepora pide a dos grupos describir como

realizaron la exploracion, si habian usado geomeliiamica y cémo fue el proceso de

construccién al momento de resolver el problemt® sslicitud obedece a la intencién de

estudiar las conjeturas a la luz de la construc@étizada en Cabri.

Fragmento 1

La profesora propone una conjetura para que sediada colectivamente, a la luz de la

construccién. Para ello, pide a dos de los grupesfgrmularon la conjetura describir la

construccion que realizaron, generando una inténa@n la que se analiza cudl de las dos

construcciones corresponde a la conjetura formulada

01
02
03

04
05
06
07
08

09
10

11
12
13

14

P:
Varios:
P:

Luz:

Luz:

Marina:

P:

Marina:

Marina:

Julian:

[...] decia: erel angulo A, o sea que ¢,qué esta dado?

El angulo A

Se escogen dos puntos B y C ¢ Dados? Si. En los tkdl angulo. Y se pregunta, ¢,cuando es
punto medio del segmento BC en la bisectriz delubng\? Justifique su respuesta. B
entonces, el grupo de Luz, el grupo A y el grupen® proponen una conjetura. [...]JAntes
escribir la conjetura, le voy a preguntar al grum Luz, [...] ¢COmo hicieron ustedes
exploracion? ¢ Si fueron a usar la calculadora?si, Suyeron a... a usaa graba... la calculadora o
la...? ¢Si

Claro.

¢En doénde lo hiciero

Nosotras tenemos Cal

Ah, tienen Cabri. Bueno, entonces describeme higie¥on’

Pues, teniamos el &ngulo... el angulo dado [La csewtin hecha partié de garantizar la igual
entre las longitudes de los segmerAB y AC].

Si.

Nos pedian era el punto medio del segmento BC. Cgamen una tarea anterior nhabiamos
dado cuenta que si tenian... si los dos...0 seasapaentos que estan contenidos en los rayc
angulo tenian la misma medidi:

¢ O sea que ustedes no hicieron una construt

Si, sino... o sea ya ibamos era a

Ah, usaron lo que ya nosotros sabiamos. O sea quéessteB y a C los escogieron con una
propiedad especial, a pesar de que el problemé&roRleno, entonces ese es el grupo de Lt
grupo F. El grupo A ¢ Quién es del grupc

Nosotros
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15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32
33
34

35
36
37
38
39

P:

Joaquin:

P:
Joaquin:
P:
Joaquin:
P:
Julian:
P:
Julian:
P:
Julian:
Joaquin:
P:
Joaquin:
P:

Joaquin:

P:
Joaquin:
P:

German:
P:
German:
P:

German:

¢,Como hicieron ustedes la construcc

Teniamos el angulo, le dimos dos puntos sin quepkeran ninguna propiedad, y desp
mediante el arrastre nos dimos cuenta que el fieEtaba sobre la bisectriz; si estat

O seaconstruyeron el angulo...,

los dos..

los dos puntos

los dos puntos.

¢ qué mas construyerc

El segmento... jah!, pues la recta entre los dosopuel segmentc

El segmento B(

luegoel punto medio.

El punto medio. ¢ Qué m:

iAh!y pues, la bisectri

La bisectriz

Y la bisectriz, claro. ¢, Y entonces qué hicie

Mediante el arrastre. O se:

JArrastraron a quié

a uno de los dos puntos de tal forma que el puntodsea, uno de los dos puntos de este angulo,
0 sea que esta en este angulo, lo arrastramosrim@ fgue el punto D estuviera en mitad..
estuviera en la bisectriz, y después utilizamos

Arrastreon a B o a C.

Si.

Para lograrlo [...]. La conjetura de estos tres gsuppg A y D] dice: Si K es punto medio ¢
segmento BC, y si estos dos segmentos AB y ACHidémenisma longitud, entonces K esta e
bisectriz del angulo A. Oim dos construcciones, la de Marina y Luz, que digaa ellas
hicieron segmentos congruentes a los dos ladogueae acordaron de algo que se habia t
en clase y se dieron cuenta que quedaba el purdiorde ese segmento en la bisectriz; y li
Joawin y Jorge que dicen que construyeron el segmeatmastraron. ¢, Cuél de los dos grupos me
esté reportando una conjetura que concuerda ammktruccion que hicieron? ¢ El de Joaquin
de Luz’

El de Luz que hace los segmentos congrue¢ primero.

El de...

El de Luz que hace primero los segmentos congrsiente

Germar

de ahi ya..
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40 P: ¢SPor qué? ¢ Por qué el de L

41 German: Porque es el que coincide con la conjetu

42 P: ¢ Por qué coincids

43 German: Porque ellos primero parten haciendo o sea, paresndo el angulo pero con los segme
congruentes para crear un triang

44 P Porque ellos pusieron... ellas pusieron esta condifgégmentos AB y AC tienen la misi
longitud]... que la poneaqui en la hipétesis, ¢,si?, ellas se asegurardandeeso, antes de mirar
qué pasaba con el punto medio. En cambio ustedepdd\] supuestamente arrastraron, h
gue el punto medio coincidiera. Y en ese caso glalih ser su conjetul

45 Julidn:  No sé. Seria el recipro

46 P: Creo que tendria que ser la del grupo | o la deb@mB, que dicen: Si la bisectriz del angult
interseca al segmento BC en el punto medio, entoABy AC tienen la misma longitud. E
debid haber sido su conjetul...] Para mi es muy importante que ustedes escribah es la
construccion. Porque nosotros tenemos que entenoelo que nosotros estamos haciendc
descubriendo teoremas y que los teoremas repodgpandencias. Aquellas [condiciones]
nosotros cnstruimos, son la hipétesis. Aquellas condicionesquellas que resultan de lo que

construimos, son la tesis del teore

Al iniciar este fragmento la profesora centra lanatbn de los estudiantes en las
condiciones dadas en el problema e incentiva larigeson completa de la construccion
que realizaron los grupos para dar respuesta dlggna. Con las intervenciones y
preguntas que ella realiza en las lineas 3 a 32itrag los estudiantes describen la
construccion, pretende que todos los estudiantégereen la diferencia entre los objetos
que construyeron y los objetos que arrastrarongitamslo la comparacion de las
construcciones formuladas por los grupos. Asi, lcaee en cuanta a los estudiantes que el
grupo A tomo6 como dado Igualdad entre las longitudes de los segmeA®s AC [8];
mientras que el grupo F tomé como dado la inter8ea@ntre la bisectriz del angulo A y el

punto medio del segmento BC [31].

Luego de que los estudiantes describen las coogings la profesorgresenta la
conjeturaformulada por los dos grupos, con la finalidad de bps estudiantes analicen en
cual de las dos construcciones el antecedente deotgetura corresponde a las

caracteristicas de la construccién obligadas pastie y si el consecuente corresponde a
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las caracteristicas geométricas encontradas y mi@ga la comunidad por la
correspondencia entre la conjetura y las constrooes propuesta§34]. German que
reconoce la intencién de la profesora pues en <laseéeriores ha hecho estudios de
correspondencia entre una conjetura y la constinaeializada para formularla, afirma que
la conjetura del grupo F es la que correspondela@onstruccién porque las integrantes
del grupo aseguraron la congruencia entre los sepsi@&B y AC [35]; como German da
Su apreciacion rapidamente, la profesora incerstivparticipacion y le exige justificar por
qué afirma que la conjetura corresponde con latamtsén realizada por el grupo F [40,
42].

La profesora acepta la afirmacion de German ycdanplementacuando dice a los

estudiantes que el grupo F se asegur6 de que dosestos AB y BC tuvieran la misma
longitud para incluir ésta condicion en la hip&dddid] y deja entrever que la conjetura del
grupo A no corresponde con su construccion, paefmredo la conjetura que debid

proponef46].

La profesora finaliza éste fragmento reforzandoolana de reportar la construccién que se
realiza en el proceso de conjeturar, para determnsinas dependencias explicitadas en la

conjetura corresponden con la construccion.
Fragmento 2

Ademas de estudiar la conjetura a la luz de latoseon, la profesora solicita dar los
pasos claves para demostrar las conjeturas admitidario es el encargado de presentar la

conjetura de su grupo y esbozar la demostraciopraceso similar se realiza con las otras

conjeturas.

47 P El grupo C me dice: [...] que K est& en la biseatiét segmento BC, ¢ Cémo es que me di
[...] ¢Que K est4 en la bisectriz si el segmentoeeggndicular a la bisectri

48 Dario: jAh! Si. Hay algun... nos salieron dos propuestasjftaras] en... para la solucién de e:
bueno del probleme

49 P: Dario. Si

50 Dario: Entonces que era uno que si el segmento fuerarpboodar a la..

51 P: Bisectriz
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52
53

54

55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

66

67
68
69
70
71
72

73
74

Dario:

Dario:

P:
Dario:
P:
Dario:
P:
Dario:
P:

a la bisectriz... y la otra era que... pues el puntic
Bueno... pasa, pasa... [al tablero] pero entoncessiteagie me diga claramente cuéles sol
dos. [...

[Pasa al tablero y dibuja

Entonces, pues lo que nosotros deciamos es qusi &l.segmento... BC era perpendicular
bisectriz [AM], entonces pues le

K, Lo llamamos K... el punto med

K.

El punto medio.

Pues la interseccion de la bisectriz con el [segmBga]...

jAh!, es el punto medic

con el segmento es el punto me

O sea, que la hipotesis es: Si el segmento BCrpsipdicular a la bisectriz A... AM,

Estudiante:AM.

P:
Dario:

P:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

a AM, entonces.

Entonces pues la interseccion, el punto de inteidees el punto medio de [segmento]

[La profesora escribe en el tablero la conjeturigntmas Dario le dicta: “SBC L AM entonces
K es el punto medio d&C”] Bueno, ¢y lo puedes mostrar?

Pues... entonces tengo que [el segmBC] es perpendicular [a la semirre@®] entonces éste
[anguloK] es recto. ¢ Cierto?

¢, Cual? ¢ Quién? Hal [bien] porque es que yo después... este, ese,yesho...

El angulo... el &ngulo AB, AKB es recto, es reat®go”

Si.

Entonces pues hay un teorema que dice... buemoafolos cuatro angulos rect

Si.

Entonces tengo que [angulo] AKB es recto y que tdmfangulo] AKC es recto. [Escribe en
tablero LAKC es recto]. Entonces tengo que esos dos sonrwemgs, estos dos son angulos
congruentes. Entonces tengo que [segmento] AK mgraente con ese mio ¢ cierto? Entonces
esto [segmento AK] congruente con este mismo [satpr&K]. Y como esta es bisectriz [ra
AM], entonces... congruen

¢, Quiénes? ¢ Quié

[Angulo] BAK es congruente con [angulo] KAC. Entea@or criterio de congruencia ang-

lado— &ngulo, ya tengo que estos dos [triAngulo AK@] songruentes con estos dos [triangulo
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AKB]. Entonces, también tengo que como es por $eigion entonces e K esta entre B y C,
entonces ya también tengo para demostrar que ladandd éste [segmento CK] es congrut

con ésta, [medida del segmento BK] entonces, ladaec

75 P: ¢La medida de quié

76 Dario: La medidade Ka C. K

77 P Del segmento K

78 Dario: Esigualalade K a

79 P A la del segmento BK. Entonces conjetura... verdaddtgy bien, gracia

En este fragmento se observan tres tipos de icierss, en la primera la profesora invita a
Dario apresentar la conjeturajue formulé con su con su compariero [47], él & ique
formularon dos conjeturas y cuando intenta pregastaobserva que se le dificulta
expresarlas verbalmente, por lo que insinla cogeasto que quiere pasar a tablero [48 -
52], lo cual es aceptado por la profesora [53]eEmblero Dario realiza una representacion
grafica de su conjetura y mediante interaccion omprofesora presentan una de las
conjeturas a los estudiantes, resaltando los elesgnpropiedades geométricas usadas.
Ademas de la presentacion grafica y verbal de lajetwra la profesora favorece la
presentacion de la conjetura con un lenguaje glguceciso, por lo que interpreta lo que
dice Dario y comienza a escribir la conjetura eméode condicional, es decir de la forma
si — entonces [65]. En esta interaccion la protegoel estudiante asumen el papel de pares
académicos que buscan reconstruir claramente unjete@, teniendo en cuenta que Dario
acepta que la profesora complemente e intervengai®mdeas y que la profesora acepta

que Dario le dicte la conjetura mientras ella xibe en el tablero.

Luego de presentar la conjetura con la que la poodey los estudiantes estan de acuerdo,
se procede aalidar la misma incitada por la profesora [65]; para la validacide la
conjetura Dario da los pasos claves de una dern@straCuando inicia la validacion la
profesora interactia con él pargular el lenguajg67], ya que Dario no especifica el

“w A

objeto geométrico al que esta haciendo referesiria,que usa la palabra “éste” en lugar de
mencionar la palabra angulo. Esta interacciénresgvida por la profesora para que los
estudiantes se acostumbren a usar el lenguaje &g para que la comunicacién de

ideas, en este caso la validacion de la conjetemackra y precisa, favoreciendo en los
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demas estudiantes la comprension de la validaciomckirlos en la misma. Las
intervenciones 73 y 75 son otros momentos en ledaprofesora regula el lenguaje, a los

cuales Dario responde con la regulacion de su@tepguaje [68, 74, 76].

En la validacién de la conjetura Dario asume comdodque el punto K pertenece a la
bisectriz AM y al segmento BC por ser el punto dérseccion de estos objetos
geométricos y utiliza el criterio Angulo — Lado -ndulo que han trabajado en clases
anteriores y que establece la congruencia entreriésgulos; en este caso entre los
triangulos AKC y AKB [74] pues cuenta con la congmaia entre los angulos AKC y AKB
que son los angulos rectos que se obtienen a phetila perpendicularidad entre el
segmento BC y la bisectriz AM [72]; con la congrciandel segmento AK consigo mismo
y con la congruencia de los angulos BAK y KAC detieados por la bisectriz AM a la que
pertenece el punto K [74]. Seguido a la congruedeidos triAngulos AKC y AKB, Dario
resalta la interestancia B — K — C e infiere lagraencia entre los segmentos KC y KB al
ser los lados correspondientes entre los triangudagruentes, la profesora va aceptando
los pasos que propone Dario y con la intervencetadinea 75 conlleva a la interaccion
que establece que la medida del segmkBtes igual a la del segmert&; al parafrasear
éste hecho [77 -79], expresa que asi queda commolzpie el punto K es el punto medio

del segmento BC.

VIDEO CLIP N. 8

Tiempo estimado:6 minutos 30 segundos.

Actividad matemética: Conjeturar

Descripcion: Conjeturas del problenig Cual es la relacidon [que existe] entre el tipo de

triangulo y la propiedad: dos de sus alturas songroentes?”.

Este informe descriptivo-interpretativo correspomaden segmento de clase del dia 12 de

Abril, en el que se analizan las conjeturas plat#eagpor los estudiantes al problema:
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“¢.,Cual es la relacion entre el tipo de trianguldaypropiedad: dos de sus alturas son
congruentes? Escriba el proceso de construcci@rmgule las conjeturas que se pueden
establecer”.

En la clase anterior, la profesora propuso el grobl y los estudiantes tuvieron la
oportunidad de trabajar con Cabri para realizarstanciones que les permitieran
establecer conjeturas. Cada uno de los gruposlestalentre una y tres conjeturas, que
fueron recogidas y analizadas por la profesora iEeNis6 la similitud entre las conjeturas,
los requerimientos e implicaciones de las misnaasptrespondencia entre la construccion
y la conjetura, y la veracidad; después determangetuencia en la que se analizarian las

conjeturas en la clase. Algunas de las conjetlsshmas por los estudiantes son:

Conjetura 1: Si un triangulo tiene dos lados congruentes entodos de sus alturas son

congruentes.

Conjetura 2: Si un tridngulo tiene dos alturas congruentes eet®rel triangulo tiene

congruentes los lados opuestos a los vérticessdatlaras congruentes.

Conjetura 3: Si ABC es un triangulo y la medida de uno de supilis es mayor a 90 y
los lados que determinan este angulo son congmientences el triangulo es isésceles y
dos de sus alturas son congruentes.

Conjetura 4: Si un triangulo tiene al menos dos lados congrgertetonces al menos dos

de sus alturas son congruentes.

Al iniciar la clase la profesora propone el estude la conjetura 1, elaborada por dos
grupos; el estudio consiste en determinar la cporedencia entre la construccién realizada
mediante la exploracion con geometria dinamica golajetura elaborada. Aunque en la
clase se estudié la construccién realizada por cadade los dos grupos, que conllevo a
plantear la conjetura 1, en Eragmento lreportamos una de las interacciones que
surgieron a partir de dicho estudio. EnFehgmento 2se estudian otras dos conjeturas,
entre ellas la conjetura 3, para evaluar aspectzionados con la redaccion de las

mismas.
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Fragmento 1:

La profesora pide al grupo C comunicar la constéucque realizaron y la conjetura que

plantearon para determinar la correspondencia Ent@nstruccion y la conjetura.

01

02

03

04

05
06

07

08

09
10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20

P:

Leopoldo:

Leopoldo:

P:
Leopoldo:

Leopoldo:

P:
Leopoldo:
P:
Leopoldo:
P:

Leopoldo:
P:
Leopoldo:

[...][la profesora esta observando un resumen qumealacon las construcciones y las conjeti
realizadas por los grupos] Quiero que el grupo Cleam lo que meescribieron para la
construccion. Ponemos atencién por favor, porquergu. quiero que se fijen muchisimo er
que dicen el grupo C y después en la conjeturarguie  que establece

Se construyo el triangulo ABC, luego las alturastid@ngulo... y mediante el arrastre se logré
las dos alturas [dos de las alturas del triandulejan congruentes. Conjetur;

Espera un minuto. ¢Escucharon eso, no? Creo quieositicieron la misma construccion [.
me lo lees otra vez y ponemosncion.

Se construy6 el tridngulo ABC, luego las alturalstdé&ngulo y mediante el arrastre, se logré
dos de las alturas fueran congruel

Si. Ahora la conjetur

Conjetura. Si un triangulo tiene dos ladcongruentes, entonces dos de sus altura:
congruente:

Bueno, entonces... mira. Vamos a... vamos a deterngihfidos... dos cosas. Una, vam(
llamai p... eh... lados... del triangulo ¢no?dy.. Y g... alturas congruentes... [...][Escribe el
tablero p: lados congruentes del triangulq; alturas congruentes] Y grupo C... [éanme otr:
la construcci6r

Se construyé el triangulo ABC, luego las alturalstdéngulo y mediante el arrastre se logré
dos de las alturas fueran congruen

O sea que ustedes obligaron a qué..po ag?

Eh... las alturas, q.

A Q... ¢Si?

Si.

Esto es lo que ustedes obligaron... ¢ Qué pasa? @Qad eopoldo? A ver

[...]

No sé. Creo que cq dedujimos...

De q dedujerorp ¢ cierto? ¢ Y cudl fue la conjetura que me estabdécis

Pues que si las alturas son congruentes... aftp entonces q...

Estudiante:Si q entonces

Dario:

Es que después miramo:

EstudianteSi p entonces

P:

Si los lados son congruente
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21 Leopoldo: Silos lados son congruentes entonces las altarassgruentes

22 P Muy bien
23 Dario: Y fue al revés
24 P: O sea... y esto no les pasd solamente a ellos. Mudhosstedes hicieron o mismo.

construccion de ellos fue obligar a que se cumgoqg... y se dieron cuenta que entonces se daba
p. Pero la conjetura que me escribieron...

25 Estudiante:Si p entonces

26 P: es: sip

27 Estudianteentonces

28 P: entonceq. Esto es muy importante. Muy importante porqueldeorema la hipétesis es aquello
que sabemos como valido. Y lo que ustedes sabfap gélido era la congruencia de las altu
porque escera lo que ustedes estaban buscando que suceHmi@ces digamos que la
conjetura no corresponde a tu construccion.

29 Leopoldo: Profe... una cosa, pero entonces de acuerdo a estorrecto habria sido escribir primero qu

las alturas socongruen... o sea la congruencia...

30 P: Segun tu construccic
31 Leopoldo: Si.
32 P: lo que ti me podias reportar a mi era que si tasasl son congruentes, entonces los... |

33 EstudianteiLos lados son congruents

34 P: los lados soicongruentes. Segun tu construccioén. [...]

[1-34]

La profesora con la finalidad de que los estudgastan mas cuidadosos al momento de
decidir qué propiedades incluir en la conjeturai@ es el antecedente y el consecuente de la
conjetura, retoma la construccion del grupo C yilde a los otros estudiantes fijar su
atencion en la construccion realizada por ésteogyugn la conjetura planteada [01]. Con las
expresiones usadas en la intervencion 03, la pasvita a los estudiantes a identificar y
tener presente aquellas propiedades que se asumendadas en la construccion realizada
por Leopoldo y Dario, para establecer colectivamsnhay o no uneorrespondencia entre

la construccion y la conjeturastablecida.

Con la finalidad de estudiar colectivamente dichiespondencia y que Leopoldo asocie lo
que obligaron por arrastre con lo que obtuvierangomstruccion, la profesora introduce el
lenguaje proposicional [07] y con la frase “ustedefigaron a qué... (A p o a g?” [09]

conlleva a que Leopoldo se sorprenda [11] y fawrque él se dé cuenta que en la
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construccion obligaron la congruencia entre lasgradt para deducir la congruencia de los
lados; es decir que el proceso de construcciongfuep [9 a 13], confirmandolo en la
intervencion 13. Con la intervencion 14 la profesimicentiva a Leopoldo a exteriorizar lo
que esta observando en relacion a la construcedlieada, dando a conocer de manera
dudosa, mediante el lenguaje proposicional, quéaslealturas congruentes se dedujo la
congruencia de los lados, lo cual es afirmado plar ¢16] para analizar en el mismo
lenguaje la conjetura propuesta; logrando detemmowectivamente que no hay una
correspondencia entre la construccion y la corggbues, como se nombro anteriormente, la
construccién fueg — p y la conjetura fue escrita de la manera» q, poniendo como
consecuente las alturas congruentes, aunque lawaeién se basoé en la congruencia de las
alturas [22 - 29].

El andlisis de la correspondencia entre la constincy la conjetura finaliza cuando

Leopoldo reconfirma que la manera en que escribi&xaonjetura no era correcta pues el
antecedente deberia ser alturas congruentes ynséa@gente lados congruentes, lo cual es
reforzado por la profesora al decir que segun testtoccion reportada, la conjetura deberia

ser “si las alturas son congruentes, entoncesttsison congruentef83 y 35].
Fragmento 2

En este fragmento la profesora impulsa la revisiéras propiedades que el grupo Fy C
incluyeron en la conjetura, para evaluar aspeottecipnados con la redaccion de las
mismas. Para ello muestra las conjeturas de lopogry pide opinion de los demas

estudiantes.

34 P: [...] La conjetura del grupo F [...], dice lo siguienteg[lgel acetato la conjetura del grupo F]: Si
el tridngulo... “Si ABC es un triangulo y la medida dno de sus angulos es mayor a novel
los lados que determinan este angulo son congsyesigonces el triangulo es isosceles y dc¢

sus alturas son coruentes”. Quiero que examinen la propuesta de glins digan qué piensan.

35 Maria: Es como muy local. O see

36 P: ¢Muy local’

37 Maria: obliga, obliga a que el triangulo [uno de los angudel tridngulo] sea mayor que nove
38 P: Miren lapropuesta, si ¢y?

39 Maria: Pues... 0 sea, eso se cumple, pero para ese casdies|
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40
41
42
43
a4
45

46
47
48
49

50
51
52
53
54
55

56
57

58

59
60
61
62
63
64
65
66
67

Estudiante:Para ese cas

P:

¢, Qué es lo que se cumg

Estudiante:Que las alturas son congruer

Maria:
P:

Orlando:

P:

Orlando:

P:

German:

P:

German:

Que el triangulo es isésceles si dos dealturas son congruentes.

Ah... a ver Orlando, ¢tu qué dic

Lo que pasa que es que [segln lo dicho] no puedriakuier triangulo isdsceles sino uno
la caracteristica de que el angulo dont

El angulo del vértice, se llame el &ngulo del vértice es el nombre que se le da.

Tiene que ser mayor de noventa, el que forma tsslgguale:

Sl

No sé si se estaria cumpliendo para el resto deglos porque cuando el tridngulo teng
vértice igual a noventa entonces no cumpliri

El angulo del vértic

Cuando el angulo del vérti

Estudiante:o meno

German:

se: noventa 0 menor que noventa no cumpliria.

EstudianteNo cumple esa condicic

P:

Segun ellos, no pareceria que se cumpliera. ¢ $6P&as es una conjetura que esta, como

Maria, muy localizada. Y no lo méas general pos

Estudiante:Si, pues fue lo que nosotrot

P:

German:

P:

German:

P:
Maria:
P:
Maria:
P:

Si. El grupo C... Ah no sé por qué puse ésta. [Striamgulo tiene dos lados congruent
entonces dos de sus alturas son congruentes. Bugmé piensan de esa? Ya sé porque lo
porque... porque... Puesta al revés porque lo que nos da es la congeudadas alturas, no la
congruencia de los ladi

Ah no, porque depende de la construccion que hiagelimo

Ah si, eso es verde

Si. No por ese lado no. [...] Pero, ¢ qué pasaa conjetura del grupo C?

Que falta... falta decir cudles son las alt

jAja!

respectivas a qué angulo... a qué |

Exacto, ¢Por qué no son... son cualquier par deaal?

Estudiantenno puede ser.

P:

No. Entonces, falta decir cuales son exactamente #ssasa

[34 - 67]

En este fragmento se observa una interaccion gunelda profesora promueverkvision del

enunciadade la conjetura propuesta por el grupo F y el gl@pGon la intencién de que los
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estudiantes adquieran herramientas para formulgettwas y para que sean mas cuidadosos
en la escritura de las mismas, la profesora dar laga participacion de los estudiantes,
pidiéndoles expresar su opinidbn con respecto aofgetura propuesta [36 y 63]. De la
conjetura del grupo F [36] Maria afirma que es ooajetura muy local, pues es un caso
especifico que obliga a que el triangulo tengangukd mayor que 90°[39 y 41]; Orlando y
German complementan la idea de Maria diciendo du#igngulo considerado en la
conjetura es un triAngulo muy especifico que defmeptir que el angulo comprendido por
los lados congruentes debe ser mayor que 90°447, o cual implicaria que para los otros
triangulos isdsceles no se cumple que tienen doleglalturas congruentes[51]. En esta
interaccion, se observa una inconformidad incitpda la profesora, por parte de Maria,
Orlando y German, quienes detras de sus interveesibacen ver que a la conjetura le
sobra la propiedad en la que el angulo comprengdaolos lados congruentes debe ser

mayor que 90°.

En la interaccibn que se gesta por la conjetura“ST:un triangulo tiene dos lados
congruentes entonces dos de sus alturas son categlieMaria deja ver que en esta
conjetura no “sobran” propiedades, sino que pamoatrario se debe incluir a la conjetura,
una propiedad que especifique cuéles son las tasskongruentes o relativas a qué lados
[64 , 66], pues durante los andlisis realizadoasacbnjeturas han hablado de dos alturas
congruentes, mas no se ha dicho con exactitud Ts@le esas alturas y, como dice la

profesora no son cualquier par de alturas [67].

En este fragmento hemos visto como la profesorddygomotora de la interaccion que

permitio determinar si en una conjetura sobrabampipdades, o si por el contrario, era
necesario incluir otras propiedades y su segundenrta interaccion fue el de complementar
las ideas de los estudiantes. En este caso obseswgue la profesora no tomo otro papel
diferente al de promover la interaccion y completaeideas, gracias a la manera en que

estructuro la clase.

VIDEO CLIP N. 9
Tiempo estimado:23 minutos 15 segundos.
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Actividad matematica: Conjeturar
Descripcion: Conjeturas del probleméSe da una recta, dos puntos P y Q en el mismo
semiplano determinado por la recta |, determin@whto R [de la recta I] para el cual la

suma de las distancias [PR y QR] es la menor”

En la clase numero 39 correspondiente al 8 de nlay@007, la profesora propone la
situacion: “Se da una recta, dos puntos P y Q enigho semiplano determinado por la
recta |, determine el punto R [de la recta I] palraual la suma de las distancias [PR y QR]

es la menor”; ésta es abordada en parejas usapdogeama Cabri.

Este informe descriptivo-interpretativo lo componematro fragmentos; en el primer
fragmento la profesora pasa al tablero a alguntgdiestes para que presenten a sus
compafieros cOmo encontrar el punto R, teniendaenta los requerimientos establecidos
para los puntos P y Q. En el segundo fragmentosgueesarrolla en la clase siguiente,
correspondiente al 14 de mayo de 2007 uno de losliestes pasa al tablero y da a
conocer los pasos claves de una demostracion,equete validar la conjetura que formuld
con su compafero. En el tercer fragmento se mugstael punto R encontrado por el
grupo de Henry es el mismo punto R caracterizad®poo y Leopoldo. Finalmente, en el
cuarto fragmento dos estudiantes verifican geonatrente una conjetura, obteniendo un

contraejemplo y mostrando que la conjetura no kdaza
Fragmento 1

En el proceso de realizar la construcciéon y formial@onjetura, la profesora interactia con
los grupos para conocer cual es la propuesta gewsarlde ellos y después invita a algunos
estudiantes a pasar a tablero y a describir concon¢rar el punto R. En el orden de
llamada tiene en cuenta los requerimientos estdble@or cada uno de los grupos, para
los puntos Py Q.
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01
02

03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14

15
16

17
18

19

P:

Maria:

P:
Maria:
P:
Maria:
P:
Maria:
P:
Maria:
P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

[...F3 Un caso que consideraron ustedes fue ¢cuél?
[...}* . Pusimos a P y a Q, y después animamos a Q sobresea que quedaran

colineales... Q y P sobre la perpendicular. [poiHRepresenta algo asi:

Y ahi... les da... en ese caso.
Si.
O sea, un caso era que Q y P estuvieran ksopeependicular de P a la recta.
Si.
Y entonces en ese caso R es...
Res...
el punto de de interseccion. ¢ Si?
el punto de de interseccion.
Bueno, gracias. Ese es un caso, ¢si? Otpatazmso de ustedes fue ¢,cual?
[Pasa Joaquin al tablero] Pues tenenfsectd, una rectdl que es perpendicular...
Desde P, ¢no? Tenemos aP yaQ.
Aqui estd P, tenemos una recta peqeadiS donde estd Q, la distancia... bueno
[punto]A,
Tal que ¢qué?
[punto] B, tal que la distancia de R sea igual a la distancia de Q a B. Entonces
hallamos que el punto medio de este segmento [ABleminima distancia...
Minima suma.

La minima suma. [Joaquin hizo una septacién como:

Otro caso ¢si?, otro caso especial. ¢Si7aGr&mtonces R. Esto es muy importante.
Esto que estoy mostrandoles es muy importante. douano tiene que resolver un
problema y a veces como que el problema no sabe pmmdonde comenzar a... a

resolverlo, uno simplifica las condiciones y empiezntonces a surgir otras ideas.

23 . . , . ~ .

La profesora le indica a Maria cudl caso presentar, de los que ella y su compaiero propusieron.
24 , . ..

Maria repite las condiciones dadas en el problema.
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20
21
22

23
24

25
26

27

28

29
30

Henry:

Henry:

Henry:

Dario:

Dario:

Entonces una [forma] es: bueno, imaginémonos ques@ en la misma recta
perpendicular desde P a la redtay entonces R seria “fulanito”. Otro caso es:
imaginémonos que P y Q estan a la misma distarecia dectd. Y entonces R es...
“fulanito”. Otra posibilidad Henry es... ¢qué?

[Pasa Henry al tablero] Tengo la régtéaengo el segmento digamos... PQ

Los puntos Py Q.

los puntos P y Q. Entonces, pues... ubi@auier... tengo que ubicar un punto...
ubico el punto R...

Un punto R.

un punto R, tal que... trazo este segmp?R} y éste [segmento QR]. Entonces si...
cumplo que el angulo... que este angulo es contguem éste [Hace una representacion

y sefiala los angulos

ly2...angulos1ly?2

el angulo 1y [el angulo] 2 son congreenentonces la suma de las distancias va a ser la
menor.

Y... Gracias. O sea, €l dice: busco a R pameajuangulo 1 y [el &ngulo] 2 sean
congruentes. Y entonces me da ¢ Si?i...Pero, el problema con la de ellos es que es
una conjetura dinamica. Es decir, no puedo enaoatRasino con el computador. Pero,
squé hago cuando estoy con papel y lapiz? ¢Cémo pagpara estar sabiendo
exactamente en qué momento me va a dar que esé@sguaiss son congruentes? [.]
Pero se fijaron en los angulos, lo cual es algo mtgresante; excepto que como les
digo con papel y lapiz, ¢cémo hago? f’.Dario y Leopoldo tienen otra propuesta.
[Extiende su mano con el marcador para que Dasde phtablero].

[Pasa al tablero] Pues... Entonces, pugart®os a P y a Q, ¢ cierto? entonces, trazamos
la perpendicular de P a... a la retty la de Q a la recth Entonces copiamos...
sacamos la misma distancia de P, colocamos aca...

Llamemos este punto de interseccion.

Ah bueno, M

> se presenta a la comunidad una construccidn similar a la propuesta por Henry y su compafiero, que
requiere de la geometria dinamica.

%% Melisa pregunta por las condiciones que se le dieron a los puntos Py Q.

%’ pasa un estudiante al tablero a presentar una construccidn similar a la de Dario y Leopoldo.
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31
32
33
34

35
36
37
38
39
40

41
42
43
44

Dario:

Dario:

P:
Dario:
P:

Leopoldo:

Dario:
P:

Daniel:
P:
Daniel:
P:

My...

vy N.

N.

Entonces, sacamos aca a P’ y acda... arfdnEes trazamos este... segmento de P a Q
ydeP aQ.[

Y se cortan ambos.

La interseccion se corta y se cortan témeén la recta... y este [punto] es R.

Y ese es R.

iSi se cortan ahi!

Si.

Tenemos... dos caracterizaciones generales;araaterizacion para un caso especial,
dos caracterizaciones... dos... dos caracterizacioaes @asos especiales, cuando Q
y... estd en la perpendicular de P a la recta. (9% daracterizaciones digamos
dinamicas, porque... Y me pregunto si todas me et@do un mismo punto R. Pues
ustedes dicen que si, ¢no? ustedes encontrarongpardiera lo minimo. Entonces,
ahora hay que decidir, de las caracterizacionegenamos, por ejemplo, de pronto el
caso en donde estan a la misma distancia de la, 5me¢édan hacer la demostracion; y
cudl de esas dos caracterizaciones que no tien@nesna esa carac... esa propiedad
especial nos servird para hacer la demostraciéro, Rgué es lo que tengo que
demostrar? Es la pregunta.

Que la suma [de la longitud del segm&Roy QR] es la minima.

Si, pero... y ¢, Como muestro que algo es minimo?

Comparando.

Comparando, exacto. Entonces, nos toca imagia que hay otro punto... una

posibilidad, que hay otro punto R’ y comparar, estaa [PR+RQ] con ésta [PR'+R'Q].

[complementa el dibujo de Joaquin y Ju 1O lo mism

aqui, R’ y comparar; [Complementa la figura de Darly Leopoldo:
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altura. [Hace una representacion ] Esa esamzafes... comparar,

[...]?® esa es la que hemos usado hasta ahora. ¢ Si?Esafesma. [..J°

En primer lugar la profesora invita a Marigrasentar la conjeturaonsiderada por ella y
su compariero [01]. En esta interaccion, que esitaepa que se gesta en la socializacion
de cdmo encontrar el punto R, la profesora tiemeocprioridad presentar el caso trivial sin

opacar las presentaciones de los otros estudi@ited] |.

Luego de la presentacion de la conjetura de Mariprasenta la conjetura formulada por
Joaquin y su compariero en la que también condititogpuntos P y Q [12 - 18]. La
presentacion de estas dos conjeturas obedecente@ion de la profesora de resaltar que
en el proceso de resolver un problema, en muchesiames, es necesario estudiar casos
especificos, en los que se simplifican algunas icamks para surjan nuevas ideas y se

pueda llegar a una solucién general [19].

Otro tipo de conjetura es presentada por Henrgllamo se condicionan los puntos P y Q.
En la interaccion entre la profesora y Henry pamsgntar la conjetura, ella regula el
lenguaje, introduce simbologia geométrica y siméetio dicho por Henry [21 - 27],

favoreciendo la comunicacion y comprension de lajetara. La presentacion esta
conjetura da lugar a que la profesora se refiena @@po de conjeturas en donde la posicion
de R es encontrada no por medio de una construggdmeétrica sino por medio del

arrastre, lo que hace que el punto no tenga urectesizacion a partir de propiedades

% la profesora reconstruye en el tablero la construccién en la que P y Q estdn a la misma altura.

*° Finaliza la clase en la que se presentaron las construcciones realizadas por los estudiantes, relacionadas
con el problema planteado por la profesora, e inicia la clase en la que las conjeturas y construcciones del
problema propuesto son analizadas.
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geomeétricas justificables tedricamente. Asi, cudadmofesora se refiere a la congruencia
de dos angulos explica que la conjetura es dinangoa lo que requiere el uso del
computador o calculadora y no permite que el pisea determinado con el uso del papel

y del lapiz, ratificando que no se puede caracegeomeétricamente [27].

La profesora incentiva la presentacion de la cargetle Dario y su comparfiero, en la que
no ponen condicidn distinta a la dada en la sitm@ara los puntos P y Q, y que permiten
encontrar al punto R mediante el uso del lapizlypdpel. La conjetura consiste en realizar
la simetria axial de los puntos P y Q con respecta rectal, nombrados P’y Q’
respectivamente y trazar los segmentos PQ’ y QR gaterminar la interseccién que es
etiquetada con el punto R [27 - 39].

Al finalizar ésta interaccion cuya esencia ha swlostrar la riqueza en las ideas y la
variedad en las conjeturas para caracterizar datop® (construcciones especificas,
dinamicas y robustas), la profesora invita a ldadantes a la revisar si el punto R es el
mismo en todas las conjeturas y a realizar su céspedemostracion. En esta invitacion, se
gesta una interaccion entre Daniel y profesora-[48], que se centra en qué es lo que se
debe demostrar y como se debe demostrar, 0 wigdreia que la profesora no impone
qué demostrar y como demostrar, pues es Danieh gfilena que se debe demostrar que la
suma de la longitud del segmento PR y RQ es miimae la manera de realizar su
demostracion es comparando. Los aportes de Damielvalorados por la profesora al
parafrasearlos y complementarlos.

Fragmento 2
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En la clase nimero 40 correspondiente al 14 de hagymfesora reconoce que el grupo de
la clase obtuvo todas las soluciones que en ot@sianes se habian encontrado pero no en
un mismo grupo, por lo que su finalidad es mosgraomprobar cémo todos los grupos
llegaron al mismo punto R, por caminos distintesycaie requiera de relaciones que adn no
han sido establecidas en el sistema axiomatica Eamenzar, la profesora recuerda la
construccioén realizada por Leopoldo y Dario y lesgpnta si saben cémo “demostrarlo”,

Dario pasa al tablero y realiza la respectiva d&racisn.

44 P: [...] Me puse a analizar un poco sus respugstastonces estoy entusiasmadisima,
porque quiero mostrar como realmente todos llegartmque se debe llegar, caminos
muy distintos, pero... comprobar, demostrar que td@ggamos al mismo sitio va a ser
bastante interesante; vamos a requerir de cosa®daeia no tenemos, pero ustedes ya
saben que eso es lo chévere, porque se crean ecesdades que nos van a impulsar a
decir bueno, entonces ¢cémo mostramos esas netsidal...{° La de Dario y
Leopoldo [coloca la conjetura] [...] que es la que.o. $& si ustedes pensaron la

demostracion... pero es éste esquema el que me silzedemo... ¢ya sabes cémo

demostrarlo?
45 Dario: Si. Colocando por ejemplo, otro puntdeerecta
46 P: Si.
47 Dario: ya tendriamos el tridngulo... P... Q'... y psato, entonces pues la distancia...
48 P: A ver pasa, pasa Dario... y... porgue voy a fitacessta demostracion para mostrarles

realmente cémo todos llegamos por caminos distialtasismo sitio. [...J[La profesora
muestra la figura que presentaron Dario y Leopadtola clase anterior cuando
formularon la conjetural.

49 Dario: Pues primero, para la demostracion ya, yoe di cuenta que... pues con uno de estos

bastaria [punto P’ o punto Q’]...

50 P: Con uno basta, si sefior, entonces...

51 Dario: Quitemos por ejemplo ésta [tacha el segmeQ’].

52 P: Quitemos esa, si.

53 Dario: Entonces, va a ser... va a ser el mismat@piR, mejor dicho, entonces pues...

54 P: Entonces hagamos el dibujo como proponesidace la figura en el tablero dejando

30 . . . .
La profesora recuerda lo realizado en la clase anterior, y algunas de las construcciones correspondientes a
las conjeturas que se expusieron.
31 .z . ,
La profesora recuerda la construccidn realizada por Dario y Leopoldo.
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56
57

58
59
60

61

62
63
64
65
66

67

68

69
70
71
72
73

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

PAVR
s6lo el segmento P'C F ].

¢ Cierto?

Si.

Entonces pues, como... como esta el segn{é"®] y [los puntos] estan en dos
semiplanos distintos entonces intersecan al...

Alarectal.
alarectal... entonces la interseccion...

Escogi6... P y Q estan en el mismo semiplasapge a P’ en el semiplano opuesto,
entonces Q y P’ que estan en semiplanos opuestesgmento corta.

Entonces bueno, esta suma [P'R + RQ] dada... como este punto [R] estd entre P y
Q, puedo hacer que PR mas RQ sea igual a PQ. HEs&IR + RQ = RQ]. Entonces
Si... cojo otro punto...

P

P’ si. P’. [corrige y le agrega el primnkas P]
aPaQ.

Entonces si cojo otro punto de... de ltarecesto es...

Pero... primero una pregunta, primero te tamgb pregunta. En la tarea decia que PR
méas RQ y ta tienes es P'.

Ah pues si. Por eso entonces... no pueggmres que después se hace que... como
tengo un punto en la recta y tengo una recta pdipgar, entonces, si trazo aqui el otro
segmento [PR], éste va a ser congruente [los wiaagPRM y P’'RM] por criterio de
congruencia de tridngulos lado-angulo-lado.
¢, De acuerdo? él construyo este segmento¢BiMjruente a éste [MP’] y comparten un
lado. Bien, 0 sea que esta suma [P'R + RQ = P’@xestamente la misma de PR que
era la que queriamos y ahora si le doy permisaudébgrre de P el “prima”. No ahi no,
ahi si [Dario borra el “prima” y deja: PR + RQ = RBueno.

Entonces ya...entonces coloco... cojo un.sabkecciono un...

Cualquier otro punto [en la recta I].
cualquier otro punto [en la recta I]...
¢Aqui? [Ella ubica el marcador sobre la regti® pregunta si ahi ubica el punto]

Si, cualquier... en cualquier lado. [Lafpsora ubica un punto T sobre la retita
Entonces... ya no se cumpliria la interestancia éityeQ [P’-T-Q], entonces no serian

colineales P, Ty Q.
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74 P: Si.
75 Dario: Entonces ahi tengo un triangulo. Entgnpes el criterio de desigualdad del triangulo

tengo que de Q a T mas T a P es mayor que QP [@Feaads TP’ es mayor a QP’].

o

Entonces pues, con cualquier Tvaaserigt | ]

76 P: O sea desigualdad triangular... ¢si?... ¢derdm®, bueno... entonces, esa es la
propuesta de él y ya vimos que funciona. Ya sabeqn@n es R y ya sabemos cémo

encontrarlo. [...3?

En este fragmento la profesora invita a Darioafidar la conjeturaque realiz6 con

Leopoldo [44]. Dario inicia con un esbozo verball@elemostracion pero la profesora le
pide que pase al tablero [48], pues ella quiererfer la comunicacién de la demostracion
mediante una representacion grafica, que permitss atros estudiantes comprenderla.
Ademas la finalidad de la profesora es que Darlidleau conjetura, para usarla como un
medio de validacion de las otras conjeturas, salogomprobar que el punto R obtenido

en las conjeturas de los otros grupos es el miamtoR obtenido por Dario y Leopoldo.

Dario realiza un dibujo que tiene en cuenta los@ttentes de la conjetura y en el que se

apoya para dar los pasos claves de la demostrdeitsnmisma.

El inicia la validacion con la interestancia P’- R [57 - 61], para luego comparar la suma
de las distancias P'R y RQ con la suma de lasriigta P'T y TQ, donde T es un punto
diferente R, de la recta | [69 - 73].

32 . . . . .
La profesora recuerda a los estudiantes la finalidad de la clase: comprobar si el punto R que propusieron
los estudiantes es el mismo.
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Por desigualdad triangular, logra establecer qureiefo R es el que garantiza que la suma

de las distancias PR y RQ sea la menor [75 - 76]e§ta interaccion el papel de la
profesora es el de motivar a la validacion de lgjetara y el seguir paso a paso las
afirmaciones dadas por Dario, garantizando queplsos claves mencionados sean
explicados o justificados y efectivamente conllegeralidar la conjetura; como se observa
en la interaccion 66 a 68, en la que la profedarad la atencion de Dario al mencionar un
punto P’ que no fue dado en el problema, conllegaada justificacion del mismo para

poder usarlo en la validacion.
Fragmento 3

Luego de que Dario valida su conjetura, la proegomocede a mostrar como el punto R
encontrado mediante las caracterizaciones presentd la clase anterior, es el mismo.
Para ello usa la construccion realizada por Dari@gpoldo, ya que esta construccion es
robusta y la va modificando segun las caractelrss dadas por los otros grupos, para
luego dar los pasos claves que validen las otrastegizaciones. La esencia de la siguiente
interaccion es mostrar que el punto R caracterizamtoel grupo de Henry es el mismo

punto R, caracterizado por Dario y Leopoldo; esti@raccion representa el analisis

realizado con cada una de las caracterizaciones.

76 P: [...F® Entonces ahora viene la propuesta... de... Henry. Héive que el angulo...

entre otras esta es una regla... una ley de la fisiwa? de... de luz ¢cierto? que ¢dice

qué? [muestra la figura de Her ' ]

77 Daniel: el angulo de incidencia es igual al dmgle reflexion.

33 . . . . .
La profesora recuerda a los estudiantes la finalidad de la clase: comprobar si el punto R que propusieron
los estudiantes es el mismo.
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78

82

L.}

reflexion... el angulo de incidencia que es §stfiala el &ngulo 1] es igual al angulo de
reflexion [sefiala el angulo 2]. Que un rayo dedae y se refleja con el mismo angulo
si? y si tratamos de mover ahi [se refiere a lasttoocion realizada de la conjetura de
Dario y Leopoldo] para que eso suceda [la congraateclos angulos 1y 2] si... que les
dije que la construccion de Henry tiene un probleguz yo con lapiz y papel

dificilmente puedo... hacer... encontrar a la R, que geometria dindmica si puedo
facilmente, pero que con lapiz y papel es un pdffcildencontrar a R de esa forma.

Pero... es cierto lo que dice... [Mide los anguloseeacdnstruccién de Leopoldo y Dario

] y vemos que
si... y entonces me pregunté yo: bueno, ¢cémo yerwdstro? Claro, yo teéricamente
no tengo que encontrarlo... yo teéricamente digo esRl punto tal que el &ngulo de
incidencia sea igual al angulo de reflexion, enésna distancia... la suma de esas
distancias es minima. O sea que voy a empeza fatar de demostrar ese teorema;
tengo a [punto] P, a la recta, a [punto] Q [en el tablero representa una rectalos
puntos P y Q en el mismo semiplano y las rectasepeliculares a la recta m, que pasa
por éstos puntos] y he encontrado a R, tal quedesfalo y este angulo son congruentes
[Angulos 1 y 2 de la construccion de Henry][hace gmafica como la siguiente

Quiero mostrar que R realmente es el punto pacaalla suma de esas distancias es
minima, ¢cémo hago?, sin usar la demostracion déoDga aqui mostré que...
coinciden [las construcciones y la congruenciaodedhgulos], pero ¢ cémo lo demuestro

asi? ¢ Qué esta dado?

[...] entonces tenemos qué el angulo... PMR egroente a [angulo] QNR [por ser

angulos rectos] y que éstos dos angulos son comgsigangulos PRM y QRN] [es lo

34 .7 . . .
Interaccion entre la profesora y algunos estudiantes para reconstruir la conjetura propuesta por Henry.
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90

91
92

93
94

95
96

97
98
99
100
101
102
103

[..J°

Maria:

Maria:

Estudiante:
P:

Melisa:
P:
Melisa:
P:
Melisa:
P:

Melisa:

£ M| ) |N [
que encontrd explorani ].

¢,Como demuestro que PR mas RQ es lo minimo? [phasahdome en... en lo que ya

sé, por ejemplo. [pausa] ¢ Qué se les ocurre? [pg@aeé dices?

O sea, ¢ de dénde nacié R?; nacio6 de... derginrgsite segmento congruente a éste [PM
y MP’] y son colineales, P’, R y Q son colinealgsj? Entonces si yo puedo... se me
ocurre a mi... mostrar, de alguna manera llegar apumo P’ que cumple esta
caracteristica, que equidista de M y que esta eridma recta de Q y R...

Rayo opuesto a QR.
usando solamente lo que yo tengo. Entondemye opuesto a QR ¢Qué pasa si
construimos el rayo opuesto a QR como dice Maria?

a [rayo] RQ.

a [rayo] RQ, si; éste [traza en el dibujoagb RQ], busco esta interseccion [con recta

PM], la llamamos S. [se hace una representacior cstz

Tiene los angulos congruentes.

ya, como dice Maria tan pronto yo le dijeléola colinealidad, ella se ocurri6 el rayo
opuesto, ya me encargué de una de las condiciareyajrequiero. Lo Unico que me
falta es mostrar que S cumple la otra [condicigok la distancia a M es la misma que
dePaM.

Ya esté profe,

Jya esta? ¢ por qué?

si profe porque mire que por rayos ofngegue el rayo RN es opuesto a RM...

si.

y miramos que [rayo] RQ es opuest@aydfRS;

Si.

por definicion de &ngulos opuestos plowértice... pues ahi ya estdn los angulos
opuestos por el vértice y por el teorema miramos spn congruentes, entonces ya
tenemos lado, angulo y dngulo. No perdén, angalip,langulo [Congruencia entre los
triangulos PMR y SMR].

35 .z . 2, .
Interaccidn entre la profesora y algunos estudiantes en la que se concreta qué se debe validar.
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104 P: Y ¢éste? [sefiala los segmentos SM y MP yhéee dos lineas para indicar la
congruencia entre ellos].
105 Estudiantes: Congruentes.

106 P: Y ya mostramos que bajo esas condicionesi@saa la misma distancia. Muy Bien.

[.1%
En este episodio observamos dos interacciones,aepriinera la profesoraerifica

geométricamente la conjetutdenry. Para ello usa la construccion de Dario ypbén
realizada previamente en Cabri y mide el &ngulmdeéencia y el angulo de reflexion para
comprobar que tienen la misma medida [78]. Al veaif que los dngulos tienen la misma

amplitud la conjetura es aceptada y la profesavenpeve la validacion de la misma.

En la segunda interaccion se procederd#icar colectivamentda conjeturade Henry. Para
ello, la profesora explica qué se quiere demostrqué es lo dado; ademas realiza una
representacion grafica que facilite comunicar Iajetura y la verificacion a realizar [78].
Aunque la profesora ha resaltado qué es lo dadeéyeg lo que se quiere demostrar, los
estudiantes no tienen una respuesta inmediatavpldar la conjetura, por lo que ella en
las lineas 82 y 90 insiste en algunas de las camdis dadas yda algunaspistas
relacionadas con el camino a seguir [90], comdegsut al punto P’ encontrado por Dario y
Leopoldo. Gracias a la pista que da la profesoejda un@deaque esmpulsadapor la
profesora [91 - 94] y que conlleva a verificar tmjetura mediante las propiedades del rayo
opuesto, de los angulos opuestos por el vérticel griterio de congruencia de triangulos
angulo — lado — angulo [95 - 106].

Fragmento 4

La profesora plantea a los estudiantes la conjeter&erman y Ana para que busquen un
contraejemplo que permita rechazar la conjeturalisklegpasa al tablero y realiza una
representacion a mano alzada, que aparentemente esntraejemplo a la conjetura en
estudio, pero que no puede ser aceptado pues jew®lgeométricos empleados en la

construccidon no satisfacen las caracteristica®slenismos. Nancy e Ignacio realizan una

36 .. . . . . ,
Se hace un proceso similar para determinar la veracidad de la otra conjetura que requiere geometria
dindmica.
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verificacion geométrica de la conjetura en la daldora, que permite rechazar la conjetura

y la presentan a sus comparfieros.

106

107
108

109
110
111
112
113
114
115

116
117
118
119
120
121
122

123
124

P: [...} Y lo ultimo que quiero es mirar la propuesta... dgr@an y Ana. ¢Por qué llegan
ellos a esa conjetura?, es mi pregunta [Muestral acetato la conjetura de Germéan y
Ana]. Dicen: R se encuentra en el punto de corta deediatriz del segmento PQ con la
rectal. Digo, por qué llegan ellos a eso... porque hemo® se... dos de los grupos
pusieron condiciones mas sencillas 0 mas especialEEgaron a un punto R que, bajo
estas condiciones, son validas. Pero, German y mame reportan si hay mas
condiciones 0 no. A pesar de eso, ellos llegaranaaconjetura. Entonces mi pregunta
es: ¢es siempre falsa? ¢Hay momentos en que emdem@ Entonces ya les toca a
ustedes con la calculadora ver si encuentran.

Daniel: Cuando [los puntos P y Q] estan a knmaialtura si.

P: ¢, Cuando estan a la misma altura? ¢ Entoeaasriple que R es el punto de corte de la
mediatriz del segmento PQ? Pues puede ser... mirar.a si es que ellos también

usaron eso, 0 si... ¢Ana no se acuerda [German st i

Ana: Pues es que, basicamente la conjeturare®pstruccion

P: La construccidn que hicieron

Ana: Si.

P: ¢,Pero no te acuerdas qué condiciones pugiero

Leonor: No, ninguna, ellos teniar P y Q, cualquiera.

Ana: Py Q no eran

P: O sea para cualquier P y Q, ¢no habia ningomdicion? ¢Y sera cierto para cualquier
PyQ?

EstudiantesNo... nc

Ana: No dados... No, fijos eran P y

P: PyQ, ¢pero Py Q estaban en cualquiecipn8i

Ana: En el mismo semiplano.

P: Si.

Ana: Si, cualquier punto.

P: Las mismas distancias, las distancias podda cualquier par. Entonces, ¢ quién tiene

un contraejemplo? Porque me estan diciendo queelisq es posible.
Daniel: ¢ Es la perpendicular y que pasa ppurio medio?

P: Esa es la definicién de mediatriz, si. ¢Qmié puede mostrar un...?

37 .. . . . . ,
Se hace un proceso similar para determinar la veracidad de la otra conjetura que requiere geometria
dindmica.
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125
126
127
128
129
130
131
132

133

134

135

136

137
138
139
140

141

142
143

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

Melisa:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

Seria a mano.

Bueno, a mano. [Melisa pasa al tablero]

Pues segun lo que hemos demostradimsatros grupos.

Si...

Digamos que este es un segmento. ¥ aeéi.

Py ahi Q.

Entonces trazamos aca... aca, y acaitas perpendiculares al segmento inicial].

Las perpendiculares. Pero ponme P y Q psigne como vamos a hablar el mismo
idioma.

Ponemos aca a P y aca a Q [en el misemiplano, cada punto en una recta

perpendicular].

Méas exagerado aun [la diferencia de distancias geQ@al][ M ]
Bueno.

Entonces, tomamos méas o menos la médelasegmento al punto Q] y trazamos aca
[en el semiplano que no contiene al punto Q y stibrecta perpendicular que contiene
a QJ. [Melisa traza el segmento cuyos extremod@®puntos P y el punto encontrado y
traza el punto de interseccion entre éste segnyegiteegmento inicial]

p

YeseesR, estees |~ ]

Si Profe, este seria R y éste no pargb medio [muestra el segmento MN].

No, del segmento P

¢, O sea de éste? [muestra PQ)]

Si, estan diciendo que miremos el... puntopueito medio del segmento PQ vy la

proyeccion.

¢ Entonces seria asi ] ¢0 asi?
La mediatriz...

Jseria asi?
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144
145

146
147
148

149
150

151

152

153
154

Melisa:

P:
Melisa:
P:

Ignacio:

P:

Nancy:

Daniel:
P:

Ah, si, la mediatriz.

Entonces, ¢ quedaria por ac
Si. Pero yo no sé si tu dibujo es posibleuer®.

Seria asi

Por eso es que la calculadora es util. Ropuede que ella... Esas lineas... son
torcidas... y entonces le dé por fuera porque lasé&oPor eso es mi pregunta... Py Q
es la mediatriz del segmento PQ. Es el corte deddiatriz del segmento PQ con la
rectal. [...] ¢ Quién tiene un ejemplo... o contraejemplo?¥..]

PQ... queda por fuera ni si quiera queda adentrompdiatriz de PQ no corta en el
segmento MN]

Esta es la mediatriz.

Bueno... pasa a ver. O sea que parece quefaesta de Melisa, ya bien hecha... [se
rien] ya bien hecha, también funciona [Nancy hahbda construccién con Ignacio,
conecta su calculadora al video screen]. Buenol mmuestra... aqui muestra Nancy,
que... Nancy muestra

Aqui [la mediatriz] quedaria en el segimdarrastra P hasta que la mediatriz corta al
segmento MN].

Bueno, primero mostremos el contraejempbmti@ejemplo... [Nancy mueve MN hasta
que el corte de la mediatriz de PQ se sale del segnMN], ni siquiera queda dentro
del segmento de... de las proyecciones... MN. Y buermmos a ver en qué
condiciones, de pronto si se tendria. Entonces samer... [Nancy mueve P buscando
que la mediatriz corte a MN en R] [...]

Cuando estan a la misma altura.

Cuando estan a la misma altura parece quePsly Q. ¢Si? Entonces, lo que pasa
cuando trabajamos con geometria dinamica es emaQeces se nos olvida poner en
nuestras conjeturas todas las condiciones que estaiendo. Porque es muy posible
que lo que ellos vieron fue cierto, pero no idécaifon las demas condiciones. Entonces

el teorema que proponen no es cierto porque fadtdas las condiciones.

38 . .
Se habla de un parcial que deben realizar en la clase.
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En este fragmento la profesora invita a los eshida revisar con la ayuda de la

calculadora en qué momentos y bajo qué condicidmesonjetura es verdadera y a

determinar si la falsedad de la conjetura se dapie, aunque la profesora sabe que la
conjetura no es cierta [106]. Daniel se anticiparaindo la certeza de la conjetura cuando
los puntos P y Q tienen como condicion, estarraisana distancia de la recta, por lo que la
profesora invita nuevamente a los estudiantesisarelajo qué condiciones la conjetura es
cierta [107 - 108] y promueve una interaccion carglie pretende que Ana describa la
construccién hecha, para ver si impuso condicicamtisionales a las expuestas en la
conjetura [108 — 122]. Cuando se concluye que Amaguso condiciones adicionales, la
profesora permite que Melisa haga una posieleficacion geométrica de la conjetyra

aungque sea a mano.

Mientras Melisa presenta su propuesta, la profedgiia y garantiza que la representacion
geométrica que Melisa esta realizando en el tahpeesente lo dicho por Ana en la
conjetura [129 - 146]. Aunque la representacionhbepor Melisa incluye los objetos
geomeétricos incluidos en la conjetura de Ana, didmesentaciébn no permite aceptar o
rechazar la conjetura, ya que al ser a mano alzadmrantiza todas las propiedades de los
objetos geométricos involucrados; por lo que lafgg@ra nuevamente invita a los
estudiantes a verificar geométricamente la corgetl48].

Nancy realiza la propuesta de Melisa usando gedtaméindmica, lo cual le permite
presentar un contraejemplo de la conjetura, pugsiio R encontrado por Ana no es el
punto que garantiza la suma minima [150 - 152haeando asi la conjetura propuesta por
Ana y German. Ante el hecho de observar que laetand posiblemente sea valida cuando
los puntos Py Q estdn a la misma distancia dedtl, la profesora llama la atencion
sobre la importancia de ser mas cuidadosos al mongenplantear una conjetura, para no

olvidar explicitar todas las condiciones que gacantsu veracidad [152 - 154].
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ANEXO Il. TRANSCRIPCIONES

A continuacién se muestran las nueve transcripsiaieelos episodios seleccionados, en el
mismo orden en que fueron presentados los inforderiptivo-interpretativos. La
primera transcripcion corresponde al informe desen-interpretativo presentado en el

capitulo de resultados.

DEMOSTRACION “SI UN CUADRILATERO ES PARALELOGRAMO E NTONCES LAS
DIAGONALES SE BISECAN”

01 P: Pues ABCD, hay que nombrarlo o sino ¢ comasadefinirlo?

02 Leopoldo: Tenemos el cuadrilatero ABCD. Entoricagamos las diagonales.

03 P: Si.

04 Leopoldo: Entonces, por angulos alternos inteamire paralelas... el angulo... éste... es congruente
con...

05 P: Si. Vamos a hacer una cosa Leopoldo. Vanessribir todos los pasos. Todos los pasos.

Entonces, primer paso, ABCD es paralelogramo. Gléteho... cuadrildtero ponemos

un...

06 Nancy: El simbolo. [Leopoldo escribe:[1. ABCDpesalelogramo]
07 P: ABCD es paralelogramo.

08 Ignacio: Paralelogramo.

09 P: Entonces, ¢ qué sabes?

10 Leopoldo: Tengo que decir: sean las diagonales ¢no? [Es@il®eamC y DB las diagonales] Sean
AC y BD... [Luego escribe: 3.LCAD = £BCA]
11 P Y BD, las diagonales. CAD con... ¢Estan derdougue ese seria el tercer paso en esa

demostracién?

12 Ignacio: Son alternos internos.

13 Nancy: Lo primero que... aprovechar la definiai@paralelogramo.
14 P: Si, hay que aprovechar. O sea que ¢ cudpas@lanterior?
15 Ignacio: Que son paralelas.

16 P: Que A...

17 Ignacio: Que AB y CD son paralelos.

18 P: ¢, Quiénes son las paralelas?

19 Ignacio:  ABYy DC [Leopoldo cambia el paso 3 por:AB | €D yBC || AD ].

20 P: Bueno, por eso le estoy pidiendo que lalescRorque vamos a poner todos los pasos que

realmente tienen que estar. Entonces, ésto esw [pasdo 1]. Esto es definicion de
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21
22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

33
34
35
36

37

Leopoldo:

P:

diagonal [paso 2], bueno, y existencia... postuladdadrecta y todo eso, ¢no? Y ésto

[paso tres] es definicion de paralelogramo, entermeéedes decir que los angulos son
congruentes porque son alternos internos [Queda @aso cuatro; 4L JCAD UUBCA

La figura va asi:
OACDOOBAC

] Bien. [Leopoldo escribe: 5.

Asi.
Si. Noten que es el mismo teorema, pero tmnpar de lados paralelos. Ojo con eso,
porque hay que estar seguros de que tenemos latelparcorrespondientes. Bien.

B c

[Leopoldo complementa la figure . ] O sea que angulo

triangulo DAC congruente con BCA, ¢ De acuerdo?

Estudiantes: Si.

P:
Estudiante:
Leopoldo:
P:

Ignacio:

P:
Leopoldo:
Nancy:

P:

German:
Nancy:
Estudiante:

Leopoldo:

 Por?
Lado — angulo...
Angulo - lado - angulo. [Escribe: 8B = CD y BC = AD]
Angulo-lado-angulo. Aja. Que era lo que carads mostrar ahorita. Que si...
¢ Qué?
Ahorita. Que si es paralelogramo... jah!, jndi.las diagonales se bisecan...
Tengo que demostrar que las diagosaléssecan.
Eso fue lo anterior.
Si, si, si. Pero lo que has mostrado escosa. Si es paralelogramo, los lados opuestos
son congruentes.
Si. Pero de ahi también sale, también sa
Termina esa demostracion...
Siga hermano.
Hasta ahora va que los lados opussitogongruentes y yo estoy tratando de mostrar que
las diagonales se bisecan.
Si, estas tratando de mostrar que las dibgofide un cuadrilatero] se bisecan. Estés

tratando de demostrar que si el cuadrilatero ggauslelogramo, las diagonales se bisecan.
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38
39
40

41
42
43
44
45
46

47
48
49
50
51

52

53

54
55

56
57
58

Ignacio: Por eso.

Leopoldo:  Si, pero es que no sé como... ¢,yo cénoe las diagonales se intersecan?

P: iAh! Una pregunta muy buena ¢ Como sabemokgutiagonales en un paralelogramo se
cortan?

Estudiante: Porque el interior del cuadrilaEsa@onvexo.

P: ¢ Por qué el cuadrilatero es convexo?

Estudiante: El interior del...

P: Y esa es la definicion de convexo?

Estudiante: El interior.

Ignacio: El interior del cuadrilatero es convekimdos dos puntos, todos pertenecen al interior
del... O sea, por decir la diagonal AC, los puntoy &, toda la diagonal pertenece al

interior del... cuadrilatero. Porque ahi estan... Y B gstan a lados opuestos también.

P: La diagonal, excepto los ...
Ignacio: Ah si, los...
P: Los extremos.

Leopoldo:  Profe, tenemos que demostrar que alghagramo es un cuadrilatero convexo ¢ no?

P: Tendriamos que demostrar que es un cuadoilébmvexo si queremos usar eso. [Varios
hablan al tiempo sobre el asunto, pero son se @mdprio que dicen]

German: Pero es que... O sea, yo tengo una peegiBitmplemente no digo que E sea el punto de
interseccién o que E sea el punto de corte deitapuales? Yo asumo... O no asumo,
sino que no... simplemente no tomo esa caracterisiita que hablo por ejemplo de los
otros dos angulos y hago la congruencia entraisgulos. Entonces, simplemente como
necesito saber que se bisecan, entonces demuestrojAh! pero después si debo
demostrar la interseccién de las diagonales. [Tsda$en)

P: No pues si. Pero hemos asumido, hemos asumidodenésio que las diagonales
paralelogramo...

German: Si se cortan.

P: O del cuadrilatero se estan cortando. Peom&®pregunta muy importante, ¢ sera que si se
cortan? ¢ Tenemos una forma de demostrar que realserortan? Es otra cosa que voy

a dejar en el aire, ¢si?

Ignacio: Profe, si se puede.
P: ¢, Como demostrar que las diagonales se cortan?
Ignacio: Por eso dije que... Por eso yo me ataediecir que el interior del paralelogramo es

convexo. Si, porque... y después seria decir quegehento BD, exceptuando los puntos

B y D esta en el interior de ese paralelogramo.oYmlismo con el segmento AC,
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76
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83

P:
German:
Estudiante:

P:

German:
P:
Ignacio:

P:

Leopoldo:

Ignacio:
Nancy:
P:
Nancy:
P:
Maria:
P:
Henry:

Dario:
Henry:
P:
Henry:
P:
Dario:
Henry:
P:

entonces... como todo esta en el interior del... debma todos los segmentos estan en
el interior del paralelogramo, entonces la intersentonces la interseccién también
estaria ahi, pero no sé cémo...

Pero es que, ¢ quién dijo que se tienen qte2o

Pues es que...

En el paralelogramo pues da, penatabr de...

Si se cortan... si. Pero, ¢si no? Yo pueda @oe segmentos en el interior que no se
corten.

En el interior de...
Si, estamos tratando de mostrar.
Unicamente en el secante, pero no begsidad de que se corten.

De que se corte. Entonces nos queda esantgammgante. Y muy bueno que me la hayas
recordado. Vamos a suponer que si, por ahora.iRergueda por demostrar eso, porque
todo depende de eso. Es otra cosa que tenemos pelsando. Entonces, digamos que
Si... se cortan.

Entonces... eh... Tenemos que decir que el &nguloregwente... [Escribe: XABD =
£BCD]

Profe, profe, profe...

Si decimos que el paralelogramo es ujuntmconvexo, quiere decir que no hay dos...
Pero no lo hemos demostrado.

¢ Entonces no lo puedo usar todavia?

Pues no hemos demostrado que el paralelogramie conjunto convexo.

Y hay segmentos que no se cortan destmpattalelogramo.

Henry.

Es que si tenemos los dos angulos opsiesiatonces supongamos que... Bueno,
supongamos que la bisectriz del angulo A es la... es...

¢ Bisectriz?

La bisec... la bisectriz.

¢,Del angulo A?

La bisectriz del angulo...

No hemos hablado de bisectrices tod:

La diagonal.

No, la bisectriz

Pero no hemos hablado de bisectriz.
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Henry:

P:
Henry:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:

German:

P:

Henry:

Ignacio:
P:
Ignacio:
P:

Ignacio:

German:

P:

Nancy:

Es que yo quierdecir que Ay C estan en puntos de lados opuestos @ngulo, ¢ ciertc
Entonces el segmento AC, va a cortar a la bised#riz mejor dicho, al rayo D

Ah... aca. ¢ Estas mirando el angulo Al

Si.

Ay C estan en lados opuestoslados distintos de...

De ese angul

De este angulo. ¢

Y entonces, se va... Pues por el teorema, se vdar con la bisectriz del angulo AC
Con, con la..

O bueno, con todo rayo que parta... que esté interior... que parta de

Con cualquier... semirrecta... que parta ¢

Del vértice

Del vértice. Va a cortar el segmento que une dadosude los lados. [Hace una fig

B C

AN

£ D

como: ] Muy bien, esa e

Y como lo mismo pasa con otro. Pues la interseccién de esos también llegaease
cortan.

Ya mostramos que se cortan. O sea, esta diagodldsta cortada por ésta otra [BI
Porque es una semirrecta que... muy bien. Entontes sorta. Gracias Henry. A
estaba la repuesta. Las diagonales de ese cuadrilatero senc

No, no, nc

[La profesora observa lo que ha dicho Leopoldo$ Elgounto medio de

No lo puede decir. Todavia |

¢Por qué nc

Porque eso es ¢ medidas, no con congruencia, no con lados congsesino cot
medida.

Para que complete

Que porque hay que demostrar que las medidas suonistaa. O sea, que pases es
medidas. AE = EC. [Leopoldo corrige el paso 12:ARQ.= EC]¢ Y falta?

La interestancii

La interestancia. [Leopoldo incluye un nuevo pds»A-E-C]. Si, pero para poder de

esa interestancia, ¢ Entonces qué necesitab
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124
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127

128
129
130
131

Nancy: Que se cortan.

Estudiante: Con lo que dijo él.

P: Con lo que dijo él [Henry]. O sea, primeve ge cortan ACYy...

Leopoldo: BD

P: Y BD. Claro que lo que me dice Henry eslguemirrecta DB, interseccion el segmento
AC es diferente al vacio. [Escribe entre los pdsdy 13:BD n AC # @] La semirrecta,
mas no...

Henry: Por eso yo le decia lo del opuestogloadgulo opuesto. Porque es la interseccion de las

dos rectas ahi, mas o menos...

P: O sea, ¢,qué angulo miro ahora?

Henry: El angulo ABC

P: ABC

German: Si.

Henry: Y entonces...

P: Ah. Entonces si miramos el &ngulo ABC teardds que la semirrecta... Ah, es que aqui
es DB.

Estudiantes: Si, DB.

P: DB. Y aqui tendriamos la semirrecta...
German: DB

P: BD

German: interseccion

P: Interseccion con el segmento AC

German: No es vacic

P: No es vacio [Escribe al lado de la otra intersecdB N AC # @] y eso nos debe llevar a
que los dos segmentos se cortan. Porque la intédsede éstas dos semirrectas es el
segmento. Entonces, poder concluir que esto naae.\Si sefior, tocaba usar ambas. ¢ Si?
Bueno.

Leopoldo: Pues ahi... Sea E el punto de integecte los segmentos. [Escribe: 14. E es el punto
medio de AC 15(E} = AC n BD]

P: Si. E es el punto de interseccion de losdgmentos.

Leopoldo: SeakE...

P: Si, por definicion.

Leopoldo: (Y eso lo escribo ac4?
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132 P:

Eso lo meti... Lo debiste haber metido acdréEios pasos 9 y 10] ¢ cierto? Porque aqui
fue donde lo introdujiste. O sea, esta discusiorgfle se refiere a las intersecciones] en
realidad viene aca. Porque tU vas a decir, entse®E igual a la interseccion de los dos
segmentos. Y entonces ahora si, tiene la intei@atatiene la igualdad y tiene que es
punto medio del segmento AC. Y asi hace con el @macias Leopoldo. O sea que,

definitivamente, logramos demostrar que la congeaura cierta.

DEMOSTRACION “SI DOS ANGULOS SON OPUESTOS POR EL VERTICE, ENTONCES SON

01

02
03

04

05

06
07

08
09

10

11
12
13

Efrain:
P:

Efrain:

Efrain:
P:

Varios:

Wilson:

P:

Efrain:

Wilson:

CONGRUENTES”

Vamos a hacer el siguiente plan. Wilson veseribir solamente las afirmaciones, y
verbalmente vamos a decir cuéles son las justiboas, ¢ bienfWilson pasa al tablero y
escribe: AFIRMACION, 1.0J ogc ]

Profe, una pregunta.

No. Angulo uno y angulo tres, para que nos rindteehpo [Wilson borral] ABC, y
escribel] 1 y [ 3]. ¢Quién tiene una pregunta?

Profe, pues no sé si esté en un eresg.p ¢ Coémo hace para saber que el angulo, si lo
nombramos con ndmero, ese nimero no se estamdfireeuna medida?

iAh! Eso es una buena pregunta. Bueno, atiaglama no vamos a poner medidas,
primera cosa.

Medida de angulo. ¢ Cierto?

Si. Entonces, si yo quiero hablar de la needatengo que escribir, medida del angulo
uno. ¢Si? Y entonces se refiere al angulo. Entpooasdo esté en el interior del angulo
es porque estamos hablando de ese angulo, el eumey 3 son opuestos por el
vértice...

Dado.

Dado. Si, tu no las escribes [la justificaki@llos las van a decir. Si, te vamos a ayudar.
Dos.

Ahora necesitamos obtener la medida ddk.algun angulo... de los dos angulos, de
uno de los dos angulos, para que al sumarlos deEt86nces eso lo sabemos mediante
el... mediante la definicién de... este postulado. ¢Q&asé necesitamos? El otro angulo,
el que nos forme 180.

Si.

El par lineal.

El par lineal.
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16
17

18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37
38
39
40
41
42

43

Wilson:

Maria:

Wilson:
P:
Wilson
P:
Maria:
Wilson:
P:
Maria:
P:

Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:

Varios:
P:

Alguien:

P:

Alguien:

P:

Wilson:

Si.

Entonces ese lo ubicamos mediante... mala definicion.

Y el &ngulo...

Es lo Gnico que puedo usar, pero ¢qué neqgesit poder declarar que esta en el par
lineal?

Que son rayos opuestos. Que los raye®goestos y que un punto del otro...
Del otro rayo no esta en la recta.

Del otro rayo no esta en la recta.

Entonces lo primero que vas a tener querdeas ¢,qué?

Que son opuestos.

Que son... El angulo 1 y el &ngulo 2...

iNo!

Eso es una conclusion Wilson.

Exactamente, eso es lo que tl quieres congaro ¢qué elementos necesito para
poderlo decir? Me lo acabas de decir.

Ah ya. El rayo

cAB?

Y el rayo BD

,ABy BD?

¢Y BD?y BE

AB, AB es éste.

BA, BA, BA.

BAYy...

DE

Son... opuestos [Wilson escribe: B—Ay BE son opuestos] ¢,como lo sabes? ¢ cémo lo
sabe él? ¢ Construcciéon?

Definicién de angulos opuestos.

¢ Definicion de...?

Angulos opuestos.

No de rayos opuestos. De...

Angulos opuestos.

Angulos opuestos por el vértice. Lo que datib son los angulos. ¢ Si? Y la definicion
me dice que tiene... forman dos pares de rayos amiest.. Wilson esta cogiendo un
par, de rayos opuestos. Entonces, por definiciéramgulos opuestos por el vértice.
Bueno, ¢qué mas necesito?

Ahora... ¢ Ahora si la medida?
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

56
57
58
59
60

61
62
63
64
65

66
67
68
69
70

P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Wilson:
P:
Maria:
Wilson:
P:
Wilson:
P:

Luz:
Julian:
P:
Julian:
P:

Alguien:

P:

Julian:

Alguien:

P:

Wilson:
P:
Wilson:
Ana:

P:

No, ta dijiste que los querias declarar inaal.

A pues el punto C...

Necesitamos un punto...

Que no esté...

Que no esté en la recta. ¢, Quién? ¢ Quiésa®a

C

:C?

B, B.

B ya esta.

Bueno, puede ser C o D, pero tl habias djokabas a usar éstos. [sefiala 1, 2 y 3]

Bueno, si.

D ¢y cdmo puedes estar segura que D no esté eectsa [Wilson escribe: 3.&5@’]

Por...

Por la misma definicién de angulos omses.

SPor qué? s qué?

Unicamente son dos pares de angulasyds opuestos.

Son dos pares de rayos opuestos. Luego,iteeess también ¢ cierto? Entonces, en el

paso dos, en el paso dos, Wilson me debe ponersarolas [completa en paso dos con

otro color escribiendoBD y Eé opuestos].

AB o BC. Ah no.

Y BD, y BC opuestos. ¢ Y eso me va a aseguebD no esté en recta AB?

Puedo decir que BD como no es opuesio8E o BA...

Si, si claro.

BD no es opuesto con BA. O sea, ahi lo gtéejegando un papel importantisimo es...
esta palabra: “dos pares” [de la definicion de &gjapuestos por el vértice]. Dos pares,
porque eso me esta diciendo que D y C no puedeneasla misma recta. En la misma
recta AE o AB, porgque entonces no serian otro pi gntonces es el “dos” que juega
un papel importante ahi, porque me asegura entapeeel punto no puede estar en la
recta. Bueno, eso seria un poco complicado estobo eso, pero entonces lo vamos a
poner: D no pertenece a recta AB por definiciomes a decir de par lineal, de opuestos
por el vértice. Ya, tengo un punto, y ahora si psedecir que estos dos angulos ¢ cuales?
Angulos 1y 2 son par lineal. [Escribe[.1 y [ 2 son par lineal]

Entonces 1y 2 son par lineal. ¢ 1y 2 soguiesesta declarando él que son par lineal?

Si
2y3

2 y3,¢cierto? ¢ por qué?
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95
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99

Ana:

Wilson:
P:
Wilson:
P:

Julian:
P:
Julian:
P:

Ana:
Julian:
P:
Wilson:
P:

Leopoldo:

Ana:

Leopoldo:

P:

Wilson:
Luz:

P:
Wilson:
P:
Alguien:
Wilson:
P:
Alguien:
Alguien:

Porque él estaba hablando de rayos opuestos

Porque él estd tomando estos rayos opuestgseypunto no. Entonces 2y 3,2y 3
[Wilson corrige] Estos rayos opuestos y este puotoTiene un par lineal, ¢de acuerdo?
2y 3. Bien.

Ahora si podemos decir que las medi@esea, podemos usar este postulado.

Ahora usamos el postulado del par lineal...

Postulado del par lineal, para decir lgumedida...

Que la suma de las medidas es 180. La mddidamgulo 2 y la medida de angulo 3...
Ojo, Wilson se acorddé cémo se simboliza la medida.dEs 180, postulado del par
lineal. Bueno, ¢y? ¢y qué mas?

Por el postulado, la medida del angalm yila medida del &ngulo dos debe medir 180.
Necesito conseguir...

Otro par lineal.

Otro par lineal. Y entonces ¢ qué ingrediemgessito?

Pues otro punto que no pertenezca al...
Otro punto que no pertenezca a la otra rectaptidarecta. [Wilson escribe O].

:C?

Si.

¢ Es el que quieres?

A

E

Esta hablando de A, tiene que porer a

iAh! A es el punto que queremos decir que no esté eecta [Wilson corrige 6. Al

56] Entonces angulo 1 y dngulo 4 son par lineal,gefmicion ¢y? Todo boérralo. Y
ahora ¢ cual es el siguiente paso?
Y ahora decimos que son par lineal. Ahwgcesitamos otro 180. O sea hacemos igual.
La medida.
¢ Otra vez?
La medida del angulo 1 més la medidaadgulo...
iAy! ¢qué?, 1y 4 son par lineal.
Si, pero...
Si.
Pero... necesitariamos a C, y tu cogiste fue a
Si.
2 y 2 [Wilson corrige y escribe 11 y U2 son par lineal 8. m1+mb2=
180].
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101
102
103
104
105
106

107
108
109
110

111
112

113

114
115

01

Ignacio:
P:
Varios:
P:

Luz:

Wilson:
P:

Maria:

German

Maria:

P:
Alguien:
P:

1y 2. Entonces fijense que ese punti... estaqgita, bastante importante ¢no? [los pasos
3 y 6] Porque me dice a cuél me estoy refiriendeudl par lineal. Si, porque hay varios
pares lineales ahi. Bueno. Postulado del... parllgngahora? Y ahora ¢ cuél era el plan?
¢Para qué dijimos todo eso? Wilson. Ignacio ¢ paéahicimos todo eso? ¢Ddénde esta
Ignacio?

Igualamos... Igualamos las dos medidasdan 180, para...

O sea que ahora se vuelve una demostracion...

Algebraica.

Algebraica. Vamos a usar la propiedad atgedrY es la propiedad... Luz.

¢ Transitiva?

Transitivala propiedad transitiva de 5 y 8 [pasos]. Usandp & No se le olvide
ponerme todos los pasitos. Igualamos. La propiddatsitiva me permite igualar, o
sustitucién. Hay dos formas de justificarlo. Quenkedi... esta suma es igual a esta suma.
¢ Lo colocamos aca?

Si.

Mas facil la transitiva.

Cualquiera. Es sustitucion o es propiedadsitiva. La cuestion es que sustitucion es
mucho mas amplio, lo puedo usar en otros momeh#gransitividad la puedo usar
cuando tengo ecuaciones o cuando tengo congruemdiestras que la sustitucion la
puedo usar cuando tengo desigualdades. Algun déavap vamos a trabajar con
desigualdades, también. [Wilson escribe 1@+ md3 =m0 1+ mJ2, 10. M3
=m[]1].

: La medida del angulo dos...

Medida del &ngulo tres es igual a laideedel angulo 1.

Entonces, medida del angulo 3 es igual adaett| angulo 1. Propiedad...
Cancelativa.
Cancelativa. Me da otra propiedad de lotesed&se es su décimo paso. Propiedad

cancelativa, y por lo tanto conclusion, angulo dgraente al angulo 3 por... definicion.

DEMOSTRACION “UN SEGMENTO TIENE MAS DE DOS PUNTOS”
El teorema que yo quiero demostrar es que éstonfsetip AB] no es igual a solamente dos

puntos [escribe:AB # {A,B}] ¢Cierto? Eso es lo que estamos tratando de anostr

Comenzamos con dos puntos, A y B. Dado... dados.dgéspuntos. Bueno, ¢ahora qué?

194



02
03
04
05

06

07
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09
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11
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13
14

15
16
17
18
19
20
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24
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26
27
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30

Julian:

P:

Julian:

P:

Julian:

P:
Julian:
P:
Luz:
Julian:
P:
Julian:
P:

Julian:
P:

Daniel:

P:
Maria:
P:

Daniel:

P:

Daniel:

P:

Daniel:

P:
Luz:
P:

Daniel:

[Escribe: 1. Sean A, B puntos; dado].
Postulado de la recta y el nimero.
Entonces ahora me dice Julian ¢ Qué?

Existe la recta.

Existe la recta AB [escribe: 2.AB; P. de la recta). Postulado de la recta. ¢ Despué&sne
dices?

En ese momento tenemos por esos tenen#os dos puntos y una recta. Entonces por el
postulado de la correspondencia puntos-recta, @ acto le corresponde un Unico [ndmero]
real.

O sea, ¢qué digo aqui?

[le dicta] Ser...

X

La coordenada de A.

La coordenada de A.

Coordenada de A.

y

y coordenada de B. Por... postulado, a todo puntoedtrle corresponde un ndmero.
[Escribe: 3. Sea C(A) %, C(B)=y; P. puntos de recta - nimeros]. Y aqui ya usé&sb jplos.

¢ Cierto? Bueno, ¢y ahora?

Método de los reales. Lo que dijo Daniel
¢, Qué es lo que Daniel iba a decir?

No. Pues se trata mas bien de ubicar lo de la.

Lo de la regla ¢ la colocacion de la regla?

Si.

Bueno, pero entonces ¢,qué hago? ya, tieneder@adas.

A no. Pues entonces, hace la distancia.
¢Hago la distancia entre ellos?

Entre Ay B.

O sea... digo... ¢, Qué?

Puedo hallar la distancia.
¢La distancia de AB es el valor absolutg ohenosy?

Si.

Aja.

Entonces... eso da un ndmero... No,...tengondmeros reales, entonces como tengo dos
nameros reales, entre ellos esta...

Al fin voy a usar ésto? ¢ O no? [se refiéaed@stancia, en el paso 4.]
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33

34
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38

39

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

54
55
56
57
58
59

Daniel:
P:

Daniel:

P:
Ignacio:
Daniel:
Maria:

Daniel:

Ignacio:
P:
Daniel:
P:
Anibal:
P:
Ignacio:
Maria:
P:
Maria:
German:
P:
Ignacio:
P:

Daniel:
Ignacio:
Daniel:
P:
German:

Ignacio:

No, no, no... ya no [risa

Ya no, aqui lo Gnico que voy a lograr esadtydado de la distancia que me dice que para
todo, eh... el postulado de puntos, puntos - nimenes,me dice cada par de puntos van a
tener un niimero positivo.

Entonces no. Como tenemos los dos reafgsnces si podemos garantizar que existe otro
real entre ellos.

¢, Si?
No. Perces que ya definimos...

Porque estan...entre el punto medio ysedo asignamos a uno...

A més B sobre dos.

O sea, por el teorema que vimos ahfBit®8 esta entre A y C, entonces la coordenada de B
esta entre la coordenada de Ay la coordenada .de B]

¢ Qué es eso del punto medio? Tu [Danieljienes que decir que existentre..., tl tienes
que convencerme que existerdmimero] real.

Entre los dos... puntos A, B.

Si. Tal qua menor que menor que/ ¢ Eso es lo que queremos?

Si.

Ahorita.

A lo que tenemos que llegar.

¢ Y ustedes saben de alguno que podamos asqgaresta entre los otros dos?

Por eso, punto medio.

Six masy sobre dos.

¢Punto medio? Punto medio es un objeto geiomét jy yo estoy hablando de nimeros!
X masy sobre dos.

Ah... bueno, pues entoncesasy sobre dos.
X masy sobre dos.

La coordenada del punto medio.

Entonces sabemos ques menor qug masy medios, menor qug[escribe:xx < (X +y)/2 <
y]. Esto es una... lo podemos demostrar, un teorenasdeales, bueno, ¢y entonces?

Por el teorema de ahorita [risas].

El teorema que acabamos de demostrar.

Ahora tenemos la coordenada. O sea...

Pero aqui no hay tres puntos y alla yo coatemzon tres puntos.
No. Pues entonces ahora otra vez aplicamo

El punto C. La coordenadaxjda coordenada de masy sobre dos es la coordenada del
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87

punto C.
Germéan: Eso. Si, entonces decimosxseasy sobre dos...
P: &Y qué me lo permite?
Ignacio: El postulado de puntos...
P: Entonces digo [sigue escribiendo la demastificsea...
Ignacio: SeaC...
P: C el punto [varios le dictan].
Ignacio: Coordenadas.
Maria: ~ Con coordenadas.
P: El punto.
Ignacio: Con coordenadas.
P: Con coordenada.
Ignacio: x masy sobre dos.

P: x mésy medios [ K +Vy)/2], ¢y €so, qué me lo asegura?

Germéan: Eso me lo asegura el postula... a cadane(r®al le corresponde un Unico punto.

Julidn:  El postulado puntos-recta, el cuatrb.y e

P: A todo numero real

Julian:  El cuatro y el dos.

Germén: Le corresponde un Gnico punto.

P: Le corresponde [copia] un punto de la rgghj estoy usando qué?

Julidn:  El cuatro y el dos [se refiere a losopade la demostracion],

P: El dos y el cuatro, aunque aqui en el cuaeofaltdé decir una cosa... que éste era, este

namero es un real{@ y)/2] ¢no? Entonces, dos y cuatro. ¢Y ahora?
Efrain:  Entonces, ahora por el teorema anterior.
German: Yatenemos un punto entre dos...
P: Ahora por el teorema anterior tengo des... gRteorema anterior?
German: Por el teorema reciproco de la interestaSi.
P: ¢Por ese?

German: No por el... Pues el.

P: Por el teorema de interestancia. Tenemos@asta entre Ay B... teorema de interestancia,

usando el cuatro y el cinco [pasos]. O sea que bedemnostrado que un conjun... un

segmento tiene méas de dos puntos ¢Si? En nuestreeyéa... puede que haya geometrias

donde no.
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23

P:

Varios:

German:

P:

German:

Alguien:

German:

P:

Ignacio:
P:
Ignacio:
P:
Maria:
Alguien:
P:
Alguien:
P:

German:

P:

German:

P:

German:

DEFINICION “ANGULO RECTO”

Bueno. Entonces, entonces German, ¢ cual esitéctbn de angulo recto?

Un angulo...

Un angulo es recto...

German. jUy! guanto Germanes hay? German.

Un angulo es recto...O sea. Bueno, si. daldres recto si la, si su medida es 90 [la
profesora escribe eso y le antepone D1].
De noventa grados.

Si su medida es noventa grados.

Bueno. ¢Si? Pero miren que cuando nos dionakde noventa, ¢qué condiciones
teniamos?

Que los rayos.
¢, Qué condiciones?

Que los rayos pertenezcan a la misma...

Tiene dos, son dos angulos que forman pard)ipeme son...

Adyacentes.

Angulos.

Si, forman par lineal.

Congruentes.

Y son congruentes. Entonces, podria yo ¢ definirg&ddbUn angulo [escribe eso como
D2] es recto, si... si forma par lineal, si forma [daeal con otro angulo congruente a él.
Si. ¢Podria yo definir angulo recto asi? Gracsgm dos posi... Una que ustedes
conocen desde tiempos A... ¢Si? Y otra que estoy alwentandome, usando lo que
hizo Dario con la cal... con la tarea que yo le p@&x0, no sé si son la misma. Si, si
estoy definiendo... Si son dos definiciones, dosnitdines para el mismo objeto, o si
estoy definiendo cosas distintas.

O sea...pues estas definien... O sea, son l@s.definiciones son... no son iguales.
Son similares. Sino que una hace mencién a un @angla otra hace mencién a un par
lineal. Por el postuladdel par lineal, decimos que, que...

Bueno, un minuto. Entonces, difieren.

Si.

Y...y ta ¢qué es lo que me vas a decir? Por el postdlelcbar...

Por el, o sea... ahi, o sea, en la defmido®...la profesorase basa en el postulado, en
el postulado del par lineal...

Yo no me basé en el postulado del par linealng basé en lo que yo vi.
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25

26
27
28
29

30
31
32
33

34
35
36

37

38
39
40
41
42
43
44
45

German:

German:

P:

German:

P:

German:

P:

German:

P:

Melisa:
P:

Melisa:

Varios:

German:

P:

German:

P:
Alguien:

German:

P:

Pues, pero aunque, o sea, argumentandeegsoede argumentar mediante el postulado
del plan, del par lineal, para decir que...

Bueno. Entonces él ya me esta tratando de anasiyo. El argumento que me quiere
darGerman, es que realmente las dos definicionesqaradentes. Y si yo quiero tener
estas dos definiciones, tendria que mostrar quegoivalentes. Es decir, que dada una,
se puede demostrar la otra y viceversa. Entoncemdbe ¢tu cuél vas a hacer? [risas]
Definicion 2 a...

Pues...

¢, Cudl era la que estabas pensando?

La definicion dos...
¢ Definicién una implica definicion dos? [Escribe-BD2], o ¢ definicion dos implica
definiciéon uno? [Escribe: D2D1] Solamente dime cudl de las dos es, no que me lo
hagas.

La definicién dos implica uno.

Dos implica uno.

Si.

Bueno. Vamos a ver, le voy a pedir a otra perspie me haga esa demostracion, y td
estas ahi pendiente por si acaso. Por si acadoalpersona se vara. ¢A quién le voy a
pedir? Bien, a Melisa [Melisa hace cara de rechazo]

No profe.

¢No quieres?

No, lo que pasa es que... O sea, me pongonenviosa para pasar al tablero. Y ademas
es que... O sea, lo tengo claro en mi cabeza mesé somo demostrarlo.

Pues por eso es que te va a apoyar Germéan.aGeenva a apoyar. Bueno. Entonces,
vamos a ver. ¢Por qué? ¢Por qué quiero dos defies? Bueno. Pues realmente,
porque me parece interesante esta situacion. ¥asmente, puedo mostrar que son
equivalentes, pues de pronto, me va a ser masngilque otra. ¢ Si? Cuando yo quiera
hablar de angulos rectos. Entonces comenzamos.gsvamostrar cual, German?

Dos implica uno.

Dos implica uno.

Entonces vas a tomar...

Si dos angulos.

Que hay un angulo.

Que forma par lineal con otro angulo.

Si, si.

Que tenemos dos angulos que forman par lineahtonces angulo A y angulo B
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61

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

forman par line... No, angulo BAC y BAD forman pardal, como quieras nombrarlos.

Haz una figura. Es bueno hacer una figura para...

¢ Es algo asi cierto? [Melisa hace la siguientadi_ ]
Si.

Entonces digo que...digo que A.

Si, nombrémosilos.

Entonces, me dice que los nombre como A, B, C, D dibujo queda:

D

B A C ]

Bueno, entonces, ¢ qué tienes dado?
Entonces... Dado yo tengo pues que exist€yue son par lineales el angulo BAD y
DAC.

Si, pero ¢ qué tienes dado? Que uno de elkshagulo recto ¢ Si? ¢ cual? cualquiera.

DAC [escribe: 1.LIDAC es un angulo recto; 1. DaddP: Bueno,entonceDAC es
angulo recto. Entonces, eso esta dado. DAC es guidnecto ¢ si? Usando la segunda
definicién. DAC es un angulo recto. Entonces seosapque tiene otro angulo que
forma con él un par lineal.

Entonces... [Melisa escribe: existel BAD]

Entonces existe otro angulo, ¢ quién es? BA&B recto. Estamos usando esta definicion
[se refiere a la 2 definicion]. Entonces tiene dirgulo que forma par lineal con él.
Entonces, es par lineal con... [Le dicta para quaeddetlomplete la frase] con el dado
[Melisa completa el paso 2].

Y eso lo... lojustifico...

Definicion dos. [2. Existe JBADes par lineal conLJDAC ; 2. Dado]. Y, con...
forma par lineal con otro angulo y es congruentd. &ntonces te falta esa parte. La
definicion dos me da dos cosas: existe el otro fquma par lineal con él, y... Y si
quieres paso tres, o si quieres ahi las dos coJaseliges.

Entonces los angulos son congruentessgal@é en el mismo paso dos].

Son congruentes. Ahi, hasta ahora solo ha Uaadfinicion. Tengo un angulo recto,
entonces la definicién dos me dice: jah! entongegeotro &ngulo que forma par lineal

con €l y que es congruente a él. ¢Y tu qué quimostrar? Que la medida es noventa.

Ah ya [sefiala el angula]DAC ]
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84

Melisa:

Alguien:
P:

German:

P:
Melisa:
P:
Melisa:
Alguien:
Melisa:
P:
Melisa:
P:

Varios:
P:

German:

Alguien:
P:

German:

P:

Melisa:

De ese angulgDe cual? De aquel que dijimos que era recto.

Entonces voy a decir que...

Y entonces, noten una cosa que es muy intéeeyaque yo a veces les digo a los
estudiantes que hagamos. Esto es lo dado [sefipis@luno con un chulo], éste ya lo
uso [el paso uno]. ¢En ddonde lo us6? Aqui [es¢fipal lado de Dado en el paso dos].
¢ Si?

Si

Entonces ahora este siguiente paso, ¢,quégumeeto sacar? ¢ Si?

Que la suma de las medidas...

¢ A este paso? [el paso 2]. Vamos a dejar qlisavfgense, ¢,si?

Que la medida de éste mas la medida @ée=6s180.

Si. ¢Y eso como lo sabes?

Por el postulado de...

Del par lineal.

Del par lineal.

Del par lineal. Entonces es...

Pero yo no sé como escribirlo aca.

De la suma de las medidas [Melisa escribe el paso 8. mOBAD +m [ODAC=
180; 3. Postulado del par lineal].

La medida del angulo DAC mas la medidaéegjulo BAD.

Si.

Profe.

AD o DAC

A. La medida, medida, medida.

DAC pon Melisa.

Y ahi estd usando el postulado del par linggi? De ahora en adelante vamos a poner
solamente aqui P [en vez de postulado]. P, paallir® no nos acordamos el nombre
decimos qué es. ¢Bien? ;Y ahi qué usaste? Eluts, goos [paso dos; escribe (2) en la
justificacion]. Ese ya lo usaste. Bueno. Entonoegsddriamos tachar, como quien dice.
Claro, que eso no dice, eso no quiere decir queasgs en la demostracién que no use
yo dos y tres veces, en una demostracién. Perlm poenos si hay uno que no he usado,
me puede decir: oiga, algo falta, usted por quénada usado. Bueno, puede que no lo
necesite, ¢no? Pero puede que si. Bueno, hastavashi Melisa. Tienes que
mostrar...Tienes que mostrar que la medida de DABogenta. Esto no lo has usado
[el paso dos sobre la congruencia de los angulos].

Yo podria.
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Melisa:

Melisa:

Melisa:
P:

Melisa:

P:
Melisa:
P:
Alguien:
P:

Melisa:
P:
Melisa:
P:
Maria:
Alguien:
P:

German:

Melisa:
P:

¢, Eso qué te dice?

Perdon, yo podria... No sé. Podria decsigmiente. Que como éstos, la medida de los
dos son iguales, entonces yo podria remplazar aca...

No lo has dicho. Tu tienes la congruencia, wje tienes que escribir ese paso. Una cosa
es la congruencia entre figuras geométricas, y obsa es, igualdad entre ciertos
nameros. Entonces, hay que decirlo. [Melisa escdben[IBAD LIm[IDAC ].
ilgual! Igualdad entre nimeros. No congruenciacbagruencia es una relacién entre
figuras geométricas. La igualdad, una relacion eentéimeros. Por definicion de
congruencia. Y ya usaste este paso. Ahi tambiénvsshos a poner D. [Melisa escribe:
4. mOOBAD=m [IDAC; 4. Definicion de congruencia]. Es que las denacstnes
ahorita van a comenzar a ser bien largas. Entoraress a empezar a acortar un poco
lo que decimos. Bien.

Entonces por éste paso [Sefiala el pas@m4juedo remplaza aca.

Claro, remplazas ahi. ¢ Cudl es el que quieostran que tiene medida 90?

iAh! No. Este no. [angulo DAC]

Si, ojo. El que comenz6 siendo angulo recirseni definicion dos.

[Melisa escribe: 5. MLIDAC+ m ODAC= 180; 5. Sustitucién] Uno podria decir
¢ por sustitucion?

Sustitucion.

Y por él... Por este paso y este paso

Sustitucién usando... tres y cuatro.

Tres y cuatro.

El... ¢qué?... si, tres y cuatro. Entonces, §§e\ veces usamos uno sélo [pasos], a
veces tenemos que usar dos. Bien [Melisa se quedadu el tablero].

Entonces sigue...

¢,De dénde va a salir el 90?

No sé.

¢, Coémo asi?

180 sobre 2.

Ese ultimo paso.

Dos... Dos veces la medida es igual a 180.

Listo.

Entonces yo...

Aqui tienes una y aqui tienes otra [Melisa escribe2mIDAC =180 y debajo: m
LUDAC=90].
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Melisa:

P:

P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:
Maria:
P:

Ignacio:

P:

P:

Ignacio:

P:
P:

Marina:

Ignacio:

P:

jAh! Entonces queda...
Si. Por algebra. Y logramos mostrar que shglp es recto, segun la definiciéon dos,
entonces cumple la definicién uno. Nos falta mosjtee si el angulo es recto, segun la

definicién uno, entonces cumple la definiciéon dos.

DEFINICION “RECTANGULO”

¢ Qué es un rectangulo?

Un cuadrilatero cuyos cuatro angulosreatos.

Espérate. Hay que definirlo.

jAh! Bueno.

¢ Como lo definimos para ver si eso es lo gtaeres viendo?

Un cuadrilatero cuya... que tiene...

Escribanme...

Dos angulos internos.

Todos.

Un angulo de 90 grados.

A ver. Escribanmeus definiciones. Una, ¢quién méas? Otra definickouién mas?
Vamos a tratar de definir, ¢t0? Otra definicionméa a ver si son distintas. Escribanme
lo que ustedes creen que es un rectangulo. [Phtariexo varios estudiantes y escriben si
definicién: Dario: Es un paralelogramo que tiene al menos un angato.dulian: Es un
paralelogramo ABCD cuyos éangulos A, B, C, D songaantes.lgnacio: Es un
paralelogramo cuyos angulos son congruemesina: Es un cuadrilatero con dos pares
de lados opuestos paralelos y al menos un angidmmrectoGerman: cuadrilatero con
sus lados adyacentes perpendiculares]

Tenemos en realidad cuatro definiciones.

Si cuatro.

Porque estas dos coinciden.

La de Marina, es un cuadrilatero con dos p2edados opuestos paralelos ¢,0 sea?
Paralelogramo.

Paralelogramo. Y al menos un angulo interntorégego en el fondo es igual a ésta [la de
Dario]. Entonces tenemos tres. La de...

German.

La de Germéan es, un cuadrilatero con ladoscadyes perpendiculares.
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German:

P:
Alguien:
P:

German:

P:

German:

Juan:

Juan:

Ignacio:

German:

P:
Ignacio:
P:

German:

P:

Ignacio:
P:

Luz:

Ignacio:
P:
Ignacio:
P:
Ignacio:
P:

Con sus lados adyacentes perpendiculares.

¢, De acuerdo?

Si.

Cuadrilatero con...

Lados adyacentes perpendiculares.

Todos los pares de lados adyacentes perpeadisulO sea que en pocas palabras,
Germéan esta diciendo que en el rectangulo.

Hay cuatro angulos rectos.

Hay cuatro angulos rectos. ¢Si? En cambio @digah, cuyos angulos son congruentes
[Juan e Ignacio].

Es la misma.

Y aqui dicen... Bueno, y aqui dicen paralelogrfinban, Ignacio, Dariq].

Si.

¢Esta equivale a ésta? o ¢no? Cuadrilaterolamws adyacentes perpendiculares,
entonces... Entonces ¢ es paralelogramo? ¢ Por qui [rablan al tiempo].

Porgue son perpendiculares a una misota.re

Si, porque es un paralelogramo porquéjgo d

Bueno. No. Si. Todas... 0 sea que de éstas jlgpdRario] podemos inferir ésta.

Si.

Si. Bueno. Depende... estas dos definicionesa.ti&ste los cuatro angulos [Ignacio] y
ésta pide sélo uno.

Es que pues, un paralelogramo puedeiser as

Si, pero éste pide un angulo recto y éste piddro. Entonces todavia no sé si de ésta
llego a ésta [De la de Dario, a la de Julian].

O de ésta a ésta.

Ah, si. Sitengo...

Si tiene cuatro entonces tiene uno

Entonces tiene uno. Y si ésta lleva a ésta.l§bie Dario a la de Gabriel] O sea, si son
equivalentes. Si tengo paralelogramo con un angdto, tengo cuadrilatero con cuatro
angulos... ¢qué? con lados adyacentes perpendiculares

Los lados opuestos sean congruentes

¢, Siono?

El &ngulo opuesto al &ngulo recto dehlgdogramo, en ese caso seria también recto.

A ver, tengo paralelogramo.

Si.

ABCD, éste es un angulo recto [D] [Hace unaurfig como la siguiente:
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Ignacio:

Luz:

Ignacio:

P:

Ignacio:

Luz:
P:

Ignacio:

Maria:
P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:

Ignacio:

P:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

P:

Ignacio.

P:

Ignacio:

P:

A D

El angulo B seria recto también.

El &ngulo ABC

El &ngulo ABC o el &ngulo B seria reetmbién.

Pero, siempre y cuando demostremos... Ah no.

Es un paralelogramo.

Es un paralelogramo.

Si tiene la razén. Estos dos son opuestos..caugruen... rectos [B y D]. ¢Y?

Son paralelas.

Si son perpendiculares, las rectas no acalglas ¢,no?

Tengo paralelogramo.

Entonces ambas son paralelas.

Estas son paralelas.

Si.

Estas dos son paralelas.

Entonces...

Por el teorema, tengo que éste angulo tamb#émeeto, porque los opuestos son
congruentes. Falta un par...

Si una recta es perpendicular...

Si dos rectas son...

¢, Como es? Si a una recta se traza la phcpdar y la paralela a esa perpendicular,
también es perpendicular a la otra.

Si hay una recta perpendicular a dos paraletagerpendicular a la otra.

Y por ende...

Muy bien. Entonces ¢,son equivalentes? Son &lgates. Si tengo ésto [Dario] se cumple
ésto [Ignacio] y si tengo ésto [Ignacio] se cumgdéo [Dario]. Y... ésta... ¢se deduce de
aca? Lo acabamos de hacer. ¢Si? Bien. ¢ Cual es¢gJauaPles la... la bondad de las dos?
O sea, tenemos en el fondo tres definiciones. [Bsteman], porque es una definicion que
puedo dar cuando todavia no he hablado de cuaddtitde paralelogramos.

De paralelogramos.

Y yo puedo trabajar entonces rectangulos, asimeihhablado de paralelogramos. ¢ Si?
Entonces, ésta es una definicibn buena, y depeadasdcondiciones. Pero nosotros ya

sabemos mucho de paralelogramos. Entonces, posibtemos queramos quedar con ésta
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10
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13

Ignacio:
Nancy:
Alguien:
P:
Nancy:

Ignacio:
P:
Ignacio:
P:

Ignacio:

German:

P:

German:

P:

German:

P:

Maria:
Efrain:
P:

Efrain:

0 con ésta [Dario o Ignacio] ¢ Cudl de las dos? |, @adas dos queremos? Debemos
adoptar una. Una vez que tengamos una, ya lo desné@erema.

La segunda.

La primera.

La primera.

¢ Prefieren la primera? ¢ Por qué?

Porque ya puedo también, de ahi podriar seca teniendo lo de los angulos rectos,
podria sacar que son congruentes, que miden 90.

O sea, la primera es como menos exigente, RigaPnos de cierta manera. Si yo quiero
demostrar que algo es... que algun cuadrilatero egatangulo, sélo tengo que mostrar
dos cosas, que es paralelogramo.

Y que tiene un angulo recto.

Y que tiene un angulo recto. Y en el otro ooatmostrar que es paralelogramo...

Y con los cuatro angulos congruentes.

Y que los cuatro dngulos son congruentes. Eetm/sta mas... exige menos para el
futuro. Entonces tendriamos como teorema...

Y como definicién.

Y como definicién.

Entonces ésta es la definicion de rectangusar[ie la definicion]. Un rectdngulo es un
paralelogramo que tiene al menos un angulo re&i®. ¥, ésto seria teorema. ¢Si? Que es,
en un rectangulo.

Todos los angulos son rectos.

Todos los angulos son congruentes. Seria ueneo Y ésta [German], como les decia, es
importante porque como, qué tenemos construidol esistema axiomatico. Habriamos
podido hablar de rectangulos hace mucho tiempo.

Si.

Porque nosotros ya teniamos perpendicularie@tnces esa quedaria como definicion.

DEFINICION “ALTURA DE UN TRIANGULO”

Tenemos que introducir la definicién de altu®uién hace la definicién de altura?
¢, Quién la recuerda? Ustedes la estudiaron el sem@stsado... creo.

Es la distancia...

Es la distancia del punto medio de umgulo...

Efrain. ¢ Qué es la altura?

Es la distancia desde el punto mediordfiéangulo hasta su angulo opuesto.
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32

Juan:

Maria:

Juan:

Efrain:
Varios:
Maria:
P:
Efrain:
P:

Alguien:
P:

Alguien:
P:

Dario:

¢Alguien controvierte esa definicion? [Judregpoldo alzan la mano] Juan.

Es la distancia desde un vértice hastrta gue contiene al lado opuesto del vértice.
Ambos hablan de distancia.

La minima distancia.

Lo que hacen mencién es hacia donde.

Naes necesario decir minima distancia, porque at digstanciase supone que ya se ha
hablado de distancia de un punto.

Ah, pero tendriamos entones que haber halblada distancia de un punto a una recta.
Pero, yo les pregunto, la altura ¢,es un objeto ge@u?, o, ¢ es un nimero?

Es un numero.

Un objeto.

Es un segmento.

Efrain.

Un segmento.

Entonces no puedo decir que es la distanaigup si es una distancia es un nimero. Es
un objeto geométrico. ¢ Qué objeto geométrico?

Un segmento.

Un segmento. En los libros hay altura definidano recta y altura como segmento.
Nosotros vamos a trabajar la altura definida coemmento. Un segmento. Ahora si...
Que contiene un vértice de un triangulo, y...

Y es perpendicular a la recta que comtie

El...y va... es perpendicular... al lado opuestoéhtice. No! A la recta que contiene
el lado opuesto. Vamos a escribirlo... Lo que pesaue Efrain y Juan hablaron de
distancia, porque como la altura es un segmentes pripuedo tomar la longitud. Y
hablar de la distancia entre los extremos del setpmgue es la altura. Si la definimos
como recta nunca podriamos medir la altura y ee®pecdémo calculamos el area de un
triangulo? y entonces es mejor definirla como sedgmdEscribe: altura de un triangulo
es el segmento perpendicular que contiene un géitécun tridngulo y es perpendicular
a la recta que contiene al lado opuesto] La altleraun triangulo es el segmento que
contiene un vértice del triangulo y es perpendicalda recta que contiene al lado
opuesto [Leyendo la definicién del tablerq].

Una pregunta, proféhi ¢no habria que especificar que ese vérticeesstl extremo
del segmento? Porque cuando se habla de contgmigole que esté entre los dos
segmentos ¢ cierto?

Si. Lo que queria dar al poner contiene, esvgudesde. Que es como aparece en los

libros. Que va desde. Entonces, mejor escribir commpone Dario. No. Es un
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Juan:

Dario:
P:

Dario:

Orlando:

Alguien:
P:

Ignacio:
P:

Maria:

Maria:

Maria:
P:
Maria:
P:

Maria:

segmento, uno de cuyos extremos es un vérticaidrgitilo y es perpendicular al ta ta
ta. ¢ Si? Es mejor decirlo...

Y entonces el otro extremo también...

Es... No, pero eso si no hay necesidad de deBiorque no causa esa problematica que
dice Dario. Pero, arreglemos esa parte primerooriges, es el segmento... 0 es un
segmento cuyo [corrige la definicion escrita ertaddlero], uno de cuyos extremos...
tocaria escribir. Uno de cuyos extremos es un ogrtiel triangulo. Tocaria decir
entonces... ¢y el otro?

Y el otro extremo...

Y el otro extremo...

Pues es la interseccion...

Un punto de la recta...

Es la interseccién entre...

Es un segmento, uno de cuyos extremos esrticevéel tridngulo y es perpendicular a
la recta que contiene al lado opuesto. Pero... gir@lextremo?

Es la interseccion entre el segmentolgde.

Porque es que... Claro, los libros se ahorrempmrsblemética diciendo es un segmento
gue va desde un vértice de un tridngulo hastacka i@ue contiene el lado opuesto. Si.
Entonces va... de aqui hasta aca... resuelto el prablEmonces, aqui tenemos todavia
el problema del otro extremo, en dénde para. Poeguen segmento, uno de cuyos
extremos es un vértice del triangulo...

Y el otro es un punto.

Es perpendicular a la recta que contienedal @puesto, y el otro extremo esta en esa
recta. Tocaria decirlo asi.

Si. Es un punto que esta contenido en esa.

O sea, aqui tengo que poner una coma [en deyaf’ es perpendicular]. Aqui, coma, es

perpendicular a la recta que contiene al lado dpug<l otro extremo ¢,qué?

Esta contenido en el tridngulo.

Y el otro extremo no necesariamente esta omltteen el tridngulo...

Ah no. No, no, no.

Porque ¢,qué pasa si tenemos este tridngulbafddin triangulo obtusangulo].

Que esta contenida en la recta.

Estudiante: Es la interseccion...
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Aqui no necesariamente esta. Y el otro... exirgmdnde esta? Esta en la recta que

contiene el lado opuesto. En dicha recta, poderacis. Quedd mejor [la definicion].

CONJETURAR “EN EL ANGULO A SE ESCOGEN DOS PUNTOS BY C, UNO A CADA LADO
DEL ANGULO. ¢ CUANDO ESTA EL PUNTO MEDIO DEL SEGMENT O BC EN LA BISECTRIZ

01
02
03

04
05
06
07
08

09

10

11
12
13

14

15
16

P:

Varios:

Luz:
P:
Luz:
P:

Marina:

P:

Marina:

P:
Marina:
P:

Julian:

P:

Joaquin:

DEL ANGULO A?

[...] decia: en el angulo A, o sea que ¢,qué esta?

El angulo A

Se escogen dos puntos By C ¢Dados? Si. En los thd angulo. Y se pregunta, ¢cua
esta el punto medio del segmento BC en la bis del &ngulo A? Justifique su respuesta.
Bien, entonces, el grupo de Luz, el grupo A y elpgr D me proponen una conjetu
[...]JAntes de escribir la conjetura, le voy a preguirdl grupo de Luz, [...] ¢ Como hicier
ustedes la exploracion? ¢ Si fueron a la calculadora? ¢ Si, si, fueron a... a usar laagrab
la calculadoraola...? ¢!

Claro.

¢En doénde lo hiciero

Nosotras tenemos Cal

Ah, tienen Cabri. Bueno, entonces describeme higieron’

Pues, teniamos el angulo... el angulo dado [La caecwtin hecha partié de garantiza
igualdad entre las longitudes de los segmeAB y AC].

Si.

Nos pedian era el punto medio del segmento BC. Cgan@n una tarea anterior r
habiamos dado cuenta que si tenian... si los dega,odos segmentos que estan contel
en los rayos del angulo tenian la misma medi

¢, O sea que ustedes no hicieron una constru

Si, sino... 0 sea ya ibamos era a

Ah, usaron lo que ya nosotros sabiamos. O sea quieasieB y a C los escogieron con una
propiedad especial, a pesar de que el problemaceoBueno, entonces ese es el grup
Luz, el grupo F. El grupo A ¢Quién es del grupt

Nosotros
¢, Cémo hicieron ustedes la construcc

Teniamos el angulo, le dimos dos puntos sin quepleran ninguna propiedad, y desp!

mediante el arrastre nos dimos cuenta que el fetstaba sobre la bisectriz; si estat
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P: O seaconstruyeron el angulo...,

Joaquin: los dos..

P: los dos puntos

Joaquin: los dos puntos.

P: ¢, qué mas construyerc

Julian: El segmento... jah!, pues la recta entre los datopuel segmentc

P: El segmento B(

Julian: luegoel punto medio.

P: El punto medio. ¢ Qué m:

Julian: iAh! y pues, la bisectri

Joaquin: La bisectriz

P: Y la bisectriz, claro. ¢ Y entonces qué hicie

Joaquin: Mediante el arrastre. O se:

P: ¢Arrastraron a quié

Joaquin: auno de los dos puntos de tal forma que el punto ®@sea, uno de los dos puntos de este
angulo, o sea que esta en este angulo, lo arrastrdenforma que el punto D estuviere
mitad... o estuviera en la bisectriz, y despuészatitios la..

P: Arrastreron aB o a C.

Joaquin: Si.

P: Para lograrlo [...]. La conjetura de estos tres gsujpo A y D] dice: Si K es punto mec
del segmento BC, y si estos dos segmentos AB yiéen la misma longitud, entonces
esta en la bisectriz del angulo A. Oimos dos caostones, la de Marina y L, que dicen
que ellas hicieron segmentos congruentes a lotados, porque se acordaron de algo
se habia hecho en clase y se dieron cuenta qualtuetipunto medio de ese segment
la bisectriz; y la de JoaquinJuan que dicen que construyeron el segmento ytramas.
¢, Cuél de los dos grupos me estd reportando unaetommjque concuerda con
construccion que hicieron? ¢ El de Joaquin o eluzé

German: El de Luz que hace los segmentos congruentes, ir.

P: El de...

Germéan: El de Luz que hace primero los segmentos congrsieyte

P: German

Germéan: de ahivya..

P: ¢,Por qué? ¢Por qué el de L

Germéan: Porque es el que coincide con la conjetu

P: ¢ Por qué coincid:

Germéan: Porque ellos primero parten haciendo o sea, pasteando el angulo pero con |
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Julian:

P:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

segmentos congruentes para crear un triar

Porque ellos pusieron... ellas pusieron esta comtisié@gmentos AB y AC tienen la misr
longitud]... que la ponen aqui da hipétesis, ¢si?, ellas se aseguraron de tepeantes
de mirar qué pasaba con el punto medio. En cam$tiedes [grupo A] supuestame
arrastraron, hasta que el punto medio coincidi¥raen ese caso ¢cudl debia sel
conjetura

No sé Seria el reciproco.

Creo que tendria que ser la del grupo | o la dgb@B, que dicen: Si la bisectriz del &ng
A interseca al segmento BC en el punto medio, ee®mB y AC tienen la mismr
longitud. Esa debi6é haber sido su conjetura. [..p mi es muy importante que ustedes
escriban cudl es la construccién. Porque nosodreantos que entender que lo que nost
estamos haciendo, es descubriendo teoremas y quedecemas reportan dependenc
Aquellas [condiciones] que nosotros constris, son la hipotesis. Aquellas condiciones. Y
aquellas que resultan de lo que construimos, stasisadel teorem

[...]

El grupo C me dice: [...] que K esta en la bisectiet segmento BC, ¢Cémo es que
dicen? [...] ¢Que K esta en la bisectriz si el segmes perpendicular a la bisectr

jAh! Si. Hay algun... nos salieron dos propuestasjptaras] en... paria solucién de esa...
bueno del probleme

Dario. Si

Entonces que era uno que si el segmento fueranzbcodar a la..

Bisectriz

a la bisectriz... y la otra era que... pues el puntic

Bueno... pasa, pasa... [tablero] pero entonces, necesito que me diga clrecuales
son las dos. [..

[Pasa al tablero y dibuja

Entonces, pues lo que nosotros deciamos es qus si.segmento... BC eperpendicular
a la bisectriz [AM], entonces pues I

K, Lo llamamos K... el punto med

K.

El punto medic

Pues la interseccion de la bisectriz con el [segmBga]...

jAh!, es el punto medic
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Dario: con elsegmento es el punto medio.
P: O sea, que la hipétesis es: Si el segmento BCrpsipdicular a la bisectriz A... AM,
Estudiante:AM.

P: a AM, entonces.
Dario: Entonces pues la interseccion, el punto de inteidees el punto medio (segmento] BC.
P: [La profesora escribe en el tablero la conjeturdgninas Dario le dicta: “SBC L

AM entonceX es el punto medio d&C”] Bueno, ¢y lo puedes mostrar?
Dario: Pues... entonces tengo que [el segmeBC] es perpendicular [a la semirrecfeM]

entonces éste [anguK] es recto. ¢ Cierto?

P: ¢,Cual? ¢ Quién? Habla porque es que yo después, es®, este, yo nt

Dario: El angulo... el &ngulo AB, AKB es recto, es reat®go”

P: Si.

Dario: Entonces pues hay un teorema que dice... buemoafolos cuatro angulos rect

P: Si.

Dario: Entonces tengo que [angulo] AKB es recto y que tdmfangulo] AKC es recto. [Escrit

en el tablerczAKC es recto]. Entonces tengo que esos dos sorrwentgs, estos dos son
angulos congruentes. Entonces tengo que [segmAhtods congruente con ese mis|
s cierto? Entonces esto [segmento AK] congruenteestenmismo [segmento AK]. Y cor
esta es hisectriz [rayo AM], entonces... congru

P: ¢, Quiénes? ¢ Quié

Dario: [Angulo] BAK es congruente con [angulo] KAC. Entescpor criterio de congruenc
angulo- lado — angulo, ya tengo que estos dos [triangil€] son congruentes con estos
dos [triangulo AKB]. Entonces, también tengo qumoae: por interseccidn entonces que K
esta entre B y C, entonces ya también tengo panastear que la medida de éste [segm
CK] es congruente con ésta, [medida del segmeniceBtonces, la medida

P: ¢La medida de quié

Dario: La medida de K a (KC.

P: Del segmento K
Dario: EsigualaladeK a
P: A la del segmento BK. Entonces conjetura... verdadduy bien, gracia

CONJETURAR “¢,CUAL ES LA RELACION [EXISTENTE] ENTRE EL TIPO DE TRIANGULO Y

01

LA PROPIEDAD: DOS DE SUS ALTURAS SON CONGRUENTES?”

P: [...][la profesora esta observando un resumen queoslacon las construcciones y
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Leopoldo:

Leopoldo:

P:
Leopoldo:

Leopoldo:

P:
Leopoldo:
P:
Leopoldo:
P:

Leopoldo:
P:
Leopoldo:

conjeturas realizadas por los grupos] Quiero quggdo C me lean lo que me escribie
para la construccion. Ponemos atencion por favorgue quiero... quiero que se fijen
muchisimo en lo que dicen el grupo C y despuésa ennjetura que me... que estable
Se construyo el triangulo ABC, luego las alturaktdéngulo... y mediante el arrastre
logré que las dos alturas [dos ds alturas del triangulo] fueran congruentes. Canget.
Espera un minuto. ¢ Escucharon eso, no? Creo quieosiinicieron la misma construcc
[...], me lo lees otra vez y ponemos atenc

Se construyo el tridngulo ABC, luego las alti del triangulo y mediante el arrastre, se |t
que dos de las alturas fueran congrue

Si. Ahora la conjetur

Conjetura. Si un triangulo tiene dos lados congegnentonces dos de sus alturas
congruente:

Bueno,entonces... mira. Vamos a... vamos a determinar ahi.d#ss cosas. Una, vama
llamai p... eh... lados... del triangulo ¢no?dy.. Y q... alturas congruentes... [...][Escr
en el tablerc p: lados congruentes del triangulag alturas congruentes] Y grupo (
[éanme tra vez la construccion.

Se construyd el triangulo ABC, luego las alturalstdéngulo y mediante el arrastre se Ic
gue dos de las alturas fueran congruel

O sea que ustedes obligaron a qué..po ag?

Eh... las alturas, q.

A Q... ¢Si?

Si.

Esto es lo que ustedes obligaron... ¢ Qué pasa? gQad eopoldo? A ver

[...]

No sé. Creo que cq dedujimos...

De q dedujerorp ¢ cierto? ¢ Y cudl fue la conjetura que me estabdécis

Pues que si las alturas son congruentes... aftp entonces q...

Estudiante:Si q entonces

Dario:

Es que después miramo:

EstudianteSi p entonces

P:
Leopoldo:
P:

Dario:

P:

Si los lados son congruente

Si los lados son congruentes entonces las altarasmgruentes

Muy bien

Y fue al revés

O sea... y esto no les paso solamente a ellos. Muthasstedes hicieron lo mismo.

construccion de ellos fue obligar a que se curmgpq... y se dieron cuenta que entonces se
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dabap. Pero la conjetura que me escribieron...

EstudianteSi p entonces

P: es: sip

Estudiante:entonces i

P: entoncesq. Esto es muy importante. Muy importante porquesleteorema la hipétesis es
aquello que sabemos como valido. Y lo que ustedleimis como valido era la congruen
de las alturas, porque eera lo que ustedes estaban buscando que sucedigoamces
digamos que la conjetura no corresponde a tu eawsén. [...

Leopoldo: Profe... una cosa, pero entonces de acuerdo a estorrecto habria sido escribir prime

que si las alturas sccongruen... o sea la congruencia...

P: Segun tu construccic

Leopoldo: Si.

P: lo que ti me podias reportar a mi era que si lmgaal son congruentes, entonces Ic
los...

EstudianteLos lados son congruente

P: los lados soicongruentes. Segun tu construccion.
[...]
La conjetura del grupo F [...], dice lo siguienteg[lgel acetato la conjetura del grupo F]
el tridngulo... “Si ABC es un triangulo y la medida dno de sus angulos es mayc
noventa y los lados que determinare angulo son congruentes, entonces el triangulo es
isésceles y dos de sus alturas son congruente®@rdQgue examinen la propuesta de €

y me digan qué piens:

Maria: Es como muy local. O see

P: ¢Muy local’

Maria: obliga, obliga a que tridngulo [uno de los angulos del triAngulo] sesyar que noventa.
P: Miren la propuesta, si ¢,

Maria: Pues... 0 sea, eso se cumple, pero para ese casfies|

Estudiante:Para ese cas

P: ¢, Qué es lo que se cumg

Estudiante:Que las alturas son congruentes.

Maria: Que el triangulo es isésceles si dos de sus albormsongruente

P: Ah... a ver Orlando, ¢tu qué dic

Orlando: Lo que pasa que es que [segun lo dicho] no puedmiakguier triangulo isésceles sino L
con la caracteristica de que el angulo don

P: El angulo del vértice, se llama... el angulo deligéres el nombre que se le

Orlando: Tiene que ser mayor de noventa, el que forma thslgguale:
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02

P: &SI

Germéan: No sé si se estaria cumpliendo para el resto éeguwios porque cuando el tridngulo te
el vértice igual a noventa entonces no cumpliri

P: El angulo del vértic

German: Cuando el angulo del vérti

Estudiante:o meno

Germéan: se:noventa o menor que noventa no cumpliria.

EstudianteNo cumple esa condicic

P: Segun ellos, no pareceria que se cumpliera. ¢ $36Pdas es una conjetura que esta, ¢
dice Maria, muy localizada. Y no lo més generallge:

Estudiante:Si, pues fue lo que nosotro:

P: Si. El grupo C... Ah no sé por qué puse ésta. [Sriangulo tiene dos lados congruent
entonces dos de sus alturas son congruentes. Bggué,piensan de esa? Ya sé porqt
puse

German: porque... porque... Puesta al revés porque lo que nos da es la congrudedas alturas,

no la congruencia de los lad

P: Ah no, porque depende de la construccion que hiagelimo

German: Ah si, eso es verd:

P: Si. No por ese lado no. [...] Pero, ¢,qué pasa ( conjetura del grupo C?
Maria: Que falta... falta decir cudles son las alt

P: jAjal

Maria: respectivas a qué angulo... a qué |

P: Exacto, ¢Por qué no son... son cualquier par deaal?

Estudianteno puede ser.

P: No. Entonce: falta decir cuales son exactamente esas alturas.

CONJETURAS DEL PROBLEMA: "SE DA UNA RECTA, DOS PUNT OS P Y Q EN EL MISMO
SEMIPLANO DETERMINADO POR LA RECTA L, DETERMINE EL  PUNTO R [DE LA
RECTA L] PARA EL CUAL LA SUMA DE LAS DISTANCIAS [PR Y QR] ES LA MENOR"

P: [...F° Un caso que consideraron ustedes fue ¢ cuél?

Maria: [...]° . Pusimos a P y a Q, y después animamos a Q sobresea que quedaran

39 . . , . ~ .
La profesora le indica a Maria cudl caso presentar, de los que ella y su compaiero propusieron.
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P:
Maria:
P:
Maria:
P:
Maria:
P:
Maria:
P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

P:

Joaquin:

colineales... Q y P sobre la perpendicular. [poiRepresenta algo asi:

Y ahi... les da... en ese caso.
Si.
O sea, un caso era que Q y P estuvieran ksopegpendicular de P a la recta.
Si.
Y entonces en ese caso R es...
Res...
el punto de de interseccion. ¢ Si?
el punto de de interseccion.
Bueno, gracias. Ese es un caso, ¢si? Otpatasmso de ustedes fue ¢,cuél?
[Pasa Joaquin al tablero] Pues tenentmsectd, una rectal que es perpendicular...
Desde P, ¢no? Tenemosa P ya Q.
Aqui estd P, tenemos una recta peqeadiS donde esta Q, la distancia... bueno
[punto]A,
Tal que ¢qué?
[punto] B, tal que la distancia de R sea igual a la distancia de Q a B. Entonces
hallamos que el punto medio de este segmento [ABleeminima distancia...
Minima suma.

La minima suma. [Joaquin hizo una septacién como:

Otro caso ¢si?, otro caso especial. ¢Si7aGr&mtonces R. Esto es muy importante.
Esto que estoy mostrandoles es muy importante. douano tiene que resolver un
problema y a veces como que el problema no sabe pmmdénde comenzar a... a
resolverlo, uno simplifica las condiciones y empiezntonces a surgir otras ideas.
Entonces una [forma] es: bueno, imaginémonos ques@ en la misma recta
perpendicular desde P a la redtay entonces R seria “fulanito”. Otro caso es:

imaginémonos que P y Q estan a la misma distarecia dectd. Y entonces R es...

40 , . ..
Maria repite las condiciones dadas en el problema.
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“fulanito”. Otra posibilidad Henry es... ¢qué?

20 Henry: [Pasa Henry al tablero] Tengo la régtéengo el segmento digamos... PQ
21 P: Los puntos Py Q.
22 Henry: los puntos P y Q. Entonces, pues... ubi@quier... tengo que ubicar un punto...

ubico el punto R...

23 P: Un punto R.

24 Henry: un punto R, tal que... trazo este segmp?R} y éste [segmento QR]. Entonces si...
cumplo que el angulo... que este angulo es contruem éste [Hace una representacion

y sefiala los angulos

25 P: ly2...angulos1ly?2

26 Henry: el angulo 1y [el angulo] 2 son congreenentonces la suma de las distancias va a ser la
menor.

27 P: Y... Gracias. O sea, €l dice: busco a R pameajuangulo 1 y [el &ngulo] 2 sean

congruentes. Y entonces me da ¢ Si?*f...Pero, el problema con la de ellos es que es
una conjetura dinamica. Es decir, no puedo enaoatRisino con el computador. Pero,
¢/qué hago cuando estoy con papel y lapiz? ¢Como hagpara estar sabiendo
exactamente en qué momento me va a dar que esésgaies son congruentes? [*2.]
Pero se fijaron en los angulos, lo cual es algo mtgresante; excepto que como les
digo con papel y lapiz, ¢cémo hago? f3.Dario y Leopoldo tienen otra propuesta.
[Extiende su mano con el marcador para que Dade pktablero].

28 Dario: [Pasa al tablero] Pues... Entonces, pugart®os a P y a Q, ¢ cierto? entonces, trazamos
la perpendicular de P a... a la retty la de Q a la recth Entonces copiamos...

sacamos la misma distancia de P, colocamos aca...

29 P: Llamemos este punto de interseccion.
30 Dario: Ah bueno, M

31 P: My...

32 Dario: y N.

33 P: N.

“se presenta a la comunidad una construccidn similar a la propuesta por Henry y su compafiero, que
requiere de la geometria dinamica.

* Melisa pregunta por las condiciones que se le dieron a los puntos Py Q.

** pasa un estudiante al tablero a presentar una construccidn similar a la de Dario y Leopoldo.
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Dario:

P:

Dario:

P:
Leopoldo:
Dario:

P:

Daniel:
P:
Daniel:
P:

Entonces, sacamos aca a P’ y aca... arfdnEes trazamos este... segmento de P a Q
ydeP aQ.[

Y se cortan ambos.

La interseccion se corta y se cortan tdmén la recta... y este [punto] es R.

Y ese es R.

iSi se cortan ahi!

Si.

Tenemos... dos caracterizaciones generales;araaterizacion para un caso especial,
dos caracterizaciones... dos... dos caracterizacioaes @asos especiales, cuando Q
y... estd en la perpendicular de P a la recta. ¢9®& daracterizaciones digamos
dinamicas, porque... Y me pregunto si todas me et@do un mismo punto R. Pues
ustedes dicen que si, ¢no? ustedes encontrarongpardiera lo minimo. Entonces,
ahora hay que decidir, de las caracterizacionegeneamos, por ejemplo, de pronto el
caso en donde estan a la misma distancia de la, imeédan hacer la demostracion; y
cudl de esas dos caracterizaciones que no tien@nesna esa carac... esa propiedad
especial nos servird para hacer la demostraciéro, Rgué es lo que tengo que
demostrar? Es la pregunta.

Que la suma [de la longitud del segm&iRoy QR] es la minima.

Si, pero... y ¢, Como muestro que algo es minimo?

Comparando.

Comparando, exacto. Entonces, nos toca imagia que hay otro punto... una

posibilidad, que hay otro punto R’ y comparar, estaa [PR+RQ] con ésta [PR'+R'Q].

[complementa el dibujo de Joaquin y Ju ]O lo mism

aqui, R’ y comparar; [Complementa la figura de Darly Leopoldo:
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Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

altura. [Hace una representacion ] Esa esamzafes... comparar,
[...]* esa es la que hemos usado hasta ahora. ¢ Si?Esafesma. [...J

Me puse a analizar un poco sus respuestas y est@st@y entusiasmadisima, porque
quiero mostrar cémo realmente todos llegaron aue sg debe llegar, caminos muy
distintos, pero... comprobar, demostrar que todogaiteos al mismo sitio va a ser
bastante interesante; vamos a requerir de cosa®daeia no tenemos, pero ustedes ya
saben que eso es lo chévere, porque se crean ecesdades que nos van a impulsar a
decir bueno, entonces ¢cémo mostramos esas netmsidal...{® La de Dario y
Leopoldo [coloca la conjetura] [...] que es la que.o. $& si ustedes pensaron la
demostracion... pero es éste esquema el que me silzedemo... ¢ya sabes cémo
demostrarlo?

Si. Colocando por ejemplo, otro puntdeerecta

Si.

ya tendriamos el tridngulo... P... Q'... y psato, entonces pues la distancia...

A ver pasa, pasa Dario... y... porgue voy a flitacessta demostracion para mostrarles
realmente cémo todos llegamos por caminos distialtasismo sitio. [...{[La profesora
muestra la figura que presentaron Dario y Leopadtola clase anterior cuando
formularon la conjetural.

Pues primero, para la demostracion ya, yoe di cuenta que... pues con uno de estos
bastaria [punto P’ o punto Q’]...

Con uno basta, si sefior, entonces...

Quitemos por ejemplo ésta [tacha el segmeQ’].

*la profesora reconstruye en el tablero la construccién en la que P y Q estan a la misma altura.

** Finaliza la clase en la que se presentaron las construcciones realizadas por los estudiantes, relacionadas
con el problema planteado por la profesora, e inicia la clase en la que las conjeturas y construcciones del
problema propuesto son analizadas.

*La profesora recuerda lo realizado en la clase anterior, y algunas de las construcciones correspondientes a
las conjeturas que se expusieron.

Y La profesora recuerda la construccién realizada por Dario y Leopoldo.

219



52
53
54

55
56
57

58
59
60

61

62
63
64
65
66

67

68

69
70
71
72

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Quitemos esa, si.
Entonces, va a sewa a ser el mismo [punto] R, mejor dicho, entormess...

Entonces hagamos el dibujo como proponesidbace la figura en el tablero dejando

[

M R

s6lo el segmento P'C v
¢ Cierto?

Si.

Entonces pues, como... como esta el segnié"®] y [los puntos] estan en dos
semiplanos distintos entonces intersecan al...

Alarectal.
alarectal... entonces la interseccion...

Escogi6... P y Q estan en el mismo semiplasapge a P’ en el semiplano opuesto,
entonces Q y P’ que estan en semiplanos opuestesgmento corta.

Entonces bueno, esta suma [P'R + RQ] dada... como este punto [R] estd entre P y
Q, puedo hacer que PR mas RQ sea igual a PQ. jEs&IR + RQ = RQ]. Entonces
si... cojo otro punto...

P

P’ si. P’. [corrige y le agrega el prim&as P]
aPaQ.

Entonces si cojo otro punto de... de léarecesto es...

Pero... primero una pregunta, primero te tamgb pregunta. En la tarea decia que PR
mas RQ y ta tienes es P’.

Ah pues si. Por eso entonces... no pueggmres que después se hace que... como
tengo un punto en la recta y tengo una recta pdrpgar, entonces, si trazo aqui el otro
segmento [PR], éste va a ser congruente [los wiaagPRM y P’'RM] por criterio de
congruencia de tridngulos lado-angulo-lado.
¢, De acuerdo? él construyo este segmento¢BiMjruente a éste [MP’] y comparten un
lado. Bien, 0 sea que esta suma [P'R + RQ = P’@xestamente la misma de PR que
era la que queriamos y ahora si le doy permisadéqrre de P el “prima”. No ahi no,
ahi si [Dario borra el “prima” y deja: PR + RQ = RBueno.

Entonces ya...entonces coloco... cojo un.sabkecciono un...

Cualquier otro punto [en la recta I].
cualquier otro punto [en la recta l]...

¢Aqui? [Ella ubica el marcador sobre la regtie pregunta si ahi ubica el punto]
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Dario:

Dario:

Daniel:

Si, cualquier... en cualquier lado. [Lafpsora ubica un punto T sobre la retfa
Entonces... ya no se cumpliria la interestancia étyeQ [P’-T-Q], entonces no serian
colineales P, Ty Q.

Si.

Entonces ahi tengo un tridngulo. Entanpes el criterio de desigualdad del triangulo
tengo que de Q a T mas T a P es mayor que QP [@Feaads TP’ es mayor a QP’].

Entonces pues, con cualquier Tvaaserigt ]

O sea desigualdad triangular... ¢si?... ¢derdm® bueno... entonces, esa es la
propuesta de él y ya vimos que funciona. Ya sabeqn@n es R y ya sabemos cémo
encontrarlo. [...2 Entonces ahora viene la propuesta... de... Henry.\Heice que el
angulo... entre otras esta es una regla... una leg disita, ¢no? de... de luz ¢cierto?

gue ¢dice qué? [muestra la figurade H ', ]

el &ngulo de incidencia es igual al émgie reflexion.

reflexion... el angulo de incidencia que es gs#fiala el angulo 1] es igual al angulo de
reflexion [sefiala el angulo 2]. Que un rayo dedae y se refleja con el mismo angulo
si? y si tratamos de mover ahi [se refiere a lastroocion realizada de la conjetura de
Dario y Leopoldo] para que eso suceda [la congraateclos angulos 1y 2] si... que les
dije que la construccion de Henry tiene un problegug yo con lapiz y papel
dificilmente puedo... hacer... encontrar a la R, que geometria dindmica si puedo
facilmente, pero que con lapiz y papel es un pdffoildencontrar a R de esa forma.

Pero... es cierto lo que dice... [Mide los anguloseeadnstruccién de Leopoldo y Dario

] y vemos que

48 . . . . .
La profesora recuerda a los estudiantes la finalidad de la clase: comprobar si el punto R que propusieron
los estudiantes es el mismo.
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Henry:

Henry:

Melisa:

P:

Melisa:

si... y entonces me pregunté yo: bueno, ¢cémo yerwdstro? Claro, yo teéricamente
no tengo que encontrarlo... yo teéricamente digo esRl punto tal que el &ngulo de
incidencia sea igual al angulo de reflexién, enésnia distancia... la suma de esas
distancias es minima. O sea que voy a empeza fatar de demostrar ese teorema;
tengo a [punto] P, a la recta, a [punto] Q [en el tablero representa una rectaos

puntos P y Q en el mismo semiplano y las rectasepeliculares a la recta m, que pasa
por éstos puntos] y he encontrado a R, tal quedesgfalo y este &ngulo son congruentes

[angulos 1 y 2 de la construccion de Henry][hace& gnafica como la siguiente

].

Quiero mostrar que R realmente es el punto pacaallla suma de esas distancias es
minima, ¢cémo hago?, sin usar la demostracion déoDga aqui mostré que...
coinciden [las construcciones y la congruencisodedhgulos], pero ¢ cémo lo demuestro
asi? ¢ Qué estd dado? Esto. Ah, ¢ éste es quiémmikd [de interseccion entre la rekta
y la recta perpendicularlaque pasa por P], N [punto de interseccion entredtl y la
recta perpendicularlague pasa por Q],

jah! y esta es la recth[borra la letra m]y tengo estos angulos [angulos rectos
determinados por las rectas perpendiculares gd&l, angulos PMR y QNR], no?
Porque eso era parte de lo dado. Ah no, td nogiese en tu figura, no? [se dirige a
Henry]

gue esos eran rectos [angulos PRM y QRN]

gue esos ¢ eran rectos?

si, y las perpendiculares.

¢si? Bueno, entonces digamos que si, oleipuedo formar; entonces tenemos qué el
angulo... PMR es congruente a [angulo] QNR [por sgulbs rectos] y que éstos dos

angulos son congruentes [angulos PRM y QRN] [esque encontrd explorando

Q

=3

M‘ R ‘N [ ]
¢, Como demuestro que PR mas RQ es lo minimo? [phasahdome en... en lo que ya
sé, por ejemplo. [pausa] ¢, Qué se les ocurre? [pa@aeé dices?

No, que me estaba preguntanc

¢ Melisa?

No pues me estaban preguntando si PR y RQ tiensegue minimo. Entonces les d
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que si.

P: Si, eso es o que estoy tratando de mo&teao. claro yo puedo usar lo que ya... que ya
sabemos cémo llegar a R y mostrar que éste camimgaylo... verificamos, si me lleva
a la misma R que proponen ellos [Dario y Leopold@ué caracteristicas le pusieron
ellos a la R? [pausa] ¢ Quién era R? [pausa]

Estudiante: ¢Ellos?

P: Si ellos, Dario.

Estudiante: El segmento y... larectal.

P: O sea, ¢ de donde nacié R?; nacio6 de... dergiorésite segmento congruente a éste [PM
y MP’] y son colineales, P’, R 'y Q son colinealgsj? Entonces si yo puedo... se me
ocurre a mi... mostrar, de alguna manera llegar apumo P’ que cumple esta
caracteristica, que equidista de M y que esta emnidma recta de Q y R...

Maria: Rayo opuesto a QR.

P: usando solamente lo que yo tengo. Entondemye opuesto a QR ¢Qué pasa si

construimos el rayo opuesto a QR como dice Maria?

Maria: a [rayo] RQ.
P: a [rayo] RQ, si; éste [traza en el dibujoagb RQ], busco esta interseccion [con recta
1/
[ /R a0
///
/
PM], la llamamos S. [se hace una representaciéro@sta - ]
Estudiante: Tiene los &ngulos congruentes.
P: ya, como dice Maria tan pronto yo le dijeléola colinealidad, ella se ocurri6 el rayo

opuesto, ya me encargué de una de las condiciareyarequiero. Lo Unico que me

falta es mostrar que S cumple la otra [condicigok la distancia a M es la misma que

dePaM.
Melisa: Ya esté profe,
P: Jya esta? ¢ por qué?
Melisa: si profe porque mire que por rayos ofngegue el rayo RN es opuesto a RM...
P: si.
Melisa: y miramos que [rayo] RQ es opuest@aydfRS;
P: Si.
Melisa: por definicion de &ngulos opuestos plowértice... pues ahi ya estdn los angulos

opuestos por el vértice y por el teorema miramos spn congruentes, entonces ya
tenemos lado, angulo y dngulo. No perdén, angalip,langulo [Congruencia entre los
triangulos PMR y SMR].
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P: Y ¢éste? [sefiala los segmentos SM y MP yhéee dos lineas para indicar la
congruencia entre ellos].

Estudiantes: Congruentes.

P: Y ya mostramos que bajo esas condicionesi@saa la misma distancia. Muy Bien.
[...]*Y lo dltimo que quiero es mirar la propuesta... dar@an y Ana. ¢Por qué llegan
ellos a esa conjetura?, es mi pregunta [Muestral acetato la conjetura de Germéan y
Ana]. Dicen: R se encuentra en el punto de corta deediatriz del segmento PQ con la
rectal. Digo, por qué llegan ellos a eso... porque hemo® vse... dos de los grupos
pusieron condiciones méas sencillas 0 mas especialEgaron a un punto R que, bajo
estas condiciones, son validas. Pero, German y mame reportan si hay mas
condiciones o no. A pesar de eso, ellos llegaranaaconjetura. Entonces mi pregunta
es: ¢es siempre falsa? ¢Hay momentos en que emdesa@ Entonces ya les toca a
ustedes con la calculadora ver si encuentran.

Daniel: Cuando [los puntos P y Q] estan a knmaialtura si.

P: ¢, Cuando estan a la misma altura? ¢ Entoeasriple que R es el punto de corte de la
mediatriz del segmento PQ? Pues puede ser... mir@r.a si es que ellos también

usaron eso, o0 si... ¢Ana no se acuerda [German st psi

Ana: Pues es que, basicamente la conjeturarempstruccion

P: La construccién que hicieron

Ana: Si.

P: ¢, Pero no te acuerdas qué condiciones puaiero

Leonor: No, ninguna, ellos teniana P y Q, cualqu

Ana: Py Q no eran

P: O sea para cualquier P y Q, ¢no habia ningomdicion? ¢Y sera cierto para cualquier
PyQ?

EstudiantesNo... nc

Ana: No dados... No, fijos eran P y

P: Py Q, ¢pero Py Q estaban en cualquiecipn8i

Ana: En el mismo semiplano.

P: Si.

Ana: Si, cualquier punto.

P: Las mismas distancias, las distancias podea cualquier par. Entonces, ¢ quién tiene

un contraejemplo? Porque me estan diciendo queelisq es posible.

Daniel: ¢ Es la perpendicular y que pasa ppurio medio?

49 . . . . . . ,
Se hace un proceso similar para determinar la veracidad de la otra conjetura que requiere geometria
dindmica.
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P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

Melisa:

Melisa:

P:

Melisa:

P:

Melisa:

Esa es la definicién de mediatriz, si. ¢Qmié puede mostrar un...?

Seria a mano.

Bueno, a mano. [Melisa pasa al tablero]

Pues segun lo que hemos demostradimsatros grupos.

Si...

Digamos que este es un segmento. ¥ aeé.

Py ahi Q.

Entonces trazamos aca... aca, y acaatas perpendiculares al segmento inicial].
Las perpendiculares. Pero ponme P y Q psijne como vamos a hablar el mismo
idioma.

Ponemos aca a P y aca a Q [en el misemiplano, cada punto en una recta

perpendicular].

Méas exagerado aun [la diferencia de distancias ge@al][ M ]
Bueno.

Entonces, tomamos méas o menos la médelasegmento al punto Q] y trazamos aca
[en el semiplano que no contiene al punto Q y stibrecta perpendicular que contiene
a Q]. [Melisa traza el segmento cuyos extremod@®puntos P y el punto encontrado y
traza el punto de interseccion entre éste segnyegiteegmento inicial]

p

YeseesR, estees |~ ]

Si Profe, este seria R y éste no pargb medio [muestra el segmento MN].

No, del segmento P

¢, O sea de éste? [muestra PQ)]

Si, estan diciendo que miremos el... puntopueito medio del segmento PQ vy la

proyeccion.

¢ Entonces seria asi ] ¢0 asi?

La mediatriz...
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Melisa:
P:

Melisa:

P:
Melisa:
P:

Ignacio:
P:

Nancy:

Daniel:
P:

Jseria asi?

Ah, si, la mediatriz.

Entonces, ¢ quedaria por ac
Si. Pero yo no sé si tu dibujo es posibleuer®.

Seria asi

Por eso es que la calculadora es util. Ropuede que ella... Esas lineas... son
torcidas... y entonces le dé por fuera porque las&oPor eso es mi pregunta... Py Q
es la mediatriz del segmento PQ. Es el corte deddiatriz del segmento PQ con la
rectal. [...] ¢ Quién tiene un ejemplo... o contraejemplo?..]

PQ... queda por fuera ni si quiera queda adentrompdiatriz de PQ no corta en el
segmento MN]

Esta es la mediatriz.

Bueno... pasa a ver. O sea que parece quefaesta de Melisa, ya bien hecha... [se
rien] ya bien hecha, también funciona [Nancy hahbda construccién con Ignacio,
conecta su calculadora al video screen]. Buenol mmuestra... aqui muestra Nancy,
que... Nancy muestra

Aqui [la mediatriz] quedaria en el segimdarrastra P hasta que la mediatriz corta al
segmento MN].

Bueno, primero mostremos el contraejempbmti@ejemplo... [Nancy mueve MN hasta
que el corte de la mediatriz de PQ se sale del serMN], ni siquiera queda dentro
del segmento de... de las proyecciones... MN. Y buermmos a ver en qué
condiciones, de pronto si se tendria. Entonces samer... [Nancy mueve P buscando
que la mediatriz corte a MN en R] [...]

Cuando estan a la misma altura.

Cuando estan a la misma altura parece quePsly Q. ¢Si? Entonces, lo que pasa
cuando trabajamos con geometria dinamica es emaQeces se nos olvida poner en
nuestras conjeturas todas las condiciones que estaiendo. Porque es muy posible
qgue lo que ellos vieron fue cierto, pero no idécaifon las demas condiciones. Entonces

el teorema que proponen no es cierto porque fadtdas las condiciones.

50 . .
Se habla de un parcial que deben realizar en la clase.
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