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TOMACS TIBOR

A REKURZIV SOROZATOK EGY ALKAILMAZASAROL

ABSTRACT: (On an application of second order linear
recurrences) Let ax* +bx—c=0 be an equation such that
a,b,c are positive integers and successive terms of an
arithmetic sequence in any order. Let these numbers be of
the form n,n+r, n+2r, where n and r positive integers. M.
K. Mahanthappa [2] investigated the rational roots of the
equation, provided that r =1 and n positive integer. In the
paper we generalize this problem for the case r > 1.

Legyen az ax’* +bx—c =0 masodfok( egyenletben a,b és
¢ valamilyen sorrendben egy pozitiv egészekbdl allé
szamtani sorozat egymast kovet6 tagjai. TekKintsiik ezeket
n,n+r, n+2r, alakban, ahol n és r pozitiv egészek.

M. K. Mahanthappa [2] azt a problémat vetette fel, hogy
r =1 esetén, mely pozitiv egész n-ekre lesznek racionalis gyo-
kei az egyenletnek. Ez egész egyiitthatok esetén akkor és
csak akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkriminansa négyzet-
szam. Rogzitett n és r esetén a harom egyiitthato
sorrendjétol fliggden hat kiilonb6z6 egyenletet kapunk, de



csak hdrom Kkiilonboz6 diszkriminanst. Ezért elég a kovet
kezo egyenleteket vizsgalni:

¢ n® +(n+2r)x—(n+r)=0,
(#)) (n+r)x* +mx—-(n+2r)=0,
3 e +(n+r)x—(n+2r)=0.

Mahanthappa [2] r =1 esetén megadta az dsszes olyan »n po-
zitiv egészet, melyekre raciondlisak a gyokok. Ezek az (1)
egyenlet esetén n=F,F, ., a (2) egyenlet esetén
n=F,F, -1, és a (3) egyenlet esetén n=F, -1, ahol
m=1 egész, és F, a Fibonacci sorozat k-adik tagja.

Most tekintsiik az r >1 esetet. Ekkor egyszerl kovetkez-
ményként kapjuk, hogy az (1) egyenletbe n=rE_F, .., a (2)
egyenletbe n=rF,_F, . -r, és a (3) egyenletbe n=rF, , —r
helyettesitve, ahol m > 1 egész, racionalisak lesznek a gyokok.
Nevezziik ezeket trividlis valasztasoknak.

A dolgozat célja, hogy talaljunk nem trividlis pozitiv egész
n-eket, melyekre szintén racionalisak a gyokok.

A kovetkezd tételeket bizonyitjuk:

m+]

1. Tétel: Legyen az r >1 egész r = u* —uv—v* alaki, ahol u
és v pozitiv valés szamok. Legyen {R, }(k=0,1,2,...) egy
masodrend linearis rekurziv sorozat, melyet az
R, =v,R =u kezdoelemek és az R, =R, , +R,_, rekurzid
definial, ahol & >1 egész. Legyen tovdbba N, =R, R, .,
ahol m >0 egész.



Ha N, egész és r nem osztéja N, -nek, akkor n=N_ ese-
tén (1) egyenletnek racionalisak a gyokei, és » nem trivialis
valasztas.

2. Tétel: Az eloz6 tételben definialt » és R, esetén legyen
T.=R,R,,., ahol m>1 egész.
Ha 7 egész és r nem osztoja 7, -nek, akkor n=n=7 -r
esetén (2) egyenletnek racionalisak a gytkei, és » nem
trivialis valasztas.

3. Tétel: Legyen az r >1 egész és r’ =u*> —uv—?, ahol u és
v pozitlv egészek. Legyen {R }(k=0,1,2,...) egy
masodrendd linearis rekurziv sorozat, melyet az
R,=Vv,R =u kezdOelemek és az R, = R,_, + R, , rekurzio
definial, ahol £ >1 egész.

Ha r nem osztdja R, -nek, ahol m>0 egész, akkor
n=R,, . —r esetén (3) egyenletnek racionalisak a gyokei, és

n nem trivialis valasztas. :

A tételek bizonyitisahoz sziikségiink lesz a kovetkezo
lemmakra:

1. Lemma: Legyen {R }(m=0,1,2,...) egy masodrendii
linearis rekurziv sorozat, melyet az R,,R, nem mindketto
zérus valos kezddelemek, A, B konstans egészek és az
R, =AR,  +BR, , rekurzi0 definidl, ahol m>1 egész.
Legyenek a sorozat x’ — Ax — B Kkarakterisztikus polinomja-
nak a gyokei



o A+VA*+4B és fe A-~NA*+4B

2 2

Legyen tovabbda a=R -RfB és b=R - Ra.
Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus polinom D = 4> +4B
diszkrimindnsa nem nulla. Definialjuk az {R_} sorozat {G,}

asszocialt sorozatat a
G, =aa™ +bf"
formulaval, ahol m>1 egész. Ekkor

_aa”-bf"

@ R, (m=0),
a—

) G, =R _+BR , (m21),

és

6) G2-DR:=4(-B)"(R’-AR,R -BR}) (m=1)
teljestil.

Megjegyzés: A=B=1, R, =0 és R =1 esetén az {R_} so-
rozat az ismert Fibonacci sorozatot szolgéltatia. Az {F, } Fibo-
nacci sorozat asszocialt sorozatat Lucas sorozatnak nevezziik
és {L}-eljeloljiik.

2. Lemma: Legyen az n pozitiv egész olyan tulajdonsagt,
hogy az (1), (2), vagy (3) egyenlet gydkei racionalisak.
Ekkor az n akkor és csak akkor trividlis, ha » osztdja n-nek.



1. Lemma bizonyftasa: A (4) egyenloség jol ismert, de
teljes indukciodval is egyszeriien bizonyithatjuk. (Lasd példaul
D. Jarden [1].)

Az (5) egyenloség az

m+l +1 m~1 -1
aa” +bp" = o Z,B”’ -aff o If;ﬂ”‘
a— a—

és a B=—af azonossagokbdl, tovabba a (4) egyenldséghii
kovetkezik.

A (6) egyenléséget a—f=+D, a+f=A4 és affi=-B azo-
nossagok segitségével, tovabba a (4) egyenléséggel bizonyit-
hatjuk, hiszen

G2 - DR =(aa" +bp")" - D(E%EZ—W-) = 4abap)" =

= 4(=B)"(R, - AR, - R,@) = 4(B)"(R? - AR,R, - BR?) .

2. Lemma bizonyitasa: Legyen az (1) egyenletnek
racionalisak a gyokei. Ha r trivialis valasztas, akkor
n=rk,E, ., (m>1),igy rosztéja nnek. Ha n=1tr, ahol r>1
egész, akkor

m+3

i +(tr +2r)x—(tr+r)=0
x? +(t+2)x—(t+1)=0
aminek a feltétel miatt racionalisak a gyokei, igy Ma-
hanthappa emlitett eredményei alapjan
t=FE, F, ., (m>1)

2m+3



és
n=rky,Fps (m2 1) ’
ami trividlis valasztas. Hasonléan bizonyithatjuk az allitast a
(2) és (3) egyenletekre is.
1. Tétel bizonyitasa: Az (1) egyenlet diszkriminansa

D, =(n+2r) +an(n+r)=n* +(2(n+r))
Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, =1*, ahol ¢ egy pozitiv egész. Ekkor [n,2(n+r),t] pitago-
raszi szamharmas.
Reprezentaljuk [g2 —K.2gh g* +h2] alakban.
Ekkor n=g> - h* és 2(n+r) = 2gh miatt

@ g -gh-(h*-r)=0
kovetkezik, ami g-re masodfoki egyenlet. Legyen a
diszkriminansa s*.

Ekkor

s* =R +4(h* —r)=Sh* —4r
illetve
€) s —5h* = —4r .

A tételben szerepld {R,} sorozat esetén A=B=1 és
D= A* +4B =5, ezért (6) miatt
G? -5R? =(-1)"4r
minden & >1 egész esetén. s=G,,,, és h=R, , valasztdssal,
ahol m>0egész, (8) teljesiil és (7) alapjan, (5) felhaszna-
lasaval

10




hts _Ryu+Ryn TRy, R
2 - 2 - m+2
mert g > 0. Ekkor azonban
n=g" i =(Ry.) ~(Rppi)’ = (Rips = Rt Rapy + Ropy) =
=R,_R,.,=N, (m=20).

Ha N egész és r nem osztja N -et, akkor a 2. lemma miatt
n nem trivialis valasztas, és ezzel a tételt igazoltuk.

2. Tétel bizonyitasa: A (2) egyenlet diszkriminansa

D, =n* +4(n+r)(n+2r)=2(n+r)) +(n+2r)" .

Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, =1*,ahol 1 egy pozitiv egész. Ezért [2(n+r),n+2r 1] pita-
goraszi szamharmas. Reprezentaljuk [2 ghg’-h.,g"+ hz]

g:

alakban. Ebb6l hasonléan az el6zohoz, azt kapjuk, hogy
n=Ry,Ry.-r=T,~r (mz1)

esetén ha 7, egész és r nem osztéja 7 -nek, akkor a (2)

egyenletnek racionalisak a gyokei és n nem trivialis valasz-

tas.

Megjegyzés: Ha az 1. tétel  Dbizonyitasaban
[Zgh, g -n.g +h2], illetve a 2. tétel Dbizonyitasaban
[gz —~h* 2gh, g" +h2] reprezentaciot tekintjiik, nem kapunk
Ujabb n-eket.

3. Tétel bizonyitasa: A (3) egyenlet diszkrimindnsa
D, =(n+r) +4n(n+2r)=5(n+r)’ —4ar* .
Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, = t?, ahol ¢ egy pozitiv egész és

11



) 2 =5(n+r) =-4r® .
A tétel feltételei és (6) miatt
(G,) —5(Ry,,.,)" =—4r* (m=0) .
Ezért n=R,,., —r esetén, ha r nem osztdja R, -nek, (3)
gyokei racionalisak és n nem trivialis valasztas.

Megjegyzés: A 3. tétel feltételei nem minden r >1 egész
esetén teljesithetdk. Példaul » = 2 esetén (9) miatt
? ~5(n+2)" = -16.
Ez csak paros n esetén allhat fenn, igy racionalis gyokok
esetén » csak trivialis valasztas lehet. Ennek kovetkezménye,
hogy

x*—-5y?=-16.
Osszes egész megoldasa
(x:y) = (ﬁLZmH >i2F2m+t):
illetve
x* -5y’ =16

Osszes egész megoldasa
(x,y)=(2L,,,2F,,)
ahol F, illetve I, a k-adik Fibonacci, illetve Lucas szam és
m=>0 egész.
Masrészt ha r =11, akkor R, =3 és R, =13, vagy R =7, és
R, =17 esetén teljesiilnek a tétel feltételei.

Megjegyzés: A cikk leadasa utan (Fifth International
Conference on Fibonacci Numbers and Their Applications,
St. Andrews, 1992. jalius 22—24, konferencian elhangzott
el6adas nyoman) tudomasunkra jutott, hogy C. Long, G. L.

12



Cohen, T. Langtry és A. G. Shannon a jelen cikkben
leirtakkal hasonl6 eredményekre jutottak.

IRODALOM

[1] D. Jarden, Recurring sequences, Riveon Lematematika,
Jerusalem (Israel), 1958.

[2] M. K. Mahanthappa. Arithmetic sequences and Fibonacci
quadratics. Fibonacci Quarterly 29 (1991), 343—346.
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LIPTAI KALMAN

PELL EGYENLETEK MEGOLDASA LINEARIS
REKURZIV SOROZATOK SEGITSEGEVEL

Abstract: (On solution of Pell equation by the help of linear
recurrences) In the paper we investigate Pell equation,
x’ - Dy?* = N, where N is positive integer and D is positive,
not a perfect square integer. We prove that if Pell equation
has a solution, then (G,, H,) pairs determine the all solutions,
where G(2u,,1,G,,G,) and H(2u,,1,H,, H,) linear recurren-
ces. The number of recurrences is finite. ‘

Legyenek A4,B,G, G, rogzitett egész szamok, melyekre
AB #0 és G,,G, nem mindKettdje zérus. Az egész szamok
G,,G,,G,,... végtelen sorozatat, ahol

G, =AG, -BG,, ha n>1,
masodrendd rekurziv sorozatnak nevezziik és G-vel, illetve
G(4,B,G,,G,)-el jeloliik. A kovetkez6kben hasonléan
definialjuk és jeloljik a kiilonb6zo adatokkal megadott
masodrendii linearis rekurziv sorozatokat.

Egy G(4,B,G,,G,) sorozat asszocialt sorozatinak nevezziik
azt a H, =2G, - AG, és H, = AG, - BG,.

15



Az Aaltalanos G sorozat harom specidlis esete az
F =F(1,-1,0,1) Fibonacci sorozat, az L= L(1,-1,2,1) Lucas
sorozat, mely a Fibonacci sorozat asszocialt sorozata, és a
P =P(2,-1,0,1) Pell sorozat.

Rogzitett nem teljes négyzet pozitiv egész D mellett az
x? ~Dy* = N alaki Pell egyenletek és a masodrendi linearis
rekurziv sorozatok kozott tobb kapcsolat ismert. Néhany
jellemz6 eredményt felsorolunk.

V. E. Hoggatt [5] bizonyitotta, hogy az x*-5y* =44
egyenlet egyediili megoldasai x=+L_, y=+F, (n=0,1,2,..),
ahol L, illetve F, a Lucas, illetve Fibonacci sorozat n-edik
tagja.

E. M. Cohn [3], L. Adler [1], [2] és V. Thébault [11] az
x* -2y* = +1 egyenlet és a masodrendi rekurziv sorozatok,
illetve a Pell sorozat kozott talaltak hasonlo kapcsolatot.

M. J. de Leon [8] bizonyitotta, hogy ha x,,y, egy megoldasa
x*-2y* = N egyenletnek, akkor azon (x,,y,) szamparok is
megoldasai, melyre
X, ¥ V0= (xo +yo)Pzn+| +y01:;n
és
Y :(xo +yo)P2n +yoP2n,1’
ahol P, a Pell sorozat i-edik tagja.

Kiss Péter és Varnai Ferenc [6] bizonyitotta, hogy az
x* -2y = N egyenlet 0sszes megoldasa megadhaté véges
szami P(2,-1,P,,P,) sorozat elemeibdl alkotott szdm-

s 40>

parokkal: (x,y) =(+{P, + B, )P, ).

16



Ezen tétel altalanositasat bizonyitotta Kiss Péter [7], mely
szerint, ha rogzitett «¢>0 egész szam esetén az
x* —(a® +1)y* = N egyenletnek létezik megoldasa, akkor az
osszes megoldast véges szami G(2a,-1,G,,G,) sorozat tagja-
ibol képzet

(x,y) = ( (G +aG,, +1) Gz,,”)
parok szolgaltatjak, ahol N >0 esetén
0<G, <2aJN ,
N <0 esetén pedig
=N
(a*+1)

Az idézett cikkben Kis Péter V. E. Hoggatt [5] fentebb
idézett  eredményét is altalanositja, azaz ha
x? —(a2 —4)y2 =4N egyenletnek van x,y egész megoldasa,

0<G, <(2a +l)

akkor az 6sszes megoldast véges szami G(a,1,G,, G,) sorozat
segitségével képzett (x,y)= (+H2,,iG ) szamparok szolgal-
tatjak, ahol H a G asszocialt sorozat és N >0 esetén
0<G, <+N, N <0 esetén
0£G,<a i
2.4

T. Nagell [9] megmutatta, hogy tetszoleges Pell egyenlet-
nek véges szamd megoldasa van.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a Pell egyenletek
megoldasai tetszileges D esetén (ha az egyenlet megold-
hatd) masodrend(i rekurziv sorozatokra vezethetok vissza, és
az egyenlet osszes megoldasat véges szami masodrendi

rekurziv sorozat tagjaibol képzett parok szolgaltatjak.
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A tovabbiakban felhasznaljuk azt a jol ismert tényt, hogy
az x> - Dy* =1 egyenletnek végtelen sok megolddsa van, ha
D >0 és nem teljes négyzet. A megoldasok kozott alapmeg-
oldasnak nevezziik a trivialis (x, y) = (1,0) megoldastdl kiilén-
b6z legkisebb pozitiv (x,y) megoldast. A kivetkezo tételt
bizonyitjuk:

Tétel. Legyenek N és D egész szamok, N # 0 és D nem tel-
jes négyzet pozitiv egész feltétellel. Legyen (u,v,) az

1) x? =Dyt =1
egyenlet alapmegoldasa. Ha az
)] x*-Dy*=N

egyenletnek van x,,y, pozitiv egész megoldasa, akkor az
Osszes megoldast véges szami G(2u,,1,G,,G,) és
H(2u,,1,H,, H,) sorozat segitségével képzett (x,y)=(G, H,)
szamparok szolgaltatjak. Tovabba ezen H sorozatokra N >0

esetén 0< H, <v,/N és N <0 esetén 0< H, <1/~Au° :

D

Megjegyzés. (1.) N. Ginatempo [4] eredménye alapjan a
H,ra tett feltétel kizardlagos N és D fliggvényeként is kife-
jezhet6. A tétel szerint az x* — Dy* =1 egyenletnek, ahol D
nem négyzetszam, van olyan nem triviilis megoldasa, amely
kielégiti az x<(g+1)E és y<E egyenlGtlenségeket, ahol

-

2q

D :2((‘1+1)(§(1’+1) és ([:[‘\/7)} .
. //

18



(2) Kiss Péter emlitett eredménye tételiinkbol adodik.
Legyen ugyanis D=a’+1, akkor u,=2a’+1,v,=2a és a
tételiink szerint az

x*~Dy*=N
egyenletnek a megoldasai olyan a G(24,,1,G,,G,) és
H(2u,,1,H,,H,) sorozat tagjaibél képzett (x,y)=(G, H)
szamparok alkotjak, ahol
0<G, <2aJN, ha N>0
és
0<G, <(2a* +1) %]—V— ha N <0.
a +1

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (2) megoldhat és (x,,y,)
egy megoldas. Ismert, hogy ha
3 x, +vDy, =(x0+\/5yo)(u0+\/5vo)n (n=0,1,2,..),
akkor (x,,y, ) szampér is megoldasa a (2) egyenletnek. (Lasd

példaul Niven-Zuckerman: Bevezetés a szamelméletbe, 153.
oldal [10].) Ekkor

@ xn—\/ﬁyn =(x0—\/5yo)(u0—s/7)—vo)" (n=0,1,2,.. )
is fennall. A (3) és (4) egyenletek segitségével x, és y,

meghatarozhato:
Dy an+xo_45yoﬂn

(5) xn:
+V yO M yOﬂn
2JD 2\/—

(6) Vo=

19



ahol a=u,+vDv, és PB=u,—Dv, J6l ismert, hogy ha

G=G(4,B,G,,G,) egy masodrendii rekurziv sorozat és a és

p a sorozat

(7 f(x)=x*-Ax+B

karakterisztikus polinomjanak két gyokét jeloli, akkor a G

sorozat tagjai

® G, =22 F
a-p

alakban is megadhatdk, ahol b= G, -G8 ¢ =G, - G,a. Azaz

x, és y, tekinthet§ egy X(4,B,x,,x,) ésY(A4,B,y,,y,) masod-

rendi rekurziv sorozat n-edik elemének.

a és f ismeretében az 4 és B konstansok meghatarozhatok.

Az a = Bés a+f= A egyenletekbll B=1 és A=2u, kivet-

kezik, mert esetiinkben

af= (“0 + ‘\/Bvo)(uo - ‘/b_vo) =u," - Dy’ =1

n=12,..)

és
a+f=2u, .
Az (5) és (6) egyenlet segitségével x,,y, meghatarozhato:

©) X, = Xyt + Dy,
és

(10) Yy = XVo + Yol
adodik.

Ekkor az X és Y masodrendii rekurziv sorozatok egyér-
telmlien meg vannak hatarozva.

Az
X = Ax, — Bx, , =2uyx, - x,_,
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Yot =AYy = By, = 2U5y, ~ ¥,
rekurzios dsszefliggésekbdl x, .y, , is meghatarozhat6 a
(11) Bx, = Ax, — X,
azaz x, | = 2ux, — X,,, s

n+l

(12) Byn—l = Ayn - yn«i—l 4

azaz y,_, =2u,y, —Y,,, egyenletek segitségével, azaz a sorozat
i -edik és (i+1)-edik elemének ismeretébdl az (i—1)-edik
elem is meghatirozhaté. Tekintsik a G(2u,,1,G,,G,) és
H(2u,,1,H,,H,) masodrendi rekurziv sorozatokat, ahol
G=x,, G, =x, H=y,, H, =y valamely 7 index esetén.
Nyilvanvalo, hogy ezen G, illetve H sorozatok indexeléstdl
eltekintve azonosak az JX, illetve Y sorozatokkal és a
(G,,,H,,,) (k=0,1,2..) szamparok kielégitik a (2) egyenle-
tet. Megmutatjuk, hogy a (G,_,,H, ) szamparok is kielégiti a
(@) egyenlet, amib8l kovetkezik, hogy a (G,,,H.,,)
(k=0,~1,-2..) szamparok is megoldasai (2)-nek, melyek
B =1 miatt szintén egészek. A
(;i-lz - DHi-12 =N
egyenléség, A =2u,, B =1, valamint (10), (11) alapjan ad6dé
G, =2ux,—x, és H_ =2uy, -y
osszefliggések felhasznalasaval addédik, ugyanis
(2uoxo - X, )2 - D(2u0yo - )2 =
= 4“02("702 - D)’oz) +x, - Dy’ + 4uo(Dyo)’1 - xoxl) =
= 4u02N+N+4uO(DyDy1 —xox,) =N,
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mivel (9) és (10) miatt
Dy y, — xyx, = Dy, (Vo + XV, ) — Xo (X4, + Dy,v,) =

= —uo(x02 _Dyoz) =—u,N.
Ezutan megmutatjuk, hogy ha A, nem esik a tételben sze-
repld intervallumok egyikébe sem, akkor G_, >0 és H_ >0
teljesiil. Nézziik meg mi a feltétele a

G, =2u,G, -G, 20

egyenloség fennallasanak. Ez (9) alapjan
2u,G, — Gu, — DH,v, = Gu,— DHv, = ,/N+DHfao -DHyv,>0
alakban is irhaté, mivel G?- DH,’>= N. Ezzel ekvivalens
allitas, hogy

(N + DH?)u,? = D*H?v,’
azaz u,” — Dv,” = 1 miatt

DH} >—-Nu,’

ami N >0 esetben trivialisan teljesiil, az N <0 esetben pedig

a H re tett feltétel miatt igaz. Hasonléan (10) alapjan
H,, =2u,H, - H,,, = 2uyH;, - Hu, - Gv, = Hu, - Gy, =

=uyH, - vy\|[H?D + N >0
teljesiil, ha
H (1 - Dv,?) 2 v’N
vagyis ha
H? =y ’N.
Ez pedig igaz, ha N <0, vagy ha N>0 és H.>v,/N. A
kovetkez6 1épésben belatjuk, hogy H, , <H, és G_, <G, ha

2
N<OésH, > %o vagy ha N >0 és H, > v,+/N.
D

Mivel (10) és (12) alapjan
H,_, =2u,H, - H,, =2uH, - Hu, - Gv, = Hu, — Gv,,
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tovabba
G’-DH?=N
miatt
G, =N+DH ,
ezért azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen feltételek mellett

teljesiil a
Hu, - v,y/N+DH} <H,

egyenlotlenség. Ez azonban

H?(u, —1)* < Nv,> + DH?v,’
azaz u,” — Dv,’ = | miatt
(13) H2(2 - 2u,) < Nv,?
egyenlotlienséggel ekvivalens, ami N >0 esetén nyilvan min-
dig teljesiil. ¥ <0 esetén (13) alapjan H, , < H,, ha

_ 2
H‘_ > _&0_ .
2(u, - 1)
Ez pedig igaz, ha
H > - Nu,’ ’
D

mert u, > 1 miatt
1% u, -1 _u0+1<u§

2(u,~1) 2D(w,-1) 2D D’
Ezzel dallitasunk H,_-re vonatkozd részét bebizonyitottuk.
Tekintsiik most a G_, <G, egyenldtlenséget. (9) és (11)
alapjan
G, =2uyG, ~ Guy, — DH,v, = Gu, ~ Dv,H,,
ezért G_, <G, ekvivalens az  Gu,-Dv,H, <G,
egyenléGtlenséggel, tovabba
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G>-DH?=N
miatt
G =\N+DH> .
Meg kell vizsgalnunk, hogy milyen feltételek mellett teljesiil

az
u, N+ DH? — Dv,H, < \[N + DH?

egyenloség. Ez azonban
(u, - 1)y N+ DH? < Dv,H,

(ug - 1)2(N + DH,?) < D*,H?

azaz u,’ — Dv,” =1 miatt
N(u, —1)* <D(u,” - 1)H, - (u, — 1)’ DH}?

illetve

N(u, -1)* <2DH?(u, - 1)
€s
14) N(u, — 1) <2DH}?

egyenlétlenséggel ekvivalens. N <0 esetben nyilvanvaldan
teljesiil. N >0 esetén (14) alapjan G_, <G, ha
N —
Hi > _M .
2D
Ez pedig igaz, ha
H > vo\/_ﬁ ;
mert u, > 1 miatt
U, —1 (uo - 1)2
0~ < =v,’ .
2D D
Ezzel allitsunk G -re vonatkozo részét is bizonyitottuk. Ezek
szerint eléallithaté az (x, y) megoldasok (G,,H,), (G_,,H,,),

i-12

(H_,,H,_,)... sorozata gy, hogy valamely k-ra
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H>H_ >.>H ,20 és G >G_ >-->G,_, 20
tovabba H, , a tételben adott intervallumok valamelyikébe
esik. Ezért i = k valasztassal kapott G és H sorozatok meg-
hatarozzak a (2) egyenlet egy megoldas sorozatat. Ezen so-
rozatok szama nyilvanvaldan véges a kezdéértékre adott kor-
latok miatt, hiszen A, Brogzitettek.
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ZAY BELA

EGY REKURZIV SOROZATROL"

Abstract: (On a recursive sequence). Let ¥ and f be fixed
positive integers. Define a sequence G,,(n), n=0,1,2,..., by
.. ifn-01.r-1

G = -G -1y if n>t

where
Gl(n-0=G,,(n-1)
and
G (n-1=G, (GL(n-1)

for j>1. In this paper we investigate the properties of the
sequence G,,. Among others we show that the terms of our
sequence can be determined by the terms of the sequence
G,, and prove a connection between the sequence G,, and

the Zeckendorf representation of natural numbers.

Legyenek k és t rogzitett pozitiv egészek, és definialjunk egy
G,,(n), n=0,1,2,..., sorozatot a kovetkezGképpen:

* Az OTKA 1641. sz. palyazat tAmogatasaval késziilt.

27



A G..(m) = { ha n=0,1,..,7-1,
o -G®(n—t), ha nxt,
ahol G2(n-1)=G,,(n~1) és G2 (n-1)=G,(GL(n-1),
ha j>1.
A k=2, t=1 specialis esettel V. Granville és ]J. P. Rasson
[2] foglalkoztak, és bebizonyitottak, hogy: '

2 G, (my= [(n +1)- \/32__ 1}

n=0,12 ...,

(Itt, és a tovabbiakban is [ ] az “"egészrész" fliggvényt
jelenti.)

Az alabbiakban az altalanos G,, sorozat tulajdonsédgait
vizsgaljuk. Megmutatjuk a sorozat néhany tulajdonsagat (1-
4. Lemma), bebizonyitjuk, hogy az altalinos sorozat vissza-
vezethetd a f =1 specialis esetre (1. Tétel), tovabba a termé-
szetes szamok dgynevezett Zeckendorf reprezentacidjaval
kapcsolatban bizonyitunk egy tételt (2. Tétel).

1. Tétek:

). ha G,,([z]) =G, ([ +1)

D+n-t[2], kiilonben.

Gy, ) = {i | 2&

A (2) és a tétel alapjan, a G,, sorozatra a kovetkezd
adodik:

~ix s

1. Kovetkezmény:

Gz_,<n)*{t e ha [3-+1) 5= (725}

- t-[[7+1] = ‘]+n f[2], kiilsnben.
Az 1. Tételbol adodik a kovetkezo eredmeny is.
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2. Kovetkezmény: Ha n, n,, m pozitiv egészek, n,
n,n,2m', ésn =n, (mod m) akkor'
Gy () = G, (1) = ™—72-Gi, (m)
ahol 7, = [ﬂ] i=12-re.
m

A (2) alapjin megmutatjuk a G,, sorozatnak és a
Fibonacci szamoknak egy kapcsolatat. Ismert, hogy minden
n természetes szam egyértelmden allithat6 el6 n=>" F(n,)

i=1

alakban, ahol n, <n, <...<n_ természetes szamok n,,, —n, >2
feltétellel, és F(n) az F(0)=0, FQ)=1,
F(n)=F(n-1)+F(#n-2), (ha n>1) feltételekkel definialt
Fibonacci sorozat (lasd példaul [1]). A kovetkez6 tételt bizo-
nyitjuk:
2. Tétel: Tetszoleges n pozitiv egész esetén,
han=> F(n), ahol n,n,...n, pozitiv egészek, n, >1

i=1
ésn, —n >2 mindeni=12,...r-1re
akkor

G,, (\2 Fin + ])) =n

Megjegyzések:

1. A (2)-hoz hasonl6 egyenléség & >2 esetén altalaban nem
igaz. Tegyliik fel ugyanis, hogy van olyan s, egész szam és
a, valos szam, hogy G,,(n) =[(n+s,) o, ]- Ekkor
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lim Zu

k*

n—wo n
hd G |- 14 1 4
De ha létezik Tim 22 = ¢ | akkor a definiciébél ad6ds
n—»w n
Gy . GR(r-1) G& (n-1)
n GEP(n-1) GEP(n-1)

Gi(n-1) G,(n-1 n-1

G,n-1) n-1 n
egyenlGségb6l kovetkeznek, hogy a, az x*+x-1=0
egyenlet pozitiv valos gyoke. Numerikus szamolassal azon-
ban igazolhatd, hogy példaul k=3 esetén nincs a feltéte-
leknek eleget tevd s, konstans. Ugyanis ekkor «, ~ 0,682328
és
[(2+1)ya,]=2>1=G,,(2)-bdl s, <1 kovetkezne, viszont
[(18 +1)-a;] =12 <13 = G;,(18)-bdl 5, > 1 adbdna,

2. Az el6zoekben emlitett hatarérték viszont létezik.
[3]-ban Kiss Péterrel kozosen bizonyitottuk, hogy

him Gk,l (n) _

n—w n

a,
ahol o, az x* + x — 1 =0 egyenlet pozitiv valos gytke.

3. Konnyen bizonyithato, hogy a G, (n) sorozatban legfel-
jebb két egyenlo szomszédos tag van, ilyen par viszont
végtelen sok.

Az 1. Tétel bizonyitasat 4 segédtétel segitségével
végezziik el, s el0szor ezeket bizonyitjuk.
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1. Lemma: G, (n) definidlva van minden n természetes
szamra.

Bizonyftas: Elegendd belatni, hogy 0< G, ,(n) <n minden n
természetes szamra. Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk.

n=0,1,..., t~1re G,(n) definiciéja miatt nyilvinvaléan
igaz az allitds, de n=1 esetén is igaz, mert (1) alapjan
G,,(t)=t. Legyen n>t és tegyiik fel, hogy minden 0<i<n
feltételt kielégito i -re.

(3) 0<G,, () si..

Ekkor 1<n+1-t<n ésigyi=n+1-t-re (3)-bol
0<G, (n+1-1)<n+1-t

kovetkezik, de ekkor
G,E,Z,)(n+ 1-1)= Glc,t(Gk,t (n+1- t)) <G, (n+1-1)
és folytatva az eljarast, a

0< G}, (n+1-1)<G ' (n+1-1) <
LG (n+1-t)sn+1-t<n

egyenlétlenség adédik. fgy
1<n+1-GEH(n+1-1)<n+1

@

azaz az (1) alapjan
1<G, ,(n+1)sn+1,
amibol mar kiovetkezik az allitas.
2. Lemma: Legyenek n és t pozitiv egész szamok és

1<t<n.
Tegyiik fel, hogy minden 1<i < n. feltételt kielégité i -re
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6)) G, (i+D)=G,@)

vagy

(" G,+1D)=G,@)+1

Ekkor minden j pozitiv egész szamra
6) G2n+1-1=GP(n-1)

vagy
®) GPn+1-0D=Gn-n+1
teljesiil.

Bizonyitas: j-re vonatkozé teljes indukcioval bizonyitjuk az
allitast.

j=1vre a (6" az (5)-b6l, a (6”) az (5”)-bol adodik i =n—¢
helyettesitéssel.

Tegyiik fel, hogy j=r-re (6") vagy (6”)!
Ha G)(n+1-1¢) = G)(n-1), akkor

GEP(n+1-1=G,(GO(n+1-1) =
=G, (GP(n- z)) = GIV(n-1).

Ha pedig G?(n+1-16)=G?(n—1t)+1, akkor a
M GP(n+1-0=G6,(G0(n+1-1) =G, (GO (n-+1)
egyenloség teljesiil.
Az 1. Lemma bizonyitasabol

0<G)(n—1) <n—1 adddik,
ezért i = G\ (n—r)-re, az (5), illetve (5”) feltételekbdl

G (GO (n-0+1)=G (GO(n-1)= GG (n-1)

vagy
G (G- +1) =G, (GR(n-1) +1= G (n-1) +1
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adodik. Osszevetve ezeket a (7) egyenléséggel, azt kapjuk,
hogy
Gil(n+1-1)= G} (n~1)

vagy

A G ll(n+1-1)=G'(n-1) +1,
ami a teljes indukcié gondolatmenete miatt bizonyitja az
allitast.
3. Lemma: A G,,(n) sorozat novekvG és szomszédos tag-
jainak a kiilonbsége 0 vagy 1, azaz
® G, (n+1)=G,(n
vagy
®) G, ,(n+)=G,,(n)+1
minden »n >0 esetén.
Bizonyitas: Ismét teljes indukcioval bizonyitunk.

n=0,1,...,t—1 esetén az (1) definicio szerint:
Gh_: (n) = ns

igy n=0,1,...,1—2re a (8”) teljesiil.
Szintén az (1) alapjan G,,(r) =1 - G® (0) =1 és
G, t+)=t+1-GP) =1,
tehat n=r-1-re (8”), n=t-re pedig (8) all fenn.
Legyen n>t és tegyiik fel, hogy minden i természetes
szamra, amelyre 0<i < n, teljesiil a 3. Lemma allitasa, azaz
G, +1)=G,3),
illetve
G,(i+1)=G,@)+1

egyike fenndll. Igy teljesiilnek a 2. Lemma feltételei.
Alkalmazzuk j=k-ra a 2. Lemmat! Ha
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G®(n+1-1)= G¥ (n-1) teljesiil, akkor (1) alapjan
G, (n+)=n+1-GP(m+1-0)=
n+1-G¥(n-n=G,(m+1
adodik. Ha pedig
GHn+1-1)=G¥(n—-r)+1,

akkor

G,w(n+l)=n+1——G,E'j)(n+l—t)=

=n+1-G¥(n-1)=G,,(n+1=
=n-GX(n-1=G,n).
4. Lemma: Minden » > 0 egész szam esetén
©  G,(n1)=1t-G,(n).
Bizonyitas: n=0ra nyilvan igaz, hiszen
G, (0t)=0=¢tG,,(0)
Tegyiik fel, hogy minden 0 < m < n-re teljesiik (9), azaz

9 G, (m1)=t-G,(m).
Mint ahogyan az 1. Lemma bizonyitidsaban is lattuk:

0<GP(n)<n (=12,....k)
gy m= GP) (n)-re is teljesiil a (9) egyenléség, amit rendre
j=k-1k-2,...m2, 1re alkalmazva:
t'GIEﬁ) (n) = t'Gk,l(GIEfl_l) (n)) = Gk,l(t'Glﬁfl—l)(n)) =

=G, (t(GEP () = G, (¢-GE 2 () =
== GE(1-G, (M) =GR (1)

adddik, amibél pedig (1) miatt
G, (n+D)1)=(n+1)t-G¥((n+1)1-1)=(n+1)1- G¥(n-r) =
=(n+1)t-1GR M) =t(n+1-G¥(n)) =1-G,,(n+1)
kovetkezik, s ezzel a lemmat igazoltuk.
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Az 1. Tétel bizonyitidsa: Tegyiik fel eloszor, hogy egy n
természetes szam esetén

o()-allz-1)

Ekkor a 4. Lemma alapjan
(10)

o2}z 1)

Mivel [-’Z]-tsg-t<[z+l]-t, és a 3. Lemma szerint G, (n)
t t t ,

monoton novekvo, ezért

11 G,, ([f’t.]t) <G, ,(m<G, ([? + 1]4)

A (11) egyeniotlenséget (10) egyenlettel 6sszevetve

G, (n)=1-G, (['?;D

adédik, ami az allitast elso felét igazolja.

" afalz)af;

akkor a 3. és 4. Lemmak alapjan

o[l

o)D)
=af ]

Tehat teljesiil a
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ol a2

egyenloség. Ez a 3. Lemma alapjan azt jelenti, hogy minden
olyan m természetes szamra, melyre

n n
l:—t::l-t_<_m<m+ls[—;—jl't+t,

G, (m+1)-G,,(m)=1
azaz

12 G, (m-G, \[ﬂt) =m- B]t

a (12)-b6l m= n-re, felhasznalva a 4. Lemmat

o0, [)or rwea ()2}

adodik, ami az allitds masodik részét igazolja.
Az 1. Kovetkezmény a (2) alapjan trivialisan kovetkezik az
1. Tételbol, ezért csak a 2. Kévetkezményt bizonyitjuk

A 2. Kovetkezmény bizonyitasa:
n, =n, (mod m) miatt n, =m-t, +r i=12-re, ahol r termé-
szetes szam és 0<r <m.
n, > m*miatt 1, >m, igy[i] =0.
ti
Az 1. Tételbdl 1 =1, :[i], n=n, sigy
m
nl |n

I:_t_jl - I:t_s] =m+ [;tﬁ] = m helyettesitésekkel kapjuk a

i i

t,-G,,(m) ha G, ,(m)=G,,(m+1)
t,-G,,(m)+r Kiilonben

Gy, (1) = {
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egyenloséget, ami i=1-re és i=2-re alkalmazva, majd a
kapott kifejezéseket egymasbol kivonva, adodik az allitas,
figyelembe véve, hogy r, - ¢, = Lo
m
A 2. Tétel bizonyitasa:
A Dbizonyitasban felhasznaljuk a Fibonacci szamok jol

ismert
_ 1 [(1+45Y) (1-45Y
F"’)‘ﬁ(( 2 ) ( 2 U

eloallitasat (lasd pl. [4]). Legyen n egy természetes szam és
ennek

n=>Y F(n)
i=]
a 2. Tétel feltételeit kielégito eloallitasa.

Mivel n, -n>2, i=12,..,r-1 és mn 22, ezért
n, =2i>2i—1,1gy
—1<1_J§<0
2
miatt
i-1 ; 2i
1-V5)"_(1=45) _(1-45
2 2 2 ’
ahonnan

T (1-45)"7 & (1-5) & (1-45Y
557 257257

kovetkezik. Ebbdl a geometriai sorozat Ssszegképletét és az

(1—\/5)2:3—«5
2

5 egyenloséget alkalmazva,
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[3_le)’_1<' 1—\/5)"‘< 3-4J5 (3—5)'_4
2 ~\ 2 = 1-4/5" 2

adodik.
Innen pedig a

0<‘/3_—1-[3"‘/§)r< 5"1[1+i(1—?£)n’}5
2 2 2 et G =

3-J5 [(3-45Y V-1
= [1~J§'(( 2 )"l)ﬂ} 2
:3—«/5_(3—\/5)'+’+\E~1<3—\/§+~E—1

2 2 2 2 2

egyenlGtlenség kivetkezik.
Tehat

19 o< L—l{l z( ”1

Alkalmazzuk a G,,(n) sorozatot (2)-beli eldallitdsit az

=1

n=> F(n) helyettesitéssel, és hasznaljuk a Fibonacci

i=l

szamok explicit el(’)’éllitését’ Ekkor

G,, ZF( n +1) { 1+Zr:F(n+i)H
[fz RS 5 T[(1+2f]"*' [}_zz_g)ﬂ

-1 &1 (1-6Y a1 (1-46)7
«ZF(H)+|i 5 +'=17§"(~——2 ) +i=1?' ——2 ) }—
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s {1

A kifejezés utolso tagja (13) miatt nulla, s ezzel az allitast iga-
zoltuk.
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ZAY BELA

A FIBONACCI SZOSOROZATOK EGY
ALTALANOSITASA"

Abstract: (A generalization of the Fibonacci word-sequences).
In [3] J. C. Turner introduced the Fibonacci word-sequences
and used for the investigation of binary sequences. Such a
sequence is, e.g. The word-sequence F(0,10)= 0; 10; 010;
10010; 01010010; .. where the nth word (m>2) is
constructed by writing the (n—1)th word after the (n—2)th
one and the initial words are 0 and 10. In this squence the
position of the nth one determine the nth Wythoff pair which
was investigated by J. G. Turner [4]. Also a Fibonacci word-
sequence is the so colled "papal sequence" which was
investigated by P. M. Higgins [1] who has given several
algoritms for the construction of this sequence. In this paper
we investigate the generalization of these word-sequences.

" A dolgozat az OTKA 1641 sz. palyazat tamogatasaval késziilt.
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J. C. Turner [3]-ban binaris sorozatokkal és ugynevezett
Fibonacci szdsorozatokkal foglalkozott. Fibonacci szdsoro-
zatnak nevezte és F(w,,w,)-vel jelolte azt a szdsorozatot,
melynek elsé két eleme w,,w,, az n(n > 2)-edik elemét pedig
az n-2-edik és n-1l-edik elemének egymas mellé irisaval
képezziik. Ilyen sorozat a P. M. Higgins [1] altal vizsgalt

Fg,p=)) P JP PJP JPPJP...
"papa sorozat" is, vagy a [3]-ban is megemlitett
F(0,10)=0 10 010 10010 01010010 ..
sorozat, melyben a 0-ak sorszama rendre
1, 3, 4, 6, 8 9, 11, 12, 14, 16, 17, 19, ..,

s ez azonos az {a,} = {[na]}’  sorozattal (a = %(1 + \/5)) az

1-ek sorszama pedig rendre
2,5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, ...,

ami azonos a {b_} = {[noﬁ]}j_1 sorozattal. Az (a,,b,) rendezett
elempar (lasd példaul [21]-ben) éppen az n-edik Wythoff par-
ral azonos, aminek tovabbi elGallitasairdl olvashatunk [4]-
ben.

A kovetkezokben a Fibonacci szosorozatok egy altalanosi-
tasaval foglalkozunk.

Legyenek s és k rogzitett pozitiv egészek,
X ={x,x,,....x,} az X,,X,,...,x, betlik halmaza! Jeloljiik
W(X)-el az X-beli betlikbol, ezek egymas mellé irasaval
képezett, Osszes sz6 halmazat, és w =(w,,w,,...,w,)-sal a
W(X) k-szoros Descartes szorzatinak, W*(X)-nek egy
tetszoleges elemét!
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Legyen f,(w) a W*(x)-et W(X)-be képezd leképezés és
minden w eW"*(X)-re
D [ =i, Wy w)=w, W, W,
ahol minden i(1<i<k)re p, rogzitett pozitiv egész, és
1<j,, <k minden m(1<m<p,) és minden i(1<i<k) egész
szamra! Tehat f,(w ) valamely k dimenziés w vektor esetén
a jedik, j,-edk .., j, -edik koordinitik egymas mellé
frasaval eloallitott szo.

Legyenek tovabba minden i(1 <i < k)-re n pozitiv egészre
a P ,(w) és P(w) olyan W*(x)-et W(X)-be képezd leképe-
zések, melyeket

> b o W, ha n=1
ni (W) = fi(P (W), (P, (W),....(P,_,,(W)), han>1
és

@  B®m)=PF,W)P,,(W)..F,, (%)

definidlva, minden w e W*(X)-re!

A kovetkezoket fogjuk bizonyitani:

1. Tétel: Minden ¢,n pozitiv egészre és i(1 <i < k)-re

@ P (9)= P (B9), Py (P),..., P (7))

és

®) P (W)= BB, (W), P,(W),.... Py (7).

2. Tétel: Ha h(w) aW*(x)-nek a W(X)-be valé olyan
leképezése, amit minden W eW* (X)-re a

®  AW)=h(w,,w,,..., W) =W, W, .. ,i <k)

r
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képlet definial, ahol r,i,i,,...,i, rogzitett egész szamok, és
H={H )}:=l olyan, a W*(x) halmazt W(X)-be képezd
leképzések sorozata, amelyet

. h(w) han=1
® H"(W)={H,,-,(fl(m,fz(W),...,fk(m), ha 7> 1
definial, akkor minden n pozitiv egészre
H,(#) = KB, (%), B,,(¥),..., P, (7)) =

:R:,il(w )7131;2(W )’---’Rl,i,(w )Pn,i,(W)aPn,iz(W)’“"Pn,i,(W)'

Megjegyezziik, hogy a H definicidja szerint a
w=(w,w,,..w,) vektor H (w) képe az a szd, amely a
H,_ (w) sz6bdl ugy allithato eld, hogy w, helyett mindenhova
£,(7)t, w, helyett f,(w), .., w, helyett pedig mindenhova
f, (W)t irunk.

A H sorozat a {P, (W)}:’=l és {P,(w)]"_, sorozatok kozos
altalanositasa, hiszen (2)-b6l és (7)-b6l kovetkezben, ha
h(W)=w, minden W eW*(X)-re, akkor H={P, (%)}, ha
pedig A(w)=w,,w,,...,w,, minden w eW*(X)-re, akkor (3)-
bol és (7)-bél adédik, hogy H ={P,, ()] .

Bizonyos specialis esetekben vizsgalni fogjuk a rogzitett
W, =V, W, = V,,...,W, =V, szavak (azaz w =v =(v,,v,,...,v,))
és (7) altal meghatarozott H szosorozatban a kiilonbozd
betiik és szavak eloszlasat, ezért bevezetjiik a kovetkezo
jeloléseket: Ha v/ a v,,v,,...,v, szavakbdl konkateniciéval
(egymas mellé irassal) Kkészitett szd, akkor minden
i(1<i<k)re L(v') jelentse azt, hogy v, hanyszor fordul el8
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vi-ben, D, (v') pedig azt, hogy x, beti hanyszor fordul eld
vi-ben (1< m<s5)! Av' "széhosszat"

k
[az LY 'dsszeget) jelolie L(v"), a v' "betlihosszat"

i=1
(az L") 6sszeget) pedig D(V')!
i=1

A bevezetett fogalmakra a kovetkezo érvényes:

3. Tétel: Az L,(H) ={L,(H,®)} ",

D, (1) ={D,(H,O)} . L(E) = {L(H,@)}] &

kozos F, (x) karakterisztikus polinommal rendelkezg linearis
rekurziv sorozatok, ahol

8) F(x)=det(c,,), ¢, = {“L" ;7). hal<l=j<k

x-L(f,(¥), halsl=j<k
A tovabbiakban az f,(w), 1<s<k, leképezéseket specia-
lisan a

9 (W)=
O NAC) {W;wz-nwz‘»lwk’ ha 2<i<k

képlettel definialjuk.
Legyen w,,w,,...,w, tetszoleges szosorozat és

w,, ha i=1

B,,B,,...,B,,..., B!,B],...,B! ... olyan leképzések, melyekre
B(w)=w, , B/ =0 (ires" sz0)

és <1 esetén, ha
B(w,,w,,...,w,)= WW W, W

és
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B/(W,,Wy,..., W) =W, W, W,
akkor legyen
(10) B, (w;,w,,...,w..,) = B'(wy,w,,...,w,)B(w,,w,,...,w,, )w,!
A definiciébodl az i =2 és i =3 esetben példaul
B,(w,,w,) = BIIBI (W)w, = w,w,
és
B (w;,w,,W3) = B (W,) B,(W,,W;) W, = ww,w,w,
adodik.
A P, és B; lekeépzések kozott a kivetkezd Osszefliggesek
allnak fenn:
4. Tétel: Minden i(1<i<k)-re, n(n=i+1)re és tetszileges
v eW*(X)-re, teljesiil a
AD Py = BBty (7), Brgy (7)., Py (7))
egyenléség.
5. Tétek: A P, (%)= B,(P,y (%), Buyu(P),.... Py (7)) sz6ban,
tetszGleges v e W*(X) esetén, j(1<j<i)re a P,_, (V) sz0
pontosan (j.“_‘l)-szer fordul elé.
Megjegyezziik, hogy (2)-bdl és (9)-bol kovetkezik, hogy
minden n pozitiv egészre
P(¥) =By (D) P (0). B (0) = £ By (7)., Bt (1)) = Py (9),
igy a (11)-bol adddoan
P,(v)=B,(P,,(¥),P,(™),.... B, ("))
is teljesiil minden n > k + 1-re. Tovabba a k =2 specialis eset-
ben a (11)-bdl a B,(w,) = w, és egyenldségek felhasznalasaval
a
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P =B(P,(M) = Bia()

osszefliggések kovetkeznek, ami azt jelenti, hogy a
{ 2(v)} { (\7)}:0=1 és {P,,(V)}::] sorozatok Fibonacci szo-
sorozatok, €s

{Ba b = F(B, (), By i) = FOuw)

{ 2("1"’2)} = F(P M,%2), 5 22("1:"2))_ F(vy,mv,)
(12) {P(vl’vz)},, 1 { B2 vz)}n_l
_F( 2,2(v1,v2)P3’2(v1,v2)) F(vv,,v,my,).

1. Tétel bizonyitasa: » = 1-re (2)-bol kivetkezik (4).
Tegyiik fel, hogy n=m-1re, ahol m>1, teljesiil (4)!
Ekkor a (2)-0t felhasznalva
B, (By(#),..., By (7)) =
= (P, (P,]( W) P 0,0, P (B (7)., By (7)) =
= 5 (Prares )y, Py ) = Py ()

adodik minden i(1<i<k) és ¢ >1-re. Ezzel (4)-et igazoltuk,
amibol (3) alapjan (5) is kovetkezik.

A 2. Tétel bizonyitasa: n=1re (2)-bdl, (6)-bdl és (7)-bol
kovetkezik az allitas. Tegyiik fel, hogy n=m pozitiv egészre
és minden w eW*(X)-re
H, (%)= P, (W)...E,, (%)
teljesiill Ezt az egyenlGséget és a (7)-et felhasznalva
H, (%)= H,(f,(7), £,(#),.... f,(#)) =
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= P (fi)ss fo ). By, (fi(W),seens S, (7))
adodik, amibol elébb az
) =B,®) , (<isk)
egyenlotlenségeket, majd n=m, ¢t = 2-re (4)-et alkalmazva
Hps (W) = By, (B, (7, .., ”w» B (By(P),..., By (9)) =
= m+lx (W)F, 1,y (W) meli, (w)=
= Py (7, Py (7)., Pr 7))
Ezzel az allitast igazoltuk.
A 3. Tétel bizonyitasa: A H, L,(H), D, (H), L(H) és D(H)
sorozatok definiciéibol kézvetleniil adodik, hogy

(13)
L(h(V)) ha n=11<j<k

Ly, (7)) = ZLU(DL(,@)hanﬂlﬂ<k

(14) D (H (V)= ZD,,,(V,).L,(H,,(V)), han>1, 1<m<s

J=1

A5 LH,0)= Y L,(H,E), han>1,
16) D(H, ()= D,(H,(7)), han>1.

Ha alkalmazzuk az [5]-ben igazolt tételt a (13) linearis re-
kurziv rendszerre, akkor azt kapjuk, hogy L (H) rekurziv
sorozat minden j(1 < j <k)-re, és karakterisztikus polinomja
a (8)-ban definialt F,(x). Az F (x) kozos karakterisztikus
polinommal rendelkez6 linearis rekurziv sorozatok Osszege,
illetve egész szamszorosa is tekinthetd F, (x) karakterisztikus
polinommal rendelkezo linearis rekurziv sorozatnak, ezért
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(14)-bél, (15)-bdl és (16)-bol a D, (H), L(H) és D(H) soroza-
tokra is kovetkezik az allitas.

A 4. Tétel bizonyitisa: A (2), (9) és B, definicija alapjan
minden n >2-re
Py = APy (). Py (), By () =
=P, =B(P_,(™),
tehat / = 1-re igazoltuk az allitast.
Ha valamely i(1<i<k)re és minden n>i+2 teljesiil a
(11), akkor
Py, () =B (Pyp (@), Py (), By (7))
és  B(Py(®).Pyy(®),. By () =P, (7) =
=f( Py (), Py (P), Py (D) =
=4, 11(") Li- (V)P, lk(v)_

=B/(P, ( - 2k(v) sk (V) nAl’,k(v))])n—l,k ),
igy a (10)-et is felhasznalva a (9) alapjan
P = [ (B 0, By 0),, By (9) =
=P (M. P ia(MF 1,(V)P (V)=
:Bi]( B x(),.., B, xk(v)) ( B ()., B, lk(v)) P (V)=
—Bm( P ()P, (V),.... P 11:("))
és ezzel a tételt igazoltuk.
Az 5. Tétel bizonyitasa: i=1re B (w,)=w-bol, i=2re
B, (w;,w,) = w,w,-bol adddik az allitas.
Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy valamely i(2 <i <k)-re
teljesiil a tétel, s ezt felhasznalva igazoljuk i+1-re is! A 4.
Tételbol adodo
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Pn,i+1 )=
:BI‘I(l)n—Z,k(V))"')})n—i,k(V)) ( Pow()s Bric Ik(v)) 1k (V)
egyenlGségbdl igy az indukcids feltétel miatt, minden
J( < j <i+1)re kivetkezik, hogy a P, (v) eldallitasaban a
B, ()

(5) +(5) = (457) -szer
fordul el6. Teljes indukcioval koénnyen belathatd, hogy
Fin(V)
eléallitisaban a legnagyobb indexii (P, , ,, (7)) sz6 pontosan
egyszer fordul el6, igy az

() =1=(63)

egyenloséget is felhasznalva, minden j(1<j<i+1)-re azt
kaptuk, hogy a (2,,., (v)) el6allitasdban a ( Jk(V)) pontosan
(@0-1)_szer fordul el, s ezzel az 4llitist igazoltuk.
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PHAM VAN CHUNG

EGY KLASSZIKUS PROBLEMA ALTALANOSITASA
II.

Abstract: (A generalization of a classical problem IL). In the
present paper we solve a generation of a classical problem.
The problem was dawn first up in the ”"Annales de Math.”
([8], p. 220.). Since that time this problem, i.e. the solution of
the congruence x*> = x (mod m"*), was investigated by several
authors, the first solution of it was given by M. Tédenant {8]
in 1814. Our purpose is to generalize this problem by solving
the congruence x" = ax* (mod m*), where n,a,s,;m and k are
given natural numbers. We give the number and the explicite
form of the solutions; and show some properties of them in
some special cases. For example, in the case (n-1,¢(m)) =1
we solve the congruence x” =x (modm*) and give some
properties of this.

1814-ben az »Annales de Math.” c. folydirat azt a problémat
vetette fel, hogy »Melyek azok a természetes szamok, ame-
lyeknek négyzete ugyanarra a k-jegyl szamra végzodik, mint
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az eredeti szam?”. Ezt M. Tédenant [8] oldotta meg és igazol-
ta, hogy két nem trividlis megoldasanak oOsszege 10* +1.
Azéta tobben foglalkoztak ilyen, illetve hasonlé problémaval
(lasd L. E. Dickson [4]). Ez a probléma az
x? =x (mod m*)

kongruencia pozitiv megoldasanak keresését jelenti. [10]-ben
foglalkoztunk egy altalanosabb problémaval, nevezetesen
megoldottuk az x* = ax (mod m*) kongruenciat; megadtuk a
megoldasok szamat és a megoldasok explicit alakjat, valamint
egy eljarast a kongruencia numerikus megoldasara.

A probléma még a kovetkezoképpen altalanosithato:
»Melyek azok a természetes szamok az m-alapit szamrend-
szerben, amelyeknek az n-edik hatvanya ugyanarra a k-
jegyll szamra végzodik, mint az eredeti szam s-edik
hatvanyanak a-szorosa?”, azaz keressiik az

x" = ax® (mod 10)
kongruencia pozitiv egész megoldasait.

A kongruencia specialis eseteivel sokan foglalkoztak, kiilo-
nosen az m=10 esettel. Egy altalanos eredményt C. P.
Popovici [7] adott meg, mégpedig az x"=x (mod m")
kongruencia megoldésainak explicit alakjaval. Altalanos m
esetén az x"=x (modm*) Kongruenciaval P. Kiss [5]
foglalkozott. Megadta a kongruencia megoldasainak szamat
és a megoldasok explicit alakjat.

Tobben foglalkoztak a kongruenciank x” = x (mod n) spe-
cialis esetével a pszeudoprimszamokkal kapcsolatban. (Pél-
daul R. D. Carmichael [2], A. Korselt [6], M. R. Chapson [3]
és P. Bachmann [1].)

Ebben a II. cikkben explicit alakban megadjuk a
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x" = ax’ (mod m*)

kongruencia nem til nagy abszolit értéki megoldasait, vala-
mint a megoldasok szamat. Megmutatjuk, hogy az s=1 eset-
ben elegendd az n< p(m*) esetet, tovibba az a=1 és
(n-1,p(m))=1 egyiittes fennallasa esetén az n=2 esetet
megoldani. Ezutdn vizsgaljuk a megoldasokat altalaban.

Miel6tt ratériink az
)] x" = ax* (mod m)
kongruencia megoldasara, néhany specialis esettel foglalko-
zunk.

1. Tétel: Ha (a,m) =1 és n=ko(m) +r (¢ az Euler-fiiggvény)
és 0<r<e(m), akkor a kovetkez6 két kongruencia
ekvivalens

) x" =ax (mod m)

3 x" = ax (mod m).

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy az elsé kongruencia meg-
oldasai kielégitik a masodikat és viszont.

Legyen x, egy megoldasa a (2) kongruencianak, tovabba
(x,,m) = d. Ezek alapjan léteznek x, és m, egészek, melyekre
X, =dx;, m=dm, és (x,,m,) = 1. Ezeket (2)-be helyettesitve és
d-vel osztva

x'd"" = ax, (mod m,).
De (x,,m)=1 miatt mindkét oldalat x,-gyel osztva kapjuk,
hogy

(x,d)"" =a (mod m,).
Ez csak agy allhat fenn, ha (x,d,m,) = 1, mivel (a,m) = 1.
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Mivel (d,m,) =1 folytan ¢(m) = ¢(d)-p(m,), igy a bal oldal
tovabb alakithato, felhasznalva az Euler-Fermat tételt:

(x,d)"" = (x,d)O" (x,d)" = (x,d)""(mod m,).
Tehat a fenti kongruencia a kovetkezore redukalodik:
(x,dy" =a (mod m,).

Itt d-vel szorozva mindkét oldalt és a modulust is, majd x,-
gyel szorozva a két oldalt és , ill. m,d helyébe visszairva x,-t,

ill. m-et, az
Xy = ax, (mod m)

kongruenciat kapjuk, mivel igazoltuk a tételt az egyik irany-
ban.

Ha x, megoldasa a (3) kongruencianak, akkor az el6zoek-
hez hasonldan lathat6 be, hogy megoldasa a (2)-nek is.

Ezutan bebizonyitjuk a kovetkezo tételt, amely bizonyos
esetekben egyszertisitheti a szamitasokat.

2. Tétel: Ha (n - 1,¢(m)) = 1, akkor az

4) x"=x (mod m)
és az
(= x’=x (mod m)

kongruencia ekvivalens.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy x, megoldasa a (4) kongru-
encianak. Mivel (n—1,¢(m))=1, léteznek olyan v és u
természetes szamok, amelyekre
(6) v-(n-)=u-@(m)+1.

Mint az el6z6 tétel bizonyitasaban, ha (x,,m) = d és a felhasz
nalt jeloléseket tartva (4) atalakithat
™ (x,d)"'=1 (mod m,)
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alakra, ahol (x,d)™" =1 (mod m,)
(6)-ot a (7)-be helyettesitve

1= (x,d)*? = (x,d)""™" = [(x,d)*"|"-x,d = x,d (mod m),
mert (x,d,m,)=1 miatt g(m)= p(md)= ¢(d)-¢(m,), amibol
(x,d)”™ =1 (mod m,). Tehat xd=1 (mod m,). Ezt d-vel
végigszorozva, azutan mind a két oldalt x,-gyel szorozva és
x,d helyére x -t visszairva x? = x, (mod m) adodik, amivel a
tétel elso részét bebizonyitottuk.

Viszont, ha x, megoldasa az (5)-nek, akkor ez kielégiti a
(4)-etis. Ugyanis x. = x, (mod m) miatt n>2 esetén

2

n __ n-2 B2 Y B B -
Xg =Xy X, =X, X, =%, =--=x, (mod m).

Megjegyzés:

1. Tetszbleges ara az (n—1,p(m)) =1 feltétel teljesiilése
esetén nem mindig ekvivalensek az x" =ax (mod m) és
x>=ax (mod m) kongruencidk. Példaul a=3, n=4 és
m=10 esetén x*=3x (mod 10) és x?>=3x (mod 10)nem
ekvivalensek. Hiszen x =8 (mod 10) megoldasa a masodik
kongruencianak, de nem elégiti ki az x*=3x (mod 10)
kongruenciat.

2. Ebbdl a tételbol kovetkezik, hogy az (n—1,p(m)) =1
esetén minden x? = x (mod m) kongruenciara vonatkozo té-
tel érvényesiil az x" =x (mod m) Kongruenciara is. Ezért
igaz példaul a kovetkezo:

3. Tétel: Ha (n — 1,p(m)) =1 és m= P4 ... P* akkor az
x"=x (mod m)
kongruencianak
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(i) osszes megoldasa u?® (mod m) alakd, ahol uv=m és
(uv)=1;

(i) 2° inkongruens megoldasa van;

(iii) az inkongruens megoldasok osszege 2°'-gyel
kongruens mod m.

Bizonyitas: A 2. Tétel miatt elegend6 csak az
x*> =x (mod m) kongruenciat megoldani. A tovabbiakban u
és v mindig olyan szamokat jelentsen, amelyekre u.v =m és
(u,v)=1.

(i) Konny( belatni, hogy x =u®” (mod uv) megoldasa az
x*> =x (mod m) kongruencidnak. Még azt kell igazolni, hogy
minden megoldas »”* alakban irhatd (mod m). Valéban ha
x, kielégiti az x*>=x (mod m) Kongruenciat, akkor
u = (x,,m) jeloléssel vannak y, és v egészek, amelyekre

x=uy, és m=u-v, ahol (y,,v)=1.
Ezeket az x*> = x (mod m) kongruenciaba behelyettesitve az
(y,)" = uy, (mod u-v)
kongruenciahoz jutunk, amibdl (y,,v) = 1 miatt
uy, =1 (mod v).
Innen (u,v) =1, tovabba y, = u*”" (mod v). Tehat
x,=u®™ (mod uv)
alaka, amit kivantunk.

(ii) A bizonyitas a [10]-ben 1évo 4. Tételhez hasonld,

(i) A tétel (i) allitasa alapjan m=wuv, (u,v) =1 felirassal, ha
x, =u” (mod m) egy megoldas, akkor x, =v** (mod m)
egy masik megoldas. Mivel (u,v) =1, igy

w1 v*® =1 (mod u.v).
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(ii) miatt 2°! ilyen megoldaspar van, ezért a megoldasokra
21-1

> x,=>1=2"" (mod m).

Most ratériink az altalanos esetre.

Oldjuk meg a
€] x"=a-x’ (mod m); (a,m)=1
kongruenciat. Megmutatjuk, hogy elég csak az n>s esetre
szoritkozni. Ha ugyanis (a,m) =1, akkor (8) mindkét oldalat

#m-1_gvel beszorozva
a @(m)—-1

a
x" = a*.x* (mod m)
Innen (a,m) =1 miatt ¢ =1 (mod m). Ezért (8) alakja
x*=a’-x" (mod m), ahol a’=a?™"’

lesz, amelyet kivantunk. A megmaradt n=s esetén a meg-
oldas trivialis.

Tehat a tovdbbiakban legyen n>s és m= Pf.pA...p~
(P, =2). A (8) kongruencia ekvivalens a

x"=ax’ (mod 2%)

x"=ax* (mod P") i=12,...r
kongruencia-rendszerrel.
Az
) x"=ax’ (mod P%) i=12,...r
kongruenciabdl
10) X*(x"*—a)=0 (mod P%).

De (x*,x"* —a)=(x*,a) és (m,a)=1 miatt x* és x"° —a ko-
ziil pontosan csak az egyik oszthato P-vel. Ezek alapjan (10)-
bol

(11) x*=0 (mod P%)
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vagy
1z x"*=a (mod P").

a) Tekintsiik a (11) kongruenciat! Nyilvan, hogy en-
nek megoldasa

X= R,""-t (mod R""), ahol v, =|:

k. +s~1
-
ést=12,. p",i=01---r.
b) Ezuan (12) kiovetkezoképpen oldhaté meg. Ha &, <2, ill
P, >2, akkor az x"* =a (mod p}') kongruencia primitiv gyo-
kok segitségével visszavezethet6k (n-s)y, =5, (mod @(P*))
alak(l kongruenciara, ahol y, és b sorrendben indexei az x-
nek és a-nak. Ezek alapjan a megoldasok szama
b {d =((n-9),p(B")), ha dip,
' o, kiilonben.
k,>3 esetén legyen c=2 és c¢,=2%7. Ekkor az
x"*=a (mod 2*) Kkongruencidhoz létezik » és b,, hogy
a=(-1)"-5* (mod 2*), tovabba létezik y és y,, hogy
{(n—s)ysb (mod ¢)
(n-s)y,=b, (mod ¢,)
x=(-1)"-5" (mod 2*) (lasd [9]). Ebben az esetben a
megoldasok szama
d-d,, ha d=(n-s,0)lb ésd,=(n-s,,)b,,
o~ {O, egyébként.
ha d = (n-s,¢)|b egyébként.
és d, = (n-s,¢))\b,,
Az eloz6 jeloléseket hasznalva kapjuk a kovetkezo tételt:
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4. Tétel: Az
x"=a-x* (mod 2% P%... P%) (a,m)=1
kongruencia inkongruens megoldasainak szama
M =(Dy+ B D+ B D, + PE),
Nézziikk meg ezutan a (8) kongruencia altalanos meg-
oldasat! s
Elészor bizonyitas nélkiil kozliink két segédtételt, amelyek
Kiss Pétertol [5] szarmaznak.

1. Segédtétel. Tetszbleges m>1 és k természetes szamok
esetén
o(m*)>k.
2. Segédtétel. lLegyen M =g,-g9,---q,, ahol g >1 és

4,9, -q, paronként relativ primek, tovabba Q, = M Ekkor

307 =1 (mod M*).

j=1
Ezutdir az x"=ax’ (modm*), (a,m)=1 Kongruencia igy
oldhat6 meg: Legyen G, megolddsa az x" =ax’ (mod P*)
kongruencianak (i=0,1,...,r), ahol m*=P>-PB"...P" A
h=(t,,t,,...1,) (@zaz 1,t,,..,t legnagyobb kozis osztdja)
jeloléssel 1, =h.r;, tovibbd M =2%-Pi...P% | igy M"=m".
Vezessiik bea 7, = _A{Ij, j=0,1,...,r jelolést. A fentiek alapjan

A

el et )

. AR )
1 X = ()~/' / (I’HOd 1)11'.1" .

De az 1. Segédtétel miatt
o) =gl (£)' |2 b, amibist 71777
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fgy M7 Py 7%) Tehat
ZV(E")xEG'];AP:‘) (moth)

Ezeket 0-t01 r -ig dsszegezve kapjuk
(Z 7;”’(”'")) x=YG; 7;“’(”"") (mod M").
i=1 i=0

De a 2. segédtétel miatt x egyiitthatoja 1-gyel kongruens
(mod M"). Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd tételt:
5. Tétel. Az

x"=ax* (modm")
kongruencianak dsszes megoldasa

xziG,.-Qf’(ﬂ“) (mod m*),

ahol m* = P%.Ph... P%, G, megoldasa az x" =a-x* {mod P"),
-/ ’ M r >
i=0,1,....,r Kongruencidnak és O =—, M=]]P" a
P,’ =0

t=t/(1,1t,..,1,) jelolés mellett.
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JAMES P. JONES and PETER KISS

PROPERTIES OF THE LEAST COMMON
MULTIPLE FUNCTION"

ABSTRACT: In this paper we show some properties of the
function L(x), the least common multiple of the natural
numbers not greater than an integer x, and the function

O(x) = x!/ L(x).

The subject of this paper is to show the number-theoretic
properties of the function L(x)=LCM][],2,...,x], the least
common multiple of the numbers < x. This function has a
connection with the function I'l(x), the number of primes < x
and it is related to the two Chebyshev functions
w(x) = In(L(x)) and &x) for which

&x)= D In(p) and p(x)=&x)+&x")+&x")+...

Pz x

* Research was supported by the Hungarian National Foundation (Grant
No. 1641) for Scientific Research and the National Scienfitic and
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L. The properties of the function L(x)
For any positive integer x, L(x) can be written in the form

) Lx)=[]r"

P x

Where £, is defined for primes p by

pk, <x< plcp+l
and so for any prime p < x we have
In(x)
k= —=|.
@ ’ [hl(p)}
where [ ] is the integer part function. From (1) and (2)
® In( L(x)) = Z[:“E"i] n(p)

follows, which was shown also in [6].
In the followings we prove some other properties of L(x).

LEMMA 1.1.

_In{L(x))
lim =1.
o Gx)
PROOF. By (3), using that k,=1for p’s with vx <p<x,we
get ..
W(L(x)) =3 k, In(p)+ Y In(p)=
p<ix JVx<psx
= ln(p""l) +&(x).
psix
But
In(pk"“l) < In(x)= ln(x)-H(\/;)
pS\/; pS\/;
and
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In(x) T1(Vx)
&(x)
from which the lemma follows.
LEMMA 12. 0<TI(x)In(x)-In(L(x)) < 8(x)
PROOF. From the inequality r -/ <[r]< r, using (3), we
obtain

—>0 as x> w

M) In(x)-&x) < (L)< TI(x)In(x)
and so the lemma is proved.
LEMMA 13. &x)< In(L(x)) < TI(x)In(x).
PROOF. p < x implies 1<In(x)/In(p). Hence from (3) we
obtain
‘“(")]ln(m = In(L(x)).
In(p)

The other inequality is part of Lemma 1.2.
We will need also the following result

&x) =2 In(p) < Z‘:

P<x psx

LEMMA 14. TR )
o [n(x)[1(x)

PROOF. We can deduce this from &x) =~ x plus the Prime

Number Theorem (cf. e. g. in [2]). Or one can prove it from

inequalities
X

1 3
© X(I_E&S)< e 110 < m(x)(l+ 2ln<x))

for 41< x, which can be found in [5], since by Lemma 1.3 we

have
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(i) (i)
I—— xfl-—--
1 In(x)) In(x) &x)

1- <= = < < 1
Jin(x) (1+ 3 ) ‘x.(1+ 3 ) In(x)-I(x) =
2In(x) 2In(x)
The function [I(x) can be approximated through the

function L(x). We will show that [T(x) is asymptotic to
In(L(x))/In(x)

COROLLARY 1.5.
In(L(x))
im————=1.
5 In () T1(x)
PROOF. From Lemmas 1.3 and 1.4, we have for x > 41,
1 - & x) < ln(L(x)) <1

e SmeoN® e Tm

Now we can show that y(x) = In(L(x)) is asymptotic to x.

COROLLARY 1.6.
. In(L(x))
lim

X—»0 x
PROOF. Using Lemma 1.3 and the inequalities (5) we get
e (L) _Tm)ne) _ |
In(x) x X x 2In(x)

This actually shows that In(Z(x)) = x + o(l : )) which
n{x

=1

implies the following two corollaries.

COROLLARY 1.7. For all £> 0 and all sufficiently large x,
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(e—&)" <L(x)<(e+¢&).

COROLLARY 1.8. (see also in [6])
1

lim L(x)* =e.

X -—»00

LEMMA 1.9. fim D _

x-o x In(x)
PROOF. We use the following inequality, a form of Stirling’s
Theorem:

1.

x-In(x)-x +%—1n(x) +1n_(22£1 <In(xN) <xIn(x)- x+%1n(x)+l.
Hence 1- : < In(x1) <1, and so -I—M: +0(————-).
In(x) xIn(x) xIn(x) In(x)
In(x!)

THEOREM 1. lim ————————=1.
x> In(L(x))In(x)

PROOF. From Corollary 1.6. Lemma 1.9. we have

In(x!) fim In(x!)

. In(x!) o Xxin(x) _ xoexin(x) 1
o (L)) (o) o, n(ZGx) | W) 1
x I

Using Stirling’s Formula again and Corollary 1.6 we may
obtain 7 as a limit. Some other similar result for 7 was
obtained in [3] and [4].
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THEOREM 2.

x!l e2x
6 i -
©) rom 2 In(L(x)) x>

PFOOF. After we multiply the left side of (6) by 2 and take
the log we obtain
2Inx!4+2x-2xInx—Inln L(x) =
=2InxM+2x-2xIn(x) —In(x) = (Inln L(x) - In x).
The term In(In(L(x))) —In(x) —> 0, as x — o, by Corollary 1.6.
One of the formulations of Stirling’s Formula (cf. e. g. Artin
[1]) says that there exists a &, such that
In(x!)+x—x-In(x) —%ln(x) = —;—-ln(27r) +—12% (0<8<1).

Multiply this by 2 and take the limit as x — oo, the theorem
follows.

IL Quotient after x! is divided by L(x).

We derive some induction results about the quotient x!/ Z(x),
which is here denoted by Q(x).

L) (x+1)
(L(x),x+1)
PROOF. Since L(x+1)=[L(x),x+1]

LEMMA 2.1. L(x+1) =

LEMMA 22. L(x +1) divides L(x)-(x+1).
PROOF. By Lemima 2.1.
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LEMMA 23. L(x) divides x!.
PROOF. Induction on x, using Lemm 2.2. from
L(x+D|L(x)(x+1) and L(x)|x!, L(x+1)|x!(x +1). follows.

DEFINITION 24. O(x) = L’(‘i).

LEMMA 2.5. O(x) is an integer and Q(x)|x!.

PFOOF. By Lemma 2.3.

LEMMA 2.6. O(x +1) =(0(x)-(x + 1), x!).

FROOF. From Lemma 2.1. using Q(x + 1) = Q(x).{L(x),x+1).

LEMMA 2.7. p is a prime if and only if L(p)=p-L(p-1).
LEMMA 2.8. p is a prime if and only if O(p) =Q0(p-1).
DEFINITION 2.9. K (x) = —2&)_

Q(x-1
LEMMA 2.10. K(x) is an integer, K(x) = (L(x-1),x) and
K(x)|x.
FROOF. Use Lemma 2.6.
LEMMA 2.11. p is prime iff K(p)=1.
LEMMA 1.12. p is composite iff 1 < K(p).
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HOFFMAN MIKLOS

ERINTOKKEL MEGADOTT PONTSOROZAT
INTERPOLACIOJA HARMADFOKU SPLINE
GORBEKKEL

ABSTRACT: (Interpolation of points and tangents by rational
B-spilne) In this paper we provide a mentod to give a curve
which goes pass to some given ponts and the tangents of the
curve in these points are also given. The tool what we use is
the rational B-spilne which is a well-known approximation
method but also applicable to interpolate.

The main idea of the interpolation is that the given points
will be the starting points of the segments of the future curve
and the given tangents will be the tangents of it. These
conditions yield a set of equations for the rational B-spline
control points and its weights. To solve these equations we
can compute the appropriate curve.

L. Bevezetés

Jelen dolgozatban egy olyan eljarast mutatunk be, amely
segitségével tetszlleges szamu elére megadott ponton ke-
resztiil egy gorbét fektetiink oly modon, hogy a pontokban a
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gorbe érintdje szintén el6re megadott. Tessziik ezt harmad-
fok( racionalis B-spline gorbe segitségével, ami azzal az
elonnyel jar, hogy a Kkpott gorbe konnyen illesztheté mas
spline géorbedarabokhogz, illetve lehetové teszi az approxima-
cio és az interpolacio 6tvozését. A programok IBM-PC gépe-
ken Turbo Pascal 5.0 nyelven irodtak, a rajzok Hewlett-
Packard plotteren késziiltek.

IL. A racionalis B-spline

A B-spline, és ennek tovabbfejlesztéseként a racionalis B-
spline a gorbe- és a feliiletmodellezés legkedveltebb eszkoze.
(Itt, és ezek utan a spline gorbén mindig harmadfoka spline-t
értiink.) Olyan elonyos tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a
lokalis valtoztathatdsag vagy a C2-folytonossag.

A B-spline tulajdonképpen approximacios feladatokra lett
kitalalva, de alkalmas interpolaciora is. A racionalis valtozat
annyiban kiilonbozik az eredetitdl, hogy itt az approximalan-
do pontokhoz még sulyokat is rendelhetiink, ami befolyasol-
ja, hogy a gorbe mennyire veszi figyelembe, mennyire kéze-
liti az adott pontot.

Vizsgaljuk eldszor a racionalis B-spline-t mint approximalo
gorbét. Ha adottak a V,1=1,....,n pontok (in. kontroll pon-
tok) és a w,,i =1,...,n sllyok, akkor az 6ket approximalé har-
madrend racionalis B-spline gorbe definicidja:

Q ( _ f:-lV;+rw;’+rbr(u)
1 u) - Z 2:—|wi+rbr(u)

ahol a b, fliggvények az tigynevezett bazis fliggvények, har-
madfokd polinomok:

u €[0,1]
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1-3u+3u* —-u’
b—](u): 6

4-6u* +3u’
bo(”)z—é“

1+ 3u+3u* - 3u°
6

3

b, (u) = 1"16‘

Vegyiik észre, hogy a girbe szegmensekbdl tevodik ossze,
minden szegmensen beliil a paraméter befutja a [0,1] inter-
vallumot. Ezen alapszin az interpolacié alapétlete.

b(u) =

I1I. Az interpolacié

Ha ugyanis adottak a P,i=1,...,m interpolalandé pontok,
akkor a feladatunk olyan kontroll pontokat nyerni ezekbol,
melyekre megrajzolva a gorbét, az atmegy a P pontokon. E
célbol tegyiik fel, hogy a P pontok a majdani gorbe szeg-
menseinek kezd6pontjai. Ez a feltétel a kovetkezé egyenlet-
rendszerrel irhato le:

QO)=P~F i=1..,m-1
0,()=1F,.

Az utolso egyenlet azt fejezi ki, hogy az utolsdé pont az
utols6 szegmens végpontja legyen, hiszen onnan mar nem
indul ki ) szegmens.

Azonban ha ezt az egyenletrendszert jobban megvizsgal-
juk, lathatjuk, hogy az m egyenletben 2(m+2) ismeretlen
van, a ¥, pontok és a w, siilyok. Igy tovabbi meghatarozo
egyenletekre van sziikségiink, amiket az eldre adott
t,i=1,..,m érintok szolgaltatnak, ezek ugyanis a szegmen-
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sek kezddpontjaiban a gorbe derivaltjaval kell, hogy meg-
egyezzenek:
0.(0)=t, i=1,.m-1
0,(H)=1,.

Az Gjabb probléma az, hogy ezek az egyenletek a ¥, kont-
roll pontokra és a w, stilyokra mint ismeretlenekre nézve ma-
sodfoku egyenletrendszert adnak, amit csak nagyon nehezen,
és hossza id6 alatt oldhatnank meg. Ezt athidalandé minden
két P, P, pont kizé egy approximalé kontroll pontot elére
megadunk, egységnyi sillyal. Ezt altaliban a két érintd,
(7,,1,,,) egyeneseinek metszéspontjaként vehetjiik fel, de ha
ez til messze Keriilne a gorbétél, azaz kis széget zarna be a
két egyenes, akkor egyszeriien a két pont, P, P, felezési
pontjanak vessziik. Azért nem tal lényeges e pont pontos
felvétele, mert késobb ezeket tetszés serint megvaltoztathat-
juk, az interpolacié elrontdsa nélkiil. Igy a tényleges egyenle-
tek, amiket meg kell oldanunk, a kovetkezoképpen néznek
ki:

4

_wi-lVi-l + gini + _é“mem

=R

Wt W W
6
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_’(lwi-\Vi—l + lini +lwi+lV;+l)(_lwi—] +‘1'w;+1)
6 6 6 2 2

:[1
[1 4 1 )’

W toW W,

6 6 6

Ebben a két egyenletben a V, és a w, ismeretlenek, a tobbi
adat ismert, hiszen a V,_,V, adatok elére adottak.

i+l
Az egyiitthatok a b (u) és b, (u) fiiggvények u =0 helyen vett
helyettesitési értékeibdl jottek.

Ha mar most megkaptuk a keresett kontroll pontokat és a
hozzajuk tartozo sualyokat, akkor az elére definialtakkal
egylitt megrajzolhatjuk veliik a kivant gorbét. A mellékelt ab-
rakon két gorbe ugyanazokat a pontokat interpolalja, mas-
mas érintokkel.

w w

i-12 "+l

IV. Tovabbi lehetoségek

A most ismertetett eljarasnak legfobb elonye a ’kompatibi-
litas’, azaz mivel a végén egy kozonséges spline gorbét ka-
punk, ezt illeszthetjiik mas gorberészekhez, fliggetleniil attol,
hogy ezt milyen szamitas végeredményeként kaptuk. igy le-
hetoség van példaul az approximacié és az interpolacié 6tvo-
zésére is gy, hogy a végso gorbe elére megadott pontokat
approximal, mig masokat adott érintével interpolal.
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A. GRYTCZUK and J. KACIERZYNSKI

ON FACTORIZATION IN REAL QUADRATIC
NUMBER FIELDS

ABSTRACT: This paper investigates unigeness of
factorization in quadratic number fields. It is proved by
elementary method, that under certain conditions, the ring
R, of a field KX is the ring with nonuique factorization.

1. Introduction. Using class-field theory C. S. Herz [1] proved
the following result:

Let K=0(vd) be given quadratic number field with the

discriminant D which has ¢ distinct prime divisors. Then the
class group H(K) of K hast -1 even invariants, except the
case when K is real and at least one prime p=3(mod 4) is
ramified, in this case H(K) has 7 -2 even invariants.

From this result we can deduce that if A= H(K) =1 where
K:Q(\/E) and d > 0 then

(1.1) d=p,2q
or gr where p is prime and g =r =3(mod 4) are primes.
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In this paper we prove by simple elementary method without
using class-field theory the following.

Theorem. Let Z, denote the set of all square-free integers
and L, ={d:d = p,2qor qr,q =r =3(mod 4)}
and let K =0(Vd), d>0and d e Z,\ L.

Then the ring R, of K is the ring with nonuniqueness of
factorization. ‘

It is easy to see that from our Theorem follows also the
corollary which follows from Herz’s result.

Let Z denote the set of all squarefree positive integers and
21) L,={d=p,2q or qr,q'=r'=3(mod 4),pq,r are
primes}

Then we can prove the following
Lemma 1. For every d €Z \ L, there exist the odd primes
p.q,q9* such that

(2.2) pld, qld (may be p=gq)
and

e (8 (S

Proof. Since deZ \L, thus it suffice to consider the
following four cases:
I d=2p, p=1(mod4) is a prime.




2 d=2%pp,...p,, p=1(mod4); a=0orl,

p and p, are odd distinct primes.
3 d=2pp,..p,, k=2, p=3(mod4) fori=12.. k.
4 d=pp,...p,, k23, p=3(mod4)fori=12,... k.

Consider the case 1'. Let r denote the quadratic nonresidue
for prime p =1(mod4). Hence (L) = -1 Suppose that m, is a
P

positive integer such that
(24) pm,+r=5(modB).

We note that m, satisfying (2.4.) exist since the number
pj+r for j=12 ... 8 gives distinct residues modulo 8. Let

(2.5 r =p@m+m)+r=8pm+(pm,+r),m=12, ...

From (2.4) it follows that (8p, pm, +r)=1.

Therefore by Dirichlet’s theorem we obtain from (2.5) that
for some m

(2.6) q' =r, where ¢’ is a prime number.

On the other hand by (2.4) it follows that pm, +r =8k +5 thus
by (2.5) and (2.6) we obtain

2.7 q =8t+s.
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Since r, =q" = p(8m+m,)+r thus by well-known property of
Legendre’s symbol we have

e (36

By reciprocity law of Gauss in our case ¢’ =5(mod8),
p=4k+1 we get

2.9) (”,):-1 and (i):-]
q q

Thus by (2.9) we have

oo (2)-(2H()(2)
q q q q

By (2.8) and property of Legendre’s symbol we have

-q \_(-1\[q =(q

— = — |} — :(_.1)2.___ =1

P P P P
and the case 1° is proved.
For the proof of case 2° suppose that »,s are the residues for
p and p, and r,r,...,r, are non residues for modulo
P25 P> P Since (p:pi):(pi’pj):l for i#j thus by

Chinese remainder theorem we obtain, that there exists
positive integer # such that

(2.11) u=r (mod p), u=s(mod p,), u=r,(mod p,); i =2,.. k.
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Let m, denote the positive integer such that
(212) pp,...p,m,+u=(mod83).

It is easy to see that such m, exist, because the number
pp,...p,J +u gives distinct residues (mod 8). Let

213) r,=pp,...p,B8m+m,))+u=8pp,...p.m+(pp,... p,m, +u)
m=12.... Since (@pp,...p,,pp,...p,m,+u)=1 then by
Dirichlet’s Theorem we have for some m

214) ¢ =r, where ¢’ is a prime number.

It is easy to see that by (2.12) it follows that g=1(mod 8).
Therefore similarly as in the case 1” we obtain

e (GG G-

and
(2.16) (9—):(1)=[i)=1 fori=23,. k.
pi pt' pi

From (2.15), (2.16) and reciprocity law of Gauss we get

(@):(”1):—1, (&,‘):1 fori=2,3,. k
) \q q

and therefore we have (—i—) 1, (fl——) =-1 and (—q J: ~1.
p P

q
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Consider the case 3°. Let (-r‘—)zﬂ and (f’—):—l for
P bi

i=273,..,k. Since (p,p,)=1 for i=j thus by Chinese
remainder theorem we obtain that there exists a positive
integer u such that u=r (mod p,), fori=1,2,.. k.
Similarly as in the case 2°, let m, denote the number
statisfying p,... p,m, +u =3 (mod 8) and let

v, =8p,..pm+(p,..pm,+u).
Thus we obtain for some m, g=r, and q" = 3 (mod8).
Therefore we obtain

@.17) [q_Jz[l)z(ile and (q_):(_u_):(r_f):_l

b P P b P b
for i =2,3,....k. By (2.17) and reciprocity law of Gauss it
follows that (ﬁl)z—l, (L]:l for i=23,...,k and

q q
3
q

Therefore we obtain (i‘):l, (1)=—1 , (q—):—l, and
q P P>

the case 3’ is proved.
For the proof the case 4 we suppose that

[f_lHi):l and (L)z_l for i=3,4,...k.
pl p2 px

Since (p,p,)=1 for i#j thus by Chinese remainder
theorem we obtain that there exists a positive integer u such
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that u=r, (modp,), for i=12,... k. Let m, denote the
number such that

PD,...Dm, +u=3(mod4)
and

r,=4p,..pm+(p,..pm,+u),

m=12,... then we have

(4p,...pe, Py Py +u) =1
and for some m,

r =g =3(mod4).

Since p, =3 (mod4) for i =1,2,..., k thus we have

q' (u) (n)_ 1 fori=1,2,
D, - )2 a j2 -1 fori=3,4,...
By Gauss theorem we get

p) [-1 fori=12,
g') |1 fori=34,.. .k
)
Therefore | —,

q Ps b

and proof the case 4° and our Lemma is finished.

i

Lemmma 2. Let R, denote the ring of all integers of
K:Q(JE), d>0. If R, is the ring with uniqueness of

factorization then the Diophantine equation

(2.18) x*-ay* =+4°p
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has a solution in positive integers x, y for every prime p such
that (1) = +1, where
P
[0 ifd=2,3(mod4)
"1 ifd=1(mod4)

Proof. From the assumption that [1)2 +1 it follows that
P

there exists a positive integer x such that x* = d(mod p).
From this follows that

2.19) p|x*-d :(x— \/C?)(X‘F\/Zi—)

Suppose that the number p is an irreducible element of R,.
Since the ring R, is the ring with uniqueness factorization we
get that the number p is also prime number in R,.

The by (2.19) it follows that

(2.20) plx—d or plx+d

x-d

p

it is impossible, because the elements and are no

elements of R,.
Therefore we obtain

@21 p :(x, +y,\/3).[x2 +)’2\/€7)

2° 2
where
(0 d=23(mod4)
2.22 =
(222) a {1 d =1(mod 4)

and the elements are noninvertible.

X +y1‘/g and X, +y2‘/3
2“ 27
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Hence by (2.21) we have

(2.23) p*= N(M)N(fﬂyﬂ/})

2(1 2(1
From (2.23) it follows that the equation
| —dy?|= 47 p

has a solution in integers, x,y and proof of Lemma 2 is
complete.

Result.
We can prove the following

Theorem. Let K=Q(«/Z?), d>0,deZ\L, Then the ring R,

of K is the ring with nonuniqueness of factorization.

Proof. Suppose that for some 0<d €Z \ L, the ring R, is the
ring with uniqueness of factorization. By Lemma 1 it follows
that there are odd primes p,q,q" such that p|d, g|d and

0 B B

q 4 P
From (3.1) and Lemma 2 it follows that the equation
(3.2) |x*-d’|=4%"
has a solution in integers x,y. From (3.2) we have
33) x*-a’=4%" or x*—dy* =-4°q".
From (3.3) it follows that for p|d and g|d we have

(3.4.) (40(]‘):1 or (-4aq*):l.
P q

But on the other hand from (3.1) we obtain
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(g o (S
p p q q

so contrary to (3.4). The proof is complete.

From our Theorem we get the following

Corollary. Let K:Q(«/E), d>0.If R, of K is the ring with

uniquenes of factorization then
del,={dd=p,2q or qr, g=r=3(mod4), p,q,r are
primes}.

REFERENCES

1] C. S. Herz, Construction of class fields in: Seminar on
Complex Multiplication Lectures Notes in Math.
Springer-Verlag 21, 1966.

Institute of Mathematics ;
Departament of Algebra and Number Theory
Pedagogical University of Zielona Gora
Zielona Gora, Poland o

90



ALEKSANDER GRELAK
ON THE EQUATION (x> -1D()* -1) =7

ABSTRACT: In this paper we get an explicit form of the
formulae for all solutions in integers x, y,z of the Diophantine
equation

) (x* =D’ -1 =2

The equation (1) has been consider by K. Szymiczek [2] for
the case when x=a>1 is a fixed integer. He proved that in
this case the equation (1) has infinitely many solutions in
integers x, y for every fixed integer a > 1.

Let T (u) = cos(n arccos u) be well-known Tchebyshev poly-
nomial. In 1980 R. L. Graham [1] proved that all solutions of
the equation (1) in integers x,y,z are given by the following
formulae:

@ x=T). y=T.w, =

nvm

) -T,_, ).

We note that the formulae (2) are effective but not easy to
practical determination of the solutions of (1).
In this paper we prove the following theorem:
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Theorem:

Let < 4,, B, > denote the least positive solution of the Pell’s
equation A4’ — DB? =1. Then all solutions of the equation (1)
in the integers x,y,z are given by the formulae

rx =%[(Al +\/—l_)—B,)i +(A1 "‘"/—D_Bl)i:]
1y =%|:(A1 +‘/BBl)j +(A1 _‘[BBI)}]
2=3|(4+vD8) -(4-D8) [ (4,+ VD) ~(4-D5 |

where i/, j are arbitrary positive integers.
In the proof of our Theorem we use of the following Lemma.
Lemma.

Let < 4,, B, > denote the least positive solution of the Pell’s
equation A*> - DB? =1 and let < 4,, B, >denote i-th solution of
this equation.

If the equation (1) has a solution in integers x,y then there
exists a positive integer D such that for some i, we have
x= 4, and y= A, Moreover if for every squarefree D and

every i,j we take x=4, and y=A4, where <4,B > and
< 4,,B, > are the solutions of the equation 4> -~ DB* =1 then

the numbers x,y satisfy the equation (1) with uniquely
determined z.

Proof.

Suppose that integers x,y,z satisfy (1). Let
(x*-1,y*-1)=d = Du*, where D denotes the squarefree
kernel of d. Then we have
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?3) x*-1=dr, y’-1=ds; (r,5)=1
By (3) it follows that

@ -0 -D=ds.
From (1) and (4) we have r =r?, s=s’ and consequently

6G) x*-1=dr’=D@un)* , y*-1=ds’ =D(us)’
what proves first part of our Lemma.
Now, let < 4,,B, > and < 4, B, > denote arbitrary solutions of

1277
the equation 4* - DB* =1 with squarefree D. Then we have
A’ -1=DB’ and 4} -1=DB!.
Hence (47 - 1)( Al - l) = (DB,.BJ»)Z. Putting z=DBB,, x=4
and y = 4, we get second part of our Lemma and the proof is
complete.

Proof of the Theorem
By well-known formulae from the theory of Pell's equation
and our Lemma it follows that

x= -;-[(Al +VDB,) +(4 —\/531)']
y [(A, +vDB,) +(4, —\/I—)‘Bl)l]

®) :
"2

From (6) and (1) we obtain z = DB B, and
z= %[(Al + \/—EBl)i _(Al _EBl)i][(Ax + ‘/BBI )j —(Al - \/BBl )J]

and the proof of our Theorem is complete.
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Corollary.
Let a > 1 be an arbitrary fixed integer.
Then all solutions in integers y,z of the equation
(@-H(y*-n=7
are given by the formulae

v=3[(4,+vD8) +(4, -5 |
z= %bJB((Al +DB,) (4 "[BB‘)i)

where D is squarefree kernel of a®> - 1= Db* and < 4,,B, > is

the least positive integer solution of the Pell's equation
A* - DB* =1.
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KRYSTYNA GRYTCZUK

EFFECTIVE INTEGRABILITY OF THE
DIFFERENCTIAL EQUATION
R()y” + R(x)y" P +--+P,(x)y=0

ABSTRACT: In the paper [1] was proved that the functions

y=s,, u, i=12,...,n are the solutions of special form of

1

differenctial equation
D REY”+Bx)y" P+ +P,(x)y=0

This result is a generalization our recently result given in [2]
for the case n=2.

The purpose of this paper is to give a necessary and
sufficient condition for the function

(2) yo = Zso,k u:
k=1

to be a particular solution of (1) and also to give a necessary
and sufficient condition for the functions y, =s,, v for
k =12,... n to be the particular solutions of (1).

We note that Theorem B given in [1] follows easily from
our results.

We prove the follwing:
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Theorem 1. Let y, =y, (x), s,(x), u(x) and the
coefficients P,(x) of (1), where ;,/=0,1,....n, k=12,....n
satisfy the conditions:

" 5,00, u(x)eC”(), J=(x,x,)cR, 1eR,.
2 u, ()20, y,(x)#0, P(x)#0 forxel.
37 P(x)eC(J).

The necessary and sufficient condition for the function (2) to
be a particular solution of (1) is

@3) );,( > P (s, (X)Juj (x)=0

where

@ 85 (x) =s,‘_”,(x)+s,_lk(x)u—”‘m
' ’ T T (x)

k=12,...,n.

Theorem 2. Let the assumptions 1'—3" of the Theorem 1
be satisfied. The necessary and sufficient codition for the
functions

B Y=y =5, u(x), k=12,...,n
to be the particular solutions of (1) is
© LA, (=0, k=12,
where s, (x) are as in (4).

Proof of the Theorem 1.

96




For the proof of necessity we suppose that the function y,
given in (2) is a solution of (1). Then by (2) and 1'-2" we
obtain

@ Yo (kz_:l sO,ku: ) - ;;l(s;,k +A'S, e )uﬁ
= = uk
Letin (7)

. u,
8) S =Sop HAS,
uk

By (7) and (8) it follows that
(9) y; = gl Sk u:’

In similar way from (9) and our assumptions 1'—3" we
obtain

(10) f,l) = ;é Spe u},}

where

u
—_— k. —
A1) s, =5+, o Lk=12,....n
k

From (10) and (11) get
P+ B+t By = B i )

12) +p (1?3—1 sn_ly,{u,f )+- . +Pn(él so,ku,f) =0.

By (12) it follows that
n n ) ,l _
g}()‘g‘opj S"—j'k)uk =0

and the condition (3) is true.

For the proof of sufficiency we suppose that the condition
(3) holds. Then we have
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Po(x)(kf:=1 S,y ) + })l(x)(él Sl )+- s
)
+P”(x)( > so,ku,’:) = 0.
Letin (7) ]
@  Yo=yo(x) = Z 5 (x) 4 (%)

By (8) it follows that
©) Vo= kz::]sl,k‘“:
where
: u,
Sip = Sgu T A S, —.
u,
From (9) it follows that
A0) ¥ =3 speus 1=12,0m
where
: u,
Sip =Siax T A Sk —-.
k
Substituting (8) and (10) to (7) we obtain
Pyy” + By P+ 4Py, =0
so the function y, is a solution of (1) and the proof is
complete.

Proof of the Theorem 2.

For the proof of necessity suppose that the functions
Ay, =s,u, k=12,....n
are the paricular solutions of (1).
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From (11) by easy differentation we obtain
(12) yP=s,ul, 1=1,2,....n
where
A3) s, =8, +A 5, e Lk=12,...,n.
uk
From our assumption for fixed £ =1,2,...,n we have

(14) Py + By 4By, =0

Substituting to (14) the right hand side of (11) and (12) we
get

(5 PBs,,-ul+Ps

n—Lk

‘Ul +---+Ps,, -ul =0.
From (15) we have
(16) (PO St Bes, o+ Bsy, )u,"I =0.

Since by 2" we have u}(x)=0 then by (16) it follows that
By + Byt +F85,=0

and the condition (6) is proved.

For the proof of sufficiency suppose that the conditions (6)
are fulfilled. Then we have
a7 FRes,+B-s,,+..+PF-5,=0 fork=12,..,n.
Substituting to (17) the right hand side of the formulae (13)
we obtain

(18 I)O(Sr;—],k +AS, 0, u_k) +P (S;.-z,k +AS, u_k)"' -t

uk uk
+P,-s,, =0.
Now, we remark that

(19) (So,k u,f) =S

From (19) by simple induction on / we obtain

99



@0 (s, -u,f)m =54 fori=12,..,n.

By (20) and (17) we get

2y pO(So,k 'u:)(n) gt ])l(so.k '"lf)m ! AR
4P, (55, -1t = 0

because u, =0 on ]J.

We note that

22) y,=s,, Uy

and by (21) and (22) it follows that
Py + By P+ +Py, =0

and for £k =1,2,...,n.

The proof is complete.

Corollaries.

Corollary 1. Let K=R[P-s, | Jj=012,...n
k=12,..n denotes the ring of all polynomials of the
intederminates x,, = P,-s,_;, and let u',u},...,u, be linearly

independent over XK. Then if the function
@) yo =25, () Ul (x)

is a solution of (1) then the all functions
@24 y,=s,u for k=12,..,n

are also the particular solutions of (1).

Proof. From the assumption of the Corollary 1 and the
Theorem 1 it follows that

nf X ) ‘
O PR \M Y

A

By (25) and the assumption that u',.u} are linearly
independent over K we get
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(26) %P5, . =0

Thus we obtain that the condition (6) of the Theorem 2
satisfied. Therefore by the Theorem 2 our Corollory 1
follows.

Corollary 2. Let the function y, = élso_k-uf be a solution of (1)
and let 4 be the matrix of the form:

n n n
p! 2 P
Z S, Uy zSn-l,k U .. Z Sox Ui
k=1 k=1 k=1
A= Sn,l Sn~1,l SO,I
Sn,n Sn—-l,n tte SO,n

Moreover let D, . denote the minor of the matrix 4 which

we obtain by deleting the first row and ; column for

Jj=12,...,n+1.

Then in the differenctial equation (1) we can take
P.,=(-1)"'D ..

j=1

Proof. From the Theorem 1 we obtain
27) PO(}(Z; s",k-u,fj + E(é} 8,1k .u,f}t»- . -+Pn(k)’; Sok u}f) =0.
Since y, = é} Sox-Ur 20 on J thus by (27) we have
P,[é S, Uy )+---+Pﬂ_l(é Sox uf)
> .

@8) P,=-

n
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Put P_ = (—1)"-1D,J._1 for j=1,2,...,n.
Then it suffices to prove that
@9) £=(-1)'D,,.
For the proof of (29) note that from the form of the matrix 4
by Laplace’s theorem we have

(30) det 4 = Dx,o(’é Spk u:) + (—l)lDl,l(é Sn—l,k'u: )‘*" -t

+(—1)"D,‘,,(k§! Sox” u,f).

On the other hand it is easy to see that the first row of the
matrix A4 is a linear combination of the others and therefore

(31) det 4=0.

By (30) and (31) it follows that
DI,O (él S 'ulf )+' . +(“1)n—l Dl,n—l(kZ::l Stk ul':]
Yo

32 (-1)'D,,=-

Ln

From (32), (28) and the fact that

P, =(-1)"D,,, for j=12,..n
we obtain
(—1)nD1_n =F,

and the proof is complete.
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ROKA SANDOR

RAY-CHAUDHURI-WILSON TiPUSU EGYENLOT-
LENSEG HARMAS METSZETEK ESETEN

ABSTRACT: (On an inequality of type Ray-Chaudhuri-
Wilson in the case of triple intersections) Let L be a set of a
nonnegative integers and F a family of subsets of an n-
.element set X. Suppose that for any two distinct members
A,B € F we have |4~ Ble L. Assuming in addition that F is
uniform, i. e. each member of ¥ has the same cardinality, a
celebrated theorem of D. K. Ray-Chaudhuri and R. M. Wilson
[3] asserts that |F|< (7).
We prove a statement similar to the theorem. Let F be a
family of subsets of set X having n elements. If for each

AB,CeF A#B#C |AnBnC(|<t, then |Fls(%—)-('t’).We
{
give the construction of a set system for # =2, close at the

bound given in the theorem.

Ray-Chaudhuri-Wilson egyenlétlenség [3] Az n-elemf(
X halmaz k-elemi részeinek egy csaladja F, és
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L=(,r,,...,1,), ahol az r, szamok nemnegativ egészek. Ha
VA,BcF, A+ B esetén |An B|e L, akkor |F|< ().

Ennek egy valtozata a kovetkez6 tétel [5]:

Ha az n-elemd X halmaz A4 ,4,,.,4, részhalmazai
Sperner-rendszert alkotnak, és |4, n4,|<s, 1<i<j<m ese-
tén, akkor m< (7).

Mindkét allitasbol kovetkezik, hogy ha egy n-elemli X
halmaznak 4,,4,,...,4, olyan k-eleml részhalmazai, hogy
|4, nA,|<s,1<i<j<m,akkor m<(").

A dolgozatban ez utobbi allitasnak egy modositasat vizs-
galjuk.

TETEL: Ha egy n-elemii X halmaznak A,A,.. A, olyan 3-
elemd részei, hogy |4 "4, n4,|<1, 1<i<j<k<m, akkor
m<+n(n-1), s nagysagrendjében ez a becslés pontos.

Bizonyitas: Tekintsiik az X halmaz 2-elemii részhalmazait.
Egy ilyen halmaz a metszetfeltétel miatt legfeljebb két 4 -nek
része. Mivel egy 3-elemili halmaznak harom 2-eleml része
van, igy A-k 2-elemi részeit leszamolva az X halmaz 2-ele-
mi részeinek mindegyikét legfeljebb kétszer kapjuk meg, te-
hét 3m<2(7 ).

Lassuk be, hogy ha m=cxn®*, £>0, akkor az 4,,4,,..., 4,
halmazok még tovabbiakkal bovithet6k. Egy 4, halmaznak a
3-elemi részhalmazok koziil legfeliebb 3(n-3) db masikkal
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vett metszete 2-elemd, tehat ezekbdl legfeljebb az egyik sze-
repelhet az A4, 4,,..., A, rendszerben. Valamint az kell még
megfigyelni, hogy minden mas 3-elemii halmaz A4 -hez képes
#j0”, azaz egy »j0” A’ halmazra |4 ~ A"~ 4,|<1 teljesiil. fgy,
ha m+m*3(n- 3)<( ), akkor van olyan 3-elemf(i halmaz,

amely az 4, 4,,..., 4, halmazok mindegyikéhez »j0”, s igy ez-
zel bovithetjiik a rendszert. Ez az egyenlotlenség a fenti m ér-
ték esetén elegendden nagy n-re mar teljesiil.

Tehat valéban, nagysagrendjében pontos az m<in(n-1)
becslés. A kovetkezokben konstrualunk a tétel feltételeit kie-
légité halmazrendszert. Az els6 konstrukcioban m értéke
nagysagrendjében »n*?, mig a masodik konstrukcié kozel van

(n-1)°
4 ]
Erdos Paltdl szarmazik a kovetkezo probléma [1]: Adott »
pont a sikon (melyek kozott nincs harom kollinearis), és min-
den pontharmas koré kort irunk. Mennyi a maximalis szama
az egységsugarii koroknek? Jelolje ezt a maximumot f(n).

a megadott felsékorlathoz, ott m= [

Erdés igazolta, hogy 3—;’1 < f(n) <n(n-1). Elekes Gyorgy [2]
egy szellemes  konstrukciéval megmutatta, hogy
f(n)=cxn’? és megjegyz, hogy valdszinlileg nagysagrend-
jében ilyen a pontos korlat. Az n-pontbdl allo halmazt jelslje
X, s azon pontharmasokat, melyek koré irt korok sugara 1
egység: A, 4,,...,4,. Ezek — mint kénnyen lathato — kielé-
gitik a tétel feltételeit. Ezért mondhatjuk, hogy

f(n )< nin-1) . Sajnos a tétel és Erdds problémaja kozti kap-

csolatbol nem vonhatd le olyan kovetkeztetés, mely az egy-

107



ségkorok szamara vart c*n*? felsé becslést kétségbe vonna.
Elekes konstrukcidja lehetoséget nyujt a tételben megszabott
feltételeket kielégité halmazrendszer megadasara.

1. konstrukci6: Tekintsiik az l-elemid H =(q,,qa,,...,a,) halmaz
2-elemii részeit. Ezekbdl, mint elemekbdl alljon az X halmaz,
melynek A, A,,...,A részhalmazai {(a,,a,),(q, ), (a,,a,)}
alakaak. Ezekre teljesiil a tételben kiszabott metszetfeltétel.
|X|~—-({2 )=n, m:(é), tehat m < cxn*?.

Az 1988-as Kiirschik verseny [4] 2. feladata az altalunk
vizsgalt halmazrendszerhez hasonloval foglalkozik, az oftt
megadott konstrukcio az alabbi.

2. konstrukcié: Legyen X =(1,2,3,...,n), az A, 4,,..., 4, hal-
mazok az (a,b,a+b) alakii harmasok, ahol 1<a<bd és
a+b<n.

A tételhez hasonloéan bizonyithato: Ha egy n-elemi
halmaznak A4,,4,,...,4, olyan s-elemd részei, hogy

m

|4 ~A, " A4,|<t, akkor m< (—i—)*(? ), s nagysagrendjében ez
t
a becslés pontos.
Tovabbi vizsgalatok targya lehetne ilyen tulajdonsagu hal-
mazrendszer megadasa, s a bevezetoben emlitett Ray-

Chaudhuri-Wilson egyenldtlenséggel analég, harmas met-
szetekre vonatkozo allitas bizonyitasa.
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RECURRENCE SEQUENCES AND PSEUDOPRIMES

ABSTRACT: In this paper we will present a summary of the
most improtant results on recurrence sequences and
pseudoprimes which we have discovered Dbetween
1974—1988.

L RECURRENCE SEQUENCES

Let G=G(G,,G,,4,B)={G,}" , be a second order linear
recurrence defined by integer constans G,,G,,4,B and the
recurrence

(1.1) G,=AG, - BG,, (n>1),

where AB #20,D=A*>-4B =0 and |G,|+|G,|#0. Let y and &
be the roots of the characteristic polynomial x> — Ax + B =0.
The sequence G(G,,G,, 4, B) is called non-degenerate if y/&
is not a root of unity. If G, =0 and G, =1, then we denote the
sequence G(0,1,4,B) by R=R(A,B). The sequence R is
called Lucas sequence and R, is called a Lucas number. In
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the case where A=-B=1, the sequence R(1,-1) is the
Fibonacci sequence and we denote its terms by F,, F,, F;... .

D. H. Lehmer (Ann. Math. 31,1930,419—448) generalized
some results of Lucas on the divisibility properties of Lucas
numbers to the terms of the sequence U =U(L,M)={U,}"
which is defined by integer constants L, M,U, =0,U, =1 and
the recurrence
(1.2 U - J Ly, -MU,, for n# 0 (mod2)

\,,—~MU,_, dor n=0 (mod2),

where IM #0 and K=L-4M#0. The sequence U s
called a Lehmer sequence and U, is called a Lehmer
number. We also say that the sequence U(L,M) is non-
degenerate if o/ f is not root of unity, where o and g denote
the roots of z*~L"’z+ M =0. It should be observed that
Lucas numbers are also Lehmer numbers up to a possible
multiplication by an integer factor.

L.1. Generalized Lehmer sequences

In [18] we define a generalized Lehmer sequence as
follows:

Let H,,H,,L and M be integers with conditions LM #0,
K=L-4M #0 and |H|+/H,|#0. A generalized Lehmer
sequence is a sequence H,,H,,...H ,... of integer numbers
satisfying a relation
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LH,,-MH,_, for n# 0 (mod2)
13) H,= .
H, ,-MH, ,for n=0 (mod2)
We shall denote it by H=H(H,,H,,L,M)={H,} , and so
H(0,1, L, M) is the Lehmer sequence U (L, M).

It was shown in [18] that in the case when L= 4* and
M = B terms of sequence G defined in (1.1) are also terms of
sequence H giving in (1.3) up to possible multiplication by
an integer factor. Thus the sequences H are much more
general sequences than the sequences G. Some authors
have studied the lower and upper bound for the terms of the
sequence G which is given in (1.1) with integer constants
G,,G,,A and B. Let y and & be the roots of the equation
x’ -~ Ax +B=0 with condition |y|> |§. For example, K
Mahler (. Math. Sci 1,1966, 12—17) proved that if
D=A4>-4B <0 and ¢ is a positive constant, then there is an
effectively computable constant n, depending only on & such
that

(1-2)
G, 1> |y for  n>n,.

From a result of T. N. Shorey and C. L. Stewart (Math.
Scand. 52,1983 24—36) it follows that

|G,,|g 'yll—Cliogn
for n>C,, where C,, C, are positive numbers which are

effectively computable in terms of G,,G,,4 and B. For the
above constants P. Kiss (Math. Sem. Notes (Kobe Univ.)
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7,1979,145—152) gave the explicit values, proving that G, # 0
for n>n, where

n = max{zs"’(log{sm)”,4(1og|Goi+1og4|D;”2)/1og 2],
furthermore if D <0 and n > n,, then

c I
Lt < (G

where ¢=G, -G,y and
C, =2200% log|8 B|(1+loglog|8B))log|16B|(G,* + G.2).

2|¢|
|Dl]/2

|7

In [18] we extended the results mentioned above to
sequences H(H,,H,, L, M), giving necessary and sufficient
conditions for sequences H which have zero terms,
furthermore giving lower and upper bounds for the terms. By
using some results of M. Waldschmidt (Acta Arith. 37, 1979,
257—283) and C. L. Stewart (Transcendence Theory, New
York, 1977) on linear forms in logarithms of algebraic
numbers, we proved

Theorem 1.1. ([18], Theorem 2) Let H=H(H, H,,L, M)
be a generalized Lehmer sequence which is defined in (1.3).
Letd=(LM) and K=L-4M,

If IK>0, then H =0 for n > max (13 min
(15l +1L, | H,|+2)1.

IfLK <0, then H, # 0 for n > max (N,,N,), where

N, = min (2% log|4 M|,e*" |

and
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N, = mm[ 4
log2

4
logld[IOLT——IonglI]'
og?2

Theorem 1.2. ([18], Theorem 3) Let H=H(H, H, L, M)
be a generalized Lehmer sequence which is defined in (1.3)
with the condition LK <0.

Then for n>2" log{|4M|(H,f + le)}, we have
2|a|
IKI!/Z

|a|
2lLK|]/2

o n % JH|< o af,

where
C, = 2% log|4 Mlloglog|a Mllog{|am|( 2 + 1)},

a=H -L"HSp,
and a,f are roots of 2> —I'"* .z + M = 0.

We note that in the case LK > 0 Theorem 1.2 also holds.
L.2. Prime divisors of Lehmer sequences

Let R=R(A,B) be a Lucas sequence. Assume that
(A,B)=1 and the sequence is non-degenerate, that is if »
and & denote the roots of the characteristic polynomial
x’ - Ax +B =0, then y/§ is not a root of unity. It is known
that in this case

y ¢

(1.4) R, = -

for any n>0. In the special case (4;B=(3;2) the terms of
sequence R are R =2"-1. For this sequence P. Erdds
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(Istrael J. Math. 9, 1971, 43—48) proved that there are
positive constants ¢ and ¢’such that
> 1 <logloglogn+c¢
pI2"-1)
for distinct prime divisors and
> l<c'-loglogn
dy2"-1)
for the distinct positive divisors of the terms. Erdds note that
similar results hold for the divisors of the numbers Q" ~1 (Q
is a positive integer), but he asked that the constants ¢ and ¢’
in this case depend on Q or not. In [14] with P. Kiss we
extended these results for Lucas numbers, futhermore we
give their improvments by showing that the constants in the
inequalities do not depend on the sequence. For Lehmer
sequences we proved in [10] (Chapter 4, Theorem 4.1.) the
following

Theorem 1.3. ([10]) Let U=U(L,M) be the non-
degenerate Lehmer sequence defined in (1.2) . Then there
are positive absolute constants ¢ and c * which do not
depend on the sequence U, such that

Zl< logloglogn+c
U,
and

1 X
—<c*loglogn
2.
for any n> N,, where N, depends only on the sequence

U(L,M).
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A natural number m is called weakly composite if the
reciprocal sum of its distinct prime divisors is not greater
than 2, i.e.

1

> —<2.

pm P

Proving conjecture of I. Katai, J. Galambos (Proc. Amer.
Math. Soc. 29, 1986, 215—216) showed that for any
sufficiently large »n there is a weakly composite number
between n and n+logloglogn. In [10] (Chapter 4, Theorem
4.2) we proved

Theorem 1.4. ([10]) Let U = U(L, M) be a non-degenerate
Lehmer sequence. For any n>3 there is a Lehmer number
U, such that

Z 1 <C

U P
and n <m < n+loglogn, where C is a constant depending only
on L and M.

We note that this result is an extension of result of P, Kiss

and B. M. Phong [13] who proved a similar estimation for a
non-degenerate Lucas sequence.
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1.3. Some Diophantine equations concerning recurrence
sequences

A linear recurrence W = {W{,}':o of order k(>1) is defined
by integers 4,, 4,,..., 4,_, and by recursion

W, =AW,  +AW, ,+. . +4,_W,, (n 2 k),
where the initial values W,,W,,... . W, , are fixed not all zero
integers and A4, #0. Denote the distinct roots of
characteristic polynomial
f(x)=x" - A4x "~ -4, ,
by a,,q,,...,a,, where «, has multiplity m,. It is known that
for n>0
W,=filma"+f,(n)a,"+...+f(ma”,

where f,(n) is a polynomial of degree at most m -1,
furthermore the coefficients of f,(n) are algebraic numbers
from the field O(q,,...,a,). We say that the sequence Wis
non-degenerate if 7>1 and «,/ «; is not a root of unity for

t>j>i>1.

Let p,,p,,...,p, be primes and we denote by S the set of
integers which have only these primes as prime factors.

K. Gyory, P. Kiss and A. Schinzel (Collog. Math. 45, 1951,
75—80) showed that if W is a non-degenerate Lucas
sequence R, then

(1.5) W.eS
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holds only for finitely many sequences W and for finitely
many integers x. K. GyOry (Acta Arith. 40, 1982, 369—373)
improved this result giving explicit upper bound for x and for
the constants of Lucas sequences which satisfy (1.5).

The Diophantine equation
(1.6) W, =sy*

was also studied by several authors. T. N. Shorey and C. L.
Stewart (Math. Scand. 52, 1983, 24—36) proved that if y>1,
g >1 are integers and W is a non-degenerate recurrence of
order k for which m =1 and | |>|a,| (j=2,...,1), then (1.6)
implies the inequality ¢ <C,, where C, is an effectively
computable constant in the terms of s and the parameters of
sequence W. They showed that x and y are also bounded
for second order recurrences. A. Pethd (J. of Number Theory
15, 1982, 5—13) proved similar results for second order
recurrences supposing (4,,4,)=1 and seS. For recent
general results we refer to the monograph by T. N. Shorey
and R. Tijdeman (Exponential Diophantine Equations,
Cambridge University Press, 1986), further to the references
there.

The following problem remained open : if | |=...=]q,],
then the equation (1.6) has finite or infinite solutions?

Let R=R(A4,B) be a Lucas sequence defined by integers
A,B. For fixed integer k¥ >0 we put
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T.(k) =k, T.(k):=R,/R (@=12..).

As it is known, 7,(k) - s are integers. Let T(k) = {Z,(k)} * . L.
Somer (Fibonacci Quart. 22, 1984, 98—100) proved that the
sequence 7' (k) is a linear integeral recurrence of order %,
furthermore the order k is minimal. Indeed, by using (1.4)
we get

Lk =(r") +(r728) . +(87) = (@) +.. +(a, )",

where a, = "8 . f D= A*-4B <0, then |a,|=...=|e,|=| 7.
Consequently, the investigation of the Diophantine equation
T, =sy? has meaning. In [12] we proved with L. Joé that the
Diophantine equation
L(k)=s*

in integers seS, ¢>2 x, |y|>1 implies max(|s|,|y|,x,q) <C;,
where C; is an effectively computable constant depending
only on A4, B, k and S. By using the theorem of T. N. Shorey,
A. van der Poorten, R Tijdeman and A. Schinzel
(Transcendence Theory, New York, 1977) concerning the
Thue-Mahler equation and the theorem of C. L. Stewart
(Transcendence Theory, New York, 1977) on linear forms in
logarithms of algebraic numbers, in [10] (Theorem 3.1) we
improved the above result, namely we showed the following
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Theorem 1.5. ([10]) Let U =U(L, M) be a non-degenerate
Lehmer sequence with the condition (L,M)=1. Let k >1 be
an integer.

Then all solutions of the Diophantine equation

Ul U, =sy?
in integersse€S, y#0, g>2 satisly

max(x,|y],q,|sl) < Cs
for |y|>1 and

maX(x,|S',|L|,|Ml,k) < C’.’

for the case when |y|=1, kx > 6, (k;x) #(2;4),(2;5), where C,
and C, are effectively computable constants, C, depends only
L, M,k andS, C, depends only on S .

Theorem 1.6. ([10]) Let U =U(L,M) be a non-degenerate

Lehmer sequence. Then the equation
U |=1U, |

has non solutions in non-negative integers x,y with x#y
and max(x,y)> min(e**, 2 log|4 M)).

L.4. Lucas primitive roots

Let R=R(A4,B) be a Lucas sequence defined by integers
R, =0, R =1, A, B and the recursion
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R, ,=AR,-BR, _, forn>0.

The sequence R(1,-1) is the Fibonacci sequence F.

Let p be an odd prime with B# 0 (mod p) and let e>0
be an integer. The positive integer r = r( p"’) is called the rank
of apparition of p° in the sequence R if R =0 (mod p°) and
R_# 0 (mod p®) for 0<m<r, furthermore +=(p°) is called
the period of the sequence R modulo p° if it is the smallest
positive integer for which R =0 (modp°®) and
R, =1(mod p°). In the Fibonacci sequence, we denote the
rank of apparition of p° and period of F modulo p° by f(p°)

and /'(p®), respectively.
Let the number R be a primitive root (mod p°). If x=g
satisfies the congruence

a.7n f(x)=x*- Ax + B =0(mod p°),

then we say that R is a Lucas primitive root (mod p°) with
parameters A and B. This is the generalization of the
definition of Fibonacci primitive roots (FPR) modulo p that
was given by D. Shanks for the case 4=-B=1 (Fibonacci
Quart, 10. 1973, 163—168, 181).

The conditions for the existence of FPR (mod p) and their

properties were studied by several authors. For example, D.
Shanks proved that if there exists a FPR (mod p°) then p=5
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or p =+l (mod10); furthermore, if p #5 and there are FPR’s
(mod p) then the number of FPR’s is two or one, according to
whether p=1(mod4) or p=-1(mod4). D. Shanks and L.
Taylor (Fibonacci Quart. 11. 1973, 159—160) have shown
that if g is a FPR (mod p) then g-1 is a FPR (mod p). M. J.
Deleon (Fibonacci Quart 15, 1977, 353—355) proved that
there is a FPR (mod p) if and only if £'(p) = p—1. In [1] with
P. Kiss we studied the connection between the rank of
apparition of a prime p and the existence of FPR’s (mod p).
We proved that there is exactly one FPR (mod p) if and only
if f(p)=p-1or p=5; moreover, if p=1 (mod10) and there
exitst two FPR's (modp) or non FPR exists, then
f(p)<p-1. M. E. Mays (Fibonacci Quart, 20. 1982, 111)
showed that if booth p=60k—1 and ¢=30k-1 are primes
then there is a FPR (mod p).

In [16] we given some connections among the rank of
apparition of p° in the Lucas sequence R, the period of R
modulo p°, and Lucas primitive roots (mod p°); furthermore
we shown necessary and sufficient conditions for the
existence of Lucas primitive roots (mod p°).

Theorem 1.7. ([16]) Let R be Lucas sequence defined by
integers A#0 and B=-1, let p be an odd prime with
D=A*+4+# 0(mod p), and let e>0 be an integer. Then
there is a Lucas primitive root (mod p°) if and only if

u(p°) =D(p°)
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where ® denotes the Euler function. There is exactly one
Lucas primitive root (modp®) Iif «(p°)=®(p°) and
p=-1(mod4), and there are exactly two Lucas primitive
roots (mod p°) if «(p°)=DP(p°) and p=1(mod 4).

Theorem 1.8. ([16]) Let R be Lucas sequence defined by
integers A#0 and B=-1, let p be an odd prime with
D=A+4+# 0(mod p), and let e>0 be an integer. Then
there is exactly one Lucas primitive root (mod p°) if and only
if r(p)=®(p°) and p=1(mod4), and exactly two Lucas
primitive roots (mod p°) exist if and only if

r(p)=®(p°)/2 and p=1(mod8)
or
r(p?)=o(p)/4 and p=5(mod8).

From these theorems, some other results follow.

Collary 19. If R, p and e satisty the conditions of
Theorem 1.8 and r(p°®) = ®(p°), then g is a Lucas primitive
root (mod p°) if and only if x = g satisfies the congruence

Rx+R, _, =-1(mod p°),
where n=®(p°)/2.

Corollary 1.10. If R, p and e satisty the conditions of

Theorem 1.8 and g is a Lucas primitive root (mod p°), then
g-A is a primitive root (mod p°).
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We note that these results remain valid for Fibonacci
primitive roots. In this case the following problem also
remained open: Do there exist infinitely many primes p such
that

fp)=p-1?
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IL PSEUDOPRIMES

A problem, commonly attributed to the ancient Chinese,
was to ascertain whether a natural number » must be a
prime if it satisfies the congruence

2.1) 2" =2 (modn).

The question remained open until 1819, when Sarrus
showed that 2> =2 (mod 341), yet 341=11.31 is a composite
number. In particular, a crude converse of Fermat’s little
theorem is false. In 1904, M. Cipolla (Annali di Matematica 9,
1904, 139—160) proved that there are infinitely many
composite natural numbers » which satisfy the congruence
2.1).

Let ¢>1 be an integer. A composite natural » is called
pseudoprime to base ¢ > 1 if

2.2 ¢" =c(modn).

If a composite natural » with (n,c)=1 and satisfies the
congruence

2.3) " = (c/n) (modn),
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then » is called an Euler-pseudoprime to base c, where (c¢/n)
denotes the Jacobi symbol. We simply say »n is a
pseudoprime (or an Euler-pseudoprime) if it is one to base 2.

The properties of pseudoprimes and their generalizations
have been studied intensively, since they can be used for
primality tests. For results and problems concerning
pseudoprimes and their generalizations we refer to the works
by A. Rotkiewicz (Pseudoprime numbers and their
generalizations, Univ. of Novi Sad, 1972), E. Lieuwens
(Fermat pseudoprimes, Doctor thesis, Delft, 1971), C.
Pomerance, J. L. Selfridge and S. S. Wagstaff, Jr. (7The
pseudoprimes to 25.10°, Math. Comp. 35, 1980, 1003—1026),
further to the references there.

IL. 1. Lucas and Lehmer pseudoprimes

Let R=R(A,B) be a Lucas sequence defined by integers
R,=0, R =1, 4 and B. Let D= 4> -4B =0, and we assume
that the sequence R is non-degenerate. Let S=S(4,B) be
the sequence G(2,4,4,B), that is §,=2, § =4 and
S, =AS, -BS,, (n>0). For odd primes n with (n,D) =1, as
it is well-known, we have

24 R, o =0 (mod n),
(2.5) R =(D/n) (mod n),
(2.6) S =S5, (mod n)

and for odd prime » with (n,BD)=1
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@ {R(”_(D,n)),z =0 (modn) when (B/n)=1

’ Sen-ormyy2 =0 (modn) when (B/n)=-1,
where (/n) is the Jacobi symbol. If » is composite,
(n,2D)=1, but (2.4) still holds, then n is called a Lucas
pseudoprime with parameteres A4,B. Furthermore, if »n is
composite, (n,2D)=1 and satisfies the congruence (2.7),
then » is called Euler-Lucas pseudoprime. It can be easily
seen that in the case when 4A=c+1 and B = c, by using (1.4),
we have R =(¢"~1)/(c-1), and so the definitions of Lucas
and Euler-Lucas pseudoprimes are generalizations of
pseudoprimes and Euler pseudoprimes to base ¢ > 1.

We list some results which are in connection with ours. C.
Pomgrance, J. L. Selfridge and S. S. Wagstaff, Jr. Math.
Comp. 35, 1980, 1003—1026) proved that for given positive
integer s there is an Euler-pseudoprime which is a product of
exactly s distinct primes. From results of A. J. van der
Poorten and A. Rotkiewicz (J. Austra. Math. Soc. Ser. A 29,
1980, 316—321) it follows that there are infinitely many Euler
pseudoprimes to base an integer c > 1, which are of the form
ax+b, where (a,b) =1. On the other hand, P. Erdos (Amer.
Math. Monthly 56, 1949, 623—624) and E. Lieuwens (Doctor
thesis, Delft, 1971) proved that for any integers ¢, s> | there
are infinitely many pseudoprimes to base ¢ which are
products of exactly s primes. This result was extended by P.
Kiss, B. M. Phong and E. Lieuwens in [5] for Euler-Lucas
pseudoprimes, among others, we proved thatif R = R(4, B) is
a non-degenerate Lucas sequence with D= 4> -4B >0 and 3,
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s are positive integers, then there exist infinitely many Euler-
Lucas pseudoprimes with parameters 4, B which are
products of exactly s primes of the form ax+1.

A. Rotkiewicz (Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Sci. Math. Astr.
Phys. 20, 1972, 349—354) gave a proper generalization of
ordinary pseudoprimes for Lehmer sequences. Let
U=U(L,M) be the non-degenerate Lehmer sequence
defined by integers L, M and by (1.2). Let
V=V(L,M)={V,}" be the sequence defined ¥, =2 and by
the relation

V,=U,, /U, (n=12,.. ).

Similarly to the congruences (2.4)-(2.7), it is also known that
for odd prime n with (n, LK) =1, we have

2.8 U, xm =0 (mod n),
2.9 U,=(K/n) (mod »n)
(2.10) V,=(L/n) (modn),

and for odd prime n with (n, LK) =1

@2.11) U(n—(LK/n))/Z =0 (modn) when (IM/n)=1
. V(n—(LK/n))/z =0 (modn) when (LM /n)=-1

An odd composite n is called a Lehmer pseudoprime with
parameters L, M if (n, LMK) =1 and (2.8) holds, and it is an
Euler-Lehmer pseudoprime if (2.11) is true. Some results of
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A. Rotkiewicz (Math. Comp. 39, 1982, 239—247) imply that
for the non-degenerate Lehmer sequence U(L,M) with
L>0and K =L—-4M >0 every arithmetic progression ax+5,
where (a,b) =1, contains an infinite number of Euler-Lehmer
pseudoprimes with parameters L and M.

Using some theorems of A. Schinzel (Acta Arith. 8 1963,
213—223) and J. Wojcik (Acta Arith. 40, 1982, 155—174;
Acta Arith. 40, 117—131) we proved the following

Theorem 2.1. ([7]) Let U =U(L,M) be a non-degenerate
Lehmer sequence and let s>1 be an integer. Then there
exists a positive integer w, such that for any integers a,b
with condition (a,bw,) =1 and for infinitely many primes p of
the form ax+b there exist an Euler-Lehmer pseudoprime
which is the product of exactly s distinct primes and p is the
least prime divisor of it.

Theorem 22. ([17]) Let U = U(L, M) be a non-degenerate
Lehmer sequence with LK = L(L-4M)>0and let a,s be
positive integers. Then there are infinitely many Euler-
Lehmer pseudoprimes which are products of exactly s
primes of the form ax+1.

A. Rotkiewicz (Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Sci. Math. Astr.
Phys. 21, 1972, 793—797) showed that if R(A4,B) is non-
degenerate Lucas sequence for which B=1 or B=-1, and
a,b are relatively prime integers, then there exist infinitely
many composite numbers # of the form ax-+5b which satisfy
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the congruences (2.4), (2.5 and (2.6) simultaneously. A
similar result also holds for Lehmer sequences.

Theorem 23. (A7) Let U=U(L,M) be a non-degenerate
Lehmer sequence for which M =+1 and LK = L(L+4)> 0.
Then for any fixed positive integer s there are infinitely many
Euler-Lehmer pseudoprimes n which are products of exactly
s distinct primes of the form ax+1 and safisty the
congruences (2.8), (2.9) and (2.10) simultaneously.

In the following we say that » is a perfect Lehmer
pseudoprime with parameteres L, M if (n,2IMK)=1 and the
congruences (2.8), (2.9), (2.10) hold. Improving a result of
[8] concerning Lucas sequences, in [10] we showed

Theorem 2.4. ([10]) Let U =U(L, M) be a non-degenerate
Lehmer sequence. Then the following three conditions are
dependent:

(1) n is a perfect Lehmer pseudoprime with parameters
LM

(@) n is an Euler-Lehmer pseudoprime with parameters
LM

(iii) n is an Euler pseudoprime to base M.
That is, from any two ones of them, the third one follows.
11.2. A generalized solution of A. Rotkiewicz’s problem
A. Rotkiewicz asked in his book the following question.
"Let ¢,k >1 be fixed positive integers. Do there exist infinitely
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many composite integers n such that n|(c"* —1)?"

(Pseudoprime Numbers and Their Generalizations, Univ. of
Novi Sad, 1972, problem 18). It is known as above that the
answer is affirmative in the case & = 1; the numbers satisfying
the condition are pseudoprimes to base c¢. A general result
was obtained by A. Makowski (Simon Stevin 36, 1972, 71):

For any natural number k>2 there are infinitely many
composite n such that

2.12) ¢"* =1 (modn)

for any positive integer ¢ with (c,n)=1. This result was
proved earlier by D. C. Morrow (Amer. Math. Monthly 58,
1951, 329—330) in the case k=3. In this proof, Makowski
showed that there are infinitely many integers » of the form
n=pk (where p is a prime) such that congruence (2.12)
holds for any positive integer ¢ if (c,n)=1. Naturally,
(k,c)=1 for these numbers, and so the question remained
unanswered if ¢ and & are fixed and (k,¢)>1. In the case
(k,c)>1, A. Rotkiewicz obtained two results: He proved that
(2.12) has infinitely many solutions if k=3 and ¢ is an
arbitrarily fixed positive integer, or if k=2 and c=2 (see
Theorem 32 in his book and Math. Comp. 43, 1954,
271272, respectively).

In [9] with P. Kiss we gave a general solution of the
problem, namely we proved
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Theorem 25 ([9]) Let c(<1) and k be fixed positive
integers. Then there are infinitely many composite integers n
satistying the congruence (2.12).

In [17] we considered the following congruence
2.13) a*=b"* (modn),

where a,b and k are given positive integers with conditon
(a,b)=1. Improving Theorem 2.5 we proved the following

Theorem 2.6. ([17]) The congruence (2.13) has infinitely
many composite solutions n if neither (a,b,k) is one of the
following triples:

(2" +1,2" -1,3) for u>1,
(5.2"+1,5.2"-1,3) for v>0,
(c+1,¢,2),(c+3,¢,2) for c> 1.

We note that W. L. McDaniel (Collog. Math. 59, 1990,
177—190) independently proven this theorem and some
generalizations of it. We obtained a similar result of Theorem
2.6 for Lehmer pseudoprimes.

Theorem 2.7. ([17]) Let U =U(L,M) be a non-degenerate

Lehmer sequence. Then there is a positive integer k, such
that for any fixed k > k, the congruence
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Un—k(LK/n) =0 (mod n)
has infinitely many composite solutions n. Moreover, if k > 1
and (k,M)=1, then there exist infinitely many composite
integers n satistying a congruence

Uu,,=0 (mod n).

IL. 3. Super Lucas and super Lehmer pseudoprimes

We say that n2is a super pseudoprime to base integer ¢ > 1
if each divisor of it is a prime or a pseudoprime to base c.
Similarly to super pseudoprimes to base ¢, we say that n is a
super Lucas (super Lehmer) pseudoprime if each divisor of it
is a prime or a Lucas (Lehmer) pseudoprime.

K. Szymiczek (Flem. Math. 21. 1966, 59) showed that
F,F,,, is a super pseudoprime to base 2 for any » > 1, where

F =27 +1
is the n-th Fermat number. From the result of K. Szymiczek
(Collog. Math. 13, 1964/65. 259—263) it follows that there
are infinitely many super pseudoprimes to base 2 which are
products of exactly three primes. This result was extended by
J. Fehér and P. Kiss (Ann. Univ. Sci. Budapest. Eotvds Sect.
Math. 26, 19583. 157—159) for super pseudoprimes to base c,
where c¢>1 is an integer with c# 0(mod4). A. Rotkiewicz
(Glasgow Math. J. 9, 1968, 83—&6) has obtained another
generalization of Szymiczek’s result, he proved that for
infinitely many primes p of the form ax+5, where (a,6)=1,
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there exist primes ¢ and r such that pgr is a super
pseudoprime to base 2. In [6] we extended the result of
Rotkiewicz and the result of Fehér and Kiss mentioned above
proving that form every integers a>1 and c¢>1 there are
infinitely many triplets of distinct primes p,q and r of the for
ax+1 such that pgr is a super pseudoprime to base c¢. We
also showed that if the square-free kernel of the base ¢ is
congruent to +1 modulo 4, then the series Y 1/logn is
divergent, where n runs through all super pseudoprimes to
base ¢ which are products of exactly three distinct primes.

P. Kiss (Ann. Univ. Sci. Budapest. Eétvis Sect. Math. 28,
1986, 153—159) studied the super Lucas pseudoprimes for
non-degenerate Lucas sequences R(A4,B) and proved that
R,,/ A is a super pseudoprime with parameters 4,B for
every large prime p, furthermore he showed that the series
Y1/logn, where n runs through all super Lucas
pseudoprimes with parameters 4 and B, is divergent.

In [11], by using some result of J. Wojcik (Acta Arith. 40,
1981/82, 155—174; 41, 19582, 117—131) we improved above
result as follows:

Theorem 2.8. ([11]) Let U =U(L,M) be a non-degenerate
 Lehmer sequence. Then there exists a positive integer w,
_such that for infinitely many primes p of the form ax+b,
where (a,b)=1 and b=1 (mod(a,w,)), there are primes q
and r such that pqr is a super Lehmer pseudoprime with
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parameteres L,M. The constant w, Is eflectively computable
in the terms of L and M.

Theorem 29. ([11]) Let U =U(L, M) be a non-degenerate
Lehmer sequence with condition LK = L(L-4M)>0 and let
a>1 be an integer. Then there are infinitely many triplets of
distinct primes p,q and r of the form ax+1 such that pqr
Is a super Lehmer pseudoprime with parameteres L,M.

Theorem 210. ([11]) Let U=U(L,M) be a non-
degenerate Lehmer sequence. Let S, and S, denote the set
of all super Lehmer pseudoprimes with parameters L,M
which are determined in Theorem 2.8 and Theorem 2.9,
respectively. Then the series

Z 1 andz 1

nes; logn nes, logn

are divergent.

We note that the conditions of Theorem 2.8 are satisfied
for any integer a>1 if =1 and for every pairs a,b with
(a,b,w,) =1. It is obvious that these results remain valid if we
replace the super Lehmer pseudoprimes with super Lucas
pseudoprimes. For example, from Theorem 2.10 we get.

Corollary 2.11. For every integers a,c>1 the series
>Y1/logn, where n runs through all super pseudoprimes to
base ¢ which are products of exactly three distrinct primes
of the form ax+1, is divergent.
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11. 4. The distribution of Lehmer pseudoprimes

Let FAc, x) be denote the number of pseudoprimes to base
¢ not exceeding x. In the case ¢=2 we denote 942,x) by
Ax). It is known that there exist positive constants C, and
C, such that for all large x

C,-logx < FAx) < x-exp|—C,(log xloglogx)"*},
where the lower and the upper bound is due to D. H. Lehmer
(Amer. Math. Monthly 43, 1936, 347—354) and P. Erdos
(Publ.Math. Debrecen. 4, 1956, 201—206), respectively. C.

Pomerance improved these results showing that for all large
X

F°(x) 2 exp{(logx)*"™}
and
P (x) <x-exp{-logxlogloglogx/2-logx}

(ee Illinois J. Math. 26, 1982, 4—9 and Math. Comp. 37,
1981, 587—593).

Let R=R(A4,B) be non-degenerate Lucas sequence. Let
AR, x) be denote the number of all Lucas pseudoprimes
with parameteres A,B not exceeding x. R. Baillie and S. S.
Wagstaff, Jr. (Math. Comp. 35. 1980, 1391—1417) proved that

there are positive constants C, and C, such that for all large
x

(R, x) <x-exp|-C,(log xloglogx)"?}
for any sequence R and
F(R,x) > C, logx

137



for sequences R for which D=A4*-4B>0 but D is not a
perfect square. This lower bound was extended by P. Kiss
(Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Math. 28, 1986, 153—159) to
all non-degenerate Lucas sequences R. Very recently P.
Erdos, P. Kiss and A. Sarkozy (Math. Comp. 51, 1988,
315—323) improved the lower bound for PAR, x) extending
Pomerance’s result for Lucas pseudoprimes. They showed
that there is a positive constant C, such that for all large x
AR, x) > exp {(logx) }

for any non-degenerate Lucas sequence R. In the proof of
this result they showed only the existence of the constant C,;
and they noted that it would be interesting to get a
reasonable numerical estimate for this constant.

By using some results of Selberg’s sieve and a new idea
concerning some congruences of Lehmer sequences, in [10]
we extended the above result of Pomerance, Erdds, Kiss and

Sarkozy for Lehmer pseudoprimes, furthermore we gave a
numerical value for C;.

Theorem 212. ([10]) Let U=U(L,M) be a non
degenerate Lehmer sequence and let AU, x) denote the
number of all Lehmer pseudoprimes with parameters L and
M not exceeding x . Then for all large x we have

P (U,x) > exp {(logx)"*’}
and
P (U,x)< x-exp{-log x-logloglogx/2log x}.
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A. Rotkiewicz (Acta Arith. 21, 1972, 251—259) proved the
following result: If a > 6 is a given integer, then for all large x
# {n < x|n is pseudoprime and » = 1(moda)} = logx/(2log2)a.

We improved this result showing the following

Theorem 2.13. ([10]) Let U=U(L,M) be a non
degenerate Lehmer sequence and let a > 1 be an integer with
condition ((a,M)=1. Then there is a positive constant C,
such that for all large x, the number of all Lehmer
pseudoprimes with parameters L, M which are congruent to
1 modulo a and not exceed x is greater than

exp{(log x) }

For super Lehmer pseudoprimes we obtained the

following

Theorem 2.14. ([15]) Let U=U(L,M) be a non
degenerate Lehmer sequence and let A denote the square-
free kernel of M. max(L,K), where K=L-4M. If A
=+1(mod4), then for all Jarge x the number of all super
Lehmer pseudoprimes with parameters L, M not exceeding
x Is greater than

(4Alog|a]) -logx,
where a, B denote the roots of z* —~1'*z+M =0 and |c|>|.

Showing a conjecture of A. Rotkiewicz, A. Makowski

(Elem. Math. 29, 1974, 13) proved that the series Y. 1/logn,
where n runs through all pseudoprimes to bace c, is
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divergent. In [4] we extended this result showing that the
series
1
log, ,n
is divergent, where n runs through all pseudoprimes to base
¢ which are products of exactly s primes. Here log, denotes

the k times iterated logarithm. It was proved in [7] that

Theorem 2.15. ([7]) Let U =U(L, M) be a non degenerate

Lehmer sequence. The series
1

lo g, ,n
where n runs through all Lehmer pseudoprimes which are
products of exactly s(>3) distinct primes, is divergent.
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RIMAN JANOS
SPECIALIS POLINOMOK IRREDUCIBILITASAROL

ABSTRACT: (On the Irreducibhility of Special Polynomials)
In this paper we generalize or improve some earlier
irreducibility theorems. We prove the following theorem. Let

f.& < Z|x] be polynomials,
S(x):= lﬂl(x—a,.) and g(x):=cx+c,,

where m>2 a is natural number, a,,a,,...,a, are distinct
Integers, c,,c, are nonzero integers. The polynomial go f is
irreducible over the field of rational numbers Q if at least one
of the inequalities

le,|>2"g*(0)+1, max |a, —-a |> A(g(0),m)

1<i, j<m

is satisfied. (The definition of A(g(0),m) is in the paper.)

Dolgozatunkban R, Q, Z, N rendre a valds, a racionalis, az
egész és a természetes szamok halmazat, tovabba Z{x| az
egész egyiitthatdés polinomok gytrijét jeloli. Egy f polinom
fokszamanak jelolésére a degf szimbdolumot hasznaljuk.
Megjegyezziik még, hogy a dolgozatban a polinomokat valos
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fiiggvényeknek tekintjiik, és ezért az analizisben szokasos
jeloléseket alkalmazzuk.

L Schur [7] problémafelvetése nyoman szamos dolgozat-
ban vizsgaltdk olyan gof alaku polinomok irreducibilasat,
ahol g € Z[x] egy (sziikségképpen) Q felett irreducibilis poli-
nom, mig f e Z [x]/>2L szami kiilonboz6 egész zérus-
hellyel rendelkez6 polinom.

Gydry Kialman és a szerzd a [2] dolgozatban tobb korabbi
eredményt javitott, illetve altalanositott a degg=1 esetben.
Cikkiinkben tovabb javitjuk ezeket az eredményeket
I=deg f esetén.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen m>2 termé-
szetes szam, g(0)=0 egész szam (a szobanforgd g polinom
konstans tagja), N:=[=1],

ke= k(=2 421351+ ) G5l v - 1)
tovabba

[

1g(0)}+1, ha m=23,
1g(0)|+2, ha m=4,
A(g(0),m) = T 1£(0), ha 5<m<8,
fﬂg&i,%[ﬂlz—), ha 9<m<l1l],
\lg—(zol+[k], ha m>12.

Tételiink bizonyitasahoz az alabbi lemmaikra lesz sziiksé-
giink.

1. LEMMA. (R.J. Levit) Legyen f,g € Z]x],
f(x)::lﬂ[(x—a,.) és g(x)=cx+c,,
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ahol c,,c, nullito! kiiléinbozo egészek és az a,-k kiilonbozé
egész szamok. Ha |g(0)| < k*(m), akkor go f irreducibilis Q
felett.

BIZONYITAS. Az 4llitas kozvetleniil adodik a [4]-ben sze-
replo 2. Tételbol.

2. LEMMA. (L. Weisner) Ha f és g az 1. Lemmaban sze-
replo polinomok és
e, |>2"g*(0)+1
vagy
max |a, —a,|>(3+4(m))|g(0))

1<i, j<m
ahol  A2)=A(6)=1, A(3)=4, A4)=6, A5)=3 és
A(m)=0, ham=>17, dgy go f irreducibilis Q felett, és az elsé
egyenlotlenségben g(0) nagysdgrendje mar nem javithato.

BIZONYITAS. Lasd a [10] dolgozatot.

3.1LEMMA. Ha fés g elozd lemmakban szereplo polino-
mok és
le,|>2"g*(0)+1 vagy max la,—a;|> A*(g(0),m)
<i,j<m

ahol

8O+, ha  m=23,
1g(0)]+2, ha m=4,

A*(g(0),m) =

(g(®,m) 1£(0)], ha 5<m<16,

2|g(O)+(8-2), ha m=217,
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akkor go f irreducibilis Q felett.
BIZONYITAS. Lasd a [2] dolgozatban.

TETEL. Legyen f,g € Z[x],
f(x)= ﬁ(x—a,.) és g(x):=cx+c,,

i=1
ahol c,,c, nulldtd] kiilonb6z0 egészek és az a, kiilonbézd
egész szamok. Ha
l[>27g7(0)+1  vagy max |a,—a,|> A(g(0),m),
LJ<m

akkor gof irreducibilis Q felett.

BIZONYITAS. Az m<8 esetek bizonyitisa megtalalhaté a
[2] dolgozathan. (Ezzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy a
szerz0 doktori disszertacidjaban tébb helyen lényegesen
egyszerusitette a bizonyitast.)

Legyen m>9. A 1. Lemma miatt elgendé a

max la,—a;|> A(g(O) m)

1<i,j

feltétel mellett bebizonyitanunk a tételben szereplo gof
polinom Q feletti ireducibilitasat.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az a,
szamok a, <a, <...<a, modon vannak elrendezve, és igy
max |a,~a,|=a,-a,. Az dllitissal ellentétben tegyiik fel,

1<i,j<m

hogy go f= NSy, azaz
(gof Nx)=c]l(x-a)+c, = £i(x)1,(x)

i=1
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minden x € R esetén. Ekkor £ (a,)f,(a,)=g(0) minden fre,

tehét f,(a,) | 8(0) és7,(a) | £(0).
Az 1. Lemma miatt azt is feltehetjiik, hogy |g(0)|> k*(m),
ahol '

k= k(my = (27 1[2])(3[2]+1)-(2[2]+ N - 1))
és itt N:= [ 5 ] Mivel £*(9)=45 és k*(m+1)>k*(m) min-
den m természetes szamra, igy a tovabbiakban mindig fel-
tessziik, hogy |g(0)|> 45.
(D Legyen elszor f-re vagy f,-re, példaul f-re
Ekkor

f@ifas S0
és a fenti egyenlitlenségek teljesiilnek f,-reis. Ha

A <a,—a, ||f(a)-fi(@)ls Z‘Eg,f]o)',

akkor
2|g(0)|
1 A‘I:: Zer A
ey k]
esetén f,(a,) = f,(a,), és igy f,(a)= f,(a,). Mivel minden
1<i <m természetes szamra | £, (a,)|< /| g(0)] vagy

| £2(a)I< 180,

és az [a,,a,] intervallum, ,kozepén” legfeljebb [2-1] szama

a, kivételével

vagy
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Ay —2"1—2<am—a1+m—4
2 2 2.
Példaul mindkét esetben az elso lehetséget valasztva

Ay met _ O]
T <aa 1)~ fi@) | <2 g,

amibdl

@ 1= 2E 2 g -7

esetén f (a,)= f,(a,) = f,(a,), és ezért

f,(a) = f,(a,)= f,(a), azaz f, és f, is azonos értéket vesz
fel legaldbb m—[2-1]>2 sz4mu kiilonb6z6 helyen, ami pél-
daul deg £, <2 miatt ellentmondas.

(ID Ezutan tegyiik fel, hogy f,-nek és f,-nek az a,,a, he-
lyeken felvett értékei koziil legalabb egy abszolit értékben
kisebb, mint [£]. Legyen példaul | £, (a,)|<[#].

@) Ha |f,(a,)|#g(0)], akkor | f,(a,)|< %*, és igy

A, <a,-a,||f(a,)-f (a)s == lg( LN +[k],

<a, -a,.

amib6l
&) 2.3:='§£29ﬂ+[k]

esetén f,(a)) = f,(a,), és ezért f,(a))=f,(a,). Ha degf, =1
vagy deg f, =1, akkor ez ellentmondas. Ha pedig deg f, >2 és
degf, 22, akkor léteznek olyan f",f; € Z[x] polinomok,
amelyekkel

fi(x)=(x~a)(x~a,)f (x)+b,
és
g( )

l

fi(0) = (x—a)(x-a,) f; (x) +=—=
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minden x valos szamra, ahol b, € Z és 0<b, <[k]. Legyen
s:=[2+1]. Ekkor barmely s </ <m-s+1 esetén

Cn — vagy a,-a, 2 am;a,

és mindkét kiilonbség nagyobb vagy egyenlG, mint s-1.
Valasszuk példaul az elsé lehetoséget. Ha |f,(qa,)|#|g(0)| és
£ (a,)#0, akkor

O (k113171 81210, -l ~ a2 (0, - a) E2= >

T ) T N LR L N e P Y
2 472 T

v

a, —a,

ami
@ 2= ME©@2041-2)

m-4
mellett nem lehetséges. Azaz f,'(a,)=0, és igy f, (a)=5,
a.rmb()'l fz‘ (aj) =0 éS fz (ai) = "%}Q kovetkezik. Ha pedxg
| £,(a,)]|=|g(0)|, akkor f, (a,) =1, és ezért

y) —
S ca —a |l fy(a,) - fi(@)<TA],

2 2

amibél

5 As:=2[k]

esetén f,(a)=f,(a,) =52, és igy f(a)=/f(a,)=b,
tovabba £’(a,)=0 és f,(a)=0. Tehat f -nak és f,-nak
legalabb m-2(s—1) szamu a, zérushelye van, és ezért f, és

f, is legalibb m—2s+4 Kkiilonboz6 helyen b, illetve £2

értéket vesz fel, ami m—2s+4>2 és példaul deg f, <Z miatt
ellentmondas.
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(i) Ha |f,(a,)|=|g(0), akkor |f,(a,)|=1. Ismét két esetet
kiilonboztetiink meg.
Ha 2 <| f,(a,)|<[k], akkor

0
e <l £,
és igy
3o <a,-a | 1fia) - fula)s B,
amibol
6 Aérzl-ggﬂ

esetén f,(a,) = f,(a,), és ez | f,(a,)|=1 miatt ellentmondas.
Ha |f,(a,)|=1, akkor |f,(a,)/=g(0). Létezik legalibb egy
olyan a;, amelyre

a,-a -a,

a
a—a 2 vagy a,—-a z———:,

és mindkét kiilonbség nagyobb vagy egyenld, mint ["'2+

1.

Vialasszuk példaul a masodik lehetoséget. Ha

_180)]
a@)ls w05 [=2]-2

akkor

2 fafisa,-alf@)- fz(a>l<[l‘§(] L,
amibol
0 2= 2|g(0)] +2

7-=
CIEA
esetén f,(a,) = f,(a,) és ezért f (a)= f,(a,) kovetkezik. Ha
deg f, =1, akkor ez ellentmondas. Ha pedig deg f, >2, akkor
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létezik olyan f,” e Z[x] polinom és b, egész szam, amelyek-
kel
fz(x) = (x~am)(x_ai)f2"(x)+b2 ~

minden x € R szamra, tovabba |b,|=1. Mivel £,"(a,) # 0, igy
m+1
|8(O)|+121/,(a,) ~b,1la, ~ala, ~a,|> 2 ([ 2 ]- 1),
Tl

mellet nem lehetséges. Ha a fenti a,-re

Ifz(a)|>[lg(] O aior | ,6a)i< [’"“] 3,

és igy
T 1za e 1A@)- A@s [’"“} 2,

amibél £,(a,) = f,(a,), és ezért £,(a)= f,(a,) kovetkezk. Ha
deg f, = 1, akkor ez ellentmondas. Ha deg f, > 2, akkor létezik
olyan f” e Z[x] polinom és b, egész szam, amelyekkel

£ =(x—a)x—-a)f" (x)+b,
minden x € R szamra, tovabba |b,|=1. Ekkor |f, (a,)|=|g(0)|
miatt f,"(a,) =0, igy

1g(0)+121,(a,) - b,|2la, ~ala, - a]> 4, ([mgl]—l),

amibdl 4, = A, valasztassal ismét ellentmondasra jutunk.

Végiil legyen
Mg(0),m):=max{A,} és maxla,~a,|=a,-a >1(g(0),m).

1<ig9
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A A(g(0),m) ilyen valasztasa mellett minden esetben ellent-
mondadsra jutunk, tehat go f faloban irreducibilis Q felett.
Hatra van a A(g(0),m) értékének meghatarozasa. Felhasz-
nalva, hogy m=>9, |g(0)|>45 és [k]>6, az (1)—(8) egyenlo-
ségekbal egyszerii szamolassal adodik, hogy
Agm) = 2, EQ 2D

, had9<m<ll
és

/l(g(O),m)z/ls:=|—‘—g-(Eq)—|+[k], ha m>12.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. o
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PELLE BELA

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK AZ
ALTALANOS ISKOLABAN

*

RESUMEE: Geometrische Transformationen in der Schule,
Teil 2. Seit einiger Zeit verstirken sich die Versuche, den
geometrischen Unterricht in den ProzeR der Umgestaltung
und Modemisierung des mathematischen Unterreichts
dadurch einzubeziehen, dal den eindeutigen
(geometrischen) Abbildungen der Ebene auf sich, den
Transformationen, der ihnen gebiihrende zentrale Platz
eingerdaumt wird. Dem Vorschlag liegt ein axiomensystem
zugrunde, das aus dem Hilbertshen durch gewiesse
Anderungen entsteht. Die Hilbertschen Kongruenzaxiome
werden durch solche der Spiegelung ersetzt, durch
Zusammensetzung von Spiegelungen die Bewegungen
(Kongruenztransformationen)  gewonnen. Mit diesen
Transformationen untersucht man die Eigenschaften von
Figuren der Ebene. Diese Verhandlung mufB3 in der
Grundschule gegriindet werden. Der propideutische
Unterricht erarbeitet wesentliche Inhalte der Hilbertschen
Axiomengruppen der Verkniipfung, Anordnung, Parallelitit
sowie Sachverhalte der Kungruenzlehre (gleichlange
Strecken, gleichgrofle Winkel, Spiegelungen an Geraden).
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Im Teil 1. habe ich iiber die Lehrstoffe der Klassen 14
der Grundschule geschrieben. Im Teil 2. fasse ich die
Lehrstoffe der Klassen 5-6 zusammen.

Altalanos megjegyzés

A geometria tirgyalasanal a sik ponthalmazahoz olyan
transzformaciokat rendeliink, amelyek a sikot onmagara ké-
pezik le. Az alakzatokat a sik ponthalmazanak részhalmaza-
keént fogjuk fel. Az alakzatok tulajdonsagait a sik ponthalma-
zahoz rendelt transzformaciok segitségével allijuk ossze. A
targyalas soran tehat el6szor megismerjiik az egyes transz-
formaciokat, ezek alkalmazasit feladatokon gyakoroljuk,
majd az alakzatok tulajdonsagait a transzformaciok segitsé-
gével megvizsgaljuk.

Geometriai transzformaciok az 5. osztalyban

A tengelyes tiikrozéssel kapcsolatos néhany fogalom gya-
korlasara az adott tulajdonsagu pontok keresésénél nyilik al-
kalom. A két ponttdl egyenld tavolsagra lévé pontok keresé-
sénél megallapitjuk, hogy az az AB szakasz felez0 merdle-
gese. Az eddig tanultakbol azonnal kiovetkezik, hogy a felezo-
merolegesre az A, B pontpar tiikrs, tehat a felezGmerdéleges
tiikortengely.

A kozos pontbol kiindulo két félegyenestdl egyenld tavol-
sagra lévé pontokrol megallapitjuk, hogy azok a hajtasél pont-
jai. A hajtasél mentén osszehajtva a két egyenes fedésbe
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hozhaté. Ellendrizhetjiik, hogy a két egyenes pontjai a hajtas-
élre tiikrozve egymasba mennek at, tovabba a hajtasél felezi a
szoget. Eppen azért szogfelezének nevezziik. A szogfelezd te-
hat a sz6g szaraihoz tartozo tiikortengely.

Az 5. osztaly anyagaban koriilbeliil ezekkel tarthatjuk fenn
a folyamatossagot az als6 tagozat és felso tagozat kozott a
geometriai transzformacioknal.

Geometriai transzformaciok a 6. osztilyban

Tengelyes tiikrozés a sfkon.

A tengelyes tiikrozés egy sik pont-
A - Al jaihoz a sik pontjait rendeli a ko-
* vetkezo eloiras szerint: Egy tet-

szbleges A pontbdl merdlegest
hizunk a ¢ tengelyre és a tenge-

f lyen lévo T metszéspontbol fel-
B B e L .
——s meérjiik az A7 szakaszt a masik

félsikban a meréleges egyenesre.
Igy kapjuk meg az 4 pont A4’ tii-
¢ korképét.
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Tiikrozziik az ABCD négyszoget a t tiikortengelyre!

C\Z—‘

P‘-.
O\

Mondj igaz allitasokat!

a) a pontokrol és képeikrol;

b) a szakaszokrol és képeikrdl;

c) a szogekrol és képeikrol;

d) a szakaszokra illeszkedd egyenesekrél és képeikrél,
e) a tengelyek pontjairdl;

f) a tengely altal meghatarozott félsikokrol;

g)a pontokat és képeiket 6sszekotd egyenesekrdl.
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Ezek utan foglaljuk 6ssze a tengelyes tiikrozés alaptulajdon-

sagait!

1. A sik ponthalmazahoz a sik ponthalmazat rendeli.

2. A tengely pontjai fixek.

3. A félsikokat felcseréli.

4. A pontot és képét vsszekoto szakasz meroleges a tengely-
re, a tengely a szakaszt felezi.

5.Az eredeti és a képpontokat 6sszekoté szakaszok par-
huzamosak.

6. A tengelyes tiikrozés szakasztartéo és szogtarto transzfor-
macio.

7. Alakzat és képe egybevago.

8. Az alakzatok koriiljarast megvaltoztatja.

Gyakorlas

1. Négyzetracson adott egy pont és a tiikrozéssel kapott képe.
Jel6ld ki a tiikortengelyt!

Vilaszolj! .
¢ a) A sik barmely pontjanak a
képét meg tudjuk ezutan
i ﬁJ— rajzolni?

b) A pont és képe meghatirozza

& a tengelyes tiikrozést?

c¢) Egy pontnak egy képe van,
vagy tobb?
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Egy pont és képe a tengelyes tiikrozést egyértelmiien meg-
hatdrozza.

2.Adott a tengely, szer-
kessziik meg L

n»/

a) az AB szakasz képét; —

b) az a egyenes képét; / ¢ A
c) a C-bdl kiindul félegye- 8 ] /\C

nes képét

it

d) az ABC haromszog ké-
pét!

A tengely a tengelyes tiikrozést egyértelmiien meghatirozza.

3. Négyzetracson jeloljiink ki egy szakaszt! Keressiink olyan
tengelyt, amelyre tiikrozve a szakasz o6nmaga lesz a
tikkorképe.

Hany ilyen tengely van?

4. Rajzoljunk egy egyenest! Keressiink olyan tengelyt, amely-
re tiikrozve az egyenes sajat maganak a tiikkorképe lesz!
Hany ilyen tengely van?

Azokat az egyeneseket, amelyeknek képe tnmaga, invari-
ans egyeneseknek nevezziik.

162



5. Négyzetracson jeloljiink ki két pairhuzamos egyenest! Huz-
zunk olyan egyenest, amelyre az egyik egyenest tiikrozve
a masik egyenes kapjuk! Hany ilyen egyenes van?

Megoldas: a két parhuzamos egyeneshez egy tengely-
egyenes van. Ezt a tengely-egyenest a két parhuzamos
egyenes kozépvonalanak nevezziik.

A kovetkezOkben a tengelyes szimmetrikus alakzatok tulaj-
donsagait vizsgaljuk meg a tengelyes tiikrozés segitségével.

A kor tiikros alakzat
A kovetkezo felépitésben targyalhatjuk:

a) Eszrevétetjiik, hogy a kor tiikros az atmérore;

b) A tiikr6zésbol megallapitjuk a hir és atméré kapcsolatat,
ezt Osszevetjiik az 5. osztalyban tanultakkal,

¢) Ravezetjiik a tanulokat az érint6 és sugar kapcsolatara.

Ezt elvégezziik pl. a kivetkezo felépitésben.

Hizzunk meg a korben egy tetszoleges atmérot! Hajtsuk
ketté az atméré mentén a kort! A két rész fedi egymast. Jelol-
jink meg az egyik félkoron tetszéleges pontokat. A hajtoga-
tas utan jeloljiik meg a masik félkéron a pontok megfeleloit.
Kossiik 6ssze a megfelel6 pontokat.

Mit tapasztalunk?
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AA', BB', CC'merdleges az at-

mérore. Mindegyik szakaszt fe-

7wl N, led az dmérs, tehdt AT, = 7.4,

BT,=TB', CT,=T,C'. A és A',

B T \B' B és B, C és C' szimmetrikus

az atmérore. Az egyik félkorbol

- f a masik félkort megkapjuk, ha a

¢ ¢ félkor pontjait tiikrozziik az 4t
mérore.

A kor atméroje a kormek tiikortengelye. A kornek minden
atméro tiikkortengelye.

Rajzoljunk a korbe egy hart! A kozéppontbdl rajzoljunk
merolegest a hirra!

Az el6zéek alapjan mondjunk 12

igaz allitasokat a harra és a ra
merdleges atmérore! » \

A hidrra merdleges atméro felezi
a huart A hur felezési pontjan
dtmend atmérdo merdleges a

hirra.
A hur felezémerdlegese atméro. /

Ellendrizziik, igazoljuk ezeket az allitdsokat az 5. osztalyban
tanultak segitségével!
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AA’ egy szakasz. A szakasz két végpontjabol egyenlo tavol-
sagra 1éve pontok mértani he- '

+
lye a szakaszfelez6 merdleges.
A kozéppont is ilyen tulajdon-
sagu, tehat a hurfelez6 merd-
leges atmegy a kor kozéppont-
jan. ;
A \/ 2]

A hir kozeledjen az atméro egyik végpontja felé!
AA’, BB’, CC' hiarok par-

t
huzamosak, merdlegesek az
atmercre, 4 és A', B és B’,
C és (' szimmetrikus tar-
sak. Az atméré végpontjat ,
jeloljiik P-vel. 4 s

Mi lesz P sAmmetrikus tar B\Y“‘L* e
sa? ¢ ¢

P szimmetriatarsa P, P fix-

pont, mert a tengelyen van.

P-ben hiizzunk merolegest az atmérore, mint tiikortengelyre.
Ez a meroleges a korbol P szimmetriatarsat metszené Ki.
Mivel ez P, igy a meroleges nem metszi a kort, csak egy
koz6s pontja van a korrel. Ez a meréleges egyenes, tehat
érintd.
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Milyen tulajdonsaga van az érintének és az atméronek a tiik-
rozés alapjan? Az atmérd és a végpontjaban hiizott érinté me-
réleges egymasra. Ha az atmérdnek csak az érintési ponthoz
tartozo felét tekintjiik, akkor az sugar.

Igy: az érinté merdleges az érintési pontba hiizott sugdrra.

Tiikros haromszogek

Az eddig tanultak alapjan raj-
zoljuk meg azt az egyenest,
amelynek pontjai egyenlo ta-
volsagra vannak az 4 és a B
pontoktol.

Milyen neveket adtunk ennek 4 B
az egyenesnek? Szakaszfelezd
meroleges, amely két ponttol
egyenld tavolsagra lévé pon-
tok mértani helye, két ponthoz tartozo tiikortengely.

Valasszuk ki a szakaszfelezo B
meroleges tetszoleges C pont- ¢
jat és kossiik ossze A-val és B-
vel. AC=BC, tehat az ABC
haromszog egyenld szdru ha-
romszog.
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Tiikrozziik az ABC haromszoget az alapfelez6 merolegesre!

Az A pont B-be Keriil, a B pont A-ba, C pedig C-be. Igy a

haromszog képe 6nmaga.

Az egyenld szdru hdaromszog tikros az alap felezomerdlege-

sére. Az alapfelezé meréleges tiikortengely.

Allapitsuk meg az egyenlészart haromszog tulajdonsigait a

tiikrozés alapjan!

1. A CAB szog képe CBA szog, tehat az alapon Iévd szogek

egyenlok,

2. Az ACT szog képe BCT szog, tehat a tiikortengely felez a
szarak szogét,

3. Az egyenlo szarti haromszog tiikkrtengelye meroleges az
alapra és azt felezi.

Az AB szakaszhoz tartozo tiikortengelyen jeloljiik ki azt a
pontot, amelynek A-t6l és B-tol a tavolsaga AB-vel egyenlo!

A haromszidg nem csak egyenlé szaru, hanem egyenld oldala
is, mert AB=AC = BC.

A tiikrozés alapjan (és az egyenl6 szaru haromszogrol tanul-
tak alapjan) az alapon 1évo szoégek egyenldk, tehat
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e

CAB <F = CBA—- .
Valasszuk most BC-t alapnak. BC szakaszfelez0 meroleges
atmegy az A cslicson, mert 4 egyenld tavolsidgra van a B és
C pontoktdl (4B = AC). Akkor a BC alapon lévo szogek is
egyenlok, vagyis:

CAB <F = BCA ¥ .

fgy: caB =¥ = CAB =¥ =BCA =F, vagyis az egyenl6 ol-
dali haromszog szogei egyenldk.

Igazoljuk, hogy az AC oldal is lehet alapja az egyenlo oldala
haromszognek!

Az AC szakaszhoz tartozé felezOmeroleges atmegy a B
cstcson, mert a B pont egyenlo tavolsigra van az 4 ésa C
pontoktél: 4B =CB. Hany tiikortengelye van az egyenlo olda-
1t haromszognek? (Harom.)

Foglaljuk 6ssze az egyenlo oldali hiaromszog tulajdonsdgait

1. Minden szoge egyenlo.

2. Harom tiikdrtengelye van.

3. A tiikortengelyek felezik a szogeket.

Meéréssel valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre!

Hany fokos az egyenld oldald haromszog egyik szoge? (60).
Hany fok egy haromszog belso szogeinek dsszege? (180).
Igazoljuk, hogy a nem egyenlo oldalii, egyenldé szard harom-
szognek nem lehet harom tiikortengelye!
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Ha BC = AC, de BC # AB, akkor az AC oldalhoz tartozo fele-
zOmeroleges nem megy at a B cstcson, mert B nincs egyen-
16 tavolsagra 4-t6l és C-tol. Hasonloan ez igaz a BC szakasz-
rais.

Mi kovetkezik a bizonyitasbol?

Az egyenl6 szard, nem egyenlé oldalii haromszognek 2 vagy
3 tiikortengelye nem lehet, csak 1.

Szerkesztések a tiikros haromszog tulajdonsagai alapjan

1. Szerkessziink olyan egyenlo szaru haromszoget (tiikros
haromszoget), amelynek az alapja 3 cm!
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' ~ Hany ilyen haromszoget
/ tudunk szerkeszteni?

/‘ Mondjunk igaz allitasokat

/ ezekre a haromszogekre!
/AN Emeljiik ki az igaz allits
yd sok koziil a kovetkezoket:

/ ',/ ’ - A tiikortengely felezi az
/. egyenl§ szari haromszog

alapjat.

f "8 - A tikdrtengely felezi az
\ / alappal szemkozti szoget

2. Felezziik meg egy adott 4B szakaszt!
- Elemezziik az 1. feladatot,
/ﬂ az segit a megoldasban!
v Egyenlé szarG haromszo-
geket kell az AB szakaszra
m rajzolni. Elég kettot meg-
< : L N\__ rajzolni. Ezek csticsait
a /B ssszekots egyenes lesz a
/ tiikortengely, amely felezi

< az alapot.
/ Ugy rajzoljuk meg a két

egyenlo szari haromszo-
get, hogy csilcsai tavolabb legyenek egymastoll Igy ponto-
sabban meg tudjuk rajzolni az egyenest.
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Az AB szakaszhoz megrajzolt tiikkortengelyt szakaszfelezo
merdlegesnek neveztik.

3. Felezziink meg egy sziget! Az el6z0 abrardl olvassuk le a
szerkesztést!

4. Szerkessziink 60°-os szoget!

Keressiink a tiikros haromszogek kozott olyat, amelynek 60°-
os szoge van! Ezt egyenlo oldal haromszognek neveztiik. Az
egyenld oldalit haromszognek csak egyik szogét kell meg-
szerkeszteni.

5. Milyen szigeket tudunk szerkeszteni szogmérd felhasz
nalasa nélkiil?

Ha 60°-ost tudunk szerkeszteni, akkor 300°-ost is tudunk,
ugyanis a 60°-0s szoghoz tartozo masik szogtartomany 300°-
0s, a 60°-0s szogbol 120°-0s is szerkesztheto.

A 60°-0s szog felezésével 30°-0s, majd ennek a felezésével
15°-0s szoget kapunk.

6. Szerkessziink 90°-0s szoget!

Egy egyenesen Kkijeloljiikk a )
180°-0s szog O csicsat. A4
szogszarakon 1év6 4, B pon-
tokbodl, O4 = OB, az AB alap-
hoz tetszbleges korzényi-
lassal egyenl6é szart harom- 3
szoget szerkesztiink. A O
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csticsot osszekotjiik a metszésponttal. Ezzel a 180°-0s szoget
megfeleztiik.

7. Szerkessziink 45°-0s szoget!
a) Felezziik a 90°-os szoget.
b) A 90°-0s sz6ghoz egyenlo szarti derékszogli haromszo-
get szerkesztiink. ‘

Tiikros negyszogek

Rajzoljunk fel nem egyenlé szarii hegyesszogl, tompaszogl
és derékszogu haromszogeket! Tiikrozziik ezeket egyik
oldalukra, a derékszigiit az atfogora. Négyszogeket kapunk.

A tiikortengely a négyszognek atldja lesz.
Az olyan négyszoget amelynek egyik atloja tiikortengely,

deltoidnak nevezzik.
A tiikrozés alapjan hatarozzuk meg a deltoid tulajdonsagait!
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- Két-két szomszédos oldala egyenlo.

- Két szbge egyenlo.

- A szimmetria atlo felezi a két sziget.

— A szimmetria atlé merdlegesen felezi a masik atlot.

Vizsgaljuk ezutin azokat a deltoidokat, amelyeket egyenld
szaru haromszogekbdl kapunk, az alapra torténd tiikrozéssel!
Olyan deltoidot kapunk, amelynek mindkét atloja tiikorten-
gely.

Ezt a deltoidot rombusznak nevezziik.

Figyeljiikk meg! A BC alaphoz a BA )
szar és a CD szar ugyanolyan szog g

alatt hajlik, tehat parhuzamosak.

Ellenorizziik!

Ugyanazért parhuzamos a C4 és BD 5

18,

A rombusz olyan deltoid, amelynek

mindkét atloja tiikortengely.

A tiikros haromszog tiikrozésébdl kovetkeztetiink a rombusz
tulajdonsagaira.

— Oldalai egyenlok.

~ Szemkozti oldalai parhuzamosak.

- Szemkozti szogei egyenlok.

— Atl6i felezik a szogeket.
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— Atl6i merSlegesen felezik egymast.

Tiikrozziink egy egyenld szara derékszogli haromszioget az
atfogojara!

A kapott négyszog atloi itt is smmmematengelyek

A négyszog tehat rombusz.
iy 4
Ly- 48

Vizsgaljuk a szogeit. Ezek derékszogek. A derékszogd
rombusz neve négyzet Ellendrizd az atlok hosszat. Ezek
egyenlok. Tovabbi tulajdonsigai megegyeznek a rombusz
tulajdonsagaival.

Ezutian a tiikros négyszigek tulajdonsagai alapjan szerkesz-
téseket végezhetiink.

A hirtrapéz

Rajzoljunk egy Kkort és rajzoljunk bele két hart, amelyek
parhuzamosak. Kossiik ossze a két huar felezési pontjat.
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»A kor tiikros alakzat’-nal

7 tanultak alapjan mondjunk
‘ igaz allitasokat a parhuza-

mos hirok felezési pontjait
0sszekoto egyenesrol.
— A parhuzamos huarok fe-
/’ lezési pontjait Osszekoto
o v egyenes atmegy a kor ko-
zéppontjan.
— A parhuzamos htrok felezési pontjait 6sszekité egyenes az
atmeéro egyenese.
— A parhuzamos harok felezési pontjait tsszekoté egyenesre
a kor tiikros.
Prébaljuk bizonyitani, hogy a parhuzamos harok felezési
pontjait 6sszekoto egyenes atmegy a kor kozéppontjan!
Kossiik ossze a harok végpontjait! A kapott négyszog két ol-
dala parhuzamos, tehat trapéz. Oldalai egy kor hurjai, igy a
trapéz neve: hirtrapéz. Az eddig megismert tiikros négyszo-
geknél a tiikortengely a négyszog csicsain ment at. A hdar-
trapéznal van olyan tiikortengely, amely nem a csticsokon
meg at.
Hurtrapéz: olyan trapéz, amelynek van nem a csucsponton
dtmend tiikortengelye.

A kor tiikros tulajdonsaganak segitségével allitsuk Gssze a
hartrapéz tulajdonsagait!

1. Oldalai egy kor htirjai.

2. Szarai egyenloek.
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3. A kozos alapon 1évé szogek egyenlok.

4. Atléi egyenldk és a tengelyen metszik egymast.
Kisérletezziink! Rajzoljunk olyan hartrapézt, amelynél az
alapok egyenld tdvolsigra vannak a korkoézépponttol! Hany
ilyent tudunk egy koérben rajzolni? Mivel tobb ezeknek a
tulajdonsaga az elozo tulajdonsagoknal?

-
ST
. e r‘«

g /

AN e S +

A parhuzamos alapok egyenlok. Figyeljiik meg a szarakat is!
Ellendrizziik a tapasztalatokat!

Ennél a hirtrapéznal a szemkozti oldalak egyenlok és par-
huzamosak. Mivel 4B és CD szarak parhuzamos harok, ezek
felezési pontjait Osszekotd egyenes atmegy a kozépponton,
tehat tiikkortengely. Ezek a szarak is lehetnek alapok, igy az
ezen 1évo szogek is egyenlok. Ennek a hirtrapéznak minden
szoge egyenlo, egy szoge 90°-0s. A hirtrapéz téglalap.

A téglalapnak két olyan tiikértengelye van, amely nem megy
at a csticsokon, és felezi az oldalakat.

A téglalapok kozott lehet olyan, amelynek mind a négy oldala
egyenlo.

Az ilyen téglalapot négyzetnek nevezzik.
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A négyzetnek két cstcsponton atmeng és két nem csucspon-
ton atmend, tehat négy tengelye van.

Ezek utan szerkesztések végezhetok a hurtrapéz tulajdon-
sagai alapjan.
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CSERVENYAK JANOS

EGY KOZEPISKOLAI GEOMETRIAOKTATASI
KISERLETROL. IV.

SUMMARY: In this paper we have summarized the syllabus
material written for the 4th year of secondary school
geometry.

We have demonstrated how it is possible to define the
circumference of the convex plane figure, the length of the of
the convex arc, the area of the plane figure, the superficies of
the convex geometric solid and the volume of the convex
geometric solid with the help of limit value.

E dolgozatban annak a geometriai tananyagnak az dsszefog-
lalasat adjuk meg, amelyet a tanterv a IV. osztaly szamara irt
eld, és szeretnénk azt is megmutatni, milyen modon tortént
ez a korabban mar tanitott hatarérték fogalomra épitve.

A tananyag a Keriilet-, ivhossz-, teriilet-, a felszin-, a térfogat-
szamitas.
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Ahhoz, hogy a fogalmak mindannyiunk szamara ugyanazt je-
lentsék, Osszefoglaltuk a ftérelemek kolcsonds helyzetérol
sz0l0 ismereteket, értelmeztiik azok tdvolsdgat és szogét.

I Sokszigek, sikidomok
A. Keriilet és fvhossz

Mindenekelott a torottvonalat értelmeztiik, oldalai hosszanak
osszegeként a tordttvonal hosszit, s bebizonyitottuk rola,
hogy az nem Kkisebb a kezdd és végpontja osszekoto szaka-
szanak hosszanal (teljes indukcidval).

1. Sokszognek neveztiik az egyszerl, sikbeli zart térottvona-
lat, amelynek harom egymast koveto csicsa nem illeszkedik
egy egyenesre.

Ertelmeztiik a konvex és a konkav sokszogeket is.

Sokszdg keriiletén oldalai hosszanak osszegét értettiik. Bebi-
zonyitottuk, hogy konvex sokszog keriilete nagyobb az altala
tartalmazott konvex sokszogek keriileténél.

Belattuk azt is, hogy hasonié sokszogek keriiletének aranya a
hasonldsag aranyaval egyenlo. .

2. Sikidomon a sik véges, nem kolineanis részét értettiik, ha-
taran pedig sikbeli vonalat, sikgorbét értettiink. Miutan bebi-
zonyftottuk, hogy konvex sikidom altal tartalmazott konvex
sokszogek Kkeriiletének van felso hatara, ezt a sikidom kerii-
letének neveztiik. Kovetkezett az is, hogy minden konvex sik-
idomnak van keriilete, egybevago sikidomok keriilete egyen-
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16, végiil hasonlé sikidomok keriiletének aranya a hasonldsag
aranyaval egyenlo.

3. A kor keriiletét az elobbi gondolatok alapjan adtuk meg.
Mivel a kor konvex és mind hasonld, keriiletiik létezik és
keriiletiik aranya sugaraik aranyaval egyenld.

Ha k-val a keriiletiiket, 7 -rel a sugarukat jeloljiik, akkor

kiky---k,=r.r-r, =2n:2r:--:2r,.

Tehat a keriilet és az atmér6 aranya allando (7):

2r

n

Az alabbi allitast sziikségesnek tartottuk itt belatni, bar ké-
sobb a kor teriiletének meghatirozasanal volt ra csak sziik-
ség:

a korbe irt és a kor koré irt szabalyos sokszogek Keriilete a
kor keriiletéhez tart, ha a sokszog oldalsziama minden hata-
ron tal no.

=, igy k=2rrm

A korbe és koré n oldali szaba-
lyos sokszoget irtunk. A beirt
sokszogek keriilete a kor keriile-
téhez tart.

Ha fé” — l-hez, akkor Kn is a

n

kor keriiletéhez tart.
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Mivel a két sokszég hasonld, ezért a hasonldsig aranyaval
egyenlo a keriiletek aranya.

Ezrt Bro 9w By iobbi azért tart az lhez, mert
K, O(),

OL,), =r és O(%;), - O(T), <(%),(%),, valamint » minden
hataron tal valé novelésével a, =2(T)),(Z7,), >0, vagyis
r-0O(T), —> 0, amibél O(T)), —» r adddik.

4. Egy konvex sikgorbét két pontja két konvex ivre bontja.
Konvex iv hosszan, a konvex iv és a két végpont szakasza
altal meghatarozott konvex sikidom keriiletének és a két
végpont szakasza hosszanak Kkiilonbségét eértettiik. Belat-
tuk, hogy ha egy konvex ivet barmely belsé pontja két
részre bont, a részek hosszanak Osszege az eredeti iv
hosszaval egyenlé. Belattuk, hogy egybevagé ivek hossza
egyenld, hasonldk hosszanak aranya egyenld a hasonldsag
aranyaval.

5. Bebizonyitottuk, hogy egy kor ivei hosszanak aranya
egyenlo a hozzajuk tartozé kzépponti szégek aranyaval.
(A teriiletnél a térfogatnal a hasonld bizonyitasoktol
eitekintiink).
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# /\ Osszuk fel az AOB szioget n=2"

¥ p egyenlé részre, a Kkapott sziget
mérjiikk fel az OC szartél a COD
= szogre ahanyszor tudjuk.
Tegyiik fel, hogy k-szor még rafér,
. de k +1-szer mar nem.
Ekkor
ABI copy <k+1)-

n

k

AOB X
n

Az 1. osztalyban bizonyitottuk, hogy egyenlé kozépponti
szogekhez egybevago (egyenlo) ivek tartoznak, igy

) ~ N\
k2B D) 22
n n

Osztasok utan -
k CODJg k+1, k CD k+1
—< < €S —<—<
n AOBJ n n AR n

adodik.

Képezve az alabbi kiilonbség abszolut értékét,

cop_C|_1
AOB AB| n’
. e 1 k k+1 s , .
mivel e két hianyados a | —;—— | balrdl zart jobbrdl nyitott
ln n

intervallumban van.
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-

Mivel lim 1 0, azért ez csak ugy allhat fenn minden »-re, ha

H—»0 n r\
CODY CD
AOBX 4B

Igy ha o szoghoz i hosszlisagu iv tartozik, akkor
i:2rm=qa:2x, amiblli=r-a.

B. Teriilet

1. Bizonyitas nélkiil elfogadtuk azt az allitast, hogy minden
sokszoghoz hozzarendelhetd egy pozitiv valés szam,
amelyet a sokszdg teriiletének neveziink és amelyre
fennall az alabbi harom tulajdonsag:

a) az egységnyi oldalhossz(isidgl négyzet teriilete 1;

b) egybevagd sokszogek teriilete egyenl6;

c) ha egy sokszoget két részsokszoggé bontunk, akkor a
részek teriiletének Osszege az eredeti sokszog teriiletével
egyenlo.

Ezen allitasbol két Gjabb kivetkezik:
egyrészt, ha egy sokszog tartalmaz egy masik sokszoget,

akkor teriilete a tartalmazott teriileténél nagyobb, masrészt

ha egy sokszoget véges részsokszogre bontunk a részsok-
szogek teriiletének Osszege az eredeti sokszdg teriiletével
egyenlo. (A bizonyitas gondolatmenetét persze rioviden is-
mertettiik, amibdl kideriilt, hogy soksztg teriilete azon ha-
romszoget teriiletének dsszege, amelyekre az valamilyen mo-
don felbonthatd, s a haromszoghoz teriiletként a haromszog
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valamely oldalanak és hozzatartozé magassaga szorzatanak
felét rendeltiik, ami egy haromszogre allando.)

A teriilet egyértelmiiségét igy lattuk be, hogy feltettiik: 1é-
tezik olyan teriilet (fliggvény) amely az elobbitol kiilonbozik,
de a harom tulajdonsagot teljesiti.

Belathat6 volt, hogy ha két téglalap egy-egy oldala egyen-
16, akkor teriiletiik aranya a hozzajuk csatlakozé oldalaik ara-
nyaval egyenld. Ebbdl aztan belattuk, hogy a téglalap teriilete
két szomszédos oldalanak szorzataval egyenlo. Azt is belat
tuk, hogy ezen ismeretek birtokaban a haromszog teriiletére
valamelyik oldala és hozzatartozo magassaga szorzatanak fele
adodik. Igy tehat minden sokszognek van egyértelmiien
meghatarozott teriilete.

Ezek utan a trapéz teriilete: a ; c. ,
a paralelogrammaé: a-m_,
a deltoidé: te-f,

az érint6sokszogé: 1k-r
ebbol a haromszogé: g-s, ahol a betik

az irodalmakban megszokott mennyiségeket jelolik. Persze
teljességral itt szo6 sincs.

2. Mivel a sikidomok korlatos ponthalmazok, ezért vannak

olyan sokszigek, amelyek a sikidomot tartalmazzak, és
vannak olyan sokszogek, amelyeket a sikidom tartalmaz.
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Ertelmezés: Ha a sikidomot tartalmazé sokszoget teriiletének
also hatara egyenlé a sikidom altal tartalmazott sokszogek te-
riilletének felso hataraval, akkor ezt a szamot a sikidom
teriiletének nevezziik.

Megfogalmaztuk, hogy ha egy sikidomnak van teriilete, az
analizis nyelvén azt jelenti, hogy létezik olyan kiilsé (K) és
olyan belsé (B) sokszog, amelyekre barmilyen Kicsiny &> 0
esetén 1(K)-t(B) <¢,
1K)
1(B)
Belattuk, hogy ha egybevago sikidomok koziil valame-
lyiknek van teriilete, akkor a tobbinek is van, s a teriiletiik
egyenld. Bizonyitas nélkiil elfogadtuk, hogy ha egy sikidomot
két olyan sikidomra bontunk, amelyeknek van teriiletiik, ak-
kor van teriilete az eredeti sikidomnak, amelynek teriilete a
két részsikidom teriiletének 6sszegével egyenld. Ugyanigy el-
fogadtuk, hogy ha egy sikidomnak és egy részének van te-
riilete, akkor van teriilet a masik részének is és teriilete, az
eredeti teriiletének és a részsikidom teriiletének kiilonbsé-
gével egyenlo.
Ezek segitségével a kor teriilete: r* 7z
(a kiszamitasnal az érint6sokszog Keriiletét hasznaltuk fel),
ri

HB)

<1+gvagy >1- ¢ all fenn.

a korcikké: >

a korgylrGé: 2gmd,

a korszeleté: L lr sin a.
2 2
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Mivel a hasonlé haromszogek teriiletének aranya a hason-
l6sag aranyanak négyzetével egyenls, ezért az értelmezések
alapjan a hasonlé sikidomok teriiletének aranyara is a hason-
losag aranyanak négyzete all fenn.

II. Poliéderek, mértani testek
A. Poliéderek

Az olyan térrészt, amelyet véges szamu sokszog hatarol és
nem tartalmaz félegyenest, poliédernek nevezziik.

Néhany specidlis poliéderrel foglalkoztunk. Elészor a
hasabfeliilettel majd a hasabbal, koztiik a paralelepipedonnal,
a téglatesttel kockavalfoglalkoztunk.

Masodszor a gulafeliilettel, majd a giuldval, és a csonka gi-
laval A feladatok megoldasahoz pedig néhany sajatos sikmet-
szetet vizsgaltunk.

B. Mértani testek

A tér tetszoleges, nem komplanaris korlatos ponthalmazat
meértani tesmek nevezziik (ilyenek a poliéderek is).

Itt is elobb a hengerfeliiletet, a hengert, tovabba a kipfe-
liiletet, a kapot és a csonka kupot értelmeztiik, vizsgaltuk
sajatos sfkmetszeteiket is.

A gbombot mint a tér adott pontjatol adott tavolsagra 1évé
pontjainak halmazat értelmeztiik. Ertelmeztiik a forgdsteste-
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ket is és az egyenes korhengert, az egyenes korkipot az
egyenes csonka korkudpot, valamint a gombot forgdstestek-
kéntis értelmeztik.

C. Felszinszamitas

1. Poliéder felszinén a hatarolé sokszogek teriiletének
osszegét értjiik.

Igy az egyes haséab felszine: F =27 +km, ahol T a hasab
alaplapjanak teriilete, £ a keriilete, m pedig a hasab magas-
saga.

A szabalyos sokszogalapl egyenes csonka gtila felszine

F:T+t+k+K

ahol az m, az oldallap (trapézok) magassaga.
A szabalyos sokszogalapli egyenes csonka gila felszine
FeTer+ K

m,,

ahol az m, az oldallap (trapézlapok) magassaga.

2. Konvex mértani test felszinén a testbe irt konvex poliéde-

rek felszinének felsé hatarat értjiik.

A fenti sszefiiggések az alabbi hatarok meghatarozasahoz

kellenek. Az r sugarti, m magassagu egyenes korhenger tér-

fogata a beleirt n oldali szabalyos sokszog alapii egyenes

hasabok F, = 2¢, +k,-m felszinének felsg hatara:
F=2r'n+2rr-m.

Az r sugari, o alkotdjii egyenes korkup térfogata a beleirt »

oldala szabalyos sokszigalapt egyenes galak
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F =t +—l-k”7r-on f
2

elszinének fels6 hatara
F=rin+ra+rmo.
Az egyenes csonka kup felszine a beleirt n oldalt szabalyos

soksz6g alapti csonka gtlak

+
Fn:Y;+tn+k" 2K"m

tr

felszinének fels6 hatara
F=Rr+r’z+(@r+R)ro.
A gomb felszinének meghatarozasahoz felhasznaljuk a

csonka kip palastjanak felszinét, ami

P=(r+R)mo=2¢nd, ahol g:r;R,

(¢ a kiteritett palast (korgytrticikk) kozépivének sugara).

N fgy az r sugari gomb felszine
_ L’\\ F =4r’z. Tekintsiink ugyanis az r
~ »u.g; qF \ sugari kort és egy abba irt paros

o B‘K (n=2k) oldalszam szabalyos sok-
¢ szoget. Valasszuk ki valamely atelle-
£ nes csucspont parjanak osszekoto

\\ egyenesét és forgassuk meg ¢ koriil

a kort és a sokszoget. A korbél
goémb, a sokszogb6l £ darab csonkakippalast (2 specialis)
alakul ki.

Az OFF,, ~ ABB,,-hoz kétkét szog egyenl6sége miatt. Igy az
i -edik palastfelszin P, = 2¢, 7o, az el6bbi A-ek hasonlosaga
miatt (g, -t, =m,:0,) P, =2t,7m, alakot veszi fel.
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Osszegezve a palastfelszineket,

Ennek felsé hatara n — o esetén a gomb felszine F =4r’r,
hiszen ¢, > r.

D. Térfogatszamitis

Egy nem bizonyitott tétellel kezdtiik.

1. Minden poliéderhez hozzarendelheté egy pozitiv valds
szam, amit a poliéder térfogatanak neveziink, és ami ren-
delkezik az alabbi tulajdonsagokkal.

a) az egységnyi élhosszisag kocka térfogata 1,

b) egybevagé poliéderek térfogata egyenlo,

¢) ha egy poliédert két poliéderre bontunk, akkor a részek
térfogatanak 0sszege egyenlo az eredeti poliéder térfo-
gataval.

E tételbél kovetkezik, hogy ha egy poliéder egy masik po-
liédert tartalmaz, akkor a térfogata nagyobb a tartalmazott
poliéder térfogatanal, s az is, hogy ha egy poliédert véges sok
részre osztunk, akkor a részek térfogatanak dsszege az ere-
deti polieder térfogataval egyenlo.

Persze ezek alapjan hozza is fogtunk néhany poliéder tér-
fogatanak meghatarozasahoz.
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Elobb belattuk, hogy ha két téglatest alaplapja egybevago,
akkor térfogatuk aranya magassaguk aranyaval egyenlo.

A téglatest térfogatat a harom egy csilicsbdl kiindulo élé-
nek szorzataként kaptuk. Ezutan a haromszogalapt, majd a
sokszogalapi egyenes hasab térfogatat hataroztuk meg. A
ferde hasab térfogata — egy az oldaléleire merdleges sikmet-
szet és az alaplap teriilete kozotti 7°= 7, cosa kapcsolat felis-
merésével - mint elobb az alapteriilet és a magassag szorzata
lett.

A gula térfogatanak felhasznaldsaval, s a hasab harom
egyenlo térfogath haromszog alapi gulara valé bontasaval a
haromszog alapti gula térfogata az alapteriilet és a magassag
szorzatanak harmadaként adédott.

A csonka gula térfogatat egy azt gulava egészité (jabb
gula segitségével nyertiik: V = %(T +~/T1+1) alakban.

2. A mértani testhez — annak Korlatossaga miatt - talalhatok
azt tartalmazo, és altala tartalmazott poliéderek. Ezeket
kiilso, illetve bels6 poliédereknek nevezziik. Eddigi ered-
ményeink alapjan az elobbiek térfogata alulrol, az utobbiak
térfogata feliilrol korlatos szamhalmazt alkot. (Létezik also,
illetve fels6 hatar.)

Ha egy mértani testet tartalmazo poliéderek térfogatanak
also hatara egyenl6 a mértani test altal tartalmazott polié-
derek térfogatanak felso hatdraval, akkor ezt a kozos
hatdrt a mértani test térfogatinak neveztiik. Bar a mértani
testek térfogatara is fenn allnak a poliéder térfogatara ki-
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mondott tétel allitasai, ezekkel nem foglalkozhattunk, se-
gitségiikkel néhany specidlis mértani test térfogatanak
meghatarozasara szoritkozunk.

Az egyenes korhenger térfogata V =r> - 7-m.
Irtunk a kiorhengerbe és koré n oldalt szabdlyos harsok-
szog alapu hasabokat.
A beirt hasabok térfogata: v,

a koriilirtaké: oy =1, om,.
Mivel ¢, —>r*-n és 1,—>r*-n, ha n—owo, igy
Voo >r*-m-m és V, —r’ m-m, van kiozos hatar, vagyis a
henger térfogata V =r*-7-m.
Hasonlo modon bizonyitottuk be, hogy az egyenes korkap
térfogata:

V= l-r2 -7em,
3

mig az egyenes csonka korkup térfogata:

V:%r-(ﬂ2 +R-r+17),

A gomb térfogatat a nem bizonyitott (n. Cavalieri-elv se-
gitségével hataroztuk meg. Mivel egy » sugaru félgomb és
egy r sugart és r magassigi egyenes korhengerbdl ki-
vett » sugari r magassagu korkap utian visszamarado test
teljesiti a Cavalieri elvben felsorolt feltételeket, az utobbi

V= %-r’ - -m, térfogata a félgomb térfogataval egyenlo, s

a gomb térfogata V = %-r%r_
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Integralszamitassal a forgastestek térfogatat is megadtuk.
A konvex sikidomok keriiletének — koztiik a kor keriileté-
nek —, a konvex iv hosszanak, koztiik a kériv hosszanak
—, a sikidom teriiletének, a konvex mértani test fel
szinének és a mértani test térfogatanak, az alulrol, illetve
feliilrol korlatos szamhalmazok tulajdonsagainak, valamint
a szamszorzat hatarértéke fogalmanak felhasznalasaval va-
16 definialasa a kozepes vagy annal jobb tanulok esetében
nagyon sokat adott.

Eddig ezekrol csak képletek formajaban volt fogalmuk,
most mar némi tapasztalat és absztrakcio segitségével a
valosagot jobban leird fogalmak alakultak ki a fent emli-
tettekrol.

Itt persze e dolgozatban csak egy angol tagozatos osztaly-
nak tanitott geometriai tananyag vazlatat kozoltem az ed-
dig megszokottol eltéré modon.

A kisérletet sikeresnek itélem, hiszen a gyengébbek is tud-
tak kovetni igy az anyagot, ahogyan mas osztalyok az ott
tanitottakat. Viszont a tovabbtanulok (azodta tortént vissza-
jelzésekre is alapozva) annyi tobbletet kaptak, amennyi
konnyen segitette at oket a kozépiskola és a felsooktatas
matematika oktatasanak felt(ing szintkiilonbségén.
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SASHALMINE KELEMEN EVA

A FOISKOLAI GEOMETRIA ANYAG EGY
LEHETSEGES MEGALAPOZASA

II. RESZ

ABSTRACT: This paper continues the theme that was
published in the latest issue of Acta Academiae Paedagogicae
Agriensis (Vol. XX. 1991) It contains the statements that can
be deduced from the axioms of the distance and symmetry,
and the initiation and marka of the axial symmetry. The
marks of central symmetry and the other coiucidental
transformations on plane will be found in the next part.

Ez a cikk az el6z6 kotetben (Acta Academiae Paedagogicae
Agriensis tom. XX.) megjelent anyag folytatasa. Tartalmazza a
tavolsag és a szimmetria (X, XI) axiomaibol levezehetd allita-
sokat; a tengelyes tiikrozés bevezetését, jellemz6it. A centra-
lis tiikrozés tulajdonsagai és a tobbi sikbeli egybevagodsagi
transzformacio a kovetkezd részben lesz megtalalhato.
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4. Tavolsag, egybevagosag

A tovabbiakban felhasznaljuk a valés szamok tulajdonsagait.
A kovetkezo axioma bevezetése utin mar metrikus geomet-
riaval foglalkozunk, bevezetjiik ugyanis a mérték, a tavolsag
fogalmat.

X. Axiéma: Az £ térhez hozzarendeljiik a tér pontparjai hal-
mazanak, (£ x £) -nek a nem negativ valds szamok halma-
zara torténo d leképezését, melyet tdvolsig fliggvénynek
neveziink, s melyre a kivetkezok teljesiilnek:
1. d(A, B)=d(B, A) minden 4,Bef re.
2. Tetszoleges iranyitott e egyenes, ra illeszkedd tetszo-
leges A pont és tetszoleges ¢ >0 valds szam estén az
e egyenesen egyetlen olyan B pont létezik, amelyre
A<Bés d(4,B)=c.
3.Ha P e[ 4, B], akkor d(4,P)+d(P,B)=d(A4,B).
4. Legyen A,P,B tetszéleges, nem egy egyenesre illesz-
kedo pontharmas: ezekre teljesiil:
d(A4,B) <d(4,P)+d(P,B).

4.1. Ertelmezés: Két, tetszoleges A,B pont tavo]sagan a
d(A, B)-t értjiik.
4.1. Kovetkezmény:
d(P,Q)=0e(P=0)
A X3. alapjan, (ha A= P,Q=B)
d(P,P)y+d(P,Q)=d(P,Q0), amelybol kovetkezk,
hogy d(P,P)=0.
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Ha P =, akkor tegyiik fel, hogy P<Q. A P<P<(Q
viszonybol kovetkezik, hogy d(P,Q)# 0.
A d(P,P)=d(P,Q)=0 teljesiilése ellentmondasban lenne a
X.2-vel.)

4.2. Kovetkezmény:
1. (P €[4, B]) - (d(A4,P) < d(A, B))
egyenloség csak akkor allhat fenn, ha P = B.
2. Az e egyenes minden P,(Q, R pontjara teljesiil a
d(P,R)<d(P,0)+(O,R).
3. Az /7 sik tetszoleges, P,Q,R harom pontjara:
d(P,R)<d(P,0)+d(Q,R).

4.1. Tétel: Legyen e tetszoleges iranyitott egyenes és 4
ezen egyenes tetszoleges pontja. Az e egyenesnek pontosan
egy olyan, a valds szamok halmazara torténd, névekvd, f le-
képezése létezik, amelyre igaz, hogy [f(4)=0, és
d(P,0)=|f(0)- f(P)| minden P,Q ce-re. Ez a leképezés az
e halmaz Rre torténo kolcsonosen egyértelmii leképezése.

Bizonyitas: Az els0 részben megkonstrualjuk a f fligg-
vényt, a masodik részben igazoljuk, hogy rendelkezik a ki-
vant tulajdonsagokkal.

1. Az f leképezésre adott feltételekbol kovetkezik, hogy
d(P,A)=|f(P)| (Q= A-t tekintve). Ebbol, mivel f novekvo
kell legyen és f(A4)=0, adodik, hogy

ha A< P, akkor f(P)=d(A4,P)
ha P < 4, akkor f(P)=-d(A4,P).
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2. Megmutatjuk, hogy ezen két egyenldséggel adott f
kielégiti a tétel feltételeit.

AX. axioma alapjan:
(P<ALQ)>A(P,Q)=d(P,A)+d(A4,0Q)), azaz
d(P,Q)=-f(P)+ (D),

(A< P<Q)— (d(4,0)=d(4,P)+d(P,Q)), azaz

f(Q)=f(Py+d(P,Q)

(P<Q<A)—>[d(P,A)=d(P,0)+d(Q, A)), azaz

~/(P)=d(P,0)- /(0.

Minden olyan P ,Q-ra, amelyekre P <(Q, mindharom
esetben d(P,0)= f(Q)- f(P) teljesiil.

Mivel d(P,Q) >0, ebbdl kovetkezik, hogy f(P)< f(Q),
azaz az f leképezés novekvo. d(P,Q) =|f(Q)- f(P)| is tel-
jesiil.

Kolcsonosen egyértelmii is, hiszen

(P<Q)— (f(Q)- f(P)=d(P,0)#0), azaz kiilonboz6
pontok képei kiilonbozoek. A X.2. alapjan minden ¢ >0 ese-
tén (c € R) létezik, olyan P,Q, hogy

A< P ésd(A,P)=c,ahonnan f(P)=c,
Q<A ésd(Q, A)=c,ahonnan f(Q)=c;

ami azt jelenti, hogy az f leképezésnél R minden eleme
valamely ¢-n levo pont képe.

4.3. Kovetkezmény: Az eloz6 tételb6l kovetkezik, hogy min-
den olyan egyenest, amelyen van egy Kkitiintetett pont,

(0) az R halmazzal lehet azonositani, s alkalmazni lehet

rajta az R test tulajdonsagait.
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4.2.

4.3.

4.4.

44.

4.5.

Ertelmezés: Legyen e tetszoleges iranyitott egyenes, O
ennek Kitiintetett pontja, s /' ezen egyenes fentebb leirt
leképezése Rre. Az f(P)-t ebben az (e,0) rendszerben
a P pont abszcisszijinak nevezziik. Jelentése d(O, P)-vel
vagy -d(O,P)-vel egyenlo, attol fliggéen, hogy O <P
vagy P <O.

(A korabban bevezetett ¢1(P), ¢o(P) pontok abszcisszait
(az (0,e)), (O,e,) rendszerben) most mar nevezhetjiik a
P pont koordinatainak).

Ertelmezés: A tetszGleges A,B pontpar altal meghaté-
rozott szakasz felezési pontjanak nevezziik az [ 4,8] azon
F pontjat, amelyre d(A,B) =d(F,B).

Kovetkezmény: Mivel d = (4,B)=d(A,F)+d(F,B), igy

d(A,B)=2d(A,F)=2d(F,B).

Ertelmezés: Legyen 4 az £ tér olyan 6nmagara torténo

leképezése, amelyre teljesiil, hogy barmely két térbeli

pont tavolsaga egyenlé a képpontok tavolsagaval, azaz
d(A,B)=d (4(A4),% (B)) /A,Beg/

Az 4 leképezést egybevagosagnak (izometrianak)

nevezziik.

Kovetkezmény:

Tulajdonsagok:

1. Az egybevagdsig geometriai transzformacio.
Egyértelmii leképezés: ha egy A4 pontnak A4’ és A” is
képe lenne, akkor d(A4,4)=0 és d(A’A")#0 is telje-
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siilne, ami nem lehetséges. Kiilonbozo pontok képei is
kiilonbo6zoek (tavolsaguk nem lehet 0).

2. Két egybevagosag szorzata is egybevagosag.

Ha A,B képe az 4, leképezésnél "4’, B'; A’, B’ képe az
A9nél A, B”, akkor d(A4,B)=d(A’,B")=d(A",B"). A
valos szamok tulajdonsagai miatt d(A4,B)=d(A4",B"),
igy 99°4 is egybevagosag.

3. Az egybevagosag egyenestarto leképezés.

Legyen A,B,C Kkollinearis pontharmas, s képiik
A", B',C".
(1) d(4,B)=d(A4",B"), d(B,C)=d(B',C"),
d(A,C)=d(A",C").
Teljesiiljon 4 < B <C, ekkor a X.3. axioma miatt
(2) d(A,C)=d(A,B)+d(B,C).
Ha az A’,B’,C’ nem kollinearis:
d(A',C"y<d(A",B)+d(B',C").
Az (1) miatt d(4,C)<d(A4,B)+d(B,C) ami ellent
mond a (2)-nek.
Hasonloan belathatd, hogy nem kollinearis pontokat
nem vihet at kollinearis pontokba.

4, Az egybevagosag az egyenesen a pontok elrendezését

megtartia. Ha A<B<C akkor A'<B'<(C” vagy
A >B>C'.

Nem lehet pl. az 4’ < B <, hiszen ekkor
d(A',C")<d(A",B)+d(B'C’), ami ellentmond a (2)-
nek.



Ha B elvalasztotta A-t és C-t, akkor B’ is elvalasztja
At és C't. A képekre teljesiilhet az eredeti
A’ < B' < (', vagy az ellentétes A’ > B’ > C’.

5. Az elozo allitas alapjan az egybevagdsag félegyenest
félegyenesbe visz at. Szakasz képe szakasz.

4.2. Tétel. Az egybevagosag két metsz6 egyenest metszo
egyenesparba visz at ugy, hogy az egyenesek metszéspont-
janak képe a képegyenesek metszéspontja.

Bizonyitas: Legyen / tetszoleges sik; ennek tetszoleges
M pontjara illeszkedik két olyan a,b sikbeli egyenes, amely-
nek metszéspontja M. ElGszor azt igazoljuk, hogy az a,b
egyenesek a’, b’ képe is metszo egyenespar, s M képe a kép-
egyenesek M’ metszéspontja. Mivel az M pont illeszkedik az
a és b egyenesre is, képe, M’ az egyenestartas miatt illesz
kedni fog az a’,b’ képegyenesekre is, Mivel a=b, a'=»’
sem lehetséges, igy M’ az a’,b’ egyenesek metszéspontja.

4.3. Tétel: Az egybevagosag siktarto leképezés.

Bizonyitas: Be kell latni, hogy tetszéleges P/ esetén
P’er’, ahol 2’ az a',b' egyenesek altal meghatarozott sik. (2.
abra)
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Ha Pe{aub }, akkor az allitas nyilvanvalo.

Legyen Pg¢{aub}. Tekintsiik P pontnak az a,b tengely-
rendszerre vonatkozd P, P, meghatarozo pontjait. A feltétel
miatt P ¢ P, P,.

lllessziink P-re P, P -vel parhuzamos e egyenest. Az 1.4.
kiovetkezmény miatt létezik ena=A4 és enb=B. Az A’ és
B’ képpontok illeszkednek az a’,b’ egyenesekre, igy az /-re
is. A IV. axiéma alapjan A'B’ < /', s az egyenestartds miatt
P’c A'B’, azaz P’c /’.

4.6. Kovetkezmény: Az egybevagosag két parhuzamos egye-
nest két parhuzamos egyenesbe visz at.
Sikjuk képe sik, a képeknek k6zos pontja nem lehet.

4.7. Kovetkezmény: Az egybevagosag félsikot félsikba, félte-
ret féltérbe visz at.
Tegyiik fol, hogy az /-ra illeszked6 a egyenes altal meg-
hatarozott £y félsikbeli A4,B pontokat az a’ altal meg-
hatarozott kiilonbozo félsikbeli pontokba viszi at. (3.
abra)
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4.8.

3. abra

Legyen 4,Bna=C. (Ha A,B egyallisi a-val, akkor
A’ B’ is egyéllast a’vel, s ekkor a kivetkezmény allitdsa
teljesiil.) Az [ 4,B]-nek ekkor a C nem belsé pontja, mig
az A',B'~a’=C’ pont a 3.1. tétel miatt az [ 4’,B’] bels6
pontja. A rendezéstartas miatt ez nem lehetséges.

A félterekre vonatkozo allitas hasonldan igazolhato.

Kovetkezmény: A tér onmagara torténd egybevagosa-
gainak Gsszessége csoportot alkot.
- Két egybevagosag szorzata is egybevagosag. (4.5.2. ko-
vetkezmény)
—- Egybevagosagok szorzasa asszociativ.
— Létezik neutralis elem: az identikus egybevagdsag.
-~ Minden egybevagosagnak van inverze és az is egybe-
vagosag.

(4.5.1. kovetkezmény).
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5. Szimmetria

XI. Axioma:

5.1

5.1.

204

Tetszoleges ysik esetén egy és csak egy olyan egybeva-
gosag létezik, amely az y altal meghatarozott zart féltere-
ket egymasnak felelteti meg, s melynél teljesiil, hogy a y
sik pontjai fixpontok.

Ertelmezés: A XI. axiémaban leirt leképzést y sik szerinti

szimmetrianak vagy y sifkra vonatkozo tiikr6zésnek ne-

vezziik. A y szimmetriasik vagy tiikorsik.

A leképezés jele S, vagy T,.

Kovetkezmény: A XI. axiomabdl a sikszimmetria tobb

tulajdonsaga kozvetleniil adodik.

1. Egybevagodsag, igy teljesiilnek ra annak tulajdonsagai:
egyenestarto, siktartd, rendezéstartd; parhuzamos, il-
letve metsz6 egyenespar képe szintén parhuzamos,
illetve metsz6 egyenespar.

2. Csak a szimmetriasik pontjai fixpontok.

Ha 7,(4)=A4’ és A=4’, akkor Acy, mert mindkét fél-
térhez csak a ¥ pontjai tartoznak.

3. Ha egy A4 pont képe A’, akkor az A’ képe az A4 pont.

Aey esetén trivialis, igy a tovabbiakban A ¢y.
Legyen A' képe A=A pont. A és Augyanazon y
hatarsik féltérben van, s az [4,4'] képe az [A',4].
Létezik [4,4']~y=F, ami fixpont, s igy illeszkedik
[A4,A'] képére is, azaz Fe[A’,4]). A'F-re illeszkedik
az A és 4 is, s mivel d(A4,4")=(4'4), a X. axioma
alapjan A=4.



4. Ha az A4 pont nem illeszkedik a y szimmetriasikra, és
képe A’, akkor az 4,4’ képe onmaga, de nem
pontonként fix. 4, 4’ a tiikrozés invarians egyenese. A
IX. axioma miatt létezik A A ~y=F.
d(A,F)=d(A',F"),sigy F az [4,A’] felezési pontja.

5. ToT =1. A T, involutorikus leképezés.

5.2. Ertelmezés: A T, iltal egymashoz rendelt pontokat
(4,4"), tiikkorképeknek nevezziik.

5.2. Kovetkezmény: Ha egy g egyenes és g’ képe egy G
pontban metszi egymast, akkor G illeszkedik a szimmet-
riasikra. A g,g’ metsz0 egyenespar képe a g’, g metszo
egyenespar, s a G metszéspont G’ képe a képegyenesek
metszéspontja, azaz G=G’, s igy G €Y.

5.1. Tétel: Ha 7,(A)=A4', és Agy, akkor a y sik minden
pontja egyenlo tavolsagra van 4 és A’-t0l, s a tér minden
olyan pontja, amely A és A4’-t0l egyenlo tavolsagra van, a y
sikra illeszkedik.

Bizonyitas: 1) Legyen tetszoleges P ey.

d(A,P)=d(A',P")=d(A4’,P)

2. Legyen Qec& és d(A,Q0)=d(4',0),
valamint Q¢y. Legyen Q a y altal meghatarozott azon fél-
térben, mint az A’. Ekkor a IX. és XI. axioma miatt létezik
A,Qrvy=B. A bizonyitas elsé része miatt d(A4,B)= d(A',B);
mivel az A, 4’-n csak az [4,A4'] yra illeszked§ F felezési
pontjara teljesiil a d(A4,F)=d(4",F"),igy Q¢ A, A'.

A X. axiéma alapjan:
d(Q, 4") <d(A',B)+d(B,0).
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Mivel d(A4’,B)+d(B,0) =d(4,B)+d(B,0)=d(4,0),
a d(Q,A")<d(A4,Q) ellentmond a feltételnek, igy Qey

5.2. Tétel: A tér barmely két kiilonboz0 pontjahoz egy és
csak egy szimmetriasik tartozik.
1. A létezés bizonyitisa: Konstruktiv. Legyen a két

tetszoleges pont 4 és B. Tekintsiink egy tetszileges, A4, B-re
illeszkedo 2 sikot. (4. abra)

”

4. abra

A XI. axioma alapjan ez a sik meghataroz egy ./ szerinti
szimmetriat; legyen egy megfelel6 pontpar P,P’, amelyekre
P+P’. Az 1.3. kivetkezmény alapjan az [A4,B] F felezési
pontjara egy és csak egy —I;,—F-vel parhuzamos a egyenes
illeszkedik. (Ha F e?’?ﬁ, akkor F,F=a).

Parhuzamos egyenesek képei parhuzamosak, s mivel
P, P invarians, P, P lla’, ahol T, (a)=a’. F fixpont, F ea’,
de mivel F-re csak egy PP -vel parhuzamos egyenes illeszt-
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hetd, a=a’. Egy /-6l kiilonb6z6, az 4, B-t tartalmaz6 § sikot
tekintve, hasonléan az a-hoz, konstrualhato egy olyan 5
egyenes, melyre teljesiil, hogy Feb és Tp(b)=b.

Azt fogjuk bizonyitani, hogy az a,b metsz6 egyenesek
altal meghatarozott y sik a keresett tiikorsik, azaz 7 (4)=B.
Tegyiik fel, hogy 7, (4)=4’és A’ ¢ 4, B. (5. 4bra)

/o«

< ;

5. abra

Legyen Dea, D#F és Tp(D)=D’, mivel 4, Bc 2, igy
d(A,D)=d(A,D").

A D,Dcy, igy az el6zéek alapjan d(4,D)=d(A',D) és
d(A,D')=d(D'A").

Ezekbol adodik, hogy d(A4’,D’) = s(A’,D) ami azt jelenti
az el6zo tétel miatt, hogy A'e/.

Felvéve b egyenesen a G,G’ (G#F) P-ra szimmetrikus
pontpart, hasonléan kimutathato, hogy

207



d(A4’',G")=d(4',G), ami azt jelenti, hogy A’ €.

fgy 4’ 2p)-4,B.

d(A,F)=d(F,B)=d(F,4'); aX. axiéma miatt 4'=B.
fgy az A-nak y-ra valé tiikorképe B.

2. Az egyértelmiiség bizonyitisa:

HaZ7 (A4)=B és T, (4)=B is teljesiilne, akkor az el6z6
tétel alapjan y és ¥’ minden pontja egyenld tavol lenne A-tdl is
és B-t0l is, s mivel ezen pontok egy sikra illeszkednek, y = y'.

5.3. Kovetkezmény: Barmely, 4, B-re illeszkedé sikban azok a
pontok, amelyek az A4,B pontpartol egyenld tavolsagra
vannak, egy egyenesre illeszkednek, s ezen egyenes min-
den pontja egyenld tavolsagra van az 4 és B pontoktol.
Ez az egyenes a tekintett sik és az A4,B pontparhoz
tartozo szimmetriasik metszésvonala.

5.3. Tétel: A tér tetszoleges pontjabol kiinduld két fél-
egyeneshez egy és csak egy szimmetriasik tartozik.

Bizonyitas: Legyen a,,b, a két félegyenes és kezdGpont-
juk O. 4 X. axiéma alapjan létezik olyan Beb, pont, melyre
d(0,B)= d(0,4), ahol Aeaq, tetszileges pont. Az 5.2 tétel
alapjan A4,B pontokhoz létezik szimmetriasik. Ez a sik tartal-
mazza az 4,B pontoktdl egyenld tavolsagra levé pontokat,
igya O-tis.

Az O, A félegyenes képe igy az O, B félegyenes.

Ha létezne a két félegyeneshez az elébbit6l kiilonbozé
szimmetriasik, akkor az 5.2 kovetkezmény alapjan O illesz-
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kedne erre a sikra is. Az 4 képe legyen ez utébbi sikra tor-
téno tiikrozésnél 4'.

d(0,A4)=d(0,A4’)=d(0,B), de a X. axiéma miatt 4'=B,
ami azt jelenti, hogy a két tiikorsik megegyezik.

A kovetkezl tétel segitségével a sikra vonatkozo szim-
metriabol szarmaztatjuk a tengelyes szimmetriat.

5.4. Tétel: Tetszoleges £ sikhoz van olyan, azt metsz6 y
sik, amelyre vonatkozo tiikrozés /2 -t onmagara képezi le.

Bizonyitas: Tekintsiik az /2 sik két tetszoleges, de kii-
lonbzé A4,B pontjat. Az 5.2 tétel alapjan ezekhez egy és csak
egy v szimmetriasik tartozik, s ez illeszkedik az [4,B] F fe-
lezési pontjara. Az A#B miatt y=2. [gy a 3.3 tétel kovetkez
tében létezik / ~y=t metszésvonal. A y-ra torténd tiikrozésnél
A, B képe B, A, at vy, igy pontonként fix egyenes; az altaluk
meghatarozott / sik képe is az / sik, hiszen a y-ra vald
tiikrozés siktarto.

5.3. Ertelmezés: A tetszbleges 2 sikot t egyenesben metsz6 v
sikra vonatkozo tiikrozés altal az / sikon létrehozott
leképezést, ha az /-t onmagara képezi le, + egyenesre
vonatkozo sikbeli tengelyes szimmetrianak vagy
tengelyes tiikrozésnek nevezziik. Jele: S, vagy 7. Az
egymashoz rendelt pontok tiikorképek, a ¢ tiikortengely
vagy szimmetriatengely.

5.4. Kovetkezmény: A tengelyes szimmetria szarmaztatasa
alapjan érvényesek a kovetkezo tulajdonsagok:

1. Kolcsonodsen egyértelmil leképezés. A ¢ altal meghata-

rozott félsikokat felcseréli, a tiikortengely pontjai és csak

azok fixpontok.
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2. Barmely A4,Belra d(A4,B)=d(T(4), T(B)) - mivel
egybevagosag.

3. Egyenestartd, parhuzamos egyeneseket parhuzamos,
metsz0 egyeneseket metszé egyenesekbe visz at.

4. A rendezéstarté leképezés; félegyenes, szakasz, félsik
képe félegyenes, szakasz, félsik.

5. Ha egy A4 pont képe A’, akkor az A’ képe az A. Invo-
lutorikus leképezés.

6. A sik barmely két kiilonbozo pontjahoz egy és csak
egy szimmetriatengely tartozik.

Az 54 tétel és az 5.3 értelmezés alapjan egy tartozik.
Ketté nem tartozhat, mert ezek két szimmetriasiknak az
£ -val valé metszésvonalai lennének, két ponthoz viszont
két szimmetriasik nem tartozhat.

Az 5.4 tétel bizonyitasa alapjan [4,B] F felezési pontjara:
Fet.t minden pontja egyenlo tavol van az 4 és B
pontoktol.

5.5. Tétel: A sikban tetszoleges pontbdl kiindulé két
félegyeneshez egy és csak egy tiikkortengely tartozik.

Bizonyitas: Legyen a,,b5, a két félegyenes, kezddpontjuk
0, sikjuk 2. Az 5.3 tétel alapjan a,, b-hez egyetlen y tiikkorsik
tartozik, s erre illeszkedik az O. Az / és vy sik igy metszi
egymast egy ¢ egyenesben. 7 (@) =5, t pontonként fix, /
‘képe a y-ra valo tiikrozénél 2 , igy y az / sikon egy t tengelyii
tiikrozést létesit, amelynél 7 (a,) =b,.

Tobb tiikkortengely nem tartozhat, hiszen ha lenne még
egy, akkor az értelmezés alapjan ehhez is tartozna egy sik,
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amely a, és b-nek szimmetriasikja lenne, ez viszont el

lentmond az 5.3 tételnek.

5.5. Kovetkezmény: A sikban tetsz6leges pontbol kiinduld két
félegyeneshez tartozo tiikortengely atmegy a félegye-
nesek kozos kezdopontjan.

5.6. Tétel: Legyen a és b az L sik két kiilonbozo
egyenese. Ha T (b) = b, akkor 7, (a) =a teljesiil.

Bizonyitas: Az a egyenesre vonatkozo tiikrozés az a altal
meghatarozott félsikokat felcseréli, igy ha 7 (b) =4, akkor a
és b nem lehetnek parhuzamosak, csak metszok. Mivel 5-
nek a-ra valo tiikorképe b, igy tetszoleges Beb, de Bga
pontot véve 7. (B)= B, B'eb.

Az 5.4 kovetkezmény utolso allitasa alapjan az a egyenes
illeszkedik a [B,B’'] F felezési pontjara, és minden pontja
egyenlo tavol van a B és B'-t0l.

Legyen Aea,de A#F.A T,(A)= A pontnak az a-ra Kell
illeszkednie, ugyanis az a-ra valé tikrozés miatt
d(A4,B))=d(A,B’); b-re valé tiikkrozés miatt d(A4, B)= d(4, B')
és d(A,B')=d(4'",B"), melyekb8l d(4',B)= d(4',B"), s az
ilyen pontok csak az a tengelyen lehetnek.

Hasonléan belathato, hogy ha 7, (a) = a, akkor 7, () = 5.
5.6. Kovetkezmény: Egy sik barmely egyenese lehet

szimmetriatengely ebben a sikban.

Tekintsiik a sik tetszoleges a egyenesét, s ennek két, 4

és B pontjit. Ezekhez egy és csak egy ¢t szimmet

riatengely tartozik. Mivel 7 (a)=a, az el6z0 tétel miatt

T (t) =1 is teljesiil, igy a is szimmetriatengelye a siknak.
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5.7. Kovetkezmény: Az el6z6 allitasok alapjan megfogalmaz-

5.4.

5.8.

hat6 a XI. axiomanak megfeleld, sikra érvényes allitas:

Az 7 sik tetszoleges e egyenesét tekintve, egy és csak

egy olyan egybevagédsag létezik, amely az e altal megha-

tarozott zart félsikokat egymasnak felelteti meg, s mely-

nél az e pontjai fixpontok.

Ertelmezés: Ha két kiilonbozé egyenes olyan tulajdon-

sagu, hogy egyiknek a masikra vonatkozé tikorképe

onmaga, akkor a két egyenest merélegesnek nevezziik.

Jele:alb.

Kovetkezmény:

1. Ez a relacio szimmetrikus és antireflexiv, (¢ La nem
lehet)

- 2. A merdéleges egyenesek metszé egyenesek. (Az 5.6

9.5.

5.6.

o.7.
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tétel bizonyitasabdl kivetkezik.)
3.Az A,B pontokhoz tartozé szimmetriatengely mero-
leges A,B-re. Az A, B intervarians egyenes merdleges
a tengelyre.
Ertelmezés: Az a,b merdleges egyeneseken a kozos pont
altal meghatarozott, kiilonb6z0 egyenesekhez tartozo fél-
egyeneseket is merolegeseknek nevezziik.
Ertelmezés: Az A,B pontparhoz tartozd szimmetria-
tengelyt az [A4,B] szakaszfelez0 merélegesének nevez-
Ertelmezés: Adott tulajdonsagi pontok Osszességét
mértani helynek nevezziik.



5.7. Tétel: A sik azon pontjainak mértani helye, amelyek a
sik két pontjatél egyenlé tavolsigra vannak, a két pontot
osszekoto szakasz felezomerdlegese.

Bizonyitas: Egyszeriien adodik az el6zoekbdl. A szakasz-
felez6 merdleges a két pont szimmetriatengelye, s korabban
mar belattuk, hogy ennek minden pontja egyenlé tavol van a
két ponttol, s tobb ilyen pont nem létezik a sikban.

5.8. Tétel: Az 2 sik tetszoleges P pontjabdl a sik egy tet-
szoleges e egyenesére egy és csak egy merdleges illeszt-
heto.

Bizonyftas:

1/ P¢e: Legyen T(P)=P. A keresett egyenes a
P,P . Ha lenne még egy P-re illeszkedo merdleges, akkor az
értelmezés alapjan 7 (P) erre is illeszkedne, ez csak ugy
lehet, ha a két egyenes egybeesik.

2/ P ce: AX. axiéma alapjan ha az e¢ egyenes P altal
meghatdrozott egyik félegyenesén kivalasztunk egy tetszé-
leges A pontot, akkor létezik a masik félegyenesen pontosan
egy olyan A’ pont, melyre d)P,A)=d(P,A’). Az A, A’ pontok-
hoz tartozo szimmetriatengely illeszkedik P-re, és merdleges
e -re, jeloljiik b -vel.

Ha lenne még egy P-re illeszked6 gle egyenes, akkor az
értelmezes alapjan 7,(e)=e teljesiil. Az 4 képe ennél a
tiikkrozésnél is csak A’ lehet, két ponthoz viszont csak egy
szimmetriatengely tartozik, igy b=g.

5.8. Ertelmezés: Legyen e és P egy 2 sik egyenese, ill. pont-
ja. A P pontbdl az e-re allitott meréleges egyenesnek és
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az e-nek a 7 metszéspontjat a P pont e egyenesre vo-
natkoz6 meroéleges vetiiletének vagy roviden vetiiletnek
nevezziik. (7 a mer§leges talppontja.)
5.9. Kovetkezmény: Ha 7 a P pont e egyenesre vonatkozo
merdleges vetiilete, és P az e tetszoleges, de A#T pont-
ja, akkor d(P,T) <(d(P, 4).
Legyen T.(P)=P', P,P’, a P-bol allitott merGleges, és
T a [P,P’] felezési pontja. A tetszoleges P ce-re teljesiil,
hogy
d(P,P")<d(P,A)+d(A,P')=2d(P,A), de
d(P,P")=2d(P,T), igy d(P,T) <d(P, A).
5.9. Ertelmezés: Legyen a P pont e¢ egyenesre vald me-
roleges vetiilete 7. A d(P,T)-t az A pont e egyenestol
vald tavolsaganak nevezziik.

5.9. Tétel: Legyen a Lb, és egy ¢ tengelyl szimmetrianal
képiik a’ és b’; ezekre teljesiil, hogy a’15°.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fol, hogy a’1b’. Legyen
anb=M, ennek képe a’'~b’=M’. Vegylink ol az a-n egy
A#M pontot. A-nak a meroleges vetiilete b-n M. A-nak A4’
képe illeszkedik a’re, de merdleges vetiilete b ’-n egy I"zM’
pont. :
Az 5.9 kovetkezmény alapjan a 7” eredeti pontjara, a 7-
re: .

DA, >d(A, M), de d(A,M)=d(A', M) és

d(A4,T)=d(4,T), igy d(4',T)>d(4A',M'), ami

ellentmond az idézett kovetkezménynek.
5.10. Kovetkezmény: Tiikrézések sorozata merdleges
egyeneseket meréleges egyenesekbe visz at.
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5.10. Tétel: Legyen alib. Ekkor (alc)«>(blic), ahol
a,b,c L-beli egyenesek.

Bizonyitas:

1/ Legyen alb és bllc. Ekkor alc. Az 14 kovet-
kezmény alapjan létezik anc=P. A b és ¢ parhuzamos egye-
nesek képei az a-ra torténo tiikrozésnél a szintén parhu-
zamos b és ¢’ egyenesek lesznek. Pec’, igy csak c=c’ tel-
jesiilhet, de a merdleges egyenesek értelmezése alapjan igy
alc.

2/ legyen alb és alc. Ekkor bllc. Tekintsiik a ¢
egyenes tetszéleges C pontjat. Az elobbi bizonyitas alapjan a
C-re illeszkedd, b-vel parhuzamos egyenes meroleges a-ra, s
mivel csak egy ilyen meré6leges létezik, ez maga a c, igy
bllc.

5.11. Kovetkezmény: A tengelyes szimmetria invarians
egyenesei a tengely, és a ra meroleges egyenesek, ezek-
tol kiilonbozo invarians egyenese nincs a leképezésnek.
Az 5.4 értelmezés alapjan a tengelyre merGleges egye-
nesek invariansak. Ha P, P’ invarians egy ¢ tengelyi
tiikrozésnél, akkor | is a 7 -re, mivel a P-bil egyetlen
meroéleges allithato.

5.12. Kovetkezmény: A tengelyes szimmetria tengelytol
kiilonbozo6 invarians egyenesei parhuzamosak.

5.11. Tétel: A tengelyes tiikrozést egy megfelelé (nem
fix) pontpar, vagy a tengely egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

1/ A pontpar felezomerolegese a tengely.
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2/ Ha adott a tengely, akkor a tetszoleges P pont képe
a P-bdl a ¢ -re allitott merdlegesen van, a ¢ altal meghataro-
zott masik félsikban. Ha 7 a P L vetiilete, ugy
d(P,)=d(P',T"), ahol P’ a képpont, s ez a X. axiéma
alapjan egyértelmden meghatarozhaté.
5.10. Ertelmezés: €£gy geometriai alakzatot tengelyesen
szimmetrikusnak neveziink, ha van olyan egyenes, amire
tiikrozve az alakzat 6nmagaba megy at.

5.12. Tétel: Két metsz6 egyeneshez pontosan ket
tiikortengely tartozik. 7

Bizonyitas:

1./ Kettd tartozik. Legyen a~b =0, s az O altal megha-
tarozott félegyenesek a,’a,, ill. ,,b,. Az 5.5 tétel alapjan az
a,, b, ésa b, a, félegyenesekhez tartozik egy ¢,, és egy ¢, ten-
gely. A 7, az a, és b, félegyeneseket is egymasnak felelteti
meg, mig a 7,, az a, és b, félegyeneseket. 7, =T, hiszen a
képpontok nem azonosak, igy 7,#1,. '

2./ Tébb nem tartozhat. Ha lenne még egy t,, akkor
OeT,, igy ez a félegyenesparok valamelyikének szimmetria-
tengelye lenne, s igy az 5.5 tétel alapjan ¢ =¢, vagy ,=t,.

5.13. Tétel: Két metszé egyenestdl egyenlé tavolsagra
levé pontok mértani helye az egyenesek szimmetriatengelyei.
Bizonyitas:

1/ Legyen ¢,,1, az a,b metsz6 egyenespar két szim-
metriatengelye, s Pet,. A P-nek a-ra, ill. b-re valdo merd-
leges vetiilete A, ill. B. Igazolni kell, hogy d(P, 4)=d(P,B).
A 1re torténé tiikrozésnél a képe b, s meroleges egyenesek
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képei meréleges egyenesek. Mivel P-bdl b -re egyetlen me-
réleges allithatd, igy az a és P, A egyenesek A metszés
pontja a képek B metszéspontjaba meg at. P fixpont, igy
d(A,P)=d(B,P). t,-re hasonldéan belathatd az allitas.

2/ Legyen P az a,b egyenesek sikjaban olyan pont,
amelyre teljesiil, hogy az a és b5-t6l valo tavolsaga egyenlo,
azaz d(P, A)=d(P, B).

Tiikrozziink a P,A4 és P,B félegyenesekhez tartozd ¢
tengelyre. A feltétel miatt4 képe B, s mivel B-ben, P,B-re
egyetlen meréleges allithatd, a képe ». t az a,b egye
nesparnak is szimmetriatengelye, igy Oet , s P valoban a két
egyeneshez tartozé szimmetriatengelyre illeszkedik.

5.14. Tétel: A metsz6 egyenesekhez tartozé szimmetria-
tengelyek merolegesek egymasra.

Bizonyitas: Legyen a,b a két metsz6 egyenes, ¢,,7, a két
tiikortengely. Igazolni kell, hogy 7,(1,)=(,) vagy
IL,()=@). »

Tegyiik fel, hogy az els6 allitas nem teljesiil, s 7'ez, képe,
T’et,. Az el6z0 tétel alapjan d(T, 4) =d(T,B). A t,-re torténé
tilkrozésnél A4 képe A'eb és B képe B'ea. lgy
d(A,TY=d(B',T).

Az el6z6 tétel szerint 7" csak a két egyeneshez tartozo
szimmetriatengelyeken lehet, ebben az esetben z,-n.

A kovetkezo tételben a centralis szimmetria értelmezését
készitjiik elo.

5.15. Tétel: Ha a,b merdleges egyenesek, akkor a két
egyenesre torténd tiikrézések sorrendje felcserélhets. Ha
egy A pontot erre a két egyenesre torténo tiikkrézések szor-
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zata A’-be visz at, akkor az A, O, A’ pontok kollinearisak,
ahol O=anb.

Bizonyitas: Ha e{aub }, akkor az allitas kozvetleniil adé-
dik az el6z6 allitasokbol.

Legyen Ag{awb}. (6. abra) Jeloljiik e,g-vel az A-ra
illeszkedo, a, ill. b -vel parhuzamos egyeneseket.

2 e £
A A 3
) ¢
A Ay
: 6. abra

A tengelyes szimmetria tulajdonsagai alapjan az elle’,
ahol ' =T (e), és gllg’, ahol g'=T, (g). Mivel ella és alb,
valamint 4 llg, az 5.10 tétel miatt e 15 és e Lg teljesiil. Mivel
glibllg’ és b la, az a-ra torténd tikrozésnél g és g’ is
invarians egyenes (g La, g’la is teljesiil).

Hasonloé okok miatt a 4 -re torténé tiikkrozésnél e és e’ is
invarians egyenes. Az 5.10 kivetkezmény alapjan az egy-
masra merdleges e,g egyeneseketa 7,0 T, ésa T o T, szor-
zatleképezések is az e’, g’ meréleges egyenesparba viszik at.
Legyen A =e'ng, A"-eng, A =e'ng'.
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Mindkét szorzatleképezés az A pontot az A’-be viszi at,
igy T.oT,o=1T,0T,.

Az [A4,4'] képe a b-re vonatkozé tiikrozésnél az [4”, 4;
legyen b-vel valé metszéspontjuk O,. (O, létezik, mert g és
g’ két kiilonbozo, b hataregyenesii félsikban van).

Az [A4,4'] képe az a-ra vald tiikrozésnél [4,4"]; a-val
valo metszéspontjuk legyen O,.

[4,4"]1A[4,41=0,=0, =0. Igy 4,0,4’ kollinearis, s
mivel a  tiikrozések ~szorzata is  egybevagosag,
d(0, A)=d(0, 4").

5.16. Tétel: Két kiilonbozo, a és b egyenes akkor és csak
akkor merdleges, ha 7 o7, = T, oT,.
Bizonyitas:
1/ Ha (a1b)—(T, 0T, =T, 01)). Ez az el6z0 tétel elsé
allitasa.
2.Ha a#b és T ol, =1, 0T, akkor alb.
Tekintsiik az a egyenesnek egy nem 4 -n 1évé A pontjat.
T,(T.(A)) = T,(A) = A'. A feltétel alapjan T (7,(4)) = A"
Mivel 7,(A)= 4’, igy T.(A")=A’. Az a tengelyl tiikro-
zésnél A’ fixpont, igy A’ ca. Az a egyenes tetszOleges pont-
janak képe a b-re torténo tiikrozésnél a-ra illeszkedik, igy
mivel a#b, az alb teljesiil.

(A felépités a centralis szimmetria értelmezésével foly-
tatodik.)
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OROSZ GYULANE

MOTIVACIO A MATEMATIKA TANAROK
KEPZESEBEN

ABSTRACT: (Motivation at the mathematics teachers
training) This paper is about an experiment connected with
motivation and our experiences.

The structure of this paper is as follows: Introduction,
some models about motivation at the mathematics teaching,
conclusion about our lessons.

Igen, a matematika ora is lehet érdekes, szines, hasznos,
de még tobb is annal: ,hozzaszoktathatja szemiinket, hogy
lassa az igazsagot tisztan és vilagosan”, ahogy Descartes
olyan taliléan mondta. Eppen ezért nagyon fontos feladat a
matematikat tanité tanarok szamara a tanuléi motivacio kiala-
kitasa, tervszeri és tudatos fejlesztése. Nem konnyti feladat
ez, hiszen a tanuldi motivaciot igen sokféle és bonyolult ha-
tasmechanizmus alakitja.

A motivaciéval kapcsolatos hazai és kiilfoldi kutatasok ar-
ra utalnak, hogy e kérdéskor nagyon széles skalan mozog és
egyaltalan nem konnyU az 6sszefliggéseit feltarni.
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Kozéki Béla a motivaciot, mint aktiv tevékenység folya-
mataban kialakuld, tevékenységre készteto belso fesziiitséget
értelmezi, amely kognitiv, effektiv és affektiv dimenzidkban
fejlodik [4].

(A tovabbiakban tanul6éi motivacién a tanulasi tevékeny-
ségre készteto belso fesziiltséget értjiik.)

A. Z. Krygwska szerint »a matematikai érdeklodéstermi-
nus pontositast és bizonyos kategorizalast igényel annak a
megfigyelése alapjan, ami irant a tanulok kiilonosen érdek-
16dnek” [1]. Véleménye szerint a motivaciora vonatkozé ku-
tatas kKisszamu és alapvet6 felfogasbeli kiilonbségeket mutat
a matematika irant érdeklédé tanuloknal és tanaroknal.

M. Besuden a motivalast a matematika oktatisaban a
problémafolvetd oktatis segitségével képzeli el. Azt allitja,
hogy a matematika szisztematikus felépitése dltalaban nem
elegends 6sztonzo a tanuldk szamara a vele vald foglalko-
zashoz [1].

Polya Gyorgy szerint a tanitas miivészet, de késobb elis-
meri, hogy lehet elmélet targya is, s e miivészet gyakorlasat
lehet és kell is tanulni. A tanitds tudomanyos alapelvének
tekinti a »legjobban motivaltsag” elvét [5].

Réthy Endréné kutatdsaban a tanuldsi motivacié hatas-
Osszefliggéseit vizsgalja. Kisérlettel igazolja, hogy a tanulasi
motivacié szitudciokban torténd tudatos fejlesztése pozitiv ha-
tast gyakorol a tanuld orai munkajara, érdeklodésére, Kitarta-
sara a feladatmegoldisban és tanulmanyi teljesitményére is.
Kérdoives vizsgalattal feltarja a gyakorld tanarok motivalo te-
vékenységét. Sziikségesnek tartja a tanulasi motivacié haté-
konyabb fejlesztését. Javasolja, hogy a motivald eljarasok be-
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mutatasa, elemzeése, s a gyakorlatban val6 alkalmazasa mikro-
tanitasi kurzus segitségével kapjon helyet a tanarképzésben
is [6].

Falus Ivan vizsgalataiban ramutat a mikrotanitas szere-
pére, a tanitasi készségek fontossagara, tekintettel a motiva-
cio készségére is [2].

A fenti gondolatok a matematika szakos tanarképzésben
a kovetkezoket jelentik. Tervszeriien és tudatosan készitsiik
fel hallgatoinkat arra, hogy érezzék a motivaci6 fontossagat a
tanitisban. Legyenek képesek tanitvianyaik érdeklodését fel-
kelteni, megerositeni. Roviden: tanitsuk meg 6ket arra, hogy
motivaljanak és hogyan motivaljanak.

Ennek érdekében a matematika modszertan oOrainkon
motivalo tényezokkel ismertettiik meg hallgatéinkat, motivald
eljarasokat mutattunk be szamukra. Az altalanos iskolai tan-
anyaghoz kapcsolodé mikroora-modelleket allitottunk ossze,
amelyekben a motivacio készségeit helyeztiik el6térbe. A
megismert motivumok egy részét a mikrotanitasok soran a
gyakorlatban is megvizsgaltuk, elemeztiik. Kisérletiinkben az
1989-90-es tanévtol kezdddGen a III. évfolyam hallgatdi vet-
tek részt. Dolgozatunkban konkrét feladatok kapcsan mutat-
juk be modelliinket. Elemzésiikkel ramutatunk a motivalasi
lehetoségekre és roviden ismertetjiik tapasztalatainkat.
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1. SZEMLELTETOESZKOZ FELADATHOZ
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FELADAT

Egy gondoskodd apa négy fidnak egy téglalap alaka te-
lekre hazat épitett, az 1. abran lathaté mddon. Hogyan
kell felosztani a telket, ha azt szeretné, hogy minden fia
azonos alaku, egyenlo teriiletli részt és 1-1 hazat kapjon?

T

1. abra

Az eszkoz leirdsa: Tanari bemutatashoz rajzlapbdl készi-
tettiik el, agy, hogy applikalhaté legyen. Ehhez a nagy-
méret rajzlapot hasznaltuk és a hazakat szines zsirkré-
taval megrajzoltuk. A gyerekek szamara is készitettiink
1-1 példanyt irdlapra, amelyre lerajzolhattak a megoldast.
A tanari eszkoznél a megoldast a rajzlap hatoldalan rogzi-
tettiik.

Tapasztalatok, észrevételek:
Az eszkozt szeminariumi csoportjainknak bemutattuk
és a problémat felvetettiik. Megjegyezziik, hogy a hall-



gatok hosszabb idé alatt oldottak meg, mint amire szami-
tottunk, egy résziik nem is tudta megoldani.

Mikrotanitas soran az egyik IIL. éves hallgato 5. osztalyos
tanulok szamara, motivald célzattal Kitlizte a feladatot. A
gyerekek rendkiviili lelkesedéssel fogadtak, szinte tiirel-
metleniil vartak, hogy megkapjak a szamukra elkészitett
eszkozt és belemeriiltek a munkaba. A tanuldk tébbsége
megbirkézott a feladattal és alig varta, hogy ismertesse a
megoldast. Motival6 hatdsa meglepte a hallgatokat is, hi-
szen az a vartnal erésebb volt.

A tanulok aktivitasanak fokozodasa meggyézte oket a
szemléltetés fontossagarol.

A mikrotanitasrol készitett videofelvételen részletesen
elemeztiik a tapasztalatokat.

Amikor az 1l.-es abrahoz tartozd probléma nehéznek
bizonyult a gyerekek szamara, megbeszéltiik a hallgatok-
kal, hogy ugy segitsenek a tanuloknak, hogy a lapot hajt-
sak ketté és két haz esetén keressék a megoldast.

g / ~
F
AN B L AN
//\(l\ ‘
2. abra
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3. abra

A feladat differencialasra is alkalmas a 2. és 3. abraval
kiegészitve, amelyet elore elkészitettiink. A 3. abrahoz
tartozo problémat a kiilonosen érdeklodo tanulok szama-
ra, otthoni munkara ajanlottuk.

A 2. abrahoz tartozé szemlélteté eszkozt azoknak a ta-
nuléknak adtuk, akik az elsét igen rovid idé alatt megol-
dottak.

A hallgatok feladatai:

Tervezzenek szemléltets eszkozoket feladatokhoz. Irja-
nak kiilonboz6 szovegeket olyan matematikai tartalmu
problémahoz, amely kozel all a gyerekek érdekld-
déséhez.

A szovegirdshoz néhany otletet javasoltunk:
- A jatszotéren négy hintat rogzitettek, ...



- Egy parkba négy fat iiltettek, ...
— A Lutra album egy lapjara négy képet ragasztottak, ...
— Sportpalyan négy tenisz-palyat épitettek, ...

2. TOBBFELE MEGOLDASI MOD KERESESE
FELADAT: Hatarozzuk meg az x értékét, ha
12437% = x mod (100).

I Megoldaisi mod: (Foiskolai ismeretek felhasznalasaval)
Az Euler-Fermat kongruencia-tétel alapjan,

mivel (43,100)=1 és ¢(100) = 40

ezért 43% =1 (100) és 43" = 43% =49 (100), tehat

x =49,

II. Megoldisi mod: (Kozépiskolai ismeretek alapjan)

Eloszor megfogalmaztuk a problémat a kozépiskolai diak
tudasszintjének megfeleloen.

Mennyi a maradék, ha az 1243-nak az 1962. hatvanyat
100-zal osztjuk:

1243 = (12100 + 43)"**, ezért a binomialis tételre hivat-
kozva elegenddé a 43"%-t vizsgalni, mivel 43"
[(43))]" =(18-100+49)™ ... az eljarast folytatva kapjuk,
hogy a maradék: 49.
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II. Megoldési méd- (Altalanos iskolai tudasszintnek
megfelelGen)

A probléma megfogalmazasa a tanul6 ismereteihez:

Mi az utolsé két szamjegye az 1243"% hatvanynak?
Szamologép segitségével végeztiik a szamitasokat.

Mivel a tizeseknél nagyobb helyiértékd szamjegy nem
befolyasolja az utolsé két szaimjegyet, ezért elegendé a 43
hatvanyait kiszamitani.

Hatvany: Utolso két szamjegy:

12431 43 1.
12432 49 2.
12433 07 3.
12434 01 4.
12435 43 5.

A gyerekek induktiv (iton felismerik, hogy a szamjegyek
ismétlodnek. Mivel 1962 = 4.490 + 2 az ismétl6dé szamok
kozott a 2. adja a megoldast, azaz 49.



Tapasztalatok, észrevételek

A hallgatok szivesen oldanak meg ilyen jellegii feladato-
kat. Szeminariumi munkajukra kifejezetten pozitiv hatast gya-
korolnak. A legtobb esetben ugyanis nem a megoldas okoz
szamukra nehézséget, hanem az, hogy nem tudnak olyan
megoldast talalni, ami igazodik az altalanos iskolds tanulé
matematikai ismereteihez. Onmagunk szamara mindezekbdl
azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy meg kell 6ket tanitanunk
ilyen megoldasi modszerekre.

A latszolag szaraznak t{in6 problémat 6. osztalyos tanulok
részére vetettiik fel. Tudatosan motivumokat épitettiink a
feladatba, olyan lépésekben, amelyeket a hallgatok szamara
is bemutattunk.

1. lépés:
Feladatot készitettiink a hatvanyalap meghatirozasara:

FELADAT:
Melyik az a négyjegyli természetes szam, amelyikroél a kovet-
kezot tudjuk: Balrol jobbra haladva:

- Els6 szamjegye a legkisebb pozitiv természetes szam.

- Masodik szamjegye a 34 és a 190 legnagyobb kozos osztoja.

— A harmadik szamjegye a 2 és a 4 legkisebb kozos tobbszo-
rose.

— Az utolso szamjegyét megkapjuk, ha a kovetkez6 mondat-
bol a hianyzo szot potoljuk:
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.... kivansag —televizios miisor gyerekeknek.
MEGOLDAS: 1243.

2. 1épés
SzemléltetGeszkozt készitettiink, ami segitette a feladat értel-
mezését. (4. abra)

R
\4/

4. abra

3. 1épés
Feladatot készitettiink a hatvanykitevo kiszamitasara.

FELADAT:

A folyamatabra utasitasai alapjan végezd el a kijel6lt mu-
veleteket! (5. abra)
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[Adj meg egy Hegyll tarmészetes szamot ]
M

| Adj hozza 1992-6t |

Szorozd 1 -al
3

1

Yond ki a2 megadott
3jegyfl szimot

1

Adj hozza 1298-at

[ A fiizethe {rd le az eredményt l

1

5. abra

4. 1épés

Szamologép segitségével a gyerekekkel ellenoriztettiik sza-
mitasaikat.

MEGOLDAS: 1962.

5. lépés

A tanuldk szamara azt az utasitast adtuk, hogy irjak fel a fii-
zetbe azt a hatvanyt, amelynek alapja az 1243 kitevéje pedig
1962.

Ezekkel a lépésekkel jutottunk el a probléma kitlizéséhez.
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A mikrotanitasok soran a tanuldok érdeklodéssel fogadtak
a feladatot. Az altalunk tudatosan beépitett motivumok pozitiv
hatast gyakoroltak a tanuldk 6rai munkajara. Kitartéan oldot-
tak meg tovabbi feladataikat is.

A hallgatok feladatai:

Készitsenek szamelméleti feladatokat, amelyekbe motivumo-
kat terveznek!

A hallgatok is érdekesnek talaltak a bemutatott modelle-
ket és feladataikat magasabb szinvonalon, igényesebben ol-
dottak meg. Figyelmet érdemelnek a hallgatok munkai, ame-
lyek koziil kettot bemutatunk.

A hallgaték altal készitett szemléltetGeszkozok:
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5

7. abra

A szeminariumokon a tanulmanyunkban emlitetteken ki-
viil tobb motivalasi lehetoséget, modellt mutattunk meg, ame-
lyek koziil a kovetkezoket emeljiik Ki:

Tovabbi motivalo tényezok:

1. Versenytesztek készitése
A jelenlegi taneszkozokben lévo tudasprobakat ezek-
kel kiegészithetjiik, az ellenérzést valtozatosabba te-
hetjiik.

2. Keresztrejtvények
Alkalmasak ora elején a szamolasi készség fejleszté-
sére, nem teszik azt mechanikussa.

3. Vardzskartyak
A tanuldk érdeklodéssel fogadjak, az orakat szinesitik,
élményszeriivé teszik.
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A felsoroltakon kiviil szamos teriilet elemezhets, ame-
lyekkel tovabbi vizsgalatainkban szeretnénk foglalkozni.
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SZILAK ALADARNE

SZAMITASTECHNIKA A SZAKOSITOTT
MATEMATIKA-TANTERVU ALTALANOS ISKOLAI
6., 7. OSZTALYBAN

(Egy kisérlet tapasztalatai)

ABSTRAKTO: (Kalkultekniko en Ila fakaj matematikaj
studplanaj 6., 7. klasoj) La skribleciono la matematikaj fakaj-
studplanaj .Kalkulteknika” téma 6. 7. klasaj instruajn
spertojn rezumas.

Tiaj nivelaj la instruadon de kalkulteknikaj konoj
konsilas, por kio en la matematikaj lernhoroj, baldaii ankau
en la mezlernejo ebla konstrui sukcese.

Hazankban kiilonb6zo kisérletek folynak a szamitastech-
nika kozépiskolai oktatasaval kapcsolatban. A kisérletek ta-
pasztalatairol, eredményeirél rendszeresen olvashattunk »A
Matematika Tanitasa” cimi folydiratban (Dr. Simonovits
Miklos az wiranyitott vonalrol”, Torok Turul a .szabad vo-
nalrol”). Mivel a szamitastechnikai alapismereteket az alta-
lanos iskolas kort gyerekekkel is meg lehet tanitani, érde-
mes lenne a kozépiskolanak az itt szerzett ismeretekre
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alapozva egy altalanosabb értelmezésii informatikaval fog-
lalkozni. Sajnos a szamitastechnika oktatdsa és alkalmazasa —
az orszag Osszes altalanos iskolajat figyelembe véve — még
nem jutott el oddig, hogy a megszerzett szamitastechnikai is-
meretekre minden kozépiskolaba keriild tanulénal lehetne
épiteni.

Szamitastechnikai alapismertek tanitisara az altalanos is-
kolaban is tobbféle lehetdség van: pl. szakkori foglalkozasok,
fakultacio, tandra (els6sorban matematika, technika) kere-
tében.

A szakositott tantervii (matematika-tagozatos) osztalyok-
ban 5. osztalytdl évente 10-12 draban tanitunk szamitastech-
nikat matematika oran. A szakositott tanterv 5., 6., 7. 0sz-
talyos szamitastechnika-anyaga olyan alapismereteket tartal-
maz, amely megtanithaté a jobb képességii, altalanos tan-
tervii osztalyokban is a matematika tananyagba beépitve, ma-
tematikai problémak megoldasahoz kapcsolva. Természete-
sen ez tobb felkésziilést, sok idot, 4j, hatékonyabb tanitasi
modszerek Kkidolgozasat, eszkozok hasznalatat igényli a
tanartol, de a munkaraforditas megtériil, akar a matematika,
akar a szamitastechnika oldalarél nézziik. Fontos, hogy akkor
kezdjiik el az algoritmikus gondolkodasmodd kialakitasat, a
szamitastechnika alapjainak tanitasat, amikor erre a tanulék a
legfogékonyabbak, mar az altalanos iskolaban. Az aldbbi-
akban roviden szeretnék beszamolni azokrol a tapasztalatok-
rol, amelyeket a szakositott tantervii hatodik, majd a kovet-
kezo évben hetedik osztilyban a szamitastechnika témakor
tanitisakor tapasztaltam az egri Tanarképzd Féiskola IV. Sz.
Altalanos Iskol4jéban.
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Az iskolaban angol-, matematika-tagozatos, illetve altala-
nos-tantervii osztalyok tanulnak. Az angoltagozatos oszta-
lyokba harmadik év elején a legjobb tanulokat valogatjak. A
matematika-tagozatra negyedik év végén veszik fel a tanu-
lokat a nem angoltagozatos osztalyokbol. Ezért a matema-
tika-tagozatos osztalyokba mar kozepes képességii gyerekek
is jarhatnak. Neheziti a munkat az is, hogy elég nagy lét-
szami csoportokban (osztalyokban) folyik a tanitas (30-33
f6).

A témakor tanitasakor a tantervi kovetelmények (tudja-
nak a tanuldk egyszeru algoritmusokat késziteni,. azokat a
szamitogép nyelvén megfogalmazni elsGsorban az INPUT,
LET, IF.. THEN, FOR..TO.. NEXT utasitasok alkalmazasaval)
figyelembevételével szambavettem a megtanitandd ismerete-
ket, és az ismeretekkel osszefliggésben a tudasszinteket: rais-
merés, megnevezeés, reprodukalas, operativ alkalmazas és a
megismer¢o alkalmazas szintjét. Az ismeretek alkalmazasa-
nak, szamonkérésének megfelelo feladattipusokat a tudas-
szintekhez igazodva allitottam 6ssze, mikézben olyan problé-
makat fogalmaztam meg, melyek megoldisa tanult mate-
matikai ismeretek alkalmazasat is lehetové tette.

igy 6. osztilyban pl. olyan egyszerdi algoritmusokat
készitettiink, amelyek segitségével teriilet-, térfogatszamita-
sokat végeztiink, meghataroztuk egy (nem 0) természetes
szam osszes osztojat, primszamokat kerestiink stb. 7. osztaly-
ban az el6zo évben elkészitett algoritmusokat Kiegészitettiik,
elmélyitettiik, majd tovabbi problémak megoldasaval er0si-
tettiik ismereteinket: »,verbalis” vagy »félig formalizalt” algo-
ritmusokat fogalmaztunk meg a legnagyobb kozos osztd,
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legkisebb kozos tobbszoros meghatarozasara, a racionalis
szamok tizedes tort alakjanak a felirasara stb. A tudasszintek
figyelembevételével késziilt a témazaro feladatlap (A és B
valtozatban) is mindkét évfolyamon. Az egyes feladatok kii-
16nb6z0 szinteken kérték szamon a tanuldk tudasat, fontos-
sagat tekintve azonban nem volt kiilonbség az egyes felada-
tok kozott, ugyanis adott szinten minden feladat megoldasa
egyforman fontos. A pontozasnal is ezt vettem alapul.

A feladatok kozott szerepelt alternativ, feleletvalasztasos,
konstruktiv, kKiegészitéses, rendszerezo, besorolo feladat. Mi-
vel adott ismeretet 7. osztalyban magasabb szinten kell tudni
és alkalmazni, mint 6. osztalyban, igy a feladattipusok a két
évfolyamon (ugyanahhoz a problémahoz kapcsolédva) kiilon-
b6zoek voltak. A magasabb évfolyamon els6sorban konst-
ruktiv, rendszerezd, besorold tipusok fordultak eld a gyakor-
las és a szamonkérés soran is.

PL.:

- »Tudjanak a tanulék egyszerii (feltétel nélkiili) folya-
matabrakat késziteni” tantervi kévetelményt a megismeré al-
kalmazas szintjén hatodikban rendszerezd, besorol6 feladat-
tipussal gyakoroltattam és kértem szamon, mig lietedikben
mar konstruktiv feladatokon keresztiil kellett szamot adni a
kovetelményral.

— Aritmetikai kifejezés, relacio értékének meghatarozasa
6. osztalyban feleletvalasztasos feladattipussal tortént, 7. osz-
talyban konstruktiv formaban. '

- Az ABS(X), INT(X) fiiggvények 6. osztalyban reprodu-
kalas szintjén, feleletvalasztasos feladatokon keresztiil rogzi-
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todtek, 7. osztalyban az operativ és a megismeré alkalmazas
szintjén a konstruktiv feladattipusok voltak a gyakoribbak.

A szamonkéréshez készitett témazaro feladatsort mind-
két évfolyamon 30-30 tanulo irta meg. Az osztaly atlaga hato-
dikban 89 % pont, hetedikben 86 % pont teljesitésii lett. Ab-
szolit hibatlanul az alacsonyabb évfolyamon a tanuldk 23 %-a,
a magasabb évfolyamon a 19 %a dolgozott. Sajnos mindenki
altal hibatlanul megoldott feladat egyik évfolyamon sem volt.
Megnyugtaté azonban az, hogy hatodikban a tanulok 90 %a
jol osszeallitotta adott utasitasszimbolumokbol az egyszerii
(feltétel nélkiili) folyamatabrat, és 77 %-a irta meg hibatlanul a
BASIC-programjat. Folyamatabrat — teljesen onalléan - a 7.
osztalyos feladatlapon kellett késziteni. Ez mar nehezebb volt,
ugyanis a tanuldk 52 %-a készitett csak »miikodoképes” folya-
matabrat, és 48 %-a irta meg hibatlanul a programjat. Az utéb-
bi adatok nem tinnek tul nagy eredménynek. Sajnos a fela-
datoknal a tanuldk tobbsége matematikai hibakat vétett.

Lényegesen jobb eredmény mutatkozott az el6z6 évhez
(6. osztaly) viszonyitva az alabbi ismeretekhez kapcsolodva:

- Az egész-, valos-, karakter-tipust, egyszerii valtozokat a ta-
nulok 84 %-a helyesen értelmezte és alkalmazta.

— Feltételt tartalmaz6 folyamatabra elemzését, kiegészitését, a
feladat programjat az osztaly 90 %-a készitette el hibatlanul.

— Hasonlo eredményt értek el ciklusutasitast tartalmazo prog-
ramrészlet elemzésével.

— Az abszolut érték, egész rész és a véletlen szamokat eloal-
lito fiiggvényeket tartalmazd program .futtatasat” a ta-
nuldk 84 %-a jol elvégezte.
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Osszegezve: A gyerekek 80 %-a a hetedik osztaly végére
eljutott oda, hogy rendelkezik olyan szamitastechnikai alapis-
meretekkel, amelyekre nyolcadik osztalyban, majd a k6zépis-
kolaban eredményesen lehet épiteni. A szamitogépes problé-
mamegoldas lépéseit (elemzés, algoritmus-, folyamatabra-
készités, programiras, futtatas adatokkal) a tanuldk rendsze-
rint kovették, indokoltnak tartottak, hogy egy-egy probléma
megoldasakor a tanult lépések szerint jarjanak el. A progra-
mok elkészitése, elemzése, eredményének eldrelatisa, majd
szamitogépen torténo futtatisa, ellenorzése erésitette benniik
azt a tényt, hogy a gép tevékenységének szervezoje az em-
ber, a gép magatdl nem tud semmit.

Vannak azonban megoldasra var6 feladatok is: a szami-
togép kezelése terén nem jutott el az osztaly minden tanuldja
olyan szintre, hogy iranyitas, segitség nélkiil, viszonylag
gyorsan megoldotta volna egy-egy program futtatisit. Har-
mincas létszAma osztilyban ugyanis nehéz a szamitogépes
gyakorlatokat (igy megszervezni, hogy minden tanuld aktivan
gépkozelbe keriilhessen. A tandran kiviili gyakorlasra sem
lehetett a gyerekek tobbségénél szamitani, mert nem jartak
szakkorre, vagy nem volt otthon szainitégépiik, vagy nem is
érdeklodtek kiilonosebben a gép és a szamitastechnika irant.

E hianyossagok mellett az eredményeink a fontosabbak:
a tanuldokban er6sodott az algoritmikus gondolkodasméd, ér-
tették az egyszerilbb feladatok logikai szerkezetét, le tudtak
azt jegyezni (folyamatibra formajaban) és a gép nyelvére le-
forditani (BASIC-program formajaban).

Az el0z0 évben még passziv ismeretek hetedik osztaly-
ban aktiv tudassa valtak.
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Tovabbiakban feladatomnak tartandm a megszerzett sza-
mitastechnikai ismeretek alkalmazasat a matematika vala-
mely fejezetének (pl. 8. osztalyaban: kombinatorika, valdszi-
niiség, matematikai statisztika) a tanitasakor. Ez egyrészt biz-
tositand a szamitastechnika eszkoz-, fejleszté-, elokészito-
jellegli alkalmazasit a matematika tanitisiban, masrészt
felszinen tartana a szamitastechnikai ismereteket is.
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Tudomanyos Kézleményeinek kotetei

Amerikanisztikai tanulmanyok

Angol filologiai tanulmanyok

Francia filoldgiai tanulmanyok

Germanistische Studien

Szlav filologiai és metodoldgiai tanulmanyok
Tanulmanyok a bioldgiai tudomanyok korébaol
Tanulmanyok a filozofia kbrébdl

Tanulmanyok a fizikai tudoméanyok kérébol
Tanulmanyok a foldrajztudomany kérébol
Tanulmanyok az irodalomtudemany korébél
Tanulmanyok a kémia korébél

Tanulmanyok a kizgazdasagtudomany koérébol
Tanulmanyok a magyar nyelvrél

Tanulmanyok a matematikai tudomanyok korébél
Tanulmanyok a neveléstudomany és pszicholdgia kérébél

Tanulmanyok az oktatastechnoldgia és informatika kérébél

Tanulmanyok a politikatudomany kérébol
Tanulmanyok a szamitastechnika korébél
Tanulmanyok a testnevelés- és sporttudomanyok korébdl
Tanulmanyok a térténelemtudomany koérébél
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