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1. Introduccion

El tema de los mercados de derivados ha cobrado gran relevancia en los tultimos anos. Esto
como consecuencia de los riesgos de mercado o de incumplimiento a que se ven expuestos
los inversionistas cuando adquieren o emiten algin activo financiero. Este es un asunto
de suma importancia, ya que se han presentado muchos casos de empresas que han tenido
pérdidas sustanciales por no administrar adecuadamente dichos riesgos. De esta manera,
las empresas han incrementado, en los iltimos anos, el uso de derivados (forwards, futuros,
opciones, swaps de tasas, swaps de riesgo de incumplimiento, notas estructuradas, etc.)
para delimitar sus riesgos. Los derivados son instrumentos financieros que se utilizan para
reducir y en el mejor de los casos eliminar riesgos. No obstante, el uso inadecuado de
los derivados, sobre todo en lo que se refiere a la especulacion, puede llevar a pérdidas

considerables, ya que, en ocasiones, éstos son demasiado volatiles.

Entre los primeros estudios de valuacion de opciones se encuentra la tésis doctoral de
Louis Bachelier (considerado como el padre de las mateméticas financieras modernas). Su
trabajo de investigacion es intitulado “Teoria de la especulacién”. En 1900, Bachelier ya
habia introducido en su tesis los conceptos de movimiento Browniano, proceso Markoviano,
esperanza condicional y martingala. Entre las principales contribuciones de Bachelier
a las mateméticas financieras se tienen: 1) modelado de la dindmica de los precios de
acciones de la bolsa de Parfs a través del movimiento Browniano; 2) la formulacién de
mercados eficientes; 3) la primera férmula de valuacién de un contrato de opcién y la
primera definicién cuantitativa de riesgo de mercado. No obstante, el trabajo de Bachelier
tenia una limitacién muy grande, pues suponia que los precios seguian una distribucién
normal, es decir, podian tomar valores negativos; esto fue enmendado por Paul Samuelson
en 1965. De manera correcta se debe suponer que el precio sigue una distribuciéon lognormal

o bien el rendimiento tiene una distribucién normal.

A raiz de lo anterior, se han desarrollado numerosos modelos matematicos para va-
luar productos derivados con diferentes caracteristicas. En el analisis de los derivados
financieros una herramienta muy importante es el movimiento geométrico Browniano, el

cual lleva dicho nombre en honor al botanico escocés Robert Brown, quien en 1828 observo

4



que las particulas de granos de polen suspendidas en un liquido seguian un movimiento
irregular. Este movimiento peculiar ha sido objeto de un sinnimero de estudios en muchas
y muy diversas areas de las matemaaticas financieras modernas, este concepto se encuentra

en casi toda la teoria financiera en tiempo continuo.

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes, bajo condiciones de no arbitraje, desarro-
llaron un modelo para valuar una opcién europea sobre una accion que no paga dividendos
y cuyo precio es conducido por un movimiento geométrico Browniano. Es también im-
portante destacar, al respecto, el trabajo de Robert Merton quien formaliz6 y extendio
en varios articulos la metodologia de Black y Scholes. Por todas estas contribuciones que
establecieron los fundamentos de lo que hoy se conoce como matematicas financieras mo-
dernas, Myron Scholes y Robert Merton se hicieron acreedores al premio Nobel en 1997;
infortunadamente, para ese entonces Fischer Black ya habia fallecido dos anos antes. En
atencion a las contribuciones de Merton, el modelo Black y Scholes, bien podria llamarse
de Black, Scholes y Merton, o si se prefiere de Merton, Black y Scholes, por la cantidad y
la calidad de aportaciones de Merton a la teoria financiera en el mas alto nivel. Uno de
los supuestos principales del modelo de Black y Scholes es que la volatilidad es constante
o bien una funcién determinista del tiempo, pero en los mercados financieros esto no es
asi, ya que la volatilidad del precio de un activo subyacente no es observable ni constante.
Por lo tanto, esta variable (aleatoria) merece un estudio muy cuidadoso pues es de suma

importancia en la negociaciéon de los derivados.

Es importante destacar que las investigaciones de Black, Scholes y Merton no des-
cansan sobre el supuesto de racionalidad econémica de los agentes. La aportacion o
contribucion central del presente trabajo de investigacion es la incorporacién de agentes
maximizadores de utilidad, en un ambiente de riesgo e incertidumbre, para valuar op-
ciones europeas cuando la volatilidad es estocastica. En el marco de equilibrio parcial
se desarrollan varios modelos de valuacion de opciones europeas de compra con agentes
representativos maximizadores de utilidad. Esta investigacién extiende los trabajos de
Venegas-Martinez (2001), (2006a), (2006b) y (2008) al incorporar volatilidad estocastica

en el proceso de toma de decisiones de agentes racionales.



El presente trabajo se divide en varias partes; en el capitulo 2 se hace una breve
descripcién de los conceptos basicos de la teoria de opciones financieras. En el capitulo
3 se describen algunos modelos para valuar una opcion con volatilidad estocastica, tales
como los modelos de Hull and White (1987), Heston (1993) y Venegas-Martinez (2005).
En el capitulo 4 se desarrolla la programacién dindmica estocastica en tiempo continuo.
En el capitulo 5 se obtiene la ecuacion diferencial parcial del precio de una opcion europea
cuando la volatilidad es estocastica utilizando un consumidor-inversionista maximizador
de utilidad por un bien genérico de consumo sujeto a una restriccion presupuestal, la cual
considera la tenencia de un bono libre de riesgo (de incumplimiento), un activo riesgoso
con volatilidad estocastica y una opcion para cubrir el riesgo de mercado. Por tltimo, en el
capitulo 6 se proporcionan algunas conclusiones generales sobre los resultados del trabajo

desarrollado.

2. Definiciones y conceptos basicos

En esta parte del trabajo se tratard sobre la definicién de un producto derivado. En parti-
cular, se definira un contrato de opcion y algunos de los términos utilizados frecuentemente
en los mercados financieros mundiales. Las opciones asi como algunos otros derivados se
negocian y cotizan tanto en mercados organizados (bolsas de opciones) como en mercados

Over-The-Counter (OTC), estos tltimos también son llamados mercados sobre mostrador.

2.1 Concepto de derivado

Los productos derivados son instrumentos (titulos o contratos) cuyo valor depende del
precio de otro instrumento llamado el subyacente; ejemplos, de subyacentes son: tipos de
cambio, indices accionarios, acciones, tasas de interés, granos, jugo de naranja congelado,
panzas de cerdo (tocino), etc. En consecuencia, un producto derivado es un acuerdo
financiero, entre dos partes, para la compra-venta futura de un subyacente bajo ciertas
condciones. Estos derivados son ttiles para reducir los costos, mejorar los rendimientos o
permitir a los inversionistas administrar los riesgos. Entre los derivados méas comunes te-

nemos los contratos forwards, los futuros, los swaps, las opciones y las notas estructuradas.



2.2 Contratos de opciones

Una opcidén es un contrato que confiere el derecho, pero no la obligacién, de comprar (call)
o vender (put) un activo subyacente a un precio determinado, llamado precio de ejercicio,
en un fecha futura. Si la opcién se puede ejercer en cualquier momento desde la fecha
de su emision hasta la fecha de vencimiento, se dice que la opcién es americana. Por el
contrario, si la opcién solo se puede ejercer en la fecha de expiracion del contrato, se dice
que la opcién es europea. Los nombres de americana y europea no se refieren a que se
negocian en esos continentes, mas bien, se refieren a dos contratos diferentes (a falta de
mejores nombres para ellos). El valor de este derecho lo paga el comprador del contrato
de opcién al emisor y se le conoce como prima. El valor intrinseco (pay-off) de una opcién

de compra es su valor al expirar el contrato, el cual estd dado por
max{St — K, 0},

donde St es el precio del activo subyacente (de ahora en adelante una accién) y K es el
precio de entrega también llamado precio de ejercicio. Observe que si S es mayor que K,
entonces se ejerce la opcion, es decir, el activo se compra en K aun cuando su valor en
el mercado es S7, con lo cual se obtiene una ganancia de Sp — K. El valor intrinseco o

pay-off de una opcién de venta al expirar el contrato es
max{K — Sp,0},

ya que, si K es mayor que S, entonces se ejerce la opcion y se vende en el precio pactado
de K, con lo cual se obtiene una ganancia de K — Sp. A las opciones call y put se les
denomina comunmente como opciones vanilla. La diferencia con el contrato de futuro, es
que en la opcién el comprador paga una prima que le otorga el derecho mas no la obligacion
para realizar una operacion de compra o venta futura. En cambio en el contrato de futuros

ambas partes se obligan, una a vender y la otra a comprar sin efectuar algin pago inicial.

Los términos comunes en los contratos de opcién son:

i) Prima: es la cantidad pagada para tener el derecho y no la obligacién de ejercer la

opcién (de compra o venta).



i)

iii)

iv)

v)
vi)

vii)

viii)

Activo subyacente: es el instrumento financiero del cual depende el valor de la opcién.
Precio de ejercicio: es la cantidad por la cual el subyacente puede ser comprado (call)
o vendido(put), el cual serd denotado por K.

Fecha de expiracion: es la fecha en la cual la opcién puede ser ejercida o fecha en la
cual la opcién deja de existir, la cual se denotard por T.

Valor intrinseco: es el pago que sera recibido cuando la opcion expira.

Valor de tiempo: cualquier valor que la opcién tenga por arriba de su valor intrinseco.
En el dinero (In-the-money): es una opcién con valor intrinseco positivo. En una
opcién call el precio del activo esta por arriba del precio de ejercicio y en una opcién
put el precio del activo esta por debajo del precio de ejercicio.

Fuera del dinero (Out-of-the-money): es una opcién sin valor intrinseco, sélo valor de
tiempo. En una opcién call el precio del activo estd por debajo del precio de ejercicio
y en una opcion put el precio del activo esta por arriba del precio de ejercicio.

Sobre el dinero (At the money): un call o un put con un precio de ejercicio que es
igual o casi igual al precio de mercado del activo subyacente, de tal manera que al
terminar el contrato no se realizan pérdidas ni ganancias para el tenedor de la opcién.
Posicién larga: posiciéon de mercado que ha sido establecida a través de la compra de
una opcion.

Posicion corta: posicién de mercado que ha sido establecida a través de la venta de

una opcion.

2.3 Mercados de derivados

En los mercados de derivados las negociaciones que se formulan se hacen con base en bienes

o activos, denominados productos subyacentes. Como ya se mencioné anteriormente, los

subyacentes mas comunes son: acciones, indices bursatiles, canastas accionarias, divisas,

etc.

Hay dos tipos de mercados, uno de ellos son los mercados organizados y otro es el

OTC (Over-The-Counter), también llamados mercados sobre mostrador.



2.3.1 Mercados Organizados

Los mercados Organizados proporcionan toda la infraestructura necesaria para que se
celebren las operaciones y cotizaciones de contratos de opciones. En estos mercados se
realizan operaciones de instrumentos financieros derivados en donde las caracteristicas de
los contratos que se operan se encuentran estandarizados y la liquidacion de las operaciones

se realiza a través de una Camara de compensacién.

En México se conformo6 el mercado mexicano de derivados a partir de 1998, en donde

las entidades participantes son:

i) Bolsa Mexder (Mercado Mexicano de Derivados S. A. de C. V.), cuya obligacién
principal es la de proporcionar la infraestructura necesaria para que se lleve a cabo la

negociacién de contratos de futuros y de opciones.

i1) Céamara de compensacién y de liquidacién. Es el fideicomiso constituido con la finali-

dad principal de compensar y liquidar las operaciones celebradas en el MexDer.

iii) Socios liquidadores. Son fideicomisos cuya finalidad es liquidar las operaciones ante

la caAmara de compensacion y liquidacion y en su caso celebrar operaciones en Bolsa.

iv) Operadores. Su funcién principal es celebrar operaciones en Bolsa tanto por cuenta
propia como de terceros y fungir como comisionistas de uno o varios socios liqui-

dadores.

La camara de compensacion y liquidacion actiia como un intermediario entre los parti-
cipantes. Ella asume la posicién corta del comprador y la posicién larga del vendedor. De
esta manera, elimina el riesgo que se pudiera dar por algin incumplimiento, ya que la
camara es la que se responsabiliza del cumplimiento de la operacién, para lo cual los
participantes se obligan a depositar una cantidad en efectivo o valores proporcional a la
volatilidad diaria del subyacente denominada “aportaciones” o “mérgenes” que garantizan

el cumplimiento de las obligaciones adquiridas por partes y contrapartes.



2.3.1.1 Objetivos de los mercados organizados de derivados

A continuacion se plantean los objetivos de los mercados organizados de derivados:
i) Brindar mayor seguridad a los participantes.

i1) Estandarizar las caracteristicas de los contratos.

i7i) Eliminar los riesgos contraparte instrumentando una camara de compensacion.

iv) Establecer coberturas en posiciones de riesgo ante las posibles variaciones de precios.
v) Proporcionar otras alternativas de inversién a los especuladores.

vi) Proporcionar liquidez a los participantes.

vii) Realizar operaciones de arbitraje.

Existen muchos mercados de opciones y futuros en el mundo. Los activos a los que
éstos se refieren pueden ser de tipo financiero con subyacentes tales como acciones, divisas,
indices bursatiles, instrumentos de renta fija y tipos de interés, o de tipo no financiero,
como metales y materias primas. El primer mercado organizado que se creé en el mundo
fue el CBOE (Chicago Board Options Exchange), éste comenzé a funcionar el 26 de marzo
de 1973 con la negociacion de calls sobre 16 acciones, tiempo después, en 1977, comenzé la
negociacion sobre puts. En marzo de 1983 se inicié la negociacién de opciones sobre indices

bursatiles y en 1993 se introdujeron las opciones sobre indices sectoriales de la bolsa.

2.3.2. Mercados Over-The-Counter (OTC)

Estos mercados se conocen como no organizados ya que las caracteristicas de los con-
tratos que en ellos se operan no son estandarizadas y son negociadas directamente por
las contrapartes. Las operaciones son pactadas en forma directa por los participantes con
exposicion al riesgo de incumplimiento al no tener una camara de compensacion que sea
contraparte para los participantes, es decir, que actiie como comprador para el vendedor

y como vendedor para el comprador.
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Existen algunas diferencias entre los mercados OTC y los organizados. Mientras que
en los OTC los contratos son hechos a la medida, en los organizados los contratos estan

plenamente estandarizados en términos de:
i) Vencimiento
ii) Precio de ejercicio
iii) Tipo de opcidn, ya sea una call o una put.

En los mercados OTC el riesgo de incumplimiento es asumido tanto por el comprador
como por el vendedor, mientras que en un mercado organizado existe una camara de
compensacion que actia como intermediario entre ambas partes y que asume todos los

riesgos de incumplimiento de las contrapartes del mercado de opciones.

En relacién a los precios, los mercados organizados utilizan mecanismos de subasta
para su establecimiento, mientras que en un mercado OTC este precio se establece en una
negociacion entre el comprador y el vendedor. Como se ha visto, la gran diferencia entre un
mercado organizado y un mercado OTC es la existencia de la cAmara de compensacién. En

consecuencia, a continuacién se vera cuales son las principales funciones de dicha camara:

1) Asegura a los operadores que sus derechos puedan ser ejercidos con independencia de la
situacion financiera de la contraparte, en otras palabras, no existe el riesgo de crédito

en las operaciones que se efectiien; este riesgo lo asume la cdmara de compensacion.
2) Facilita la operacién del mercado al “compensar” constantemente las posiciones.

3) Reduce el riesgo de contraparte, exigiendo a los operadores depdsitos de garantia
(mérgenes). Estos depdsitos se pueden realizar con metales o en algunas bolsas de

opciones consignando titulos de renta fija o de renta variable.

2.4 El modelo de Black y Scholes

En 1973, Fisher Black y Myron Scholes? desarrollaron un modelo para valuar una op-

ciéon europea sobre una accién que no paga dividendos. En el mismo ano, Robert Merton

2 Tisher Black y Myron Scholes escriben su articulo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities’

en 1973 con el cual ganan el Premio Nobel en 1997 junto con Robert Merton
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formaliz6 y extendid, en una serie de articulos seminales, la metodologia de Black y Sc-
holes. Debido a estas contribuciones que establecieron los fundamentos de lo que hoy
se conoce como matematicas financieras modernas, Myron Scholes y Robert Merton se

hicieron acreedores al premio Nobel en 1997.
El modelo de Black y Scholes tiene los siguientes supuestos basicos:

i) El activo subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida del contrato;

i1) el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico Browniano,

es decir, el precio es lognormal o los rendimientos son normales;
ii1) la volatilidad del activo subyacente se mantiene constante a través del tiempo;
iv) las ventas en corto del subyacente en cuestiéon son permitidas;

v) el mercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subyacente se puede

comprar y vender en cualquier fracciéon de unidad;
vi) no hay costos de transaccién (comisiones e impuestos);
vii) el mercado opera en forma continua, es decir, no hay fines de semana ni dias festivos;

viii) existe un mercado de crédito, un sistema bancario en que los agentes pueden prestar
y pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los plazos y libres de riesgo

de incumplimiento;

iz) los mercados estan en equilibrio, es decir, no existen oportunidades de arbitraje.

Bajo estos supuestos, se puede decir que el precio de la opcién solo dependera del
precio actual de la accién, del tiempo de vencimiento y de un conjunto de parametros
conocidos. El valor de una opciéon europea de compra estda en funcion de los diferentes
parametros que intervienen en los términos del contrato, tales como: el precio de ejercicio,
K, el plazo del contrato, T' — t, el precio de contado de la accién en el momento en que se

establece el contrato, S, la volatilidad, o, y la tasa de interés, r.

Como se vio anteriormente, los derivados ofrecen un mecanismo para administrar

el riesgo financiero. Las opciones son instrumentos que permiten cubrir el riesgo ante
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cualquier variacién en los precios, esto se debe principalmente a que con la opcién trans-
ferimos el riesgo de pérdida, es decir, ésta se limita solo a la prima de la opcién pero al
mismo tiempo los beneficios pueden ser muy grandes cuando se da un aumento en los
precios del activo subyacente. Por otro lado, en los futuros y los forwards transferimos el
riesgo de pérdida pero también todas las posibilidades de beneficio por un movimiento de
los precios a nuestro favor. Esto nos dice, que, la adminitracién de riesgos con opciones es

mas flexible que si se hicieran con los otros instrumentos financieros.

En el caso de la especulaciéon también se observa que la mejor alternativa son las
opciones, esto debido a que ante errores en la previsién de precios no se ocasionan graves
pérdidas, ya que al suceder esto no se ejerce la opcién, la tinica pérdida seria la prima que

se pago para tener el derecho y no la obligacion de ejercerla.

2.4.1 Variacion en el precio de la opcién ante un cambio en los
parametros

En lo que sigue se vera como un cambio en una de las variables relevantes afecta el valor

de la opcién, manteniendo todas las demds variables constantes.

2.4.1.1 Variacién en el precio de la accién (Sr)

El valor de un call aumenta cuando el precio de la accién aumenta, mientras que el valor
de un put disminuye. El poseedor del call puede optar por pagar el precio de ejercicio K
y recibir una accion de valor S, sus ganancias son S — K, por lo que le interesa que
ST aumente. En el momento de ejercicio, el poseedor de un put realiza una ganancia de
K — Sp, ya que cobra K a cambio de entregar una accion; su beneficio es mayor cuanto

menor sea el precio de la accién.

2.4.1.2 Variacidn en el precio de ejercicio (K)

Un aumento en el precio de ejercicio K disminuye el valor de un call y aumenta el valor de
un put. Esto se observa en las ganancias tanto de un call como de un put, ya que cuando

se ejerce un call la ganancia es S — K, en consecuencia al aumentar el valor de K se
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tendra que el valor o pay-off de la opcién disminuya. En cambio, en un put la gananacia

es K — Sp, lo cual significa que al aumentar el valor de K el pay-off de la opcién aumente.

2.4.1.3 Variacidn en la volatilidad (o)

La volatilidad es una medida de la dispersion de los rendimientos del activo subyacente.
Una volatilidad alta indica que la rentabilidad del activo subyacente en el futuro puede
variar dentro de un rango muy grande, en cambio, una volatilidad baja indica que la
rentabilidad variarda dentro de un rango muy pequeno. En consecuencia, tanto para los
call como para los put un incremento de la volatilidad conducira a que el valor o pay-off
de la opcion aumente. En una opcién de compra una volatilidad grande puede ocasionar
que el precio de la opcion se incremente de manera importante. Por lo tanto, la ganancia
de St — K va ser mucho mayor. Si resulta que el precio de la opcion disminuye demasiado,
entonces no se ejerce la opcién y solo perderia la prima. Por el contrario, en una opciéon
de venta, una volatilidad grande proporciona una mayor probabilidad de que disminuya
el precio de la opcién y, en consecuencia, su ganancia K — St va ser mucho mayor, y si
esta volatilidad ocasiona que el precio de la opcién aumente, simplemente no se ejerce y

su unica pérdida seria la prima de la opcién.

2.4.1.4 Variacidn en la tasa de interés (r)

Con un aumento de la tasa de interés para el mismo periodo, como el call es un derecho
de compra aplazado, el valor presente del precio de ejercicio serd menor, favoreciendo al

comprador de esta opcion, con lo cual su valor aumenta y el valor del put disminuye.

2.4.1.5 Variacién en el tiempo de vencimiento (7 — t)

El tiempo de vencimiento afecta al valor de la opciéon principalmente por las siguientes

variables:

i) Volatilidad. Cuanto mayor es el tiempo hasta la fecha de vencimiento, mayor es la
posibilidad de que el precio de la accion aumente o disminuya sensiblemente a partir
del precio actual, lo cual es favorable tanto para el poseedor de un put como para el

poseedor de un call.
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ii) Precio de ejercicio. Cuanto mayor es el tiempo hasta el ejercicio de la opcién, mayor

es el valor de un call y menor es el valor de un put.

3. Volatilidad estocastica

En este apartado se describen algunos modelos relevantes que aparecen en la literatura
financiera para valuar una opcién con volatilidad estocastica, tales como los trabajos de

Hull and White (1987), Heston (1993) y Venegas-Martinez (2005).

3.1 Introduccion

La volatilidad en los mercados financieros no se comporta de manera constante ni predecible
como se supone en el modelo de Black and Scholes. Por lo tanto, para valuar una opcién
en una forma mas realista es necesario modelar la volatilidad a través de un proceso
estocastico. Hay varios modelos disponibles en la literatura para valuar opciones con

volatilidad estocastica que se describiran, brevemente, en este capitulo.

3.2 Modelo de Hull and White

Hull and White (1987) resuelven el problema de valuar una opcién en donde la correlacién
entre la volatilidad y el precio del activo es cero, es decir, la volatilidad estocastica es
independiente del precio del activo subyacente utilizando una serie de Taylor haste términos

de tercer grado.

Suponga que se tiene un activo subyacente donde su precio y la varianza instantanea

siguen distribuciones lognormales, de tal forma que:

dSt == TStdt + O'tStht (321)

do? = ac?dt + Bo? dY,, (3.2.2)
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donde r es la tasa de interés libre de riesgo (de incumplimiento), o es la volatilidad, d X

y dY; son procesos de Wiener que no estan correlacionados, es decir,

COV(dXt, dYt) =0.

Las variables a y 3 pueden depender de la volatilidad y del tiempo, pero se supone
que no dependen del activo subyacente. A continuacion se define EiT como la media de

la varianza sobre la vida del activo subyacente definida por la integral estocéstica

1 T
E?,T == ﬁ 072_(17'. (323)
t

donde o2 es una solucién de la ecuacién (3.2.2). El precio de una opcién europea de compra

en un ambiente libre de riesgo se obtiene por medio de la siguiente ecuacion:

S¢,02)dST (3.2.4)

o0
(St 02,1) = 7T / (S, 02, T)p(S.
0

donde T es el tiempo en el cual la opcién expira, S; es el precio de la accién en el tiempo
t, o¢ es la desviacién estandar instantanea en el tiempo ¢, p(Sp, }St, af) es la distribucién
condicional de St dados el precio de la accién y la varianza en el tiempo ¢, E(ST|St) =
Sie" ") y (S, 02, T) es max(0, S7 — K). La condicién impuesta sobre E(ST‘St) es tal
que en un ambiente neutral al riesgo, la tasa de rendimiento esperado sobre la accién es
igual a la tasa libre de riesgo. Para valuar el precio de una opcién europea de compra con

volatilidad estocéstica se usa la siguiente féormula:
c(Sy,02,t) ey (Sy, ti02) + L (SN (d)VT — didg —1)) A
t:01:1) Reps (St ti07) + 5 (SeN ' (d1) t oy (dida — 1) ) A(k)

+45 (StN’(dl)Vﬁ ot [(dida — 3) (dida — 1) — (dF + dg)D B(k),

donde
2(ef — K — 1
A(x) = (e—:) 1,
K
e3% — (9 + 18k) e” + 8 + 24k + 18k2 + 6K
B(k) = 5.3
y
k= B%(T —t).
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3.3 Modelo de Heston

Heston (1993) obtiene una solucién para valuar el precio de una opcién europea de compra
sobre un activo con volatilidad estocastica. Para ello, Heston trabaja con transformadas de
Fourier de probabilidad condicional. Este modelo asigna una correlacion arbitraria entre

la volatilidad y el precio del activo.

Se supone que el precio actual de un activo subyacente sigue el siguiente movimiento
geométrico Browniano:

dSt = ,uStdt + UtStht, (331)

donde p es la tasa de rendimiento esperada instantanea del activo subyacente, o; es la
volatilidad estocastica instantdnea, la cual es mayor que cero y, por ultimo, dX; es un

proceso de Wiener.
Ahora bien, si la volatilidad sigue un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, entonces
dO’t - —ﬁatdt + (det, (332)

donde dY;, es otro proceso de Wiener que tiene correlacién p con dX;. Es decir, se cumple

que Cov(dXy,dY:) = pdt. El lema de It6 lleva a que la varianza siga un proceso de la forma

do} = (6% — 2807) dt + 260,dYy, (3.3.3)

Al respecto, Cox, Ingersoll and Ross (1985) obtienen la siguiente ecuacion:

do} =k (0 — o7) dt + yodYs, (3.3.4)

donde k y 6 son mayores que cero, lo cual corresponde a un proceso autoregresivo de tiempo
continuo de primer orden. El parametro k determina la velocidad de ajuste. Ahora se
tratard de llevar la ecuacién (3.3.3) a la forma de la ecuacion (3.3.4), para esto se factoriza
23, entonces la nueva ecuaciéon queda como:
2

%5~

6
do? =23 ( af) dt + 260,dYs, (3.3.5)
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Al igualar las ecuaciones (3.3.4) y (3.3.5), se obtiene la siguiente expresién:

62

k=28, 0=52

y v = 26. (3.3.6)
En este caso se supondra que la tasa de interés r es constante. A partir de argumentos de
arbitraje (establecidos en Black y Scholes(1973) y Merton (1973)) es posible demostrar que

la prima de una opcién europea de compra sobre una accién satisface la siguiente ecuacion

diferencial:
80+182c 232+ 26 93¢ +122 93¢ N
ot 208577 7T 502 T 2T Ty (52)?
Jdc oc
rSta—St—i_ [a (b-O’f)—)\(St,O'f,t)’}/O'tQ] E—TCZO, (337)

donde (S, 0253, t) representa el precio del riesgo por volatilidad y debe ser independiente
del activo subyacente. Lamoures y Lastrapes (1993) demuestran que este término no es

cero.

Una opcion europea de compra con precio de ejercicio K y fecha de vencimiento en T
satisface la ecuacién diferencial parcial estocéstica (3.3.7) sujeto a las siguientes condiciones

de frontera

¢(S¢, 02, T) = max(0,S; — K)

¢(0,02,t) =0
dc 9
aa ) ot =1 3.3.8
8St( o) ( )
dc dc 9¢(St, 0, 1)
St—(S4,0,t k0 —=(S5¢0,t) — St,0,¢ ——= =0
r taSt( ty Yy )+ 80't2( ty Yy ) TC( ty Y, )+ 8t

C(St, oo, t) = St

3.4 Valuacién de opciones con informacién a priori sobre volatilidad estocastica

La volatilidad se puede examinar de diferentes formas, una de ellas es en base a la ex-
periencia 6 lo que cominmente se le conoce como informaciéon a priori, incluso antes de

que los datos sean analizados. Este enfoque basado en la experiencia es conocido como
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enfoque Bayesiano, en el cual la volatilidad se analiza como si fuera una variable aleato-
ria. En esta seccion se veran algunas consideraciones tedricas sobre el modelo Bayesiano
para la valuacién de opciones europeas cuando se tiene alguna informacion inicial sobre la

volatilidad.

Existen dos métodos fundamentales en la construccién de distribucion a priori a partir de
una informacién inicial: i)principio de minima entropia cruzada desarrollada por Kullback
(1956) vy, ii) principio de méxima entropia desarrollada por Jaynes (1957). Este ultimo
principio consiste en asegurar la racionalidad de los inversionistas ya que utilizan de manera
eficiente la informacion inicial para seleccionar una distribucién a priori que maximiza la

utilidad logaritmica.

Considere un proceso de Wiener (W);>o definido sobre algun espacio fijo de proba-
bilidad con filtracién (€2, F, (Ft)¢>0,IP) y una opcién europea de compra sobre un activo
subyacente cuyo precio al tiempo ¢, S¢, es conducido por un movimiento geométrico Brow-

niano, el cual esta dado por
dSt == rStdt + h_l/QStth,

esto es, (W¢)¢>0 estd definido sobre una medida de probabilidad neutral al riesgo IP.

La opcién es emitida en tg = 0 y madura en T' > 0 con un precio de ejercicio K. Bajo
el marco tedrico Bayesiano, se tiene que la prima, al tiempo ty = 0, de la opciéon cuando

hay informacién a priori sobre la volatilidad, estda dado por:

c(So, T, K,r|la,8) = e "TEM) {E [maX(ST - K, 0)‘50}}

=T /M {/S>K<s — K)o s (s)ds} 7 (h)dv(h).

4. Programacion dinamica estocastica en tiempo
continuo

En este capitulo se analizard lo que es la programaciéon dindmica en tiempo continuo, es
decir, el cambio en el precio de las opciones no es un evento estatico sino que va cambiando

a través del tiempo.
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4.1 Introduccion

La técnica de programacion dinamica estocastica en tiempo continuo es una metodologia
muy relevante para la valuacién de opciones, en dicha técnica las ecuaciones recursivas de
Bellman y la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman desempenan un papel fundamental en
la determinacién de las condiciones de primer orden de los problemas de control éptimo
estocastico. A manera de ilustracién se desarrollan varias aplicaciones a problemas de

decision de consumidores-inversionistas racionales.

4.2 Control 6ptimo estocastico con un factor de riesgo

Para obtener la ecuacién de Hamilton-Bellman-Jacobi se iniciara con el problema de opti-

mizacion dindmica. En este caso se resolvera el siguiente problema de optimizacion:

o
Maximizar E{/ F(t,ug)dt
0

Ut

ft } ) (4]‘)
donde F(t,u:) es una funcién de utilidad y F; es la informacién disponible al tiempo ¢

sujeto a la siguiente restriccion:
dSCt == u(a:t,ut)dt—i—a(a:t)dwt, (42)

donde W; es un movimiento Browniano estandarizado, u; es una variable de control y x

7}
)

Ahora se va descomponer la integral en la suma de dos integrales,

es la variable de estado. Ahora se definira

J(z¢,t) = max E {/ F(s,us)ds
t

“"[too)

Esto lleva a la relacion de recursividad con respecto a J,

J(z¢,t) = max E{/ F(s,us)ds
t

“l(t,00)

t+dt 00
J(z¢,t) = max E / F(s7us)ds—|—/ F(s,ugs)ds
t ¢

""[t,oo) +dt

d
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Reemplazando el J(x¢,t) en la anterior ecuacién, se obtiene
t-++dt
J(z¢,t) = max E / F(s,ug)ds + J(z¢ + dzy, t + dt) ‘ Fi
ullt,t4dt) t
Ahora, en la ultima ecuacion se lleva a cabo una expansion en serie de Taylor hasta términos
de segundo orden y se aplica el teorema del valor medio para integrales
J(.’Et, t) = max E {F(t, ut)dt + 0<dt) + J(l’t, t) + dJ(.’IJt, t) + O(dt) ’ ft } .
wlig,t4+dt)
A continuacién, se elimina J(z¢,t) que aparece en ambos lados de la ecuacién anterior, lo
cual conduce a
0= max E{F(t,ut)dt+o(dt) +dJ (e, t) | Fy }
ul(g, e4-dt]

Si se aplica el lema de 1t6 a J(z¢,t), entonces

oJ  dJ 02J
0= E{ F(t,uy)dt dt - 4+ = 12 =52 dt
o B o+ (5 Pt + 40 0)
0J
+ —O'(IEt)th ft }
(9:(]15

Luego, al aplicar la esperanza matematica a todos los términos de la parte derecha en la

expresion anterior, se tiene que

oJ oJ 92J
0= F(t,uy)dt dt 7o 77 ’ 1 2 a b
"'?i)c{m { (b e}t + 0(dh) + (8t * 5‘xtﬂ($t ue) + 5 896%0 (xt)> }

En este paso, se divide entre d¢ ambos miembros de la expresién anterior

o(dt) aJ dJ L 0%T
a T g rEnud + 29227 (@e) -

0 = max {F(t, ut) +

y se utiliza la definicién de que o(dt)/dt — 0 cuando d¢ — 0. Por lo tanto,

oJ  9J 102,
0 = max {F(t,ut) + m + 8—mu(xt, ug) + 58—:13%U (:L‘t)} . (4.3)

ug
La expresién anterior es conocida como ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B).
Si u; es maximo, a partir de (4.3), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial parcial de

segundo orden en J:

aJ  dJ 02
F(t,ug) + — + —p(xe, ug) + %WUQ
t

55+ 5o; (z¢) = 0. (4.4)
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Con el propésito de caracterizar una solucién del problema de maximizar (4.1) sujeto a
(4.2) es necesario encontrar la solucién de la ecuacién anterior. Si se supone que la funcién

objetivo es de variables separables, es decir, es de la forma:
F(t,u) = G(ug)e ",
se puede suponer como candidato de solucién de la ecuacién diferencial parcial en (4.4) a
1 —ot
J(zy,t) = EG(xt)e .

Ahora bien, si se calculan las derivadas parciales de primer y segundo orden de J y se

sustituyen en (4.4), se tiene

G(ug) — G(xt) + %G/(ﬁt)u(l“t, u) + %G"(mt)JQ(mt) = 0. (4.5)

De esta manera, al derivar la ecuacién anterior con respecto del control u;, se sigue que

1 B
& (ug) + 26" (w200 _ (4.6)
) 5‘ut

Bajo ciertas condiciones sobre G y u, esta ecuacién caracteriza al control éptimo wu; en

funcién de z;.

4.3 Problema de control 6ptimo estocastico con dos factores de

riesgo

En la seccién (4.2) se vio el problema de control éptimo para un factor de riesgo, en esta

parte se vera que pasa cuando existen dos factores de riesgo. Para ello se maximizara la

ft}7

siguiente funcién:

T
1
Maximizar E {/ G(ug)e %%ds + EG(J:T)@_‘ST
(1 t
sujeto a las siguientes restricciones

dzy = p(ze, ue)dt + o(zy)dWy,
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dys = m(y¢)dt + s(ye)dVy

COV(th, th> = pdt.

Como antes, W, y V; son movimientos Brownianos estandarizados y tienen correlacién p.

Si se define
Fi } R t<T,

t+dt T

1

J(xe,yt,t) = ZHlax E {/ G (us)e %%ds +/ . G (us)e %%ds + 5G($T>€_6T
[t,T] t t4-dt

T
1
J(z¢,yt,t) = max E {/ G(us)e %%ds + gG(a:T)e_‘ST
t

u|[t¢T]

entonces se descompone la integral en la suma de dos integrales,

g
g

J(z¢,yt,t) = max E {G(ut)efétdt +o(dt) + J(z¢, yt, t) + dJ (ze, ye, t) } Fi }

(e, t+dt]

Observe ahora que

t+dt
J(x¢,yt,t) = max E {/ G(us)e_65d3 + J(z¢ + day, yr + dye, t + dt)
t

ult,t+at)

A continuacion se utiliza el lema de It en la ecuacién anterior,

J(x4,ys,t) = max E{G(ut)e—ﬁtdwo(dt)+J(xt,yt,t)

ul(e,e4ae)
(T + (e, ue) o + 507 (20) oo + m(ye) Ty + 557 (ye) Jyy + 0 (2¢)s(y) pJ oy ) dt

to(20) Jod Wy + 5(ye) TydVe | Fy }

Ahora se elimina J(x¢, y¢, t) de ambos lados de la ecuacién anterior, por lo tanto se obtiene

0= max E{G(ut)e_‘%dt—i—o(dt)

ul(e,14-a)
+ (e + plwe, ue) Jo + %UQ(M)JM +m(ye)Jy + %52(yt)<]yy + 0 (24)s(yi)pJay)dt
—|—a(a:t)J$th + S(yt)Jdet ‘ Fi }
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Al aplicar la esperanza matematica en el lado derecho de la expresién anterior se obtiene:

0 = max {G(ut)e_‘%dt + o(dt)

ul [t,t+dt]

(0 e, wn) T + 502 @0) e+ mlye) Ty + 3570 gy + 0 (205 (90)p Ty )t |
Si se divide entre dt a ambos miembros de la expresién anterior, se sigue que

dt
0= max {G(ut)e_& + %

et i@ ue) e + 202 (@) Jae +m(ye) Jy + 352(5e) Ty + U(a:t)s(yt)pjxy}

Se utiliza ahora el hecho de que o(dt)/dt — 0 cuando d¢t — 0, entonces

0 = max {G(ut)e_ﬁt + Jt + M(l’t, ut)Jx + %0’2(1'15){]@«3;

Ut

(i) Ty + 552 yy + 0 (@0)s () p Ty |
La expresion anterior es la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Si uy es maximo, entonces
0= G(ut)e_& + Ji + ,LL(:L‘t, Ut)JJ: + %02(1'75)!]36:0 + m(yt>Jy

+%52(yt>‘]yy+U(xt>3(yt)/)c7my- (4.7)

Dada la forma separable de la funcién J, se propone como candidato de solucién de la

ecuacion diferencial parcial anterior a
1 —ot
J(zt,ye,t) = EG(J:t)F(yt,t)e .
Ahora se calcula la derivada parcial de J con respecto de t, esto es,
—ot 1 —ot
Ji = —GFe —f—gG'Fte .

Asimismo, las primeras y segundas derivadas con respecto de z; y y; estan dadas por:

1 1
Ty = gG’Fe*‘”, J, = EGFye*“,
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Si estas derivadas parciales se sustituyen en la ecuacién (4.7) se tiene:

0=06[G(us) — G(xt)F(ye, t)] + G (xe)Fe(ye, t) + p(ze, ug) G (xg) F (yg, t)

1

+§O'2(l't)GH(l’t)F<yt, t) + m(yt)G(xt)Fy(yt, t)

WG ) Fyy e t) + 0 (20)3(0)pC (20 Fy e, 1)

Al derivar la ecuacion anterior con respecto de la variable de control u¢, se sigue que

au(mt,w)

1
G'(ug) + -G () F (yi,t)
0 8ut

= 0. (4.8)

Bajo ciertas condiciones de G, F' y u, la ecuacién anterior caracteriza al control éptimo wu¢

en funcion de x; y y;.

4.4 Consumidor-inversionista con funcion de utilidad con coefi-

ciente constante de aversion al riesgo

En la presente seccién, se estudiara el problema del consumo que tiene agente racional que
toma decisiones en un tiempo continuo; esto se resolvera desde dos enfoques: el enfoque

determinista o también conocido como el Hamiltoniano y el enfoque estocastico.

Considere un consumidor racional que desea resolver el siguiente problema:

o0 C"Y
Maximizar Lm0t
Ct o 7

sujeto a la siguiente restriccion:

ay = ar — ¢4, ag conocido,

donde ¢; es el consumo del agente racional, ¢ es la tasa subjetiva de descuento y r es la

tasa de interés real.
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4.4.1 Control 6ptimo determinista (Hamiltoniano)

Asi como para resolver problemas de optimizacién en algunos casos se usa el Lagrangiano,
en esta parte se resolvera el problema del consumidor racional con la técnica conocida

como Hamiltoniano. Aqui se utilizard la siguiente funcién de utilidad:

v
Ct

v

Para que esta funcion de utilidad sea decreciente se debe cumplir que v < 1.

El Hamiltoniano esta dado por:

e
H(Ct, at)\t) = ; - )\t(ct - atr).

Las condiciones de primer orden para resolver el Hamiltoniano son:

oH oH OH .
Z° =0, —— =3 — —— =X — A 4.9
8Ct 8)\,5 at y 8at t t ( )

Al derivar parcialmente el Hamiltoniando con respecto a las variables relevantes, se obtiene:

¢t = =0, (4.10)
dt =Tras — C¢ (411)

y
—\r = Ap — A (4.12)

A partir de la ecuacién (4.12), se obtiene:
At — A6 —71) =0.
Una soluciéon de la expresion anterior, con una condicién inicial de Ao puede ser:
Ay = Aoe® Mt
Ahora se sustituye el valor de A; en la ecuacién (4.10)

cr = A/ 0T H @0t/ (-1, (4.13)
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Posteriormente, se despeja c; de la ecuacién (4.11) y se multiplica por e . A continuacién

se calcula la integral de 0 a oo, con lo cual se obtiene

o0 o0 oo
/ cre "t = r/ are Tt — / ape”"tdt. (4.14)
0 0 0

Esta integral se resuelve por partes y se llega al siguiente resultado

o0 (9] oo
/ rage” "tdt = —aze "t + / ape”"tdt.
0 0 0

" = 0 en la ecuacién anterior y el resultado se sustituye en

Si se supone que lim; .o ate™
(4.14), se verifica que
o0
/ cre "tdt = ao. (4.15)
0

Si se sustituye (4.10) en esta ecuacidn, se obtiene

a0 = AL/ /Ooewrv)t/(m)dt,
0

_ 1-—
ag = )\(1)/(7 = (7{5 — 7’77) :

En virtud de (4.13), el consumo estd dado por

por lo que

6 _
¢ = ag ( : _7) e (r=8)t/ (=), (4.16)

Este es el consumo que debe tener un agente racional para optimizar su funcién de utilidad.

Es obvio que para que este consumo sea positivo se tiene que cumplir § > r-.

4.4.2 Calculo de variaciones

En la presente seccién se utilizara el cdlculo de variaciones para resolver el problema del
consumo 6ptimo de un consumidor-inversionista que desea obtener un consumo 6ptimo
dada una funcién de utilidad. En este caso, se analizara la misma funcién de utilidad que
se utilizo en la seccién anterior.

o0 C’Y
Maximizar L0t
C¢ 0 ’7

27



sujeto a la siguiente restriccion:

a():/ cre” "t (4.17)
0

Aqui se usard la técnica del Lagrangiano, la cual se obtiene de la siguiente forma:

~
Cy

L(ct, p) = 76_& + pege ™"

Se deriva parcialmente el lagrangiano con respecto a c¢; y se iguala a cero, es decir,

oL
— =0,
8Ct
Cz—le—ét o 'ue—rt = 0.

Se despeja c; de la expresion anterior,

e = p M=) 6=t/ (r-1)

Se sustituye la expresién anterior en la ecuacién (4.17),
oo
ap = /0D / o~ 6=t/ (1= gy
0

con lo cual se obtiene nuevamente la expresién de la ecuacién (4.16).

4.4.3 Condicién de Hamilton-Jacobi-Bellman, programacién
dindmica determinista

En esta seccion se utilizara la técnica de Hamilton-Jacobi-Bellman para obtener cudl seria
el consumo 6ptimo de un consumidor racional dada la misma funciéon de utilidad que en

las secciones anteriores. Para ello, considere

oo .y s
J(at, t) = max {/ —e sds} , (4.18)
t

Ct ’y

la cual se va resolver de forma recursiva

oo C'y s
J(at, t) = max / e %%ds
Ct t
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Ahora se separa la integral en la suma de dos integrales,

t+dt ¥ (o) %
c c
J(at, t) = max / “Se70%ds + / S0
ct t v t+dt Y

Se usa J(a¢,t) y se sustituye en la expresiéon anterior,

.
J(as, t) = max {C—te‘”dt + J(at + dayg, t + dt) + o(dt)} (4.19)

clie, e+dt] Y

clig,t+ar) (7Y

3
J(a¢, t) = max {c—te—‘”dt + J(ag, t) + Jpdt + Joda + o(dt)}

Y dt
J(at,t) = max C—teiat‘f‘J(at,t)‘f‘Jt‘f‘Jadt_’_ 0( )
clie, e+dt] v dt

o(dt)/dt — 0 cuando dt — 0,

Ct

-
J(at,t) = max {6_6tc—t + J(at, t) + Jp + Ja(ar — ct)} :
Y
Se elimina J(a¢,t) en ambos miembros de la expresiéon anterior,

-
0 = max {6_&% + Jt + Ja(ar — ct)} : (4.20)

Ct

Bajo la condicién de que ¢; es méaximo, entonces se debe cumplir:
51CE
0=¢e" t—t—G—Jt—l—Ja(atr—ct). (421)
Y
Ahora, se propone como candidato para resolver la ecuacién (4.20) a
J(ag, t) = V(at)e_&.

Si se sustituye la expresién anterior en la ecuacién (4.21), se obtiene

v
0= "te ot _ §V (ar)e ™ + V' (ay)(ar — cp)e ™o
gl

Ahora se divide la expresién anterior entre e~ y se tiene,

Y
Gt

gl

0=—"—06V(at) + V'(ar)(ar — ct) (4.22)
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Se va elegir ahora a

vy

al sustituir la expresién anterior en la ecuacién (4.22), se obtiene

Y
Ct.

az v—1
0= —667—}-5% (agr — cq).

Ahora se deriva la expresién anterior con respecto a c; y se despeja c¢
1/(y—1
et = f3 /(v )at.

Luego, si se sustituye la ecuacién anterior en la ecuacién (4.21), se obtiene

B gY/(=1 s

0 = 4+ Br—p/O=D,
v gl

de donde despejando 5 nos queda:

g1/G-1) _ L(é _ T) _ b=
L—v\n -~

Después de sustituir la ecuacién anterior en la ecuacién (4.23), se obtiene

o6 —nr
cp = as.
t 1 . t

Se sabe que la restriccién estd dada por:

Ay =rap — ¢t = ray — qay = (r — oz)at,

donde a = (6 — yr)/(1 — v), se tiene

a; = age""YL,

Observe ahora que
b—yr r—290

1—y 1—#'

r—o =T —

Por lo tanto,

0y = ager=0/(1=t,

Finalmente,

s = ap (‘Z‘_’L’“) o (r=8)t/(1=7)
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4.5 Condicién de Hamilton-Jacobi-Bellman, programacion
dinamica estocastica y valuaciéon de opciones

En esta seccion se supone que el agente tiene acceso a tres activos financieros: un bono de

precio by libre de riesgo de incumplimiento que paga tasa fija r, una accion de precio S; y

una opcién sobre dicha accién ¢(S, t). El rendimiento del activo, en este caso la accidn,

es:

dRg = pdt + odX;. (4.27)

Asimismo, suponga que el rendimiento que paga el bono esta dado por
dRy = rdt. (4.28)

Al aplicar el lema de It6 al precio de una opcion, se obtiene:

d
dR. = — = pedt + ood Xy, (4.29)

Ct

donde R, es el rendimiento de la opcién y ademas:

= (L s+ 1 s2) =
fle (875 95,1 T 29527

Ct
y
. Bct g 1
Oc = 8St0' tct.

Aqui se define a w1y = S¢/as como la proporcién de la riqueza que el individuo asigna a la
tenencia de acciones, a wo; = ¢/a; como la proporcion de la riqueza que asigna a una opcién
europea de compra sobre la accién, y a 1 — w1 — woy como la fraccién complementaria que
se asigna a un instrumento libre de riesgo que paga un rendimiento r constante a cualquier

plazo. El objetivo del agente racional es el siguiente:

o .y
Maximizar E [/ Cs o054, Ft} , (4.30)
et o 7
sujeto a a la siguiente restricciéon presupuestal:
da; = apwitdRg + awordRe 4 ar(1 — wip — war)dRp — cpdt. (4.31)
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donde ¢; representa el consumo del agente racional en el tiempo t.

Ahora se van a sustituir las ecuaciones (4.27), (4.28) y (4.29) en la ecuacién (4.30) con lo

cual se obtiene:

c
da; = ay (r + (= r)wie + (pe — r)war — a—t>dt + at(wito + waroe)d Xy
t

Se define ahora:

[e.9] c"y s
J(a¢, t) = max E {/ e %%ds
t

Ct,Wit, W2t Y

ft17

Se descompone la integral en una suma de dos integrales,

J(at, t) = max E [/ S5 =035 —i—/ S5 e=t3ds
t t

Ct,W1t, W2t Y +dt Y

Ft]a

tdt
J(at, t) = max E / 7% ds + J(ar 4 day, t + dt)
] t

Ct W1t Wat|[¢,¢4dt Y

luego se obtiene que:

.
7

e Otdt 4 o(dt) + ljt + Jaay (r + (= r)wie + (pe — r)war — ﬁ)

at
ft] .

Ahora se va a aplicar la esperanza matematica, luego se divide cada término entre dt y se

g
J(ag, t) = max E lc—te_étdt +o(dt) + J(a¢, t) + dJ (ag, t)
]

Ct W1t Wat|[t, ¢ 4dt Y

Si se aplica el lema de It6 a J = J(a¢,t), se obtiene:

y
Gt

v

Ct,W1t, W2t

0= max El

+ %Jaaaf (wito + w2t<7c)21 dt + Jaai(wieo + woroe)dW,

(4.32)

toma el limite cuando d¢ — 0,, con lo cual se obtiene:

-
0= max {C—te_&dt + Ji + Jaaq (r + (= r)wie + (pe — r)wa — c—t)

Ct,Wit, W2t Y at

2 aaat 1t0 w2t0 c) .

Se va escoger como candidato a solucién una expresién de la forma

J(at, t) = V(at)e_&,
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Ahora al derivar J(a¢,t) parcialmente con respecto de a y t, se obtiene:
Jo = V’(at)efét, Joa = V”(at)ef& y Ji = —6V(at)675t.

Ahora bien, si wit, wor ¥y ¢; son Optimos, se tiene que

e c
0= ;t — 6V (as)+V'(ay)ay (r—i— (p—r)wit+ (pe—r)wor — a_t) + %V”(at)af(wlta +woro ).
t
(4.34)
Suponga que
aj
V<at) == /8—7
Y

entonces al derivar V (ay, ) hasta el segundo orden, se obtiene:
-1 —2
Via) = a7y Var) = 8~ ey,

Las expresiones anteriores se sustituyen en la ecuacién (4.34), luego ésta se convierte en:

Cz ) Ct

a
0= " —6ﬁ7t+ﬁaz (r—l—(,u—r)wlt—{—(,uc—r)wgt—a—)—i—%ﬁ(v—l)a’ty(wlta—l—wgtoc)z. (4.35)

t

Al Derivar la ecuaciéon anterior con respecto de c;, w1 y way, se obtienen, respectivamente:
7—1 -1 _

Bay (5 — ) + By — 1)a] (wiyo + waoe)o =0

Bai(pe —7) + B(y = Daf (wio + waroc)oe = 0.

Las tres ultimas expresiones se van reescribir de la siguiente forma:
_ al/(v—1
e = Y0 Dg,,

p—r=(1=7)(wio +waoc)o (4.37)

pe—1r = (1—7)(wio + waro.)oe.. (4.38)
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De las ecuaciones (4.37) y (4.38) se concluye que los premios al riesgo de S; y ¢(S¢,t) son

iguales, es decir,
PeZ T _EZT (4.39)

Oc o

Ahora se sustituye pu. y o. en la ecuacién (4.39) y se obtiene:

8Ct (9675 182675 2 ~2 8Ct
L s+ S2) —rep = (u—r)=—5,,
(m b S+ §5po st ) v = (n =) 3o

lo cual nos lleva a la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes:

dcy  Ocy 1 9%cy
7t 77t g 17 7t
+ t/”’ t+ 2 85?

5 59 0253 —reg =0,

junto con la condicién de frontera c(S¢, T') = max(S; — K, 0).

5. Maximizaciéon de utilidad y valuacion de opciones
con volatilidad estocastica

En esta seccion se considerarda un agente racional que desea maximizar su utilidad para
valuar una opcién con volatilidad estocastica y con base en ello se obtendra la ecuacién

diferencial parcial que determina su precio.
5.1 Introduccién

Se supone que el consumidor-inversionista racional tiene acceso a tres activos finacieros,
estos son: un bono libre de riesgo de incumplimiento, una accién y una opciéon sobre la

accién. Un supuesto importante en este estudio es que no existen costos de transaccién

5.2 Planteamiento del problema de valuacién
El precio de la accién y la varianza siguen un movimiento geométrico Browniano, es decir,
dSt == ,uStdt + O'tStht,
{ )
th == Oétht + BthYt,

donde u es el parametro de tendencia del subyacente, a es la tendencia de la varianza y

B es la volatilidad de la varianza, y siempre tiene que ser mayor a cero. Los movimientos

34



Brownianos dX; y dY; no son independientes, es decir, estan correlacionados de tal manera
que se cumple que

Cov(dX,,dY;) = pdt.

Como se vio anteriormente, este agente tiene acceso al bono con tasa r, la accion de precio
St y la opcién sobre esta accién, c¢(S¢, Vi, t), se denota a las proporciones que el agente
asigna a la accion, la opcion y el bono como z¢, y; v 1 — x; — y; respectivamente. Si la
riqueza del consumidor-inversionista racional es a;, entonces su restriccion presupuestal va
ser:

dat = J,’tathS + ytathc + (1 — Tt — yt)atrdt — Ctdt,

donde dRg = dS;/S¢ es el rendimiento de la accién y y dR. = dc/c es el rendimiento de
la opcidn, c; es el consumo del agente en el tiempo t. Al aplicar el lema de It6 al precio

de una opcion se sigue que,

dec = peedt + oced Xy + EqedYy, (5.2)
donde se cumple que
1/ dc de dc 1 o5 5 0% 1 , , 0% 9%c
— s V, 2 4 25,28 v Vo0 (5.3
He = ((%‘i‘u taSt+0é tavt+20t t 8S2+ B7Vy 6V2+p6 tot 95,0V, (5.3)
1 dc
L= 208,28 5.4
7e T s, (54)
y
€= 2BV (5.5)
e = PVigy .

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacién de la restriccién presupuestal se ob-

tiene,
at

day =ay |r+ (p—r)ze + (e — r)ye — c—t] dt + a¢(zior + yro)d Xy + aryéedYy.  (5.6)

Suponga que la funcion de utilidad indirecta, o bienestar econémico, del individuo esta

dada por:

{ct,xe,ye }

T
J(as, Vi, t) = max E [/ u(cs)e_‘ssds + b(ap,T) ‘ Fi ], (5.7)
t
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sujeta a la ecuacién (5.6). El pardmetro § > 0 determina la tasa subjetiva de descuento del
individuo, F; denota la informacién relevante disponible al tiempo ¢ y b(ar,T) representa
la funcién de legado (herencia o salvamento) en T'. Observe que también T representa la
fecha de ejercicio de la opcién. Por tltimo, se supone que u(-) satisface v’ > 0y v” < 0,
es decir, la funcién de utilidad es estrictamente creciente y concava. Es decir, la utilidad

marginal es positiva pero decreciente.

En este estudio se resolvera el problema para una funcion de utilidad con coeficiente

constante de aversion al riesgo y para una funcion logaritmica

5.3 Funcién de utilidad con coeficiente constante de aversion al
riesgo
Se tiene una funcion de utilidad de la forma

e

uley) = —— (5.8)
v

y que el término de legado es

Y
blar,T) = e—”‘%, (5.9)

donde ~ es el parametro de aversiéon al riesgo. Si 0 < v < 1, el inversionista es adverso al
riesgo, si v = 1 el inversionista es neutral al riesgo.

La ecuacién (5.7) debe satisfacer la siguiente ecuacién diferencial parcial de segundo

orden,

cz _s  O0J o0J Ct

0= max < ‘e %+ —+ —a¢|r+ (p—r)ve+ (e — 1)y — —

{ze,ye,ee} | Y ot day at
10%T 5 9.9 oJ 19%T 5 o
+5—8a§ aj [(ﬂftO’t +ytoe)” +yi &l + 2(xior + thc)ytch} + 8—\/tavt + ) 8Vt2 Vi

92
+———aBVi [(zr0r + yioe)p + yile] o (5.10)
8at8Vt

Si ahora se igualan a cero las derivadas parciales de la ecuacién (5.10) con respecto de ¢y,

x¢ ¥ y¢ se obtiene un maximo con las siguientes condiciones

0.J
e Ote 1 - =0, (5.11)

day
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92%J 2
] 02J

0adV,
w—r = —(tht T Yioe + ytﬁcp)dtat 8_Jt —otBVip aé_J t
day day
y )~ J
%7
, da?
pe =1 == [(ytoc + 404)0c + Y&l + (w40t + y10c)éep + yroclep| as dJ
day
_9%J
0adV;
_<:00c +§c)6Vt aat_J .
day

Un candidato para la solucion de las ecuaciones anteriores puede ser:

_ at’y
J<at> Vt7t) =e€ 6tg(vtat)77

Ahora se va derivar parcialmente J(a, V¢, t), por lo tanto se obtiene

0J
= 6_6tg(vt7 t)at’y_la
8at

92J _ _
a2 (v — 1)e M g(Vy, t)a, 2
t

0%J _ 6_6t8_gat'7_1
8at8Vt th .

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Para poder obtener la ecuacion diferencial parcial que valia el precio de una opcion se

requiere que z+ = 1 y y; = 0, es decir, solo se invierta en la accién mas no en la opcién

ni en el bono libre de riesgo. Después de sustituir estos valores en las ecuaciones (5.11),

(5.12) y (5.13), se obtiene

e = g(Vt,t)atW_l,

dg
oV,
_ = (1 — 2 _ v, t
p—r=1-y)o; — po VD)
y
dg
oV
He — T = <1 _’Y)Ut<ac+€cp) - <Ucp+€c)ﬁvt .
g(Vi, t)
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Los premios al riesgo para el activo subyacente y para la opciéon estan dados por las

ecuaciones:
09
w—=r (9Vt
Ag = =(1- — pBV; 5.18
s o (1—=~)or —pB tg(Vt,t) ( )
y

9g

c— T c c aV,
ACZM =<1+§—p)(1—7)at—<p+£—)ﬁ% .
Oc¢ Oc Oc Q(Vt7t)

Ahora se despeja \. de las ecuaciones anteriores y se obtiene,

Vi) 0
Ac=As+€—Cp(1—7)at—£—c Vi) 99
Oc Oc g oVy
la cual nos lleva a obtener la ecuacion diferencial parcial estocastica para valuar una opcién,
de  dc 1 5 0% B2V2\ dg | oc
— 4 —1rS+ =V,S - Vi — BVip(1 —
ot s, TR gg TH[O‘ ¢ = BVarl 7)Uﬁ( g ) av,| av,
1 9% 5 , d9%¢ 3/2
4= V2 + V%8 =0,
28Vt26 ¢ 8St8Vt6 t tP
(5.19)

junto con la condicién de frontera c¢(S¢, Vi, T) = max(Sy — K, 0).

5.4 Funcién de utilidad logaritmica

En esta seccién se va seguir considerando un agente maximizador de su utilidad que tiene
acceso a los mismos activos de la seccion anterior, y se utilizard la funcién logaritmica lo
cual lleva a pensar que el agente es adverso al riesgo. Por lo tanto, la forma de su funcién

de utilidad esperada es:

—o6T

T
E [/ In(cs)e %%ds + ln(aT)eT
t

Fi ] ; (5.20)

donde 6 es la tasa subjetiva de descuento y F; es la informacion disponible al tiempo ¢.

El consumidor-inversionista racional tiene acceso a tres diferentes activos, los cuales
son: un titulo de deuda de precio by, una accién de precio Sy y una opcién europea de
compra de precio ¢(S¢, V4, t) sobre la accién. En consecuencia, la riqueza real, a;, del
individuo estd dada por:

ar = by + S, + c(S¢, Vi, t). (5.21)
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Sea x4y = St/ay la proporcién de la riqueza que el consumidor asigna a la accién, y; = ¢/ay
la proporcién que asigna a la opciéon y 1 — x4 —y¢ = by/a; la proporcién que asigna al bono.

De esta forma la evoluciéon de su riqueza sigue la siguiente ecuacion:
dat == atmths + atythc + at(l — Tt — yt)de - Ctdt, (522)

donde dRg es el rendimiento del activo con riesgo, dR. es el rendimiento de la opcién y

dRy = rdt el rendimiento del bono. Suponga que
dRg = pdt + o4d Xy, (5.23)
donde p € IR, 04 > 0 y dX; un movimiento Browniano y
AV, = aVidt + BV,dYs, (5.24)

donde V; = 02, a > 0, 3 > 0y dY; un movimiento Browniano que cumple la siguiente
condicion:

COV(dXt, dYt) = ,Odt.

Por medio del lema de Ito se va calcular el cambio en el precio de la opciéon cuando el

tiempo aumenta de ¢t a t + dt,

do— (264 00 g, 4 0% gy, 4 15252000 L 1gey2 00 ey O g,
C — —_— 8] U g
at oSt T v 17t g2 T 20 Tt Gy T OOt G s v,

dc dc
—— 0S5 dW. —BV.dZ
+aSt0t t t+8Vt6 tdZ

de = peedt + ooedWy + Eced Zy,

donde
Oc L 0¢ g+ 22 v+125236+152v282 o vip
==+ —= a 5 ¢,
He=\ar T a5, T gy, Mt T 201 gz T 2P Tt Gy T OISt 6 Gy,
(5.25)
dc UtSt
_ ¢ 5.26
7e 0S; ¢ ( )
y
oc 6Vt
_ Je P 5.27
o~ (5.27)



Ahora se sustituyen las ecuaciones (5.23) y (5.25) en (5.22) y se obtiene

c
dar =ay [r+ (p—r)ze + (pe — r)ys — —tl dt + a¢ [(orxe + ocyr) AWy + yi€edZy] . (5.28)

at
ft].

Para que se tenga un maximo se tiene que cumplir la siguiente condicién necesaria:

Sea
6T

J(at, Vi, t) = max E

Ct,Tt,Yt

T
/ In(cs)e %%ds + ln(aT)6
t

c
0= ln(ct)e_& + Ji + Jaa [r +(u—r)ze + (pe — 7r)ys — a—t]
t

+ 2 Jaqa} [(Utﬂft o)+ E2y7 4+ 2 (ops + ocyr) fcytl)]

+ JyvaVi + 2 Jvy B2V72 + JavaViB [(ora + oeye)p + Ecyi] -

Se escoge como un candidato para la solucién a la siguiente expresion:
1 —ot
J(at,Vt,t) = [ln(at) +g(Vt,t)]ge .

En este caso, se sigue que g(V4, T) = 0. Asimismo,

10 1 c
0 =In(ce) — nar) + g (Ve )] + - o0 + 5 [r 4 (u = r)ae + (e — r)ye —
6 8 6 a¢

,32 82

1 a dg
~ 5 [(Utl”t + Ucyt) + fcyt + 2 (otxt + ocyt) fcytp] + ga—VtVt + %8% Vtz-

Las condiciones de primer orden son
¢t = bay, (5.29)

p—1r = (owwe+ ocys) or + Ecyroep

He —T = (Utmt + Ucyt) oc+ ytfz + (Utl't + Ucyt) fcp + ytgcgcp- (530)

Se cumple que § = %, en consecuencia las ecuaciones (5.29) y (5.30) se pueden escribir
como:
m—=r
ot

As = = oy + oy +Ecyip (5.31)

40



e —T 53 €e
Ae = = ot + oyt Ty + (012 + ocyt) P +yilep

Oc Oc c

Luego, se sustituye la ecuacién (5.31) en \. y después se despeja, por lo tanto se obtiene:

(& C

2
Ae = Mg (1 + pé) + ytg—c (1 — pz) . (5.32)
ag g
Siy; =0y xs =1, es decir, sélo se invierte en la accién, se concluye:

Ae = Mg (1 + pé> . (5.33)

Oc

Después de sustituir (5.25), (5.26) y (5.27) en la ecuacién (5.33), se obtiene

L N SRRV N LR Y e KA PRV
— 4+ —r 5—3 —rc+ (a— — 5 — =0,
ot a5, T 2987 171 ov, L 20 Vi gy2 T g, 0t P
donde

A= Agp.
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6. Conclusiones

La aportacion principal del presente trabajo de investigacién ha sido la incorporacion de
agentes racionales maximizadores de utilidad, en un ambiente de riesgo e incertidumbre,
para valuar opciones europeas cuando la volatilidad es conducida por un proceso estocas-
tico. En el marco de equilibrio parcial se desarrollaron varios modelos de valuacién de
opciones europeas de compra (calls) que utilizan un consumidor-inversionista maximizador
de utilidad por un bien genérico de consumo sujeto a una restriccion presupuestal, la cual
considera la tenencia de un bono libre de riesgo (de incumplimiento), un activo riesgoso

con volatilidad estocéstica y una opcién para cubrir el riesgo de mercado.

Quedan, por supuesto, varias posibles extensiones en la agenda futura de investigacién.
Por ejemplo falta incorporar otros activos como: saldos reales y bonos con tasa de interés
flotante. Estas extensiones haran el analisis un poco més complejo, pero los resultados
seran mas realistas.

Por tltimo, es importante destacar que aunque el problema del consumidor-inversionis-
ta racional se resolvié utilizando una forma funcional especifica del indice de satisfaccién,

la obtencién de la ecuacion diferencial parcial de BSM es independiente de la funcion de

utilidad.
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7. Apéndices
7.1 Lema de Ito

En este apéndice se parte del hecho de que el precio de un call depende del precio del
activo subyacente y del tiempo de inicio del contrato, es decir, ¢ = ¢(S¢,t). También se

sabe que el movimiento geométrico Browniano es: dS; = pSdt + oS, dW,.

Ahora se utiliza una serie de Taylor hasta términos de segundo orden, de tal forma que

52 2
de = 2e.ds, + %edt + 1 (852 (dS0)? + 2525 (dSy) (dt) + 2o¢ (dt)? + - )
Se reemplaza en la ecuacién anterior el movimiento geométrico Browniano,

dc Jc
de = 85 (uStdt + O'Stth) + 8—dt+

1 826 2 826 82
9 8—5,52 (nSdt + o SedWy)” + 2@ (nSdt + o SedWy) (dt) _|_ e (dt)

En el calculo de variables reales, si t es una variable independiente, entonces el cuadrado
de una cantidad infinitesimal, (dt)2:0, esto quiere decir que si alguna cantidad es tan
pequena como se quiera, entonces su cuadrado es insignificante. También se tiene que
si Wy es un movimiento Browniano, entonces se cumple que (th)det. Por otra parte,
(dt) (dWy)= (dt) (dt)%z(dt) %, la cual se observa que es una cantidad muy pequena que se

aproxima a cero, entonces, (dt) (dWW;)=0.

dc dc
de =25 18 dt + 25 6.8,dW —dt
ast“t +aSUt t +

2 | 05:

+2 O (Mst (dt)* + oSy (dt) (th)> + 0% (dt)2] :

1|02
+ = [ C2 (;ﬂsf (dt)? + 2u0 S2 (dt) (AWy) 4 0252 (th)2>

0S50t ot?

Como (dt)*=0, (dW;)°=dt y (dt) (dW;)=0, entonces:

2
de = F&-uSedt + 5§ oS dWe + G7dt + 3 S0 S7dt

Al agrupar los términos que tengan dt y dW;, se obtiene el siguiente resultado que es el

lema de Ito:

de = | ¢ + 2 ﬂ5t+§§S§ 257 | dt + F&0 S dW;
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7.2 Modelo de Black and Scholes

Como se vio en el capitulo de opciones europeas, existen supuestos importantes entre
los cuales se tiene que la accién no paga dividendos y que el precio es conducido por
un movimiento geométrico Browniano. En el presente apéndice se obtendra la ecuacion
parcial diferencial de Black and Scholes. Esta ecuacion diferencial parcial es de segundo
orden (parabdlica). Se supone que el precio del activo subyacente en el tiempo ¢ es aleatorio,
es decir, sigue un movimiento geométrico Browniano dado por dS; = uS¢dt + o S;dW;, en
donde u es el rendimiento medio esperado, o > 0 es la volatilidad del activo subyacente en
la unidad de tiempo y dW; es el movimiento Browniano que tiene media de cero y varianza

de dt, es decir, satisface dW; ~ N (0, dt)

De la ecuaciéon diferencial del Lema de Ito, se obtendrd la ecuacion diferencial parcial
de segundo orden de Black and Scholes. Para ello, se considerara un portafolio con w1
unidades del activo subyacente de precio S; y wo unidades de una opcion de compra sobre
el subyacente de precio ¢(S¢, ¢). Si II; denota el valor actual del portafolio, entonces se

cumple que:
IT; = w1St 4+ wac(St, t)

dIl; = w1dS; + wade es el cambio en el valor del portafolio en un instante d¢t. Ahora se
sustituye la ecuacion del movimiento geométrico Browniano y la ecuacion del lema de 1to

que se calculé anteriormente, entonces:

dIl; = wq (MStdt + O'Stth) + wo [(81& + 85’ ,LLSt + % gSS ) dt —|— UStth]

dIl; = <w1 + wo - 85 ) wSedt + (wl + wo 25 85 ) oS dW, + (% + é St) wodt

Para eliminar el riesgo mercado del portafolio se deben seleccionar w; y wo de tal forma
que se anule el término estocastico de la ecuacion anterior, entonces hay que buscar los

valores de w1 y wo que hagan que la ecuacién wq + W2aa—si =0.

Se tomara el valor de wy=1, entonces el valor de w1 :'aa_sct = —A. A esta eleccién se le

conoce como cobertura Delta. Si se reemplazan estos valores en la ecuacién anterior, se

tiene:
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2
arl, = (% + 3 9250752 ) wadt
t= ot T 29520 9t w2

Al reemplazar los valores wy y wo en el portafolio inicial, se obtiene: II; = ¢ — AS}, esto
quiere decir que se esta cubriendo una venta en corto de A unidades del subyacente con
una opcién de compra. Ahora si el valor del portafolio anterior se deposita en un banco

que paga una tasa de interés r, entonces el cambio en el valor del portafolio durante dt es:

dHt = (C - ASt) rdt.

Ahora se igualan los dos diferenciales de los portafolios obtenidos anteriormente, es decir:

dc | 18% 2a2 (. Bc
<§ + 39527 St) dt= <c 55, St> rdt
Si se elimina el término d¢ en ambos lados de la ecuacion y se efectiian las operaciones

pertinentes, se obtiene:

Jc 19% 202 Oc _
E—f‘ﬁa—sfa St —|—8—St7“5t—7“0—0

Esta ecuacién es la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes para valuar una opcién
europea de compra en donde las condiciones de frontera y final para determinar una tnica
solucién son:

C(O, t) =0 y C(St, T) = maX(St - K, 0)
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