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Introduccion

En el articulo Geometry of Robinson consistency in Lukasiewicz logic, Manuela Busani-
che y Daniele Mundici, probaron la consistencia del calculo proposicional infinito valuado
para la logica de Lukasiewicz, a partir de herramientas elementales de la teoria de ideales
primos de MV-algebras y la geometria de R”. El teorema central de esta demostracion es
el teorema 5.1 del articulo en mencién: suponga que © es una Ly teoria prima, y que ¥
es una Ly teoria prima, si © N Lx~y = YN Lxny, entonces existe una L xy teoria prima
O talque @ =PNLy y ¥ =>0NLy.

El teorema 5.2 del mismo articulo traduce el teorema 5.1 en términos del lenguaje de los
ideales primos de las MV-dlgebras libres: dados X y Y conjuntos finitos de variables, [
y J ideales primos de Freex y Freey respectivamente. Si I N Freexny = J N Freexny,
entonces existe un ideal primo H en Freexyy tal que H N Freex =1y HN Freey = J.

El teorema central del presente trabajo, establece condiciones necesarias para que dados
dos filtros primos F y G en el reticulo de los ceros de funciones L(Free,)y L(Freey,) res-
pectivamente, exista un filtro primo H de L(Free, m,—,) cuyas proyecciones a L(Free,)
y a L(F'ree,,) son F y G respectivamente. Dicho teorema es el equivalente al teorema 5.1
en lenguaje de filtros.

El capitulo uno contiene tres secciones: espacios topolégicos, filtros en conjuntos y simplex.
En el capitulo dos se desarrollan los conceptos, definiciones y propiedades mas relevantes
de las MV-dlgebras, profundizando en las MV-dlgebras libres. El capitulo tres muestra
cémo se comportan los filtros en relacién con los ideales de las MV-algebras. El capitulo
cuatro introduce el concepto de tupla, proyecciones y co-proyecciones; ademas en el mis-
mo capitulo se muestra como actuan estas nuevas herramientas sobre todos los conceptos
trabajados hasta entonces. Finalmente en el capitulo cinco se establecen condiciones ne-
cesarias para la existencia del filtro primo H que amalgama los filtros F y G dados y
que son dualmente equivalentes a los ideales de que habla el teorema 5.1. Los resultados
originales del autor se encuentran sin referencia en el transcurso del texto y los restantes
se encuentran en la literatura del tema y estan debidamente referenciados.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se estudiardn conceptos basicos de topologia general y algebra lineal que
seran fundamentales para el presente trabajo.

1.1. Espacios topoldégicos

Definicién 1.1 (ver [7]). Una topologia 7 sobre un conjunto X es una coleccién de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

(i) 0, X e .

(77) La interseccién finita de elementos de 7 estd en 7.

(731) La unién arbitraria de elementos de 7 estd en 7.

Se dice que (X, 7) es un espacio topoldgico cuyos abiertos son los elementos de 7. Cuando
no hay ambiguedad simplemente se dice que X es un espacio topoldgico.

Ejemplo 1. Dados X = {a,b,c} y 7 = {X,0,{a,b},{b},{b,c}}. (X,7) es un espacio

topoldgico.

Definicién 1.2 (Ver [7]). Dado un espacio topolégico (X, 7) y x € X se dice que V, es
un entorno de x si y solo si existe U € 7 tal que

relUcCV,.
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Definicién 1.3 (Ver [7]). Dado X un conjunto, una base para una topolégia sobre X es
una coleccién B de subconjuntos de X tales que:

(1) Para todo x € X existe B € B tal que z € B.
(17) si x € By N By con B; € B, existe Bs € B tal que

xEBchlﬁBg.

Si B satisface las condiciones anteriores, se define la topoldgia 7 generada por B como
sigue:
U € 7 siy solo si, para todo = € U existe B € B tal que

re BCU.

Ejemplo 2. la familia B = {B,(r) : © € R"} es una base para la topoldgia usual de R™
donde B,(r) son las bolas abiertas con centro en z y radio r. Con la métrica euclidea.

Definicién 1.4 (Ver [7]). Dado un espacio topolégico (X,7) y A C X. Definimos la
topolégia inducida por A como 74 = {ANU : U € 7}. (A, 74) es un espacio topolégico.

Definicién 1.5 (Ver [7]). Dado (X, 7) un espacio topolégico. Se dice que X es un espacio
de Hausdorff si y solo si, para todo a,b € X con a # b, existen entornos V,,V;, € 7 tales

que V, NV, =10

Ejemplo 3. R™ con la topologia usual es un espacio de Hausdorff. Considere a,b €

R™ se tiene que Ba(d(‘;’b)), Bb(@) son entornos de a y b respectivamente. Claramen-

te By(422) N By(1e2) = 0 si a £ b.

1.2. Filtros en conjuntos

Los ideales y los filtros tienen una dualidad que es fundamental en el presente trabajo.
Se definira filtro, convergencia de un filtro, filtros maximales, entre otros. Las definiciones
que se daran son de la literatura en general y pueden consultarse en [§].

Definicién 1.6 (Ver [§]). Dados X un conjunto no vacio y F una familia no vacia de
subconjuntos de X. Decimos que F es un filtro propio sobre X si:

(1) XeF.0¢F.
(2) La interseccion finita de elementos de F estd en F.

(3) Ae Fy AC B implica B € F.
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Ejemplo 4. Dado X un conjunto infinito. F,y = {F € X : F° es finito} es un filtro sobre
X, conocido como filtro de complementarios finitos.

Definicién 1.7 (Ver [§]). Dado un filtro propio F sobre un conjunto X decimos que F
es un filtro primo si y solo si:

k
U A; = X con A; C X para todo i, implica A; € F para algun 1.
i=1

Definicién 1.8 (Ver [§]). Dados X un conjunto no vacio y B una familia no vacia de
subconjuntos de X. Decimos que B es base de filtro sobre X si:

(1) 0 ¢ B.
(2) By, By € B implica que existe Bs € B tal que By C By N Bs.

De la definiciéon anterior se deduce la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1 (Ver [8]). Dado un conjunto no vacio X y B una base de filtro sobre
X.

F(B)={AC X : B C A para algin B € B}
es el filtro generado de B sobre X.

Demostracion.

(i) como () ¢ B entonces ) ¢ F(B), en consecuencia X € F(B) pues B C X para todo
B e B.

(i) Dados Ay, Ay € F(B), existen By, By € B tales que By C Ay y By C A,, al ser B una
base de filtro, existe B3 C B; N By con B3 € B, asi By C A1 N Ay € F(B).
(7i1) la tercera propiedad de filtro, se sigue directamente de la definicién de F'(B).

(1v) El filtro F'(B) es el filtro generado por la base B, es decir, es el filtro mas pequefio
que contiene a B. En efecto, si B C G siendo G un filtro, se tiene que para todo A € F(B),
B C A para algin B € B C G y se concluye A € G.

]

Definicién 1.9 (Ver [§]). [Convergencia de un filtro]
Dado X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X, se dice que F converge a p € X si
y solo si:

Para todo entorno V), de p, existe A € F talquepe ACV,

y se denota por F — p.
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1.3. Simplex

A continuacién se van a describir y definir conceptos basicos de los simplices en R™ y
algunas de sus propiedades. Dichas propiedades se pueden consultar en [6].

Proposicién 1.2 (Ver [0]). Dado A C [0,1]". A es convezo si y solo si Zle aa; € A
para todo ay,--- ,a, € A con Zleozi =1ya; >20.

Demostracion. Ver [0] pagina 14.
[l

En virtud de la proposicion anterior se da la siguiente definicién de capsula convexa o
simplemente el convexo de un conjunto.

Definicién 1.10 (Ver [6]). Dado P un conjunto de k puntos en [0,1]". Conv(P) =
{Zle a;D; L P € P, Zle o; = 1,@1' 2 0}

De aqui en adelante se trabajara con este tipo de convexos.
Proposicién 1.3 (Ver [6]). Conv(P) es el menor convezo que contiene a P.

Demostracion. Prueba directa de la proposicion 20.
Cabe resaltar que Conv(P) C [0, 1]", puesto que [0, 1]™ es convexo.

Proposicién 1.4. Dado un convexo T'= Conv(P) en [0,1]" y T, : [0,1]" — [0,1]™ una
traslacion.

To(Conv(P)) = Conv(T,(P)).

Demostracion.

k k k k k k
TU(Z ap;) = Zaipi +v= ZOéz’pi + ZOMJ = Z%‘(pi +v) = Z@ﬂ;(pi)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

con Zle a;=1yp; €P.
O

Definicién 1.11 (Ver [6]). Un conjunto P de k puntos en [0,1]" es geometricamente
independiente si y solo si Zle a;p; =0, Ele a; =0 con p; € Py a; >0 implica a; = 0.

De ahora en adelante se omite el término geometricamente por simplificacion de la es-
critura. El concepto de vectores linealmente independientes es equivalente al concepto de
puntos geometricamente independientes.

Ejemplo 5. Tres puntos a, b, c € R? que son colineales, no son geometricamente indepen-
dientes. Dos puntos a,b € R? son geometricamente independientes.
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Definicién 1.12 (Ver [6]). Conv(P) es un k—simplex en [0,1]" si y solo si P es un
conjunto de k + 1 puntos independientes en [0, 1]™.

*Observacion Dim(Conv(P)) = k

Proposicién 1.5. Dado P conjunto de k + 1 puntos independientes en [0, 1]™. Para todo
p € Conv(P), p = St aipi = S04 Bips con Sit = S0 Bi = 1 implica o; =
Bi Vi,1 <1< k+1.

Demostracion. Se sigue directamente de la independencia de P.
O

La proposicion anterior garantiza que cualquier punto p en un K —simplex S generado
por un conjunto de puntos independiente P, tiene escritura unica respecto a P.

La siguiente definicién, es una generalizacién de una divisién baricéntrica de un convexo
que puede consultarse en [3].

Definicién 1.13. Dado S convexo. Una coleccion de {Conv(P;) = S;} con 1 < i <[ es
una k—divisién por simplex de S si:

(1) P; es un conjunto de k + 1 puntos independientes en [0, 1]” para cada 1 <i <.
(i) U _, Si =S con1<i<lI.
(t3i) S; NS; = Conv(P, N P;) para todo 1 < 1,5 <.

Ejemplo 6. Considere el segmento AB y el punto medio C' del segmento.
Conv({A,C}),Conv({C, B}) es una 1—divisién por simplex de AB.

Definicién 1.14. Dados dos convexos B C A con {B; = Conv(Q;)} una k—divisién por
simplex de B con 1 < i < ry {A; = Conv(F;)} una w—divisién por simplex de A con
1 <j<s,w>k. Sedice que la coleccién {A;} respeta la coleccion {B;} siy solo si para
todo 1 <17 <rexiste 1 <j <stal que Q; C P;.

sz . ey . . r S
Observacién: De la definicién anterior se tiene que ;_, Q: € U;_, F;.

Proposicién 1.6 (Ver [I]). Dados dos convezos B C A donde {B; = Conv(Q);)} es una
k—division por simplex de B con 1 <1i <b. Eziste {A; = Conv(P;)} una w—dwision por
simplex de A con 1 < j <a, w >k tal que {A;} respeta a {B;}.

Demostracion. Se hara un bosquejo de la demostracién. Considere un convexo A generado
por un ntimero finito en R? que contiene otro convexo B generado por un ntimero finito
de puntos. Si {B; = Conv(Q;)} una k divisién de B entonces tome la unién de Q; y
de aquellos puntos que generan a A pero que son independientes con @); y estdn en
el semiplano que no corta a B, a dichos puntos llamelos P;. como B C A entonces
la independencia pedida tiene sentido y existe, luego la w divisién pedida serd {A; =
Conv(P;)}.

]

Proposicién 1.7. Dado T convezo en [0,1]". Toda traslacion T, : [0,1]" — [0, 1]" respeta
k— divisiones por simplex de T .
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Demostracion. Considere a {Conv(P;) = T;} una k—divisién por simplex de T'. Probe-
mos que {7,(T;) = T/} es una k—divisién por simplex de 7,(T). Tenga en cuenta que
T,(Conv(P;)) = Conv(T,(P)).

(i) Supongamos 5 o, To(ps) = 0y Y5 oy = 0.

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

0= Z a;To(p;) = Z a;(pi+v) = Zaipi—i—vZai = Z%’pi = (0 <= o; = 0 Para todo i.
=1 =1 =1 =1

=1

(i)

(4ii) Queremos probar que T; NT; = Conv(F; N Pj). donde T,(F;) = F;. Como T, es
inyectiva se tiene

(T(Tz‘)) = T(UT@) =T(T). con1<i<lI.

1

;0 T; = To(T) NTo(Ty) = To(T; N T;) = To(Conv(P; N Fy)) = Conv(Tu(P; N F;))
= Conv(T,(P) N Tu(F)))
O

Proposicién 1.8. Toda transformacion lineal T : R™ — R™ inyectiva respeta K— divi-
siones por simplex, i.e, si {T; = conv(P;)} es una k— division por simplex de T = conv(P)
entonces {T! = T(T;)} es una k— diwvision por simplex de T' = T (T).

Demostracion.
(i) T(T;) = T (Conv(P;) = Conv(T(P;)). Para Y5 a;; =0y aj; > 0.
k41 k1 k+1
D i Ts) =0=T _ajipi) <= () aupji) =0 4= P, = 0= T(P;;) =0
=1 =1 =1
(i) Ui T(T) = T(Uimy ) = T(T) = T".
(#4)
TINT;=T(T)NT(T;) = T(TiNT;) = T(Conv(P; N P})) = conv(T (P N F;))

= Conv(T (P) NT(P;))



Capitulo 2

MYV-algebras

En el presente capitulo, se dara la definicién de MV-algebra, ideal, ideal primo. Se estu-
diaran algunas de sus propiedades mas relevantes. Las demostraciones presentadas no son
en general las usuales (ver [3]).

Definicién 2.1 (Ver [3]). Una MV-dlgebra es una cuddrupla (A4, ®,—,0) donde A es un
conjunto no vacio, 0 € A, @ es una operacién binaria y — es una operacion unaria que
cumple los siguientes axiomas:

Leoyoz)=@oy &z
ThYy=ydzx

rP0=ux

=2

@ -0 =-=0

=S O

“(rrey) ey =-(yor) D

Ejemplo 7. El intervalo real [0, 1] con las operaciones =z @y = min(l,z +y),~z =1 — x.
Es una MV-algebra.

Definicién 2.2 (Ver [3]). [Funcién de McNaughton]
Dada una funcién f : [0,1]" — [0, 1] diremos que es de McNaughton en n—variables si y
solo si:

(i) f es continua respecto a la topologia natural de [0, 1]".

(7i) Existen polinomios lineales Py, Ps, ..., P, con coeficientes enteros tales que, para cada
x € [0,1]™ existe i tal que f(z) = Py(z) con 1 < i <m.

FEjemplo 8. La MV-algebra M, es el cojunto de todas las funciones f de McNaughton en
n—variables con las operaciones:

(1) f(z) ® g(x) = min(L, f(x) + g(z))
(ii) =f(zx) =1 = f(2),
Observacion: El elemento 0 de Free, es la funcién de McNaughton f(x) =0

7
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Definicién 2.3 (Ver [3]).
1=-0

Oy =("z®y)
rOy=-(rdy) =10 Y.

El axioma seis es equivalente a (z©y) Dy = (y© ) .

Proposicién 2.1. La MV-dlgebra M, es la MV-dlgebra libre en la categoria de las MV-
algebras. FEs decir, M, = Free,.

Ejemplo 9. En la MV-algebra F'ree, se tiene que:
(1) f(z) © g(x) = max(0, f(z) — g(x))

(ii) f(z) © g(x) = max(0, f(z) + g(x) — 1)
Las MV-algebras tienen estructura de reticulo. Sin embargo, primero es necesario definir

un orden.

Lema 2.2. [Ver [3]]
Dada una MV-dlgebra A. Para todo x,y € A las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) zdy=1;

(t7) v © —y =0;

(i1i) y =2 ® (y © x);

(iv) Existe z € A tal que @ z = y.

Demostracion. La prueba se encuentra en [2]. O

Definicién 2.4 (Ver [3]). Dada una MV-dlgebra A se tiene que z < y si y solo si x e y
cumplen alguna de las condiciones del lema [2.2] la relacién < definida anteriormente, es
una relacién de orden. Ver [3].

Proposicion 2.3. Toda MV-dlgebra A tiene estructura de reticulo donde:
zVy=(zoy) oy=(yor ez
rhy=16(x0y) =y (yor).

Demostracion. ver [3] pagina 10. O

Proposicién 2.4 (Ver [3]). Toda MV-dlgebra satisface la ecuacion: (x©y) A (y©x) = 0.
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2.1. Ideales

Definicién 2.5 (Ver [3]). Dada una MV-élgebra A, un ideal I de A es un subconjunto
no vacio de A tal que para todo =,y € A:

(1) 0 e 1.
(7i) z,y € I implica x Dy € I.
(7it)) y € [ y x <y implica z € .

Proposicién 2.5 (Ver [3]). Dado I un ideal de una MV-dlgebra A, con x,z € A se tiene
que:

rozelyzelsiysolosizoxel yrxel

Demostracion. Sin perder generalidad solo se muestra la primer implicacién.
Dadoquez©ze€lyzelsetiene (x0z2)®z€l,como (z02)®z=(262) @ asi,
zorxelyxel.

O

Proposicién 2.6 (Ver [3]). Dado I ideal de una MV-dlgebra A. x,y € I implica (x ©
y)d(yox) el

Demostracion. 1dy =1 <= —ax@ydr = 1 <= ~{-(-2dy)}Er =1 <= ~(z0y)dr =
l<=x>x6yecl, analogamente, y >y z € I.
[

Ejemplo 10. El conjunto I, = {f € Free,: f(p) =0,Yp € [a,b] C [0,1]} es ideal de
Free;.

Definicién 2.6 (Ver [3]). Dada una MV-élgebra A, J es ideal primo de A si y solo si:

(1) J es ideal de A
(77) Para todo a,b € A,aeobe Joboa€ J.

Ejemplo 11. Definamos el conjunto I,+ como sigue: f € I+ siy solo si:
(1) f es una funcién de McNaughton de 1—variable.

(i7) Existe € > 0, tal que f(p) = 0 para todo p € [z, z + €.
I+ es ideal primo de F'ree;.

Proposicién 2.7 (Ver [3]). Un ideal P de una MV-dlgebra A es primo si y solo si,
x ANy € P implica x € P oy € P para todo z,y € A.

Demostracion. Para todo z,y € A, (zSy)A(ySx)=0¢€ Pluegozoy € P6yox € P.
Por otro lado, si P es ideal primode A, x Ay € P,y,zSy€e P.xANy=z6(xSy) € P
implica x € P. Andlogamente y©x € Pyx Ay =y© (y©x) € P implica y € P.

[
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Lema 2.8 (Ver [3]). Dado H un subconjunto de una MV-dlgebra A,
<H> ={zr€eA: 2 <hDhy®...PD hy, donde hy,ha,...,h,, € H} es el ideal generado por
H en A.

Demostracion. ver |3] pagina 13.

Si H = {h} entonces (H) es un ideal principal.
Definicién 2.7 (Ver [3]). Un ideal M de una MV-dlgebra A es maximal si no existe un
ideal J tal que M C J C A.

Lema 2.9 (Ver [3]). Dado un ideal M de una MV-dlgebra A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) M es ideal mazimal de A.
(1i) x € A— M si y solo si ~nx € M para algin entero n > 1.

Demostracion. ver [3] pagina 14.
]

Proposicién 2.10 (Ver [3]). Dado un ideal I de una MV-dlgebra A que no es maximal,
existe un ideal mazximal M que lo contiene.

Demostracion. Ver [3]. O

Dado un Ideal I de una MV-algebra A se construye la MV-algebra A/I cociente de A por
el ideal I. La construccién de A/I se hace a partir de una relacién de congruencia.

Proposicién 2.11 (Ver [3]). Dada una MV-dlgebra A, la funcion d : AXA — A definida
por d(z,y) = (r©y) ® (y © x) es una distancia.

Demostracién. Ver [3].
O

Proposicién 2.12 (Ver [3]). Dada una MV-dlgebra A y un ideal I la relacion © =; y si
y solo si d(z,y) € I es una congruencia.

Dado que =; es una congruencia, dicha relaciéon genera una particion de la MV-algebra
A con respecto al ideal I, la cual resulta ser la MV-dlgebra cociente A/I. Claramente si
x € A entonces [z] = {y € A:d(x,y) € [} € A/I. Las operaciones & y — estan definidas
naturalmente, es decir, [z] ® [y] = [z ® y] y [z] = [-x].

Ejemplo 12. Consideremos la MV-dgebra Free; y el ideal Iy = {f € Free; : f(0) = 0}.
Tenemos entonces que Freey /Iy es una MV-dlgebra que consta de dos elementos {0, 1}

Proposicién 2.13 (Ver [3]). Dado P un ideal de una MV-dlgebra A, P es ideal primo
de A siy solo si A/P es una MV-dlgebra totalmente ordenada.

Demostracion. A/ P cadena <= [z] < [y] 6 [y] < [z] paratodo z e y en A <= [zOy]| = [0]
blyor]| =0« [zoy|=Pé[yczr|=P <= x0ye Péycx € P <= P es primo.
0

Proposicién 2.14 (Ver [3]). Todo ideal mazximal M de una MV-dlgebra A es un ideal
pPrImo.

Ejemplo 13. 1, = {f € Free; : f(a) = 0} es un ideal maximal y consecuentemente primo.
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2.2. Ceros de funciones de McNaugthon

Definicién 2.8 (Ver [3]). Dada f € F'ree,, se define el conjunto de los ceros de f como:

2(f) = fx € 0,1 f(x) = 0},
Ejemplo 14. la funcién f : [0,1]™ — [0, 1] definida por f(z) = @ x es una funcién de
McNaughton y Z(f) = {0}.
Proposicién 2.15 (Ver [3]). Dadas f,g € Free,. g €< f > si y solamente si Z(f) C
Z(9)-

Demostracion. Ver [3]. O

Teorema 2.16 (Ver [3]). Dadas f,g € Free,,Z(f)NZ(g) =Z(f ®g).

Demostracion. Dado p € Z(f) N Z(g) se tiene que f(p) = g(p) = 0 luego (f @ g)(p) =
f(p) @ g(p) = 0y se concluye que p € Z(f @ g). De otra parte, p € Z(f @ g) implica

f(p) @ g(p) = (f@g)p) =0asi f(p)=g(p) =0conlocual pe Z(f)N Z(g).

m
Corolario 2.1. Dadas fi, fo, ..., fm € Free,.
m Z(fi) = Z(@ fi)
i=1 i=1
Demostracion. Para la prueba solo se debe hacer induccion sobre m. O

Teorema 2.17 (ver [3]). Dadas f,g € Free,,Z(f Ng) = Z(f)U Z(g).

Demostracion. p € Z(f Ng) <= (fAg)(p) =0 <= f(p) =00g(p) =0<=p €
Z(f)U Z(g).

m
Corolario 2.2. Dadas f1, fo, ..., fm € Free,.
Z(NE ) = 2()
i=1
Demostracion. Para la prueba se realiza induccion sobre m.
m

Proposicién 2.18. El conjunto Is = {f € Free, : f(x) =0,YVz € S C [0,1]"} es ideal
de free,.

Demostracion.

(1) Claramente la funcién f = 0 estd en Ig.

(i7) Dadas dos funciones f,g € Ig se tiene que S C Z(f) y S C Z(g) luego S C Z(f) N
Z(g) = Z(f @ g) por lo tanto f @ g € Is.

(117) Dada f < gy g € Ig se tiene que Z(g) C Z(f) y S C Z(g) asi S C Z(f) por lo cual

fels.
]
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2.3. MV-algebra fuertemente semisimples

Definicién 2.9 (Ver [4]). Dada una MV-dlgebra A. Un elemento a € A es infinitesimal
sia# 0y VneNna< —a.

Proposicién 2.19 (Ver [4]). Dado un ideal mazimal M de una MV-dlgebra A, A/M no
tiene infinitesimales.

Demostracion. Como M es maximal, Va ¢ M, 3In > 0 tal que -na € M, asi [-na] = [0]
con lo cual [na] = [1]. De otra parte, supongamos que A/M tiene por los menos un
elemento [a] que es infinitesimal, asi a ¢ M, y existe n € N tal que =(na) € M, con lo
cual, [na] = 1.

]

Definicién 2.10 (MV-élgera simple). [Ver [4]] Una MV-dlgebra A es simple si y solo si,
su tnico ideal propio es {0}.

Ejemplo 15. La MV-élgebra [0, 1] es simple.

Proposicién 2.20 (Ver [4]). Dado M un ideal de una MV-dlgebra A, A/M es simple si
y solo st M es maximal.

Demostracion. Si M es maximal, y J es un ideal de A/M, si J # [0], existe [a] € J tal
que a ¢ M. Asi, existe n € N tal que [na] = [1] € J.
Si A/M es simple, como los ideales de A/M estan en correspondencia uno a uno con los

ideales de A que contienen a M, entonces M es maximal.
m

Proposicién 2.21 (Ver [4]). Una MV-dlgebra A es simple si y solo si para todo x diferente
de cero en A, existe n en los naturales tal que nx = 1.

Demostracion. Ver [3]. O
Una MV-algebra simple no tiene infinitesimales.

Definicién 2.11 (Ver [4]). Un elemento a de una MV-algebra A se dice arquimediano si
existe n € Nyn > 1 tal que na = (n + 1)a.

Teorema 2.22 (Ver [4]). Dada una MV-dlgebra A, x € A es arquimediano si y solo si
eriste n € N tal que ~x V nr = 1.

Demostracion. Se sigue directamente de que, =(z@nx)®ne = (-zonz)®dne = ~zVnr =
1.
0

Corolario 2.3. Si x es arquimediano, no es infinitesimal.

Demostracion. Se sigue directamente de que para todo n € N, nx < -z si y solo si
nrV xr = .

]
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Definicién 2.12 (Ver [3],[4]). Una MV-élgebra A es hiperarquimediana si todos sus
elementos son arquimedianos.

Definicién 2.13 (Ver [3],[4]). Dado M = {M : M ideal maximal de A} se tiene que el
radical de una MV-algebra A es la interseccién de todos sus ideales maximales.
rad(A) = (| M

MeM

Proposicién 2.23 (Ver [3],[4]). Dada una MV-dlgebra A,
rad(A) = inf(A) U {0}
con inf(A) ={a € A: a es infinitesimal}.

Demostracion. Ver 3| pagina 73.
O

Definicién 2.14 (Ver [3],[4]). Una MV-dlgebra A es semisimple si A no tiene infinitesi-
males.

Teorema 2.24 (Ver [3],[4]). Dada una MV-dlgebra A.
(1) A hiperarquimediana implica A semisimple.

(11) A Simple implica A hiperarquimediana.

Demostracion. (i) se sigue directamente del colorario y proposicién [2.23] (ii) se sigue
directamente de la proposicién [2.21]
]

Definicién 2.15 (Ver [3],[4]). Una MV-algebra A es fuertemente semisimple si para algin
a € A la interseccion de todos los ideales maximales que contienen a a es el ideal generado
por a, es decir, < a >= ﬂ M, siendo M ideal maximal de A.

aeM

Teorema 2.25 (Ver [3],[4]). Una MV-algebra A es fuertemente semisimple si y solo si
para cada ideal principal I de A se tiene que A/I es semisimple.

Demostracion. Ver 4] pagina 1024-1046. O
Teorema 2.26 (Ver [3],[4]). Toda MV-dlgebra A fuertemente semisimple es semisimple.

Demostracion. Supongamos que A no es semisimple, es decir que existe x € A tal que
z € inf(A) luego Vn € Nynz < —x es decir [nx]<,> < [-]<z> ¥ se tendria que [x]<,>
es infinitesimal, lo cual es una contradiccién, pues A/ < z > es semisimple por ser A
fuertemente semisimple.

]

Teorema 2.27 (Ver [3],[4]). Toda MV-dlgebra A hiperarquimediana es fuertemente semi-
simple.
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Demostracion. Dado un a € A veamos que A/ < a > es semisimple.

si x € A entonces existe n € N tal que nz = nz @ x, es decir, n[z].o> = n[r|cos O [T] o>
luego |4~ es arquimediano, o mejor, todo elemento [y] € A/ < a > es arquimediano,por
lo tanto A/ < a > es hiperarquimediana y por teorema (i) A/ < a > es semisimple.

De donde se concluye que A es fuertemente semisimple.
m

Proposicién 2.28 (Ver [3],[4]). La MV-dlgebra Free, es semisimple.

Demostracion. Demostremos que dada f € F'ree,, f no es infinitesimal. Dada f € Free,
tal que f # 0 existe p € [0,1]™ tal que f(p) # 0, luego existe m € N tal que mf(p) = 1,
en consecuencia 1 = mf(p) > = f(p).

O

Proposicién 2.29. La MV-dlgebra Free, es fuertemente semisimple.

Demostracion. Para mostrar que F'ree, es fuertemente semisimple, basta probar que
Free,/ < f > no tiene infinitesimales para toda f € Free,, se tienen dos casos; f
se anula en al menos un punto o f no se anula en ningin punto; analicemos cada caso.

(i) f se anula en al menos un punto.

Supongamos que [g] € Free,/ < f >y [ng] < [7g],¥n € N asi, [ng © —g] = [0] es
decir ng © ~g €< f > asi Z(f) C Z(ng © ~g). Veamos que Z(f) C Z(g), en efecto,
dado p € Z(f) tal que g(p) # 0 implica que existe m € N tal que mg(p) = 1 asi
mg(p) ©-g(p) = 18-g9(p) = g(p), lo cual es una contradiccién pues p € Z(ng© g)Vn € N
implica [g] = [0].

(#7) f no se anula en ningin punto. Como f no se anula en ningin punto, entonces
< f >= Free, luego Free,/ < f >={0} y {0} es semisimple.
O



Capitulo 3

Filtros e ideales en las MV-algebras
libres

Como se aclard en el capitulo de preliminares, los ideales como estructura algebraica y
los filtros tienen una relacién que es dual. Algunas demostraciones que son mas complejas
en el espacio de los ideales pueden resultar mas sencillas que en el espacio de los filtros y
viceversa. A continuacion se presenta la definicién de filtro en un reticulo.

Definicién 3.1. F es un filtro propio de un reticulo L con maximo 1 y minimo 0 si y
solo si, para todo a,b € L,

(i) F C L.

(i) 0 ¢ F

(i1i) a,b € F implica a A b € F.

() a <byaecF implicabe F .

Definicién 3.2. F es filtro primo de L si,
(1) F es filtro.
(ii)) 1 = \/ a; implica a; € F para algin i.

i=1
Definicién 3.3. Se define, L(Free,) = {Z ( ): f € Free,} el reticulo de los ceros de
funciones de McNaughton donde: Z(f) = {z € [0,1]": f(x) = 0}, (i) [0,1]" = Z(0); O =
Z(1), (i) Z(f)V Z(g) = Z(f)V Z(g) = Z(f Ng), (i) Z(f) N Z(g) = Z(f) N Z(g) =
Z(feg).

Proposicién 3.1. Dado F un filtro en L(Free,), entonces I(F) = {f € Free, : Z(f) € F}
es un ideal de Free,,

Demostracion. (i) Z(0) = [0,1]" € F implica, 0 € I(F). (i) f,g € I(F) implica
Z(f),Z(g) e Fasi Z(g® f) = Z(f)NZ(g) € Fluego g® f € I(F). (i) sig < fy

f € I(F) se tiene que Z(f) C Z(g) y Z(f) € F luego z(g) € F, y asi g € I(F).
O

Proposicién 3.2. Dado I un ideal de Free,, se tiene que F(I) ={Z(f): f € I} es filtro
en L(Free,).

15
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Demostracion. Se sigue directamente de la definicion.

O
Proposicién 3.3. I(F(I)) = 1.
Demostracion. f € I(F(I)) siysolosi Z(f) e F(I)siysolosi fel.

O
Proposicién 3.4. F(I(F))=F
Demostracion. Z(f) € F(I(F)) siysolosi f € I(F)siysolosi Z(f) € F

O
Teorema 3.5. Hay una correspondencia biyectiva entre ideales de Free, y filtros de
L(Free,).
Demostracion. Se sigue directamente de las proposiciones [3.1][3.2]3.3][3.4]

O

Teorema 3.6. Si [ es un ideal primo entonces F(I) es un filtro primo.

Demostracion. Antes se mostré que F([) es filtro. Basta ver que es primo.
U Z(f;) =[0,1]" implica Z(A\}_, fi) = U Z(f;) € F(I)asi A\, fi € I. Como I es primo
i=1 i=1

entonces fi € I para algun 1. Consecuentemente Z (f;) € F(I) para algin i.
]

Teorema 3.7. Si F es filtro primo de L(Free,), I(F) es ideal primo de Free,,.

Demostracion. Antes se mostré que I(F) es ideal. Basta ver que es primo. Para todo
f.g € Free,, (feg)AN(ge f) =0 (ver [1]). Consecuentemente, Z(f ©gAge f) =
Z(feguZge f)=10,1]" € F implica Z(g© f) € F o Z(f © g) € F por ser F filtro
primo, asi, fege I[(F)oge f e I(F).

O

Corolario 3.1. F es filtro primo si y solo si Z(f) U Z(g) € F implica Z(f) € F o
Z(g) e F

Demostracion. Dado F filtro primo, Z(fAg) = Z(f)UZ(g) € F siy solosi fAg € I(F),
como I(F) es primo f € I(F) o g € I(F) consecuentemente Z(f) € F o Z(g) € F.
La otra implicacion es inmediata.

Proposicién 3.8. Dado un filtro primo F de L(Free,), F —p sip € (\,erS-

Demostracion. Dado p y un entorno V,, de p, existe un simplex S, contenido en V,, tal que
p € int(S,). [S5U Front(S,)]US, = [0,1]" € F; F primo implica [S§ U Front(S,)] € F o
Sy € F.p ¢ [S;UFront(Sy)| ¢ F. Asi, S, € F.

m
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Proposicién 3.9. Dado un filtro primo y propio F en L(Freey). (xS = {p}-

Demostracion. F propio implica que F estd contenido en un filtro maximal M, dicho
filtro al ser maximal, genera un ideal maximal M, y las funiones de McNaughton en M
se anulan en un punto p, por lo tanto p € Z(f) = S para todo f € M y se concluye
Nser S # 0. Supongamos que p # q € (), Como p, ¢ estan en un espacio de Hausdorff,
existen entornos V,, V, de ¢ y p respectivamente, tales que V,NV,, = 0. Por la proposicién
21, existen S,,5, € F talesquep € S, C V, y ¢ € S, C V,, lo cual conlleva a una
contradiccién pues S, NS, = 0 y F es propio. Asi se concluye que p = q.

m

De las proposiciones anteriores, se deduce que un filtro primo F en [0, 1]" converge a un
unico punto p € S para todo S € F.



Capitulo 4

Operaciones con tuplas

Se introduce la nocién de tupla de manera natural, al igual que las proyecciones y co-
proyecciones. La nocién de tupla permite manipular conjuntos de variables que aunque
son finitos no necesariamente poseen un orden predefinido.

Definicién 4.1. Dado X un conjunto infinito y totalmente ordenado de variables. De-
finimos la categoria de tuplas finitas T, cuyos objetos son subconjuntos finitos total-
mente ordenados de X, (con el orden heredado de X), a los que llamaremos tuplas.
Es decir, X = (21, - ,x,) € Obj(T) siysolosiz; € Xy < 29 < ++- < Ty , ¥
p: X =Y € Homp(X,Y) siy solo si,

zi <z e p(x) < (k)
Notese que en las tuplas no hay repeticiones.

Definicién 4.2 (Orden en tuplas). Dadas dos tuplas X,Y € T diremos que ¥ < X <
Y C X. Notemos que la inclusién i: Y — X € Homp(Y, X).

Proposicién 4.1. La categoria T con el orden entre tuplas, definido antes, es un reticulo.

Demostracion. X NY =XNY ,y X VY = XUY.
O

Definicién 4.3. Dado X € T definimos la longitud de X como su cardinal. Es decir el
nimero de variables que ocurren en X.

4.1. Tuplas, cubos y ceros

Definicién 4.4. Dada X € T, | X| = n, para cada x; € X, definimos las proyecciones
x;: [0,1]" — [0, 1], tales que z;(p) = p; para todo p = (p1,--- ,pn) € [0,1]™ y para todo
1< <n.

Definicién 4.5. Dadas Y C X dos tuplas en T, tales que |X| =ny |Y| = m, definimos
Xy [0,1]" — [0, 1™
la proyeccién de X a Y como sigue: para cada p = (p1,--- ,pn) € [0,1]"

Xy (p) = (zi,(p); -+, 2i,, (p)) con zy; €Y con zi(p) = pi

18
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Definicién 4.6. Dadas Y C X dos tuplas definimos,
Y* [0, 1™ — P ([0,1]")
la co-proyeccién de Y a X como sigue: para cada q = (q1, -+ ,qn) € [0,1]™
Y¥(q) ={p€[0,1]": Xy(p) = q}
Observacién. Para todo V C [0,1]" y T' C [0, 1]*

Xy(V)={Xy(p):peV} Y1) =Y ¥(9)

q€T
Ejemplo 16. X = (z1,x9,23), Y = (z1,23) y p = (2,3,4) Entonces
Xy(p) = (2,4) = (21(p), 23(p))
Proposicién 4.2. Dadas dos tuplas Y C X, tales que | X | =n y |Y| = m,entonces,
1. V, T C [0,1]" implica Xy (VNT) C Xy (V)N Xy (T).
V,T  [0,1]™ implica YX(V NT) = YX(V) N YX(T).
V, T C [0,1]" implica Xy (VUT) = Xy (V) U Xy (T).
V,T C [0,1]™ implica YX(VUT) = YX(V)UYX(T).
T C [0,1]" implica T C YX(Xy(T))).
V C [0,1]™ implica Xy (YX(V)) = V.
Xy ([0,1]") = [0,1]™, y Y*([0,1]™) = [0, 1]".
V T 0,1 implica YX(V) € YX(T).

© 2 RS &

VT cl0,1]™ implica Xy (V) C Xy (T).

Demostracion. (1) ¢ € Xy (V N T) implica ¢ = Xy(p) con p € VNT, asi ¢ € Xy (V)N
Xy(T). De otro lado, (2) pe YX(VNT) < Xy(p) eVNT & pecYX(V)NYX(T). (5)
si p € T entonces Xy (p) € Xy(T) y en consecuencia p € Y¥(Xy(T)). Las afirmaciones
(3), (4), (6), (7), (8) y (9) se siguen directamente de la definicién.

[

Proposicién 4.3 (Amalgama de un punto). Dadas X,Y dos tuplas tales que | X| =ny
Y[ =m, r=|XNY].pe 1" g€ [0,1" y Xxoy(p) = Yio(@) = e € [0, 1
tal que (X UY)x(c) =p y (XUY)y(c) =g¢.

Demostracion. Basta ver que {c} = XXY NYXWY X UY = (21,- -+, Zminr) tal que
zi=x € X 0z, =y; €Y. Entonces ¢ € [0,1]" " queda determinado biunivocamente
por: ¢; = z;(c) = x(p) si z; =z, 0 ¢; = zi(c) = y;(q) si z; = y;. como hay compatibilidad
en X NY, no hay problemas si se dan los dos casos al tiempo. La unicidad se sigue de la
construccion.

]
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Notacién: bajo las condiciones de la proposiciéon anterior, se escribe p x ¢ = c.
Proposicién 4.4. Dados V C [0,1]" y T C [0,1]™

1. Xxy (V) C Yxay(T) implica (X UY)x (XX (V)N YXY(T)) =V.

2. Yxay (T) C Xxry (V) implica (X UY)y (XX (V)nYX¥(T)) =T.
Demostracion. (1) (X UY)x (XX (V)NYXY(T)) C (X UY)x (X¥U(V)) =V (por
prop [£.216). De otro lado, p € V implica Xxny(p) = Yxny(t) con t € T por hipétesis.
Por (prop [4.3]) existe ¢ € [0,1]"*™ " tal que (X UY)x(c) =py (X UY)y(c) = t. Asf
c € XX V)NY XY (T)y p = (XUY)x(c) implicap € (XUY)x (XX (V) nYX¥(T)).

(2) se demuestra de manera andloga.
[

Definicién 4.7. Dada X € T
f€Freex < Var(f) C X,y fx:]0,1]" = [0,1] € Free,

Con Free, la MV-élgebra de las funciones de McNaughton en n variables, Var(f), el
conjunto de variables que ocurren en f,y fx la funcion de McNaughton que le corresponde
al término f, tal que:

fx(p) = f(z1(p), -+ 2a(p)) € [0,1]
Observaciéon. Y C X y f € Freey = fx(p) = fy(Xyv(p)).

Proposicién 4.5 (Proyeccion de ceros). Y C X y f € Freey = Z(fy) = Xy (Z(fx))

Demostracion. q € Xy (Z(fx)), si y solo si, ¢ = Xy(p) con p € Z(fx), si y solo si,
0= fx(p) = fy(Xy(p)) = fr(q) con ¢ = Xy(p), siy solosi, g € Z(fy) y p € Y*(q).

O
Proposicién 4.6. DadosY C X, f € Freey yT C |0, 1],
Z(fy)=Xy(T) =T C Z(fx)
Demostracion. p € T implica Xy (p) € Z(fy). Asi 0 = f(Xy(p)) = fx(p).
O

4.2. Tuplas, topoldgia y filtros

De ahora en adelante se trabajara con la métrica d : R"xR™ — R euclidea, definida por

d(z,y) = ((z1 = 1)* + (22 — 12)* + . + (20 — )?)?

Proposicién 4.7. Dadas dos tuplas X, Y € T con |X| = n,|Y| = m,| X NY| = r,
p,q € [0, 1],

d?(XUY)x(p), (XUY)x(q)) < a,d*((XUY)y(p), (XUY)y(q)) < b implica d*(p,q) < a+b.
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Demostracion.

m-+n—r n

dz(p’ q) = Z (pi — %‘)2 < Z(%(p) - xij(Q))Q + Z(ykl(p) - ykl(Q))2 <a-+b.

i=1 =1
[
Proposicién 4.8. Dadas dos tuplas Y C X € T con |X| = n,|Y| = m. Para todo
q €1[0,1]",
Xy (By(r)) = Bxy ()(7)-

Demostracion. para todo punto p € B,(r) se tiene

d(p,q) <7 <= (1—01)*+(P2—@)*+ . A Om—0n)* < (P1—01)*+(P2—@) >+ +(Pn—qa)* < T

d(Xy(p), Xv(q)) < d(p,q) <.

se concluye Xy (p) € Bx, (q)(r), en consecuencia Xy (By(r)) C Bx, (g (r). Mostremos la
otra contenencia. Para p € Bx, (4(r) se tiene

dlp, Xy (@) = (01 — 1) + (P2 — @2)* + ... + (P — @)
Tome b = (p1, P2, -y Py Gt 1, -, Gn) € [0, 1]". Claramente
d(b,q) =d(p,q) <ry Xy(b) =p<=be Byr),Xy(b) =p <= p e Xy(B,(r)).

2 <

Teorema 4.9. Dadas Y C X tuplas en T, tales que | X| =n y |Y|=m.
F es un filtro primo en L(Free,) = Fx, = {Xy(T) : T € F}es un filtro primo en
L(Freey,)
Demostracion. (i) Xy ([0,1]") = [0,1]™ € Fx,.. (it) V C T C [0,1]™ y V € Fx, implica
V = Xy (H) para algin H € F. Como H C Y*(Xy(H)) C YX(T), entoces, Y*(T) € F.
Ast Xy (YX(T)) =T € Fx,. (iti) V,T € Fx, implica VNT = Xy (Tp) N Xy(Vy) D
Xy (ToNTy) con Vo, Ty € F. Como VoNTy € F, entonces Xy (ToNTy) € Fx, vy VNT € Fx,.
(iv) VUT € Fy, implica Xy(R) = VUT, con R € F. Asi R C Y¥(Xy(R)) =
YX(VUT)=YX(V)UYX(T) € F. Como F es primo, YX(V) € F, o YX(T) € F. Asi
V = Xy(YX(V)) S FXY ol = Xy(YX(T)) S .ny.

[

Corolario 4.1. V € Fx, & Y*(V) € F.
Demostracidn. Se sigue directamente del teorema [4.9](iv) y proposicién ([{.2]5).

Proposicién 4.10. Dadas dos tuplas X, Y € T con | X| =n,|Y|=m,| X NY|=r.
F — p,G — q filtros primos y propios en L(Free,), L(Freey,) respectivamente.

R = Xxny(F) = Yxny(G) implica Xxry (p) = Yxry (q).
Demostracion. F,G primos y propios, implica R primo y propio. Xxny (p) € S para todo
S € Xxny(F) = Yxny(G), por otro lado, Yxny(q) € S para todo
S € Yxry(9) = Xxny(F). Ast se concluye Xxry (), Yy (0) € Neexyy ) () de las

proposiciones y se tiene Xxny (p) = Yxny (q).
O

2
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4.3. Tuplas, convexos e independencia

Proposicién 4.11. Dada la tupla X y |X| =n. Sip,q € [0,1]" entonces

vi(ap + q) = axi(p) + zi(q)

Demostracion.

zi(ap +q) = zi(apr + g1, aps + qa, ..., apyp + @) = ap; + ¢; = ax;(p) + xi(q)

]

Proposicién 4.12. Dadas dos tuplas Y C X con |X| =n |Y| = m. P un conjunto de
puntos en [0, 1]" implica Xy(Zf:1 a;p;) = Zle a; Xy (p;) con p; € P.

Demostracion. Claramente S5 ayp; € [0,1]" entonces Xy (325, ayp;) tiene sentido.

k k k k
XY(Z ap;) = (%‘1(2 i), Ijz(z a;pi), -~7$jm(z a;p;)) ConY = {xj1,....,Tjm}
i—1 i—1 i1 i—1

por definiciéon de proyeccion.

(l’ﬂ(z aipi)a fﬂjz(z aipi); e xjm(Z aipi)) = (Z Oéillfjl(pi), e Z Oéil’jm(pi))

Finalmente

(Z i1 (i), Z L2 (Pi); ooy Z T jm(pi)) = Z ai(@j1(pi), 2j2(pi); - Tim (P2))

i=1

k
= Z aiXY(pi)
i=1

y se demuestra lo que se queria.
O

Definicién 4.8. Para Y C X y Q € L(Free,) se dice que @ es inyectivo respecto a Y si
y solo si Xy (p) = Xy (q) implica p = g para todo p,q € Q.

Teorema 4.13. Dadas dos tuplasY C X con |X|=n|Y|=m. P un conjunto de puntos
en [0,1]™, @ un conjunto de puntos en [0,1]" donde |Q| = |P| = k. Xy (Q) = P y P
independiente implica () independiente.
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Demostracion. |Q| = |P|y Xy (Q) = P implica Xy (¢;) = p;.
Supongamos que Y ., o;q; =0 con > ., a; = 0 entonces

k
XY(Z azQz Z azXY QZ Z a;p; = 0
=1

Luego a; = 0 por ser P independiente.

Corolario 4.2. Conv(Q) es inyectivo respecto a Y .

Demostracion. Tome a,b € Conv(Q) tales que Xy (a) = Xy (b). a,b € Conv(Q) implica
a= Zle a;q;, b= Zle Bsq; con escritura unica debido a la proposicién . asi

k
= XY(Z azQz Z Q; XY Qz Zazpz € COTM]( )
=1

k
b) = XY(Z ﬁz% ZﬁzXY Qz Zﬁzpz € Conv( )
i=1
La proposicién implica a; = f; luego a = b y se demuestra lo que se queria.
O

Proposicién 4.14. Dadas dos tuplasY C X tales que | X| =n,|Y| =m, y Q un conjunto
de k puntos en [0,1]". Xy (Q) = P implica Xy (Conv(Q)) = Conv(P).

Demostracion. y € Xy (Con(Q)) < y = Xy(Z L) = Zle a; Xy (q;) = Zle a;p; €
Conv(P) Con «; > 0, Zle a; = 1.
0

Teorema 4.15. Dadas dos tuplas Y C X € T con |X| = n y dos convexos S =
Conv(P), T = Conv(Q) en [0,1]" tales que Xy (S) = Xy (T). Se tiene que

Conv(Xy(P)U Xy (Q)) = Conv(Xy(P)) U Conv(Xy(Q)). ¥y
dim(Conv(P U Q)) > maz(dim(T), dim(S)).
Demostracion. Observe que
Conv(Xy(P)) U Conv(Xy(Q)) C Conv(Xy(P)U Xy (Q))

pues Conv(Xy (P)) C Conv(Xy (P)U Xy(Q))
y Conv(Xy(Q)) C Conv(Xy (P)U Xy (Q)).

Por otro lado

Conv(Xy (P)) U Conv(Xy(Q)) = Xy(S) U Xy (T) = Xy (S) = Xy (T) es convexo.
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Xy (P)U Xy (Q) C Conv(Xy (P)) U Conv(Xy(Q))

implica

Conv(Xy (P) U Xy (Q)) C Conv(Xy(P)) U Conv(Xy(Q)).
dim(Conv(P U Q)) > maz(dim(Con(P)), dim(Conv(Q))).
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Capitulo 5

Amalgama de filtros

Teorema 5.1. Dadas Y, X tuplas en T, con |X| =n, |Y| =m, | XNY| =7r, F,
dos filtros de L(Free,) y L(Freey) respectivamente, tales que, Fxyy = Gyyny =
entonces,

g
R,
(i) XX (S)NYXY(T) #£ 0 para todo S € F yT €G.

(iia) Para todo S € F existe S* € G tal que Xxny (S) = Yxny (St).

(iib) Para todo T € G existe T+ € F tal que Yxny (T) = Xxry (TH).

(iii) CT9 = {XXY(S)NYXY(T)} es base de filtro en L(Freem n_).

Demostracién. (i) Dados S € F,T € G, Xxny(9),Yxay(T) € R asi 0 # Xxny(S) N
Yxry (T) € R por ser R filtro propio. Consecuentemente, existe p € Xxny (S) N Yxny (T),
asi p = Xxny(q) = Yxay(t) con ¢ € S,t € T y por proposicién [1.3] existe un tnico
c €10,1]™™ 7 tal que (X UY)x(c) =qy (XUY)y(c) =t asi c € XXY(S)NYXY(T).

(iia) S € F implica Xxny (S) € Fxyry = Gyvyny, asi existe ST € G tal que Xxny(9) =
Yxny (S1). (iib) es andlogo.

(iii) Por (i) se tiene que @ ¢ C79 y C79 es una familia no vacia de ceros de elementos en
L(Freen m—r)-

De otro lado, Ry, Ry € C79 implica que existen S1,S, € F y Ti,T, € G tales que:
XXV (S) NnYXIY(T)) = Ry y XXWY(Sy) N YXYY(Ty) = Ry entonces, existe Ry =
XXV (S N S)NYXY (T NTy) € €79 tal que Ry C Ry N Ry, en efecto, por propo-

sicién
XXV (S NS)NY XY (TNTy) € XX (S)NY XY (T)NXXYY (S)NY XY (Ty) = RiNR,.
O

Corolario 5.1. Dados S € F yT € G, con las condiciones del teorema anterior,
(XUY)x (XXY(9))NYXY(SH)) =Sy (XUY)y (XXY(TH))nYyX (1) =T.
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Demostracion. Se sigue directamente de la proposicion 4.4}
O

Teorema 5.2 (Amalgama de filtros). Dados dos filtros F y G de L(Freey,) y L(Freey,)
respectivamente, X, Y € T, con | X| =n,|Y| =m, | X NY| =7r. Fx.., = Oy implica
que existe un filtro C en L(Freep n—,) talque Cixuyy, = F y Cixuy)y =G

Demostracion. Dado F(C79) el filtro generado como en la proposiciénen L(Free, m—r).
Basta ver que Cixuy), = F y Cxuy), = G. S6lo se mostrard que Cxuy), = F. La otra
igualdad es andloga. Del teorema [5.1] y el corolario [5.1] se sigue que para S € F existe
S+ € G tal que

S=(XUY)x (X*Y(9) NnY¥Y(Sh) € Cxuvyy-

Asi F Q C(XUY)X~

Veamos la otra contenencia. Dado R € C(xuy), se tiene que R = (XUY)x(H) con H € C.
Ast XXUY(S)NYXYY(T) C H paraalgin S € Fy, T € G. Por teoremalp.1] existe T+ € F
tal que Yxny (T) = Xxry(T+) . Consecuentemente, XX (SNTH) NYXY(T) C H, y

de la proposicién ([4.4]),
SNTH=(XUY)x (X*"(SnTHNY*™ (1)) C(XUY)x(H) =R.

Asi SNT+ € F implica R € F.

5.1. Amalgama prima de filtros primos

Teorema 5.3. Dado C = F(C79) el filtro generado.

F—=>p,GgG—q=C—pxq.

Demostracion. Dado § > 0, existen S € F,T € G tales que S C B,(5),T C B,(5). asi
XXY(S)NYXY(T) € XXV (B,(5)) NY XY (By(5)) C Bpegle), en efecto,

we XY(B, () NY ¥ (B,(5)) implica
d(X UYx(w), X UYx(p)) < % d(X U Yy (w), X UYy(q)) < =.

2

De la proposicién se concluye d(w, p * q) < €, consecuentemente w € By (€).
]

Teorema 5.4. Dadas dos tuplas X,Y € T tales que | X|=n>|Y|=m,|XNY|=r.T
convexo en L(Freey,). Existe T'" € L(Free,) y T :[0,1]™ — [0, 1]" transformacion lineal
tal que:

(7) T(T)="T" convezo.
(11) Conv(P;) = T; k-division por simplex de T implica T (T;) = T, es una k-divisién por

)

simplex de T" tal que Xxny (T(T3)) = Yxay(T;), con T(P;) = P).
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Demostracion. Dado T : [0,1]™ — []0, 1™ una matriz definida por:

1 st i=j Paratodo? <r
(t)ij=1< 0 si i%# jParatodoi<r

2 St 1>7r
Donde las entradas z;; son nxm — rxm valores libres tales que la transformacién 7T es
una matriz rectangular invertible a izquierda. Esto siempre es posible dado que n > m
y las matrices invertibles son densas en el espacio de las matrices. en consecuencia, la
transformacion 7 es inyectiva. Como 7 es una transformacién lineal inyectiva entonces
T(T) =T" es convexo ya que T es convexo y 7T (T;) es una divisién por simplex de T” (por
proposicion . Veamos que

Xxry (T(T3)) = Yxry (T3).
para todo p;; € [0,1]™ se tiene que:

Xxny (T (pj1)) = XXOY((Z L1jPj1s s Ztrjpjb ey Ztnjpjl)) = (Z t1jpj; --7Ztrjpj1)
j=1 j=1 j=1 j=1

j=1

Noétese que 27:1 tijpj1 = pa para todo ¢ < r. Luego
Xxrv (T (pj1)) = (Z t1jpjt, --7Ztrjpjl) = (P11, P21, s pr1) = Yxrv (pj1)
j=1 j=1

Con esto se demuestra lo que se queria.
O

Teorema 5.5. Dados X,)Y € T con |X| =n>|Y|=m,|XNY|=r; F = p,G = ¢
filtros primos y propios de L(Free,), L(Freey,) respectivamente. Xxry (F) = Yxay(G)
implica que ezxiste H € L(Free, m_) tal que:

(1) H es inyectivo respecto a X .

(i) (XUY)x(H)e Fy(XUY)y(H)eg.

Demostracion. Xxny (F) = Yxny(G) implica que existen Conv(P) = S, € Fy Conv(Q) =
T, € G tales que Xxny (Sp) = Yxny (1,). Puesto que n > m existe T transformacién lineal,
tal que T(1,) = S, € L(Free,) donde Xxny(S;) = Yxny(1,) y T respeta cualquier k—
divisién por simplex de T,. Considere la traslacion T, con v = p—T (¢) asi para L = T, 0T

L(q)=T(q)+p—T(q) =p. A= L(Q)U P implica S, = Conv(P) C Conv(A) =S € F.

Considere una k—divisién por simplex T; = Conv(Q;) de T, con 1 <4 < ay una
w—divisién por simplex S; = C’onv(Pj) de S con 1 < 7 < b que respete la k—divisién
L(T;)).

Definamos

b
f: (UR) U{p} — B con B C [0,1]™ como sigue :

Jj=1
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= f(p) =¢q

» Como L es inyectiva para todo p; € L(U;_, Qi) N (U?:1 P]) existe un tnico ¢; € Q;
tal que L(g;) = p;. Por lo anterior, defina f(p;) = ¢;.

» Paratodo p; € (U§:1 P)—L(Ui, @) elija un tnico ¢, € int(T,) tal que Xxqy (p1) =
Yxav(q) y defina f(p;) = ¢. Nétese que ¢ siempre existe pues Xxny(S,) =
Yxay (T,). Al conjunto de elementos ¢; elegido libremente, llamelo Q).

De la construccién anterior se sigue que, B = {¢}U(Ui_; Q:)UQi, Xxny (f(2)) = Yxay(x)
para todo x € A, x * f(z) esta definido para todo x € U?:1 P; U{p} y f es biyectiva.

b
Defina H = U H; con H; = Conv{p;; * f(pi;) : pij € P;}

Jj=1

= (7). Mostremos que H es inyectivo respecto a X.

Tome Zg:—ll ;P = C S Hj, Z;-l:_ll 51171[ =de H[ y Z;-l:_ll a; = Z;U:—i_ll BZ =1 tales
que (X UY)x(c) = (XUY)x(d).

w1 w1
(XUY)X(C) = (XUY)X(d> <~ Zaipij = Zﬁzpd € SjﬂSl < Dij;Dil € PjﬁPl,VZ
=1

i=1

Es decir, p;;, pu pueden representarse como p;j; € S; NS, asi

w41 w+1 w41 w41 w41

Z QiPijt = Z Bipiji <= Z aipz'jl_z Bipiji = Z(ai_ﬂi)pijl =0<=a;—F=0
=1 i=1 =1 =1

i=1
pues P; N P, es un conjunto independiente.

» (i7) Probemos la parte dos del teorema.

T, = U;_, T; implica que existe 1 < i < a tal que T; = Conv(Q;) € G por ser
G primo. Por otro lado £(Q;) C P; para algin 1 < j < b ya que {S;} respeta
la k—division {£(T;)}. Dado D = {q,i * f(qyi) : ¢, € L£(Q;)} implica Q; = (X U
Y)y(Conv(D)) € G, ademas |D| = |L(Q;)| = |Q;| debido a que f es biyeciva. Note
que

Conv(D) C H;C H= (XUY)y(Conv(D)) C (XUY)y(H)€egG

pues (X UY)y(Conv(D)) = Conv((X UY)y (D)) = Conv(Q;) =T; € G.

Finalmente

(XUY)x(H) =S € F por construccién de H.
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]

El teorema anterior establece que si | X| > |Y| entonces H es inyectivo sobre X, pero si
| X| < |Y] se tendria que H es inyectivo sobre Y.

Corolario 5.2.
(1) (XUY)x(HNR) € F y (XUY)y(HNR) € G para todo R € C conC el filtro generado

(17) RNH C Ay U As para algin R € C implica (X UY)x(A;) € F y (XUY)x(4;) € G/
para algin 1 < i < 2. Si se cunplen las condiciones (i) y (i1) entonces existe H un filtro
primo en L(Free, m_,) tal que Hixuy)yy = F ¥y Hixuy), = G.

Demostracion. Se define
Hy ={A € L(Freeyinr): HNR C A, para algin R € C}.

Se observa que C C Hy

Queremos ver que este es el filtro pedido. Se verificamente directamente que Hy es filtro,
debido a que A, B € Hy implica HN Ry CAyHNR, CB,yasi HNRiNRy C ANB.
con Ri N Ry € C debido a que C es filtro.

Veamos que Hp ) = F ¥ Huy(XUY)y =G. Para S € F se tiene que XX (S) € C
luego XX (S)N H C X*YY(S) € Hy y por el colorario |4.1| se concluye S € Hi oy -
La otra contenencia es sencilla. Andlogamente se muestra la otra igualdad.

Falta ver que Hyg es primo. AU B € Hyg implica H N R C AU B para algin R € C.
Asi ( HNRNA)UHNRNB)=HNRN(AUB) € Hy. Consecuentemente de la
condicion (i) de la hipdtesis, (X UY)x(HNRNA) € FA(XUY)y(HNRNA) €
G,o(XUY)x(HNRNB) e FA(XUY)y(HNRNB) € G. Si HN RN A proyecta bien
respecto a X y respecto a Y entonces,

W=HnX*Y[(XUY)x(HNRNA)|NYXY[(XUY)y(HNRNA)] C A

En efecto, r € Wimplicar € Hy (XUY )x(r) € (XUY)x(HNRNA). Asi, (XUY)x(r) =
(XUY)x(a) conae HNRNA. Si H es inyectivo respecto a X, entonces r = a € A. De
lo contrario, (X UY)y(r) € (XUY)y(HNRNA), asi (X UY)y(r) = (X UY)y(d) con
a € HNRNA. Si H es inyectivo respecto a Y se tiene r = a’ € A. Consecuentemente
A € Hpy. Sipor el contrario H N RN B es el que proyecta bien respecto a X e Y, entonces
B e Hy.

[

Las condiciones del teorema anterior son (como se demostré en el teorema) condiciones
necesarias para la existencia del filtro H pedido en el teorema 5.1 en lenguaje de filtros.



Conclusiones

Trabajar con filtros puede resultar mas sencillo que trabajar con ideales, por ejemplo, el
teorema del presente trabajo es una generalizacién del teorema 5.1 de [2]. La demos-
tracion de dicho teorema es sencilla y requiere de poca algebra. Debido a esto se pensé
que la demostracién del teorema 5.1 de [2] serfa més sencilla mediante una nocién dual
de filtros que cuenta con herramientas matematicas muy intuitivas como las proyecciones
y co-proyecciones, sin embargo, el establecer condiciones para demostrar el teorema 5.1
resulto igual de complejo aunque con resultados e ideas diferentes.
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