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Resumen. Este articulo presenta parte de un estudio cuyo foco es el analisis de
estrategias y procedimientos matematicos que desplegaron estudiantes talento-
sos en un faller de resolucion de problemas en la Quinta Region de Chile, uti-
lizando el analisis implicativo como recurso estadistico. La metodologia considerd
el trabajo de un grupo de estudiantes que individualmente resolvian problemas
seguin la tematica en estudio, y a los cuales se les permitio explicar sus estrategias
y formas de abordar los problemas planteados en forma socializada. Como
principal hallazgo, se evidencia el uso eficaz de las estrategias ensayo y error,
busqueda de patrones y haz una lista para resolver distintos problemas, que
demandaron manipular un conjunto de nimeros naturales consecutivos bajo
una condicion dada. Ademas, se describen los procedimientos matematicos que
se activaron a la luz de las estrategias utilizadas, y su relacién con los con-
tenidos matematicos que los programas de estudio declaran. Esta estrategia
de trabajo permite establecer las distintas formas de proceder en la resolucion
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de problemas de los estudiantes que participaron y al mismo tiempo el uso de
los recursos operatorios que ellos utilizaban, considerando la necesidad de desa-
rrollar 1a habilidad de resolver problemas, establecida por el curriculo nacional
en Chile.

Palabras Clave: Resolucién de problemas, estrategias, talento.

Abstract. This article presents part of a study that focuses on the analysis of
strategies and mathematical procedures displayed by gifted students in a prob-
lem-solving workshop, which was implemented in the fifth region of Chile. The
implicative analysis was used as statistic resource. The methodology considered
the work that a group of students produced individually as they solved problems
according to the topic of study. Additionally, these students were allowed to
explain their strategies and methods, as well as to approach the proposed
problems in a socialized way. Findings reveal the strategies used by students,
which include trial and error, pattern recognition, make-a-list to solve different
problems that demanded the knowledge of a set of consecutive natural numbers
under a given condition. They also show the mathematical procedures that were
activated when using the strategies, and their relation to the mathematical
contents stated in the study plans. This working strategy allows to identify different
approaches to problem-solving, and to specify the operatory resources that stu-
dents used, considering the need to develop the skill to solve problems, as stated
by the Chilean national curriculum.

Key Words: Problem solving, strategies, talent.

1. INTRODUCCION

El curriculo escolar chileno, tanto en el ciclo de ensefanza basica y ensenanza
media, organiza la ensenanza de la Matematica a través de cuatro ejes: Estadis-
tica-Probabilidades, Ntiimeros, Algebra y Geometria. A partir de ellos se promueven
cuatro habilidades fundamentales que son: representar, argumentar-comunicar,
resolver problemas y modelar (MINEDUC, 2012). Estas habilidades, desarrolladas
a través de los contenidos que cada eje incluye en el respectivo nivel de esco-
laridad, son evaluados a partir de una prueba nacional denominada “Sistema
de Medicion de la Calidad de la Educacion” (SIMCE), y pruebas internacionales
tales como el “Programa Internacional para la Evaluacion de Estudiantes” (PISA)
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y el “Estudio de las Tendencias Internacionales en Matematicas y Ciencias”
(TIMSS), (MINEDUC, 2007).

El bajo desempeno que han obtenido los estudiantes chilenos en estos
procedimientos evaluativos, ha impulsado la implementacion de un ajuste curricu-
lar que considera todo el curriculo nacional, incluida la asignatura de Matematica.
Dicho ajuste pone énfasis, entre otras, en la habilidad de resolver problemas,
seguin se detalla en las Bases Curriculares de dicho subsector (MINEDUC, 2016).

Por otro lado, cabe mencionar que el Ministerio de Educacion de Chile busca
favorecer el desarrollo del “talento académico” en escuelas y liceos de depen-
dencia municipal a través de la implementacion de Programas de Enriquecimiento
del Talento Académico (PENTA), dirigidos a la alta capacidad, los que se imparten
en algunas instituciones de educacion superior del pais (MINEDUC, 2010).

Considerando la relevancia que hoy tiene en nuestro pais la Resolucion de
Problemas (RP) y la necesidad manifiesta de promover el “talento académico’,
entendiéndolo como una subdivision del talento, se decidié indagar en las
estrategias y procedimientos matematicos que despliegan estudiantes talentosos
de Ensenanza Basica cuando resuelven un problema de matematica. El proposito
es describir dichas estrategias y los procedimientos matematicos que se activan
a la luz de los contenidos que declaran los planes y programas de estudio
vigentes; de esta manera, se pretende levantar evidencia empirica que permita
sustentar una propuesta en RP a nivel escolar.

2. SOBRE LA INVESTIGACION

Para dar cuenta de lo anterior, se implemento un taller de RP al interior de un
programa para estudiantes talentosos que se dicta en una universidad de la
ciudad de Valparaiso, Chile. El taller estuvo dirigido a estudiantes de 12 a 14
anos, y su planificacion incorporé problemas no rutinarios para estimular el uso
de estrategias y procedimientos matematicos con el propésito de identificar
aquellos aspectos inherentes a las cualidades matematicas que estan en juego
en la RP (Santos, 1997). En este marco, el objetivo es dar cuenta de aquellos cami-
nos de solucion, las nociones e ideas matematicas que se activan en los estu-
diantes y las estrategias que se ponen de manifiesto en funcion del tipo de
problema que se plantea (Santos, 2008).

Por otro lado, sin ser exhaustivos, se consideraron algunas investigaciones
que dan cuenta de las heuristicas, estrategias y procedimientos matematicos en
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la RP, las cuales se diferencian en cuanto al nivel educacional de los estudiantes
participantes, el contexto donde se abordd y el respectivo énfasis que se dio a
la RP (Jaime y Gutierrez, 2014; Palacios y Solarte, 2013; Pifarré y Sanuy; 2001;
Pino, 2013; Rodriguez y Parraguez, 2014; Valle et al, 2007). En la Tabla 1 se
detalla el foco y algunos hallazgos que se dieron en estas investigaciones,
antecedentes que ayudaron a enfocar el taller de RP que se implemento.

Cabe destacar, desde los distintos antecedentes que se despliegan en la
Tabla 1, el interés que cobra la RP en la formacién de profesores con énfasis
en la ensefanza de heuristicas y estrategias (Blanco et al, 2015; Palacios vy
Solarte, 2013; Pino, 2013) y la relevancia de incorporar problemas no rutinarios
para estimular el uso de estrategias y procedimientos matematicos auténticos, sin
dejar de mencionar el rol que cumple una olimpiada como instancia para
indagar en estos tipos de procedimientos a la luz del contenido disciplinar que
se pone en juego segun lo que declaran los programas de estudio vigentes
a nivel escolar (Rodriguez y Parraguez, 2014; Valle et al, 2007). Por ultimo, se
enfatiza en la necesidad de explorar los procesos de ensenanza-aprendizaje
en la RP considerando estudiantes talentosos para poder sustentar propues-
tas de aula que favorezcan a este tipo de estudiantes en su proceso formativo
(Jaime y Gutiérrez, 2014).

3. LINEAMIENTOS EN TORNO A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN EL MARCO DE ESTA INVESTIGACION

Histéricamente se hace necesario recordar que la RP se encuentra presente
desde los inicios de nuestra civilizacion en variados contextos de la vida cotidiana,
y adquiere un nuevo estatus y posicionamiento como técnica en el trabajo de
la matematica gracias a los aportes de matematicos como Descartes y Wallis,
entre otros (Cruz, 2006; Santos Trigo 2007). Desde el punto de vista pedagogico,
la RP se sistematizo a partir de las cuatro fases que propuso Polya (1990), a
saber: comprension del problema, concepcion de un plan, ejecucion del plan'y
vision retrospectiva, destacando el rol que cumplen las heuristicas y las estrategias
en el proceso de resolucion (Polya, 1990).

Con la propuesta de Schoenfeld (1994) se incorporan los procesos metacog-
nitivos y el papel de las creencias en la RP. Asimismo, se han impulsado iniciativas
que dan cuenta de ésta en otras areas del conocimiento (Pozo et al, 1994) y el
desarrollo de una metodologia mas bien holistica como es el caso de Problem

162 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 2, AGOSTO DE 2017



Andlisis de las estrategias de resolucion de problemas en matematica utilizadas por estudiantes talentosos...

Tabla 1. Investigaciones sobre RP con distintos protagonistas y contextos.

Autores Foco del estudio Aspectos que se ponen de relieve
Jaime y Este estudio involucra a estudiantes El desempeno de los estudiantes
Gutiérrez, 2014 | de primaria con altas capacidades ante los diversos problemas

para documentar su desempeno planteados pone de manifiesto las
en la resolucion de problemas caracteristicas que los identifican. La
de matematica, considerando sus flexibilidad al abordar los distintos
potencialidades que los distinguen, problemas es un aspecto a destacar
por ejemplo, rapidez y originalidad del analisis de los problemas que se
en sus respuestas. presentan.

Palacios y Se hace un seguimiento a profesores | El uso de estrategias heuristicas

Solarte, 2013 de ensefanza bdsica en formacion permite a quienes resuelven un
respecto del uso de heuristicas en problema tener un nuevo panorama
problemas abiertos durante un curso | en el proceso de solucion del
de RP. Se ven los alcances y problema, el conocimiento
limitaciones que tiene la RP en el matematico vinculado al problema
proceso formativo y su relacion con el | es necesario para la solucion de
uso de estrategias heuristicas. éste.

Pifarre y Sanuy, | Se estudia el efecto de una secuencia | Es necesario presentar problemas

2001. de problemas para la ensefianza de que estén ligados al contexto de los
estrategias generales y especificas a estudiantes, adecuar el proceso de
nivel escolar cuyo tema central es la ensenanza e incorporar materiales
proporcionalidad directa. Por otro lado, | diversos para estimular el uso de
con el tipo de problema se aborda la | estrategias en la RP'y promover la
ensenanza de estrategias en RP discusion y el trabajo en equipo.
atendiendo a una propuesta de
instruccion.

Rodriguez y Se dan directrices para interpretar El tipo de estrategias utilizadas

Parraguez, estrategias en la resolucion de dependera del tipo de problema que

2014. problemas no rutinarios, en el se plantea. El tipo de conocimiento,
contexto de una olimpiada de RP a las estrategias y el grado de
nivel escolar, considerando el tipo de | articulacién que se da va incidir en
conocimiento que el estudiante la resolucion del problema.
despliega.

Valle et al, Se reportan las estrategias generales, | El tipo de estrategias que los

2007 en el marco de los trabajos de Polya, | participantes utilizan estd en
cuando se resuelven 6 problemas en | estrecha relacion con el tipo de
el contexto de una olimpiada de problema que se plantea.
matematica a nivel preuniversitario.

Pino, 2013 Se estudian los afectos del proceso de | Las creencias y actitudes hacia la
RP en un curso para estudiantes en RP se modifican en la medida que
formacién para profesor de los futuros profesores de
matematica. Es importante el papel de | matematica tengan la oportunidad
las creencias en este estudio. de abordar problemas no rutinarios.
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Based Learning (PBL) (Gomez, 2010); inclusive se han hecho propuestas que
simplifican las cuatro fases enunciadas por Polya (1990) como lo plantea Mayer
(Cit. en Pozo et al, 1994). Por Gltimo, cabe destacar que en teorias de la Didactica
de la Matematica, un problema puede ser visto en términos de una tarea o una
situacion adidactica (Santos, op. cit; Rodriguez y Parraguez, 2014).

En atencién a los antecedentes que se expusieron en el apartado anterior, y
considerando los desafios que demanda este mundo globalizado, con el impacto
de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) en el proceso de
ensenanza-aprendizaje (UNESCO, 2013), es posible inferir que la asignatura
de Matematica no solo debe estar orientada a la ensenanza de procedimientos
y conceptos matematicos, sino que ademas debe promover el desarrollo de un
pensamiento matematico (Santos, 2007; MINEDUC, 2007) a través del cual se
estimulen aspectos cognitivos, afectivos y metacognitivos y, a su vez, se activen
nociones matematicas, heuristicas y estrategias desde problemas no rutinarios,
tal como plantea Santos (2007). En el siguiente diagrama, Figura 1, se explicitan
algunos de estos componentes, entre los cuales se encuentra la RP.

Es resolver @
problemas
ST

ra
/\\

Esdeducir

Figura 1. Componentes de un pensamiento matematico.

Para efectos de esta investigacion se ha considerado la propuesta de Santos
Trigo, ya citado, quien postula que la RP es una actividad que estimula el desarrollo
de habilidades y estrategias en el aprendizaje de la matematica. Ademas pone de
relieve conocimientos previos, procesos cognitivos y metacognitivos. Cobra rele-
vancia en esta mirada la resolucion de problemas no rutinarios; es decir aquellos
desafios o tareas que el estudiante entiende pero que no lleva implicito un pro-
cedimiento en si.
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4. ANTECEDENTES RESPECTO DEL TALENTO

El sistema educativo es una realidad compleja al igual que el aula escolar. En
ella encontramos estudiantes con diversas caracteristicas tanto académicas como
socio-afectivas (Roget, 2009). En Chile y en particular para la regién de Valparaiso,
lo anterior no es menos cierto. Existen estudiantes que presentan diversas nece-
sidades durante el proceso de ensenanza y aprendizaje (MINEDUC, 2010), ya
sea manifestando dificultades en el aprendizaje o, por el contrario, manifestando
un talento (Stainback y Stainback, 1999).

Tedricamente, el talento es reconocido como una habilidad o desempeno
excepcional que posee un nino o joven en ‘una o mMas areas que tiene valor
para una cultura especifica” (Kokot, 1998). Por otro lado Aretxaga (2013), plantea
que la evolucién del concepto de inteligencia, ya no centrado en pruebas estan-
darizadas que miden el coeficiente intelectual, ha favorecido el uso de un cons-
tructo mas amplio, el de altas capacidades, el cual permite referirse no tan so6lo
a genialidad, en el sentido de la superdotacién, sino que ademas a talento,
talento académico, dotacion, precocidad por nombrar algunos.

Para algunos autores, es necesario distinguir entre talento y dotacion. Gagné
(citado en Flanagan y Arancibia, 2005), a través de su Modelo Diferenciador de
Dotacién y Talento (MDDT), establece la distincién entre ambas nociones, tal
como lo exponen las autoras:

La dotacion designa la posesion y uso de habilidades naturales no entrenadas y
espontaneamente expresadas en al menos una aptitud de dominio intelectual,
creatividad, socio-afectiva o sensorio-motriz cuyo desarrollo y nivel de expresion
dependen parcialmente de la dotacion genética del individuo, pudiendo ser obser-
vadas en las diversas tareas de la persona a lo largo de su historia. El talento, en
cambio, puede ser definido como el dominio destacado de conocimientos, destrezas
o habilidades desarrolladas sistematicamente en al menos un campo determinado
de la actividad humana, en un grado que sitta al estudiante dentro del 10% supe-
rior del grupo de personas de su misma edad que ha cultivado ese campo o actividad
(Flanagan y Arancibia, 2005).

El talento ha presentado una evolucién conceptual y tedrica a través del
tiempo, lo que puede desprenderse de los avances de la teoria de inteligencias
multiples desarrollada por Gardner (1993) y la propuesta de Sternberg (1997).
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Desde la perspectiva anterior, los estudiantes con talento evidencian carac-
teristicas cognoscitivas que los diferenciarian de los demas estudiantes, por
ejemplo, una buena memoria, un mayor conocimiento de base, mejores procesos
autorreguladores, mayor velocidad en los procesos de aprendizaje, mejor repre-
sentacion de los problemas, mayor uso de estrategias elaboradas en el empleo
del conocimiento, gran flexibilidad cognitiva y una mayor preferencia por la
complejidad (Jaime y Gutiérrez, 2014; Shore y Kanevsky, 1993). Ademas, destaca
en ellos un alto nivel de atencion y concentracion (Aretxaga, 2013), habilidades
para trabajar con ideas abstractas y una mayor capacidad para establecer
relaciones logicas, sintetizar y efectuar generalizaciones (Artola et al, 2005;
Martinez y Guirado, 2012; Aretxaga, 2013). Asimismo, dan cuenta de una mayor
perspicacia en tanto son agudos observadores, lo que les permite descubrir
con facilidad la idea o aspecto central de algun problema o fenomeno (Are-
txaga, 2013).

Si bien el término talento académico entendido como una subdivision del
talento, en el marco de las altas capacidades, es el que prevalece desde un punto
de vista educativo, para efectos de esta investigacién asumiremos el concepto de
talento desde el Modelo Diferenciador de Dotacion y Talento (MDDT) propuesto
por Gagné (1985), citado anteriormente, y desde el Modelo de los Tres Anillos
de Renzulli (1978).

Bajo el modelo de Renzulli, el talento constituye un fenémeno que requiere
de tres dimensiones para su adecuado desarrollo, esto es (a) altas habilidades
intelectuales, correspondientes a capacidad de pensamiento abstracto, razo-
namiento verbal, memoria, entre otros, a nivel general, y la capacidad para
adquirir conocimiento y desempenarse favorablemente en ciertas disciplinas
y areas especializadas; (b) compromiso con la tarea, entendido como el interés,
motivacion y perseverancia con la cual el nifo o joven asume y cultiva su
talento; y (c) creatividad, vale decir, la capacidad para adaptarse a distintos
desafios y problematicas, manifestando curiosidad, flexibilidad y originalidad
en el abordaje de éstas. De este modo, el autor plantea que los alumnos con
alta capacidad “poseen o pueden desarrollar este conjunto de capacidades'y
aplicarlas a cualquier area potencialmente importante de la actividad humana’
(Renzulli, 1978: 184). Lo anterior, en consecuencia, nos permite atender aque-
llas caracteristicas relevantes propias del talento que estan en sintonia con
la RP en matematica.
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4.1. SOBRE LA SELECCION DE ESTUDIANTES EN LOS PROGRAMAS
DE ENRIQUECIMIENTO ACADEMICO

Cabe mencionar que el proceso de seleccion de estudiantes talentos en Chile se
rige por la normativa establecida por el Ministerio de Educacion. De acuerdo a lo
anterior, los estudiantes seleccionados para ingresar a un programa de enrique-
cimiento académico deben ubicarse por sobre el percentil 75, comparado con la
poblacion de estudiantes en su mismo rango de edad (MINEDUC, 2015). Si bien
el modelo de Gagné senala que solo 10% de la poblacion denota un desempeno
superior, otros modelos de talento, como el de Renzulli (1978), indican que este
porcentaje puede llegar a operar en el 20% (Artola, Barraca y Mosteiro, 2005).

Por otra parte, considerando los diversos parametros establecidos en Chile,
ubicarse por sobre el 25% superior constituye un antecedente de relevancia para
suponer condicion de dotacion. La tarea a la que son sometidos los estudiantes
para definir su nivel de desempeno, se realiza en funcion de la ausencia del
factor verbal, pues éste puede condicionar el logro de aquellos estudiantes que,
teniendo las capacidades cognitivas, podrian obtener desempenos deficientes
por no presentar el mismo nivel de dominio verbal que sus pares, aspecto que
tiene relacion con los problemas de acceso a mejores oportunidades educativas,
en tanto en Chile se evidencia una situacion de segregacion a nivel escolar
(Mansilla, Vasquez y Estrada, 2012).

5. PREGUNTAS DE INVESTIGACION Y METODOLOGIA

En atencion a los distintos antecedentes que se han presentado y el interés
particular de trabajar con estudiantes talentosos, dadas sus caracteristicas par-
ticulares, se formularon las siguientes preguntas de investigacion:

a) ¢Qué tipo de estrategias ponen de manifiesto estudiantes talentosos al
abordar un problema de matematica?

b) éLos procedimientos matematicos que despliega un estudiante talentoso,
se articulan con los contenidos disciplinarios que los programas de estudio
vigentes plantean?

Para responder a dichas preguntas, durante el seqgundo semestre del ano
2013 se diseno y present6 al Programa de Buenos Estudiantes con Talento
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Académico (BETA) el taller denominado “La resolucion de problemas y el uso de
TIC en matematica”, cuya planificacion se encuentra en los anexos. En dicho
taller se inscribieron 18 estudiantes cuyas edades fluctuaron entre los 12 y 14
anos, lo que corresponde al Nivel 1 en dicho programa.

Para el proceso de identificacion y seleccion de estudiantes se utilizé el Test
de Matrices Progresivas Escala General (Raven et al, 2004), mediante el cual se
evalla la capacidad légica —entendida como la habilidad para inferir relaciones
no evidentes de informacion desorganizada a partir de una cuidadosa observa-
cion—y la capacidad reproductiva —que se corresponde con la dimension de
memoria y de acumulacion de conocimientos— de jovenes en un rango etario
de 13 a 18 anos, procedimiento que ha sido validado a nivel nacional (Fernéandez,
Valera, Martina y Rial, 2012; Mancilla, Vasquez y Estrada, 2012; Raven et al, 2004).

Los problemas que se propusieron en el taller se eligieron procurando escasa
referencia a algun conocimiento disciplinar especifico y, a la vez, permitieran el
uso de diversas estrategias y procedimientos matematicos declarados en los
programas de estudio que estan actualmente vigentes (MINEDUC, 2012). En
particular, se incluyeron problemas que demandaron distribuir niimeros naturales
atendiendo a una condicion dada, problemas de criptoarimética y algunos “rom-
pecabezas matematicos” los que en su mayoria fueron seleccionados de los
textos de Recaman (2006) y Emmet (1998). Del estudio que se reporta, se expone
un andlisis al primer tipo de problemas, distribuir nimeros naturales bajo una
condicién dada.

Para describir la articulacion entre los procedimientos matematicos, estrategias
y el respectivo contenido disciplinar, se considerd un andlisis a priori para resaltar
los aspectos formales que el problema o tarea involucra, desde un punto de
vista matematico, como lo plantean Rodriguez y Parraguez (2014).

Para establecer posibles relaciones entre los procedimientos matematicos y
estrategias utilizadas se incorpor¢ el uso de estadistica implicativa, cuyas sigla
en francés es ASI (Analyse Statistique Implicative) (Gras et al, 2008; Orus et al,
2009), mediante su herramienta informatica CHIC (Cohesive Hierarchical Impli-
cative Classification) version 6.0. Una de las motivaciones para el uso de este
tipo de estadistica obedece, fundamentalmente, a que ASI es un método explo-
ratorio no simétrico que permite obtener indicadores como similaridad e intensidad
de implicacion entre variables analizadas, los que son calculados bajo un
enfoque probabilistico (Gras et al, 2008; Orus et al: 2009). La similitud es una
medida de correspondencia o semejanza entre las variables que se desean
clasificar. Por otro lado, la intensidad de implicacién es una medida que se basa
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en el indice de implicacién, el que corresponde al nimero de contraejemplos
que invalida la implicacion entre dos variables, en el sentido matematico clasico
(Orus et al, 2009).

5.1. ANALISIS A UN PROBLEMA DESARROLLADO EN EL CURSO DE RP

Como primera actividad del taller se plante6 un problema aritmético para indagar
en las estrategias y procedimientos matematicos. Previamente, se realizd un
analisis a priori en funcion del nivel escolar de los participantes para establecer
posibles procedimientos matematicos y eventuales estrategias, lo que se detalla
a continuacion.

Problema: Dados los numeros del 1 al 24, separelos en dos conjuntos, Sy P, de tal
manera que la suma de los numeros pertenecientes a S sea igual al producto de
los nimeros que pertenecen a P. Explique como resolvié el problema.

5.1.1. Andlisis a priori al problema planteado

En la Tabla 2 se presenta una posible solucion, utilizando un procedimiento que
se asocia a un conjunto ordenado de numeros naturales consecutivos y que, a
su vez, permite obtener la suma de dichos niimeros. Procedimiento que el mate-
matico Gauss utilizd en su juventud para obtener la suma de los 100 primeros
numeros naturales.

Considerando la resolucion del problema, Tabla 2, se explicitan algunos
procedimientos y estrategias que fueron rotuladas, Tabla 3, en términos de varia-
bles para ser analizadas con el software CHIC. Dichos procedimientos y estrategias
se explicitaron en funcién del nivel escolar de los participantes del taller y el
respectivo programa de estudio.

En atencion a la informacion de la Tabla 3, es posible establecer conjeturas
respecto del desempeno de los estudiantes al resolver el problema. Por ejemplo,
éstos podrian proceder segun la eEe y utilizar el p1 o el p2 sin hacer uso de la
eBr. También podrian utilizar el p2 en combinacion con la eBr. Por otro lado,
como se plante6 en la Tabla 2, podrian utilizar el p3y las eOd y eBr, lo que
idealmente deberia llevar a una de las respuestas del problema.
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Tabla 2. Posible resolucion al problema en cuestion.

Descripcion

En primer lugar, es necesario calcular “la suma
maxima’. Para ello se recurre a una regularidad
del conjunto de numeros consecutivos:

24 o -
25~7 =300. El procedimiento matematico
permite obtener la suma maximay una pista,

25-12. Dos factores que pueden ayudar a dar

Procedimiento

| 25

25
25

respuesta a lo solicitado. Se puede, con un 19 689 14
ensayo y error, averiguar qué ocurre con 24-11 = 2 27 438 20 1 24
264, descontando luego: 300 - (24 + 11) = 265. 23 41012 16 11
Difieren en una unidad. Como 1 es el neutro 7 13 15 55
multiplicativo, se puede escribir 24-11-1 = 264 y
ademas 300 - (24+11+1) =264, como se pedia.

Tabla 3. Los procedimientos matematicos y estrategias del analisis a priori.

Procedimientos y estrategias asociadas a la resolucion del problema Roétulo

Adiciona y multiplica numeros de manera arbitraria comprobando la condicién dada. pl
Suma el total de los nimeros y descarta factores en funcion de dicha suma. p2
Aplica relaciones aritméticas asociadas a numeros naturales p3
Organiza los datos del problema eOd
Supone resuelto el problema eSr
Reduce el problema a otro mas simple eRp
Aplica Ensayo vy Error eke
Busca regularidades eBr

5.1.2. Andlisis de los datos recopilados utilizando ASI

En la Tabla 4, se presentan las distintas respuestas generadas por los 18 estu-
diantes al problema analizado. El valor 1 indica que se manifiestan tanto las
estrategias como los procedimientos matematicos que se han declarado vy el
valor 0, que no se manifiestan. Por otro en la columna R se indica aquellos que
presentaron una respuesta al problema planteado.
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Tabla 4. Datos de la aplicacion al problema utilizado como diagnostico.

Variables
e0d eSr eRp ekEe eBr

1 1

Estudiantes pl
El 1
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
E10
E11
E12
E13
El4
E15
E16
E17
E18
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5.1.3. El arbol de similaridad y la clasificacién de los procedimientos
y estrategias

Con los datos de la Tabla 4, se obtuvo el arbol de similaridad, Figura 2, generando
6 niveles jerarquicos. En el primer nivel significativo, destacan los procedimientos
p2y p3 con un indice de similaridad de 0,98 y, en un segundo nivel significativo,
el procedimiento p1 con las estrategias eBr y eEe con una similaridad de 0,95
(Gras et al, 2008).
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Figura 2. Clasificacion de las variables segun el arbol de similaridad.

En atencién al uso de CHIC se determind que los E2, E7, E8 y E11 contribu-
yeron para que la primera clase (p2, p3) se configurara. De la misma manera,
los E1, E2, E3, E4, E5, E7, E8, E10 y E11 contribuyeron a la conformacién de la
segunda clase significativa (p1, (eEe, eBr). Cabe destacar que p1, p2, eEe y eBr
son, en general, procedimientos y estrategias que se han considerado funda-
mentales para resolver el problema en cuestion.

La respuesta del E8 en la Figura 3, evidencia una articulacion de los proce-
dimientos y estrategias que se trazaron en el andlisis a priori. Seleccionar el
numero mayor y un numero central para obtener un producto inferior a la suma
maxima, para luego variar los factores en funcién de dicha suma; lo que supone
un ensayo y error con la busqueda de reqularidades. Finalmente, obtiene un
tercer factor, el 1, que a su vez es el neutro multiplicativo, aunque no lo manifiesta
explicitamente. La actuacion del E8 evidencia las caracteristicas propias de un
estudiante talentoso, como se declara en Jaime y Gutiérrez (2014).

De lo anterior, podemos establecer que las técnicas que utiliza el E3 se cir-
cunscriben al uso de la operatoria de los numeros naturales como tecnologia y
el uso del sistema de los nimeros naturales como teoria, en el sentido de lo
planteado por Rodriguez y Parraguez (2014), lo que esta en sintonia con lo que
proponen los planes y programas del curriculo nacional vigente.
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Figura 3. Desempeno del E8 al problema plateado.

En la Figura 4, se aprecia como el E3 obtiene productos y sumas con los
numeros menores del conjunto dado, desde una lista ordenada, que luego
compara con la suma de algunos nimeros restantes, desde un proceso de ensayo
y error que incorpora la busqueda de regularidades. Estrategias que le permite
determinar la igualdad que se solicita. Al parecer, no se percata de la suma
maxima para descontar los factores que asume y luego comparar gradualmente
ambos resultados, en atencion a lo que realizo el E8. Destaca la originalidad del
procedimiento utilizado y su articulacion con algunas estrategias. El E3, al igual
que el E8, trabaja procedimientos matematicos que se sustentan en la operatoria
de nuimeros naturales como tecnologia y se enmarca en los nimeros naturales
como teoria.

Figura 4. Desempeno del E3 en la resolucion del problema planteado.

En la Figura 5, se aprecia como el E2 obtiene la suma maxima con el pro-
cedimiento de la Tabla 1. Luego intenta componer aditiva y multiplicativamente
numeros de la lista horizontal que genera. Al parecer, no logra relacionar los
factores que le permite obtener la suma maxima como los tres posibles factores
que estan involucrados.

Independiente del nivel de éxito obtenido por los estudiantes, se puede
apreciar el uso del ensayo y error en combinacién con la busqueda de regula-
ridades, estrategias que estan en sintonia con los procedimientos matematicos
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Figura 5. Desempeno del E2 en la resolucion del problema planteado.

y lo distintos aspectos que promueven los nuevos programas de estudio a nivel
escolar (MINEDUC, 2012). Las diferentes actuaciones que se reportan dan cuenta
de las caracteristicas particulares de estos estudiantes en cuanto a talento en el
proceso de RP como se manifiesta en Jaime y Gutiérrez (2014).

5.1.4. Sobre el grafo implicativo y las implicaciones que se desprenden

El grafo implicativo, Figura 6, pone de relieve a eEe = p1 con una intensidad
del 95%, lo que denota una influencia de la estrategia eEe respecto del proce-
dimiento p1. También aparece con una menor intensidad eBr = p1. Ello repre-
senta un camino mas elaborado, lo que se ve reflejado en el desempefo de los

estudiantes E2, E3 y ES.
[en ] [Em ]

=) 1 )

Figura 6. Sobre el grafo implicativo.
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5.2. SOBRE EL DESEMPENO EN UN PROBLEMA DE DISTRIBUCION NUMERICA

A continuacion, se analiza el desempeno de los estudiantes en uno de tres nuevos
problemas que se les planteg, el que involucré un conjunto de numeros natura-
les consecutivos para ser distribuidos en las casillas que forman los lados de una
‘figura poligonal’, en este caso que se reporta, una “figura pentagonal’.

Problema: Distribuyendo numeros en una figura
Distribuya los numeros del 1 al 15 en la figura de tal manera que
la suma de los numeros que quedan en cada lado sea igual a 32.

El problema anterior considera los 15 primeros nimeros naturales, a diferencia
del anterior que eran 24. Ademas, es necesario separar el conjunto en 5 sub-
conjuntos no disjuntos. En el caso anterior, los conjuntos eran disjuntos. En la
Tabla 5, se proponen algunos procedimientos y estrategias que se podrian esperar
tomando en cuenta lo que los programas de estudio proponen.

Tabla 5. Posibles procedimientos matematicos y estrategias en la RP.

Procedimientos y estrategias que intervienen en la RP Rétulo
Distribuye numeros aleatoriamente, verificando la condicion dada. pl
Selecciona nimeros extremos e intermedios del conjunto de numeros. p2
Calcula suma de subconjuntos, considerando nimeros extremos y nimeros p3

intermedios del conjunto de nimeros.

Reorganiza sub-conjuntos de numeros, atendiendo a las diferencias de las pd
distintas sumas que se obtienen.

Organiza los datos del problema e0d
Aplica Ensayo y error eke
Busca regularidades eBr
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En la resolucion de este problema, se evidencié el uso de variados procedi-
mientos y estrategias previstos en el analisis a priori. A continuacion, en la Figura
7'y Figura 8, se presenta el arbol de similaridad y el grafo implicativo que se
genero de la tabulacion de los datos obtenidos.

Oy
Q,

@ eob & & QPL J oe‘ & :pd :

/

CHRCERGE

Figura 7. Arbol de Similaridad Figura 8. Grafo implicativo.

En la Figura 7 destaca la clase (p4, eBr) que pone de relieve un procedimiento
y una estrategia cuyo uso articulado demanda de un proceso de sistematizacion
y organizacion por parte de quien las utiliza. Por otro lado, los estudiantes E3,
E10 y E11 contribuyeron a que dicha clase se conformara, los que a su vez
tuvieron una participacion destacada en el primer problema que se analizo.
Esto pone de manifiesto la flexibilidad que existe en este tipo de estudiantes
para adaptarse a nuevos requerimientos, variando los procedimientos que estan
en sintonia con los conocimientos que los programas de estudio vigentes
declaran.

En relacion al grafo implicativo, Figura §, se puede deducir que la utilizacion
de un procedimiento mas elaborado estimula el uso de otras estrategias y la
activacion de procedimientos mas elementales que inciden en la aproximacion de
la resolucion del problema. En la Figura 9, se aprecia parte del desempeno de E3,
quien logra distribuir correctamente los numeros dados.
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Figura 9. Desarrollo del E3 al problema.

Yo puse en 1 de los vértices el primer y ultimo numero (igual que antes) pero esta vez eran cinco
vértices asi que no podfa poner el nimero del centro, entonces, puse el nimero en siguiendo algo
como un patrén y al ir poniendo los nimeros de la misma forma que la actividad anterior y cuan-
do no podia seguir modificaba a veces los numeros del los vértices dependiendo de la situacion. Al
poner el primer y el ultimo ndmero los conecté.

Se puede apreciar como la ubicacion estratégica del menor y mayor nimero
en los “vértices” de la figura, constituye una idea fuerza que se manifiesta en los
otros problemas similares abordados por los estudiantes. La composicion aditiva
de parejas de numeros y, a su vez, la composicion aditiva de suma de parejas
permite, desde la busqueda de regularidades, equilibrar el paso de niimeros de
un lado a otro.

En la Figura 10, se observa parte el desempeio de E3 en un problema similar
al problema de la figura pentagonal. Se evidencia en la explicacién que ofrece, el
uso de las mismas estrategias y procedimientos utilizados en el problema anterior,
mediante la descomposicion aditiva para la suma dada, y poniendo de relieve
una nueva estrategia, esto es “suponer resuelto el problema”. En este caso,
el ensayo y error con la busqueda de regularidades, son una estrategia efectiva a
la hora de acercarse a la respuesta.

Distribui los numeros del 1-5-9 porque estan el principio-medio y final en los
vértices y después el numero que faltaba para que de 20 lo partia en 2 y después
los ponia si otro lado lo necesitaba, lo hacia de nuevo y lo cambiaba.
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Figura 10. Desempeno del E3 en un problema similar.

En la Tabla 6, se presentan algunos procedimientos y estrategias que se
manifestaron en la resolucion de los problemas que implicaron numeros natu-
rales consecutivos en una ‘“figura poligonal".

Tabla 6. Descripcion de estrategias y procedimientos que se desprende de la distribucion de
numeros en una figura poligonal.

Procedimientos Estrategias
-Componer aditivamente dos o mas numeros | -Confeccionar una lista de nimeros,
naturales. horizontal o vertical, de manera creciente.
-Descomponer aditivamente un ndmero -Considerar los vértices de una figura para
natural en otros dos. distribuir los numeros extremos e intermedios
-Componer multiplicativamente un ndimero de un conjunto de numeros.
natural. -Buscar regularidades numeéricas en funcion
-Comparar sumas en un conjunto de de la cantidad de numeros por lados y
numeros consecutivos. vértices en una figura poligonal.
-Separar un conjunto de numeros -Buscar regularidades numeéricas alternando
consecutivos en subconjuntos, en funcion de | numeros en los ‘lados de una figura’
la posicion de dichos nimeros dentro del poligonal.
conjunto.
DISCUSION

Los problemas que se seleccionaron para este estudio involucran un conjunto
de numeros naturales consecutivos que deben distribuirse seguiin una o mas
condiciones dadas. Si bien el numero de elementos de cada subconjunto es
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acotado y se conoce la suma y/o producto, no hay un procedimiento explicito
para dar con la respuesta en cada caso. Inclusive, uno de los problemas presenta
mas de una solucion.

De las estrategias utilizadas por los estudiantes, se evidencio preferentemente
el uso del ensayo y error, busqueda de reqgularidades y uso de una lista, las que
fueron articuladas y activadas en distintos momentos del proceso de resolucion.
El ensayo y error se evidencio desde la realizacion de calculos aritméticos de
manera reiterada que se sistematizd con la busqueda de regularidades para
lograr los distintos objetivos: la misma suma para todos los elementos de sub-
conjuntos no disjuntos, o bien, que la suma y el producto de los elementos de
dos subconjuntos disjuntos fuese la misma.

La busqueda de regularidades se activd comparando los resultados de las
operaciones aritméticas que los estudiantes fueron realizaron, para luego orga-
nizar sumas o diferencias para lograr “equilibrar’ y dar con el requerimiento del
problema. En el caso de la distribucion de numeros en una “figura geométrica’,
los vértices fueron un punto de referencia a la hora de distribuir los numeros
seglin su posicion en el conjunto, la que se obtuvo gracias al uso de una lista,
preferentemente horizontal. La articulacion de dichas estrategias y procedimientos
se condice con las caracteristicas de este grupo de estudiantes, senaladas en
los antecedentes.

En definitiva, las estrategias ensayo y error, busqueda de regularidades y haz
una lista se utilizaron de manera recurrente en cada uno de los problemas
planteados, activando procedimientos como comparar, agregar, quitar y reorga-
nizar numeros. Destaca, asimismo, el hecho de intercambiar numeros mayores
por nuimeros menores para disminuir la suma de sus elementos o el producto
de estos, procedimientos que forman parte de la actividad matematica y apuntan
al despliegue de un pensamiento matematico, ademas de constituir insumos
para la activacién y configuracion de procedimientos matematicos mas elabo-
rados como el que se evidencio para obtener la suma maxima en el andlisis a
priori, procedimiento que se promueve en los programas de estudio, a nivel
escolar, como una técnica para trabajar numeros consecutivos y en la justifica-
cion de la suma de una progresion aritmética, en cursos de matematica a nivel
de pregrado.

Los procedimientos matematicos utilizados por los estudiantes fueron acordes
a las exigencias de cada problema. Componer o descomponer aditivamente
numeros, o bien, componer multiplicativamente, son procedimientos que se
fomentan en la escuela desde tareas especificas y rutinarias que luego se olvidan,

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 2, AGOSTO DE 2017 179



Miguel Rodriguez ¢ Pablo Gregori « Ana Riveros ¢ David Aceituno

pero que en este tipo de problemas se activaron, poniendo en juego, por ejemplo,
la “sensibilidad numeérica”.

CONCLUSIONES

En primer lugar se destaca la importancia del Andlisis Estadistico Implicativo
(ASI) en el foco de esta investigacion, pues permitio visualizar dos tipos de rela-
ciones entre los procedimientos matematicos y las estrategias, que se establecieron
a priori, y que los estudiantes pusieron de manifiesto: similaridad e implicacion.
En el primer problema, y mediante similaridad, se muestra que los intentos arbi-
trarios, o por ensayo y error, quedan alejados de las estrategias que estan mas
cercanas a la resolucion correcta del mismo, poniendo de relieve la necesidad
de un ensayo y error mas sistematico. Las implicaciones no cobran una fuerte
intensidad, excepto la que indica que una estrategia de ensayo y error conlleva el
uso de un procedimiento de operaciones con numeros arbitrarios, lo cual era
esperable a priori. En el sequndo problema, el analisis de similaridad agrupa la
resolucion correcta con la estrategia de busqueda de regularidades, y con los
procedimientos mas organizados, mientras que el analisis implicativo muestra
que dicha cercania entre variables, también es una fuerte relacién implicativa,
donde el uso del procedimiento p4 implica, en gran medida, que se trata de una
busqueda de regularidades, 1o cual conlleva tanto a la resolucion correcta, como
al uso de los procedimientos p2 y p3. Ademas de mostrar las relaciones entre
variables, estos analisis permiten destacar a los estudiantes que mas contribuyen
a dichas clasificaciones e implicaciones, lo cual puede servir, en el caso de
muestras de mayor tamano (lo cual no es el caso de esta investigacion), para
investigar sobre otros factores que intervengan en estos procesos.

Respecto de las estrategias que utilizaron los estudiantes, en funcion del tipo
de problemas que se planted, estan al alcance de un estudiante promedio, dado
que el problema de alguna manera lo sugiere: ensayo y error, crear una lista,
buscar regularidades. La diferencia radica en la forma en como los estudiantes
talentosos las utilizan, sistematizando la informacion que se despliega a medida
que utilizan los distintos recursos. En definitiva, poniendo en juego el uso de un
pensamiento matematico, en el sentido que se manifiesta en lo antecedentes
de este articulo.

Los procedimientos matematicos que pusieron de manifiesto los estudiantes
estan en sintonia con los requerimientos del problema y, por otro lado, se articulan
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con los contenidos que declaran los programas de estudio vigentes. Ello permite
senalar que el éxito en la resolucion de los problemas analizados requiere de
ingredientes cognitivos y el conocimiento necesario de los niimeros en sintonia
con los requerimientos del problema. Aspectos que deben considerarse a la hora
de articular los distintos ejes que promueve el ajuste curricular en nuestro pais.

Como proyeccion, un aspecto que emerge de la presente investigacion para
organizar el trabajo de la RP a nivel escolar, en un futuro, es abordar una temdtica
en RP para estimular el desarrollo de un trabajo interdisciplinario y a la vez
fomente un pensamiento matematico en el sentido de lo que se plantea en los
fundamentos de PISA y TIMSS, es decir, identificar un elemento articulador que
caracterice un conjunto de problemas como hilo conductor para el trabajo de
procedimientos matematicos y estrategias, como es el caso de la distribucion
de nuimeros naturales. La cuadricula es otro ejemplo de una temdtica en RP que
se intentara documentar en un proximo estudio, asi como el papel de los pro-
blemas de criptoarimética.
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