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Resumen: En este articulo se efectlan estudios de la propagacion de incertidumbre para caracterizar la variabilidad
de respuesta dinamica de vigas rotantes o alabes en cuanto a sus patrones de vibracion libre. Se emplea un modelo
basico de viga rotante con flexibilidad por corte (modelo Timoshenko extendido) el cual sirve como modelo
deterministico basico para los posteriores calculos probabilisticos. En un sistema rotante la incertidumbre se debe a
multiples factores: solicitaciones, materiales, formas de anclaje, etc. El estudio probabilistico que se conduce
evaluando como inciertos algunos pardmetros del modelo matematico, como por ejemplo, las propiedades del
material, el &ngulo de conexion de la viga al nicleo rotante, entre otros. Se emplea el Principio de Maxima Entropia
para deducir las funciones de distribucion de probabilidades asociadas a los parametros. Luego se construye el
modelo probabilistico sustentado dentro de una plataforma general de calculo computacional por el método de
elementos finitos. Se llevan a cabo calculos de propagacién de incertidumbre en la dindmica de vigas rotantes. Y se
observa que la variabilidad en la rigidez del anclaje no afecta sustancialmente la dispersidon de las frecuencias,
mientras que la variabilidad de las propiedades materiales afecta en el mismo orden las respuestas de frecuencia

Palabras clave: Vigas rotantes; Modelacidn probabilistica; Método Monte Carlo.

Abstract: In this article, studies of the uncertainty propagation are performed to characterize the variability of
dynamic response of beams or rotating blades in their free vibration patterns. A basic model of rotating flexible
beam shear (extended Timoshenko model) which serves as a basic deterministic model for subsequent probabilistic
calculations is used. In a rotating system, uncertainty is due to many factors: stresses, materials, shape anchor, etc.
The probabilistic study is evaluating driving uncertain as some parameters of the mathematical model, such as
material properties, connection angle of the beam at the rotating core, and others. Maximum Entropy Principle to
derive the probability distribution functions associated with the parameters is used. The probabilistic model based
within a general computing platform calculation by finite element method is then built. Calculations are performed
propagation of uncertainty in the dynamics of rotating beams.

Keywords: Rotating beams; probabilistic modeling; Monte Carlo method.

hipétesis de comportamiento mecénico en la formulacion
matematica de aquellos, al menos dentro del contexto
deterministico [2,3]. Sin embargo hay muchos parametros
involucrados en las ecuaciones, tales como: modulos de
elasticidad, densidad, fuerzas, geometria entre otros; que
estdn sujetos a incertidumbre debido a aspectos de
produccion, operacion del sistema, recepcion de materiales,
etc. Bajo este contexto es necesario cuantificar los efectos
posibles de la propagacion de incertidumbre en la dindmica
de tales estructuras En los trabajos de Fazelzadeh y
colaboradores [4,5] se evallan diversos aspectos de la
dindmica de vigas rotantes construidas con materiales
funcionales ceramico/metélicos, pero empleando enfoques
deterministicos. Por otro lado, existen algunos trabajos donde
se han efectuado estudios basicos en cuanto al

1. INTRODUCCION

Los modelos de vigas rotantes cumplen un rol importante
para el analisis preliminar de varias aplicaciones ingenieriles
tales como &labes de turbinas, brazos roboticos, actuadores
mecanicos, etc. El desarrollo de este tipo de modelos, entre
elementales y complejos se ha extendido desde la mitad del
siglo pasado hasta hoy [1]. En el caso de vigas rotantes
esbeltas, se debe destacar que los efectos geométricos junto
con los efectos inerciales son de fundamental importancia en
la modelacidn de la respuesta dinamica [2].

Para poder mejorar la predictibilidad de los modelos
estructurales se han introducido varios y diferentes tipos de
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comportamiento  probabilistico de estructuras rotantes,
involucrando incertidumbre en las cargas axiales [7], o bien
en algunos pardmetros asociados a las propiedades elasticas
de los materiales funcionales [6]. El propdsito de este trabajo
es analizar la dinamica de vigas rotantes teniendo en cuenta
la incertidumbre asociada a diversos aspectos de la
modelacién. Por lo que se emplea un modelo linealizado de
viga rotante basada en la teoria de corte de primer orden de
Timoshenko, ampliada para contemplar también el
movimiento extensional. Este modelo matematico se emplea
como el modelo deterministico que aporta, bajo hipotesis, la
base formal para construir el modelo estocastico o
probabilistico [8]. La incertidumbre en el modelo matematico
se incorpora a través de ciertos parametros materiales
(densidad y moédulos de elasticidad) y constructivos como el
angulo de anclaje.

A cada uno de los parametros inciertos se le asigna una
variable aleatoria que se haya sujeta a conocer cierta
informacioén “a priori”, como por ejemplo el valor medio o
expectativa y/o region de variacion y/o variancias o0
coeficientes de variacion. Para deducir las funciones de
densidad de las variables aleatorias se emplea el Principio de
Maxima Entropia [9]. Las ecuaciones del modelo se plantean
dentro de una plataforma general de calculo del método de
elementos finitos a modo de rutina. Luego se emplea la
técnica de Monte Carlo programada en el entorno Matlab y
combinada a la rutina anterior, para efectuar las realizaciones
que corresponden segln la convergencia deseada.

Finalmente se procede a evaluar la respuesta estocéstica
mediante una serie de herramientas de andlisis estadistico:
histogramas en los rangos de frecuencias naturales y
evaluacion de las diferencias porcentuales en la dispersidn
con respecto a los coeficientes de variacion y evaluacion de
las diferencias porcentuales en la dispersién con respecto a
los coeficientes de variacion.

2. FORMULACION DEL MODELO DETERMINISTICO
2.1 Hipotesis basicas y cinematica

El modelo matematico para este estudio se basa en la teoria
de Timoshenko para una viga rotante, empleando un modelo
previamente desarrollado por el primer autor [10] y que en
este trabajo se linealiza [2,11] para evaluar solamente los
aspectos de vibraciones libres. En la Fig. 1 se muestra un
esquema del sistema rotante que consta de una viga con
flexibilidad por corte a flexidbn y ademas movimiento
extensional. La viga, de longitud L, se halla empotrada a un
nlcleo cilindrico de radio R,, en el punto A.

El eje de la viga se halla orientado un éngulo € con respecto a
un eje de direccion radial que sale del mismo punto de
anclaje. El nicleo esté rotando a una velocidad de rotacién 0
con respecto al eje del nucleo. Se definen tres sistemas de
referencia: {O: XG, YG, ZG}, {O: XR, YR, ZR} y {A:x,y,z},
que son el sistema inercial fijo, rotante e intrinseco de la viga,
respectivamente. Para este estudio se considera solamente el
movimiento confinado en el plano de rotacion.

El vector posicién de un punto cualquiera de la viga medido
en {O: Xg, Yo, Zg}, luego de la deformacién se puede
expresar de la siguiente manera:

U =[R, +(x+u—yg)coso—(v+y)sin 6]X¢ @

+[(x+u—yg)sin 6+(v+y)coso),
En la Ec. (1), u=u(x, t), v=v(X, t) y ¢g=¢(X, t) son las variables
cinematicas del punto de la viga medidos con respecto al
baricentro de la seccion de la viga. En efecto, u y v se
identifican a los desplazamientos del baricentro de la seccion,
mientras que ¢ representa la rotacién de la seccion.

Figura 1. Esquema de una viga rotante

El vector velocidad del punto se expresa como sigue:

U =|li- y&)cosH—Vsin 0X4
+|li—ygsin O+Vcoso),
—|(x+u—yg)sin 6—(v+y)coso]X @
+ Q[R, +(x+u—yg)cosd—(v+y)sin O,

Los puntos sobre las variables identifican derivacion temporal.
La velocidad de rotacion del nicleo es 2 vy se puede calcular
como la derivada temporal del angulo ¥. Por otro lado, las
componentes de deformacion en la viga se pueden expresar de
la siguiente manera:

£, =U'— y;z$'+%(v’)2
26, =V'—¢ ®)
=

En la Ec. (3), los apostrofos identifican derivacion con
respecto a la variable espacial x. Ademas, notese que la Ec.
(3) posee un término no lineal en la componente de
deformacion axial. La inclusion de este término es necesaria
para poder contabilizar apropiadamente la rigidizacion en el
movimiento flexional debida al efecto centrifugo axial [2,
10,11].

2.2 Deduccion del modelo estructural

Las ecuaciones de movimiento se pueden obtener por la
minimizacion del siguiente funcional:

sz.[:(Ec—ED)dt:O "
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Donde el simbolo & identifica al operador variacional,
mientras que Ec y Ep son la energia cinética y la energia de
deformacidn respectivamente, que se expresan como sigue:

E, :Lp(LTU)dV

Lieegyt 2 (%)
Eo= L ESS0V + LkG}/Xde

En la Ec. (5), V indica variable y dominio en el volumen. Asi
que, operando variacionalmente en la Ec. (4) se tiene la
siguiente expresion de modelo matematico para una viga
Timoshenko rotante:

JU" = I20 + IEQPU + 23500 + I50% (x + R, c0s6) =0
Jgs(V' =)= 300 + NV + NV + 320V -21 Q=0 (6)
I+ 35V =)= 359+ 35,0°$ =0

En la expresion anterior se ha recurrido al concepto de
linealizacion consistente de la teoria de vigas [2,11]. Ademas
con Np se identifica la fuerza axial para un estado de
deformacidn axial estacionario. Las ecuaciones anteriores se
hallan sujetas a las siguientes condiciones de borde:

u=0 u=0
x=0={ v=0 ,x=L={(V'-¢)=0, ;
p=tand g = @

Las constantes de las expresiones previas se calculan de la
siguiente manera;

{‘]ll' Jas Jss}Z_L{Ea Ey?, kG}dS
pa.5)=[fo. o los ®

Las primeras tres son constantes elasticas seccionales,
mientras que las otras dos son constantes inerciales de la
seccion. En la Ec. (8), S indica variable y dominio en la
seccion.

2.3 Ecuacion dinamica del modelo deterministico

La Ec. (6) permite calcular diversas facetas del problema
dindmico de vigas rotantes, aun asi en este trabajo se pretende
efectuar el estudio sobre vibraciones libres, para lo cual no es
necesario evaluar toda la complejidad de las mismas y en
cambio descomponer el sistema en dos partes empleando la
siguiente transformacion para las variables cinematicas:

U=U, +Ug, V=V, +Vy, § = + 4 9)

Siendo que los subindices ‘e’ y ‘d’ identifican componentes
estdtica y dinamica, respectivamente, de las variables
cinemdticas. En consecuencia substituyendo Ec. (9) en la Ec.
(6) se obtiene dos subsistemas que seran las ecuaciones de
equilibrio estatico y dinamico, respectivamente, los cuales no
se describen por razones de espacio. Para calcular los

autovalores dindmicos o frecuencias naturales se requiere
solamente de las ecuaciones diferenciales vinculadas a las
variables cineméticas dinamicas. Otro aspecto de utilidad es la
adimensionalizacion del problema, el cual se logra mediante
la siguiente transformacion:

u=u,/L, v=v, /L, ¢=¢, E=x/L (10)
En consecuencia, empleando la Ec. (9), asumiendo
movimiento armonico con frecuencia o, y la Ec. (10) en la Ec.
(6), extrayendo el subsistema dinamico y manipulando
algebraicamente se llega al siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales adimensionales:

LZXLT"+(A2 +a2)1+2iAa\7:0
kSLZX(V”—gZ’ + NV + NPV”+(A2+a2)7—2iAaU:O
L2g"+k L2 V—$)+(A2 +a2)¢;:0

(11)

Las cuales estan sujetas a las siguientes condiciones de borde:

=0 u'=0
0= v-0¢ 1o (V;i;o’ (12)

Los términos subrayados en la Ec. (11) corresponden al efecto
giroscdpico o efecto Coriolis, que en caso de tratarse de
velocidades de rotacion mas bien bajas, su influencia se puede
despreciar. La fuerza de rigidizacion centrifuga, en forma
adimensional, se define como:

N, =—* cos@sin A&+ CZOS/I‘): +
A A cosa
N tan AcosAé ,uCOSH—iz (13)
A
Ademas se han definido las siguientes entidades
adimensionales:
P P p
A=al? [0 L =L ‘Llpl a=oL?
- Jzz \ Jzz . Jzz (14)
/J = 701 kS = E, ﬂ = QL h
L E i

2.4 Modelo de elementos finitos

Se emplea una plataforma general del método de elementos
finitos [12] donde se programa y resuelve el problema de
autovalores que se desprende de la Ec. (11), sujeto a las
siguientes restricciones: (a) no se contabiliza la fuerza
giroscopica o de Coriolis, (b) en razon de (a) no se utilizaran
parametros de velocidad de rotacion muy altos (i.e. a <0.2).
La plataforma de elementos finitos mencionada, permite la
descripcion del problema empleando la formulacion
matematica en la forma de ecuaciones diferenciales, para
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luego proceder a discretizar el modelo mediante una

proyeccién tipo Galerkin [12].

Asi pues, bajo las restricciones fijadas en el parrafo anterior,
las ecuaciones a resolver seran:

20" +(A +a?Ji=0
ksLi(V”—ﬁ’ NV + NPV”+(AZ+a2)7=O

7)+(A2+a2)¢7=0

X 15
L+ L (o

En la Ec. (15) el parametro L corresponde al autovalor del
problema, que es la respuesta que se quiere hallar

3. FORMULACION DEL MODELO PROBABILISTICO

En esta seccion se formula el modelo probabilistico
empleando como base formal al modelo deterministico del
apartado anterior, aceptando que el mismo da la respuesta
media. Para ello se recurre al denominado Enfoque
Probabilistico Paramétrico tomando algunos los pardmetros de
las Ec. (8), (13) y (14) como variables aleatorias. Las
funciones de distribucion de probabilidades de las variables
aleatorias se deducen empleando el Principio de Maxima
Entropia [8, 9, 10] apelando a la informacion disponible sobre
los parametros inciertos.

Se procede por tanto a asumir como inciertos los coeficientes
de propiedades elasticas e inerciales de la Ec. (8) y el angulo
de anclaje de la viga al nicleo. De manera que para cada uno
de los parametros del modelo se definen variables aleatorias
caracterizadas por su valor medio y varianza o coeficiente de
variacion. Las variables aleatorias Vi, V, y V3 representaran a
los pardmetros 6, E, p. Se considera que las variables
aleatorias son independientes, que se conoce la expectativa o
momento de primer orden (coincidente con el valor
correspondiente valor deterministico) y que las mismas estan
confinadas por valores finitos y reales. En estas
circunstancias y empleando el Principio de Méaxima Entropia
[9] se puede escribir la funcién de densidad de probabilidades
de cada una de las variables aleatorias como sigue:

py, (v )ZJ-[LVi Wy ](Vi )Uvil-vl =12,..

En la cual [Ly;, Uy] es la denominada funcion de soporte
unitario de la variable aleatoria V;. Ly; y Uy; son los limites
inferior y superior de la variable aleatoria i-ésima, fuera de
ellos la distribucion es nula. Incorporando las distribuciones
aleatorias dadas por la Ec. (16) en la Ec. (15) se obtiene la
siguiente expresion:

20" +(A% +a?Ju=0
K, Li(\7”—$')+ NV + Nv" +(A? +a2)7:0
126" +k, L (v~ g )+ (42 +a? Jp =0

(16)

(17)

Las letras en negritas identifican a todas las entidades
inciertas. En efecto, los parametros de la Ec. (14) son inciertos

por la incertidumbre en E y en p y a través de la Ec. (8). En
consecuencia las respuestas de las variables cinematicas
también seran todas aleatorias.

Para generar las muestras aleatorias de cada uno de los
parametros, se usa las siguientes funciones de Matlab,
“unifrnd (Vin-A, Vin+A)” para la variable V;, o bien la “unifrnd
(V,,(1=5-/3)V, (1+5-/3))”, para las variables V, y Vi,
siendo Vi, la expectativa de la variable aleatoria i-ésima.

Luego se emplea el método de Monte Carlo para efectuar las

realizaciones independientes y emplean los datos calculados
para efectuar el correspondiente analisis estadistico

4. EJEMPLOS COMPUTACIONALES
4.1 Comparaciones previas

El primer estudio corresponde a una comparacion entre los
resultados obtenidos con el presente modelo deterministico
calculado mediante el método de elementos finitos y los
resultados de un modelo homénimo [11] pero empleando
series de potencias. Asi pues en la Tabla | se pueden ver la
comparacién de los coeficientes de frecuencia a, contrastados
con los homonimos del articulo de Lee y Sheu [12]. En tales
calculo se han empleado los parametros: L, = 20, ks= 0.32693,
6=0.

Tabla 1: Valores de los parametros, modelo deterministico

fr%?:ign?:?a Modelo para A=0 Modelo para A=0.05
presente Lee [11] presente Lee [11]

Ay 3.436 3.436 3.460 3.454

A, 19.139 19.139 19.266 19.259

As 31.416 31.416 31.400 31.466

Ay 46.751 46.751 46.910 46.906

As 79.240 79.240 79.435 79.431

Se puede notar de la Tabla 1 que la correspondencia entre las
dos respuestas deterministicas es casi perfecta con leves
diferencias del orden de menos de 0.2 %. Con esto es posible
apreciar y aceptar como buena la representatividad del modelo
empleado en este trabajo, en tanto que correlaciona muy bien
con otros enfoques.

4.2 Propagacion de Incertidumbre asociada al anclaje

En primera instancia se efectla un estudio de la propagacion
de incertidumbre en la respuesta de vibraciones, asociada a la
incertidumbre en el &ngulo de anclaje 0. Para ello se emplea
solamente la variable aleatoria V, y se efectlian simulaciones
empleando el generador de niimeros aleatorios “unifrnd (Viy-
A, VintA)”, siendo A un pardmetro de dispersion maxima. Se
emplearan tres grados de incertidumbre asociada a posibles
errores de montaje con A=0.01 a A=0.03 (lo que implica
errores menores a 2° sexagesimales). La estructura es tal que
los parametros para cargar el modelo deterministico son: L, =
20, ks= 0.32693, A=1/7 y a=5.
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En el proceso de simulacién por el método de Monte Carlo se
han empleado 400 realizaciones de la variable aleatoria V;,
manteniendo fijos en sus valores deterministico a las variables
aleatorias V, y Vs, es decir V,=1/7 y V5=5.

En la Fig. 2 se muestra un histograma correspondiente a la
respuesta del primer coeficiente de frecuencia, con A=0.01, a
su vez se indica el valor de la respuesta deterministica. En la
Fig. 3 se hace lo propio pero con A=0.05. Las respuestas
estocasticas de los demas coeficientes de frecuencia son
bastantes similares.

[ Rasponsia sstocisiica |
Respursta deterministica

[ — - L |
8425 64255 B426 64265 6427 64275 6420
Cosl. g Frecusncia

Figura 2. Dispersion de la respuesta en A; con A=0.01

sz 84256 64258 6476 64262 64264 64265 64268 6427 64272 BAZ4
Cosf, de Frecusncia s,

Figura 3. Dispersion de la respuesta en A; con A=0.05

Analizando las dos figuras precedentes se puede establecer
que la dispersion de la respuesta esta contenida dentro de un
muy pequefio entorno (menor al 0.1 %), a pesar que la
incertidumbre del pardmetro de posicionamiento se
incrementd 5 veces (A=0.01=>A=0.05). Por lo que la
propagacion de incertidumbre debida al &ngulo 6=V, en las
vibraciones libres de una viga rotante es infima.

4.3 Incertidumbre en las propiedades materiales

En este apartado se analiza la incertidumbre asociada a las
variables aleatorias V, y Vs, que repercuten solo en los
parametros adimensionales de la Ec. (14), a, A, mientras que
los parametros ks y Ly no son afectados pues existe
correlacion material entre G y E. Ademas la variable aleatoria
0 se mantiene constante en su valor deterministico 6=0.

Se usa la funcién “unifrnd (V, (1—&~/3).V, (A+8~/3))",
para generar las realizaciones independientes de las variables
aleatorias V, y Vs. Se emplean distintos grados de dispersién
identificados con los coeficientes de variacién que se hacen

variar entre 5 % y 25 %. Téngase presente que para que las
variables aleatorias V, y V3 correspondan a un proceso
estocastico de segundo orden, el valor maximo del coeficiente

de variacion tiene que ser tal que & <+/3. El método de

Monte Carlo se ha empleado con 400 simulaciones, lo que da
una convergencia razonablemente rapida para este problema.

Asi pues en las Fig. 4 y Fig. 5 se muestran las dispersiones
para los coeficientes de frecuencia primero y segundo
empleando & = 0.10. La distribucion tiene tendencia al
aspecto de la entrada, es decir se asemeja a una distribucion
uniforme.

I odelo suncistica
Modelo determinisico| |

5 8 76 8

65
Caef. de Frecuencia ||

Figura 4. Dispersion de la respuesta en A; con §=0.10en V,y V3

o I oceln estocistic al
Modslo deteminisdco,

W do cases

%5 ] B35 3 %65
Ceef de Frecuence

Figura 5. Dispersion de la respuesta en A; con 6=0.10en V,y Vs

En la Fig. 6 se muestra la diferencia entre la respuesta
deterministica y la respuesta media del modelo estocastico,
con respecto al coeficiente de variacion de las variables
aleatorias V, y V.

8

Error absoluto %

Coef. De variacién 81 de V2 y Va

Figura 6. Error absoluto entre la respuesta deterministica y la estocastica.

Se puede observar en la figura precedente que en las primeras
tres frecuencias la diferencia es menor al 1.00 %, mientras que
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en las frecuencias superiores crece con el incremento de la
dispersién en los parametros del modelo.

Para tener una nocion de la magnitud de dispersion de la
respuesta y su incremento en la medida que aumenta la
incertidumbre de los parametros del modelo, en la Tabla Il se
exponen los coeficientes de variacion de las respuestas
estocasticas de los cinco coeficientes de frecuencia de
vibracién natural.

Tabla 2: Coeficientes de variacion A,

Coef. de Coeficiente de variacion & para V, y Vs
frecuencia 0.05 0.10 0.15 0.20
Ay 0.035 0.071 0.099 0.137
Az 0.013 0.027 0.037 0.051
As 0.005 0.013 0.016 0.017
A4 0.055 0.122 0.145 0.150
As 0.037 0.072 0.077 0.113

Se puede observar de la Tabla 2 que en la medida que
aumenta la dispersion de las variables aleatorias asociadas a
propiedades materiales, también aumenta la dispersion de las
respuestas estocasticas. Sin embargo, para todos los
coeficientes de frecuencia evaluados, la dispersion se
mantiene en valores menores a la dispersion de los parametros
materiales.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha efectuado un estudio de la influencia de
la propagacién de incertidumbre vinculada a un conjunto de
parametros que se emplean para modelar una estructura
esbelta rotante. Para dar mayor generalidad a los estudios se
ha empleado un enfoque adimensional en la representacion
del modelo matematico de la estructura.

De estos estudios se puede concluir que el efecto de la
variabilidad del anclaje en la respuesta estocastica de la viga
rotante, es infima. Por otro, lado la variabilidad en las
propiedades de material si afecta a la respuesta estocastica.
Aungue en este (ltimo caso no se produce mayor
propagacion de incertidumbre de la respuesta en relacién a la
incertidumbre de las variables de entrada.
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