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iJbersichtsartikel

1 Lebenslauf

Historische Beitraqe Berichte aus der Forschung Buchbesprechungen

Beno Eckmann wurde am 31. Marz 1917 in Bern als Sohn eines Chemikers und einer
Arztin geboren. t Er besuchte die Schulen in Bern - die hervorragenden Schulzeugnisse
aus jener Zeit sind noch vorhanden - und erhielt 1935 die Matur humanistischer Rich
tung, also mit Griechisch und Latein. Entgegen dem Wunsch seines Vaters entschloss
sich Beno Eckmann zum Studium der Mathematik, und zwar an der ETH in Zurich. In
der kleinen damaligen Studentengruppe an der Abteilung fur Mathematik und Physik
der ETH hatte er von Anfang an guten Kontakt mit Heinz Hopf. Er diplomierte 1939.
Nur zwei Jahre spater, 1941, schloss er das Doktorat mit der Dissertation Zur Homoto
pietheorie gefaserter Riiume ab; Referent war Heinz Hopf und Korreferent Ferdinand
Gonseth. Unmittelbar danach, 1942,habilitierte er sich an der ETH in Zurich.

Wahrend der Zeit seines Studiums geschahen zwei fur seinen personlichen Lebens
kreis wichtige Dinge: 1937 wurde er Schweizer Burger - als solcher hatte er im Zweiten
Weltkrieg viele Wochen Militardienst zu leisten - und 1942heiratete er Doris Wolf. Der
Ehe entsprossen drei Kinder. In seinen spaten Jahren wies er gerne darauf hin, dass er
schon mehr als 60 Jahre mit Doris verheiratet sei. Seine Familie mit den GroBkindern
und UrgroBkindern war ihm immer eine groBe Freude.

Ab 1942 war Beno Eckmann als Dozent an der Universitat Lausanne tatig, 1944
wurde er dort Professeur extraordinaire. Wahrend dieser Zeit behielt er seine Privatdo
zententatigkeit an der ETH in Zurich bei. 1m Jahre 1947 - also kurz nach Ende des
Zweiten Weltkrieges, wahrend dem fast alle wissenschaftlichen Kontakte mit dem Aus
land unmoglich waren - folgte ein langerer Aufenthalt in den USA. Die Reise fuhrte im
Januar iiber Paris, wo er mehrere Vortrage hielt. Die Zeit von Februar bis Mitte April
verbrachte er als Mitglied am Institute for Advanced Study in Princeton und von Mitte
April bis Anfang Mai schloss sich eine ausgedehnte Vortragsreise an, wahrend der er
zahlreiche der wichtigen Universitaten im Mittleren Westen und an der Ostkiiste der
USA besuchte. Von Juni bis September war er dann wieder am Institute for Advanced
Study in Princeton. Beno Eckmann erhielt in jener Zeit und auch spater aus den USA
mehrere Angebote, die er aber alle ablehnte. Kurz nach seiner Riickkehr in die Schweiz
erreichte ihn dann der Ruf zum ordentlichen Professor an der ETH in Zurich. Diese
Stelle trat er im Herbst 1948an.

Bereits aus der Beschreibung dieses ersten Amerika-Aufenthaltes wird deutlich, dass
sich Beno Eckmann schon friih in seiner Laufbahn bemiihte, ein weltweites Netzwerk
von wissenschaftlichen Kontakten aufzubauen. Davon konnten in der Folge die ETH
und vor allem auch seine vielen Schuler und Schiilerinnen in hohem MaBe profitieren.
Wie intensiv sich diese Bemiihungen gestalteten, geht aus der nachfolgenden kurzen
Aufzahlung von Gastaufenthalten hervor, die in den ersten Jahren seiner Professur an
der ETH stattfanden.

1 Sein Vater Aron und seine Mutter stammten aus Osteuropa; sie waren beide vor dem Ersten
Weltkrieg in die Schweizgekommen, urn an der Universitat Bern zu studieren. In der Zeit vor dem
Ersten Weltkrieg war die Universitat Bern ein beliebter Studienort fiir osteuropaische und ins
besondere russische Studierende.
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© Foto: Freundlicherweise von Heiner H. Schmitt zur Verfiigung gestellt.
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1m Herbst 1950 schloss sich ein zweiter Amerikaaufenhalt an. In Cambridge (MA)
fand injenem Herbst der Internationa1e Kongress fur Mathematiker statt. Die Tei1nah
me am Kongress, bei dem Eckmann als Sprecher eingeladen war, kombinierte er mit ei
nem Gastaufenthalt an der University of Michigan und mit einer Vortragsreise. Ein Jahr
spater fiihrte eine dritte Amerikareise an die University of Illinois at Urbana-Cham
paign und zu einer Vortragsreise quer durch den ganzen Kontinent, sie dauerte von Au
gust 1951 bis Marz 1952. Nur wenige Jahre spater reiste er zum vierten Mal in die USA;
von Juli bis August 1955 besuchte er diesmal vor allem die Universitaten an der West
kiiste, darunter fur einen ausgedehnten Gastaufenthalt die University of California in
Berkeley. Einladungen aus ganz Europa zu Vortragen und langeren Vorlesungszyklen
fiihrten ihn 1956 und 1957 nach Deutschland, England, Belgien und Italien.

In spateren Jahren folgten viele weitere wissenschaftliche Reisen und Gastprofessu
ren, auf die wir nicht in detaillierter Weise eingehen konnen. Einzig die engen Kontakte
mit dem Technion in Haifa und der Ben Gurion University in Beer-Sheva seien hier spe
ziell noch erwahnt.

Beno Eckmann widmete sich wahrend der Tatigkeit an der ETH in Zurich neben sei
ner Forschung in ganz besonderem MaBe dem Unterricht, und zwar auf allen Stufen.
Dazu gehorten in seinen ersten Jahren nach 1948 auch mathematischer Unterricht fur
Ingenieurstudierende im Fach Darstellende Geometrie. Spater waren es dann vor allem
Vorlesungen in Algebra und Topologie, die er betreute. Den einfiihrenden Zyklus der
Algebra-Vorlesungen hat er wahrend mehrerer Jahrzehnte regelmiiBig ge1esen. Dazu
kamen fortgeschrittene Vorlesungen wechselnden Inhalts, die ein weites Feld in den Ge
bieten Algebra, Topologie und Differentialgeometrie abdeckten. Die Vorlesungen ruck
ten jeweils die wesentlichen Linien und die Zusammenhange in den Mittelpunkt. Glas
k1ar und bis ins Detail nachvollziehbar war die Darstellung des Stoffes. Und die fort
geschrittenen Vorlesungen fiihrten die Zuhorer in aller Regel bis an die Grenzen der
aktuellen Forschung.

Ganz besonders am Herzen 1agen ihm auch die Seminare, in denen die Studierenden
uber fortgeschrittene Themen vorzutragen hatten. Woh1 alle seine nachmaligen Dokto
randen und Doktorandinnen erinnern sich an die Vorbereitungen zu diesen Vortragen:
Ungefahr eine Woche vor dem Termin hatten die Vortragenden im Biiro von Beno Eck
mann auf Grund des Vortragsmanuskriptes zu referieren. Da wurden Liicken angespro
chen, es wurde auf Fehler hingewiesen, es gab Hinweise zu einem effektvollen Vortrags
stil, und oft horten dann die Vortragenden auch von Weiterungen des Stoffes und von
Zusarnmenhangen, die in der Literatur nicht zu finden waren.

Es ist nicht verwunderlich, dass sich nach derartigen Erfahrungen viele der Studie
renden entschlossen, eine Diplomarbeit und eine Dissertation bei Beno Eckmann zu be
ginnen. Unzahlige Diplomarbeiten und rund 60 Dissertationen hat er wahrend seiner
Tatigkeit an der ETH betreut. Eine grolsere Anzahl seiner Doktoranden waren spater
als Professoren an Hochschulen des In- und Auslandes tatig, Ein eindrucksvoller .Dok
torandenstammbaum", der aus An1ass des 80. Geburtstages Beno Eckmanns von seinen
Schiilern in Barcelona zusammengestellt wurde, erstreckt sich uber fimf Doktoranden
generationen und seine Aste enthalten Namen von Personen aus allen funf Kontinenten.
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Neben seiner wissenschaftlichen Tatigkeit stellte sich Beno Eckmann immer wieder
fur administrative und wissenschaftspolitische Arbeiten zur Verfugung: Von 1954 bis
1956 war er Vorsteher der Abteilung fur Mathematik und Physik an der ETH Zurich,
von 1956 bis 1960 Sekretar der Internationalen Mathematischen Union, von 1961 bis
1962 Prasident der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft und von 1973 bis
1984 Mitglied des Forschungsrates des Schweizerischen Nationalfonds.

Auch urn die Publikation mathematischer Texte hat sich Beno Eckmann verdient
gemacht: Er war wahrend vieler Jahre Mitherausgeber der beriihmten Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften des Springer-Verlags. Ferner war er Mitbegriinder der
Lecture Notes in Mathematics, welche zu einer Zeit, als es noch kein Internet gab, eine
rasche Verbreitung von neuen Forschungsresultaten in zusammenfassender Form zum
Ziele hatten.

Eckmanns grollte Leistung nichtwissenschaftlicher Art ist aber zweifellos die 1964
erfolgte Griindung des Forschungsinstitutes fiir Mathematik an der ETH, dem Beno
Eckmann bis zu seiner Emeritierung im Jahre 1984 auch als Direktor vorstand. Das In
stitut diente in den ersten Jahren dazu, den fur die Mathematik so wichtigen Gasteaus
tausch zu erleichtern und die internationale Zusammenarbeit der Mitglieder des Depar
tementes zu fordern. Aus kleinen Anfangen hat sich das Institut im Laufe der Jahre zu
einem weltweit bekannten Zentrum mathematischer Forschung entwickelt. Es konnte
im Sommer 2004 mit einem glanzvollen, hervorragend besetzten Kolloquium sein
40-jahriges Bestehen feiern.

Viele Ehrungen zeugen von der hohen nationalen und internationalen Wertschat
zung Beno Eckmanns, darunter sind Ehrendoktorate der Universitat Fribourg, der
Ecole Polytechnique Federale in Lausanne sowie des Technion in Haifa und der Ben
Gurion University in Beer-Sheva. Anlasslich des Internationalen Mathematiker-Kon
gresses 1994 in Zurich wurde er zu dessen Ehrenprasidenten ernannt. Weitere Ehrungen
erhielt er von der Universite de Geneve und der Albert Einstein-Gesellschaft in Bern.

Wahrend andere sich nach der Emeritierung ganz dem Ruhestand widmen, blieb Be
no Eckmann seiner Tatigkeit und der ETH treu. Eine ganze Reihe von Veroffentlichun
gen entstanden wah rend dieser Zeit, darunter auch zahlreiche Forschungsarbeiten. Er
betreute die Herausgabe der Gesammelten Werke von Heinz Hopf und veroffentlichte
eine umfangreiche Sammlung von Ubersichtsvortragen, die er wahrend seiner langen
mathematischen Tatigkeit gehalten hatte. Bis Anfang 2008 war Beno Eckmann regel
maliig in seinem Buro an der ETH anzutreffen; hier diskutierte er gerne intensiv die vie
len mathematischen Fragen, die ihn nach wie vor beschaftigten. Hier erzahlte er auch
den Gesprachspartnern von seinen vielen personlichen Erinnerungen und Erfahrungen
aus seiner langen mathematischen Tatigkeit oder unterhielt sich mit ihnen uber seine in
tensive Beschaftigung mit Literatur, Theater und Musik. Ganz besonders genoss er hier
den Kontakt mit den vielen Gasten "seines" Forschungsinstitutes.

Geistig nach wie vor auBerordentlich rege, lieBen seine korperlichen Krafte nach sei
nem 90. Geburtstag merklich nacho Seine letzten Monate verbrachte Beno Eckmann
gut betreut zusammen mit seiner Frau Doris im Hugo Mendel-Heim in Zurich. Er starb
am 25. November 2008.
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2 Wissenschaftliche Arbeiten

Das umfangreiche mathematische Werk Beno Eckmanns besteht aus 120 Beitragen in
mathematischen Zeitschriften. Er hat ferner die Selecta Hermann Weyl herausgegeben,
die Gesammelten Werke von Heinz Hopf [HoOl] und eine Sammlung von Essays [E07]
aus seinem reichen mathematischen Leben, die sich an ein allgemeines mathematisches
Publikum wenden. Daneben existiert eine langere Reihe von vervielfaltigten Ausarbei
tungen seiner Vorlesungen. Eine Auswahl seiner Arbeiten ist in den Selecta Beno Eck
mann [E87] zusammengefasst, die zu seinem 70. Geburtstag erschienen sind.

Fiir das Folgende wollen wir aus der Gesamtheit einzelne Gruppen von Arbeiten he
rausgreifen und sie im Zusammenhang besprechen; es treten dabei Entwicklungslinien
hervor, die Eckmann iiber Jahre in seinem Denken und Forschen verfolgt hat. Aus
Platzgriinden mussten weitere wichtige Arbeiten hier ganz ausgeschlossen bleiben, wie
etwa diejenigen, die sich mit komplexen und fastkomplexen Strukturen beschaftigen, In
unserer Darstellung sollen die speziellen Eigenheiten von Eckmanns Werk besonders
hervortreten: Peter Hilton, mit dem Eckmann eine langjahrige enge und fruchtbare Zu
sammenarbeit pflegte, sagte einmal, Eckmanns Werk zeichne sich durch unification, cla
rification und penetration aus (siehe [Hi78]). Beispielhaft zeigt sich dies in Eckmanns tie
fer Uberzeugung, dass Topologie und Algebra in einem echt symbiotischen Verhaltnis
zueinander stehen, und so ist in seinem Werk mehrfach festzustellen, wie neue Begriffs
bildungen und Ideen parallel oder nacheinander in beiden Gebieten verfolgt werden.
Eine solche Einstellung zur Mathematik als eine Gesamtheit ist heute nicht mehr uniib
lich, aber damals in der Mitte des 20. Jahrhunderts, als man "der Reinheit der Metho
de" einen besonderen Stellenwert einraumte, war das anders.

2.1 Das Resultat von Radon und Vektorfeldern auf Sphliren

1m Jahre 1938 hatte Beno Eckmann in einem von Heinz Hopf geleiteten Seminar iiber
die Resultate von Adolf Hurwitz und Johann K.A. Radon iiber die Komposition qua
dratischer Formen vorzutragen. Es ging dabei urn die folgenden Frage:

Fur welche ganze Zahlen n und p lassen sich n komplexe bzw. reelle Bilinearformen
z\, Z2, ... , Zn so bestimmen, dass die Identitiit

(xi + ... + x;)(yi + ... + y~) = zi + ... + z~

besteht.

Hurwitz hatte den Spezialfall p = n behandelt und Radon den allgemeinen Fall. In
beiden Fallen wurden fur die Beweise Ad-hoc-Methoden verwendet. Eckmann, der sich
- wie er spater einmal bemerkte - mit diesen Ad-hoc-Uberlegungen nicht richtig an
freunden konnte, suchte einen anderen Zugang. Er erkannte den Zusammenhang mit
der Gruppentheorie, und es gelang ihm, mit Hilfe von tiefliegenden Satzen von Issai
Schur uber das Zusammenspiel von komplexen und reellen Darstellungen das allgemei
ne Resultat von Radon zu beweisen. 1m reellen Fall lautet dieses wie folgt:
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Genau dann existieren reelle Bilinearformen zj , Z2, ... , Zn, wenn fur n = u . 24<>+11 mit
u > 0 ungerade undO::; f3 < 4 gilt p < 8a + 211 .

Topologische Konsequenzen lagen unmittelbar auf der Hand: Eine Losung des reel
len Radon-Problems fur das Zahlenpaar n und p liefert auf der Sphare sn-l gerade
p - 1 linear unabhangige Vektorfelder. Dabei sind diese Vektorfelder durch lineare
Operationen der Koordinaten auf der Sphare sn-l gegeben. Die Frage, ob auf den
Spharen weitere - in diesem Sinn nichtlineare - Systeme von stetigen, linear unabhangi
gen Vektorfeldern existieren, blieb lange offen, bis sie Frank Adams 1962([A62]) im ne
gativen Sinn entschied.

Beno Eckmann hat bei verschiedenen Gelegenheiten (siehe z.B. [114]) den Wunsch
und die Hoffnung geaubert, auf Grund von analytischen Methoden, vielleicht mittels
Variationsrechnung, einsehen zu konnen, dass die Existenz von stetigen Vektorfeldern
auf Spharen die Existenz von linearen impliziert. Der sehr anspruchsvolle Beweis von
Adams ware dann auf ein relativ elementares Problem der linearen Algebra und Dar
stellungstheorie der Gruppen reduziert. Doch diese Einsicht ist der Mathematik bis heu
te verwehrt geblieben.

Wir erwahnen noch explizit den Spezialfall p = n: Hier besteht ein enger Zusammen
hang mit der Frage nach der Existenz von Divisionsalgebren tiber den reellen Zahlen.
Wie bereits Hurwitz in der entsprechenden Arbeit feststellte, ergibt sich aus seinem Re
sultat, dass reelle Algebren, welche die Normproduktregel erfiillen, nur fur die Dimen
sionen 1,2, 4, 8 existieren konnen; es sind dies die rellen Zahlen, die komplexen Zahlen,
die Quaternionen und die Oktaven. Aus den Arbeiten von John Milnor [BoM58] und
Michel Kervaire [K58] ergibt sich etwas allgemeiner, dass nur in diesen Dimensionen
reelle Divisionsalgebren existieren konnen, Nur wenig spater erschien die Arbeit von
Frank Adams [A60] mit ihrem tiefliegenden Resultat zur Hopfinvariante. Aus diesem
folgt die noch starkere Aussage, dass es in lRn nur fur n = 1,2,4, 8 eine nullteilerfreie
stetige Multipliplikation mit einem zweiseitigen Einselement geben kann. Alle diese
neueren Resultate benotigen fur ihren Beweistrotz aller heute bekannten Vereinfachun
gen fortgeschrittene Methoden der algebraischen Topologie, wie die sogenannte Bott
Periodizitat der unendlichen orthogonalen bzw. unitaren Gruppe und die damit im Zu
sammenhang stehende K-Theorie. Auch in diesem Spezialfall p = n ist also das oben an
gesprochene Phanomen relevant, dass die Existenz einer stetigen Operation jeweils auch
die Existenz einer (bi)linearen Operation impliziert. Eckmann hat in [105] den engen
Zusammenhang zwischen den Hurwitz-Radon-Matrizen, wie sie sich aus der Losung
des urspriinglichen Problems ergeben, und der Bott-Periodizitat nachgewiesen und da
rauf aufmerksam gemacht, wie eine tiefere Einsicht in die Natur des oben beschriebenen
Phanomens zu einem neuen Verstandnis der Bott-Periodizitat und damit der topologi
schen K-Theorie fiihren konnte.
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2.2 Cohomologie der Gruppen

In seiner Arbeit [15] schlieBt Eckmann an fruhere Arbeiten seines Mentors Heinz Hopf
[H041a, H044] an. Dieser hatte fur eine gegebene diskrete Gruppe G einen abstrakten
algebraischen Komplex definiert, in dem die Homologiebildung die Homologiegruppen
eines aspharischen topologischen Raumes mit Fundamentalgruppe G liefert. Dass die
Homologiegruppen eines derartigen Raumes nur von der Fundamentalgruppe G ab
haugen, hatte in den dreiBiger Jahren Witold Hurewicz [Hu35] bewiesen; nicht klar war
damals aber, ob zu jeder Gruppe G ein derartiger Raum existiert und wie er allenfalls zu
konstruieren ware. Eckmann nahm sich dieses Problems an, arbeitete - abweichend von
Hopf - mit der Cohomologie statt mit der Homologie und konstruierte auf kanonische
Weise zu gegebenem G einen algebraischen Komplex, der dem Cokettenkomplex der
universellen Uberlagerung eines derartigen Raumes nachgebildet ist: Es ist die - spater
so genannte - homogene Standardauflosung von 7L tiber dem Gruppenring 7LG, die hier
konstruiert wurde. Mit Hilfe der Coketten beschrieb Eckmann auch explizit die Pro
duktstruktur der Cohomologie; dies fuhrte zur Definition des Cohomologieringes der
Gruppe G. Die Arbeit geht detailliert auf die Beziehungen ein, die sich zwischen der to
pologischen und algebraischen Sichtweise ergeben, insbesondere spiegeln sich im algeb
raischen Vorgehen explizit die Begriffe der universellen Uberlagerung und des Produk
tes in der Cohomologie eines topologischen Raumes wider.

Es ist mathematikgeschichtlich interessant, dass die (Co)Homologietheorie der
Gruppen praktisch gleichzeitig und unabhangig von Hopf und Eckmann auch von
Samuel Eilenberg und Saunders MacLane in den USA und von Hans Freudenthal in
den Niederlanden in ganz ahnlicher Weise angegangen wurde. Wah rend des Zweiten
Weltkrieges war die wissenschaftliche Kommunikation zwischen der Schweiz und dem
Ausland fast vollig zum Stillstand gekommen. Von den neuen Entwicklungen horte
man gegenseitig erst nach Ende des Krieges, als die Kontakte langsam wieder auf
genommen werden konnten.'

Die Beschaftigung mit der Gruppencohomologie hat Beno Eckmann in [35] fort
gesetzt. Dabei wurden die Beziehungen zwischen den Cohomologiegruppen von einer
Gruppe G und einer Untergruppe U naher untersucht. Unter anderem ist in dieser Ar
beit das Resultat zu finden, das spater unter dem Namen Shapiro-Lemma bekannt ge
worden ist (siehe [35], Theorem 4, [33], Theorem 3); es druckt die Cohomologie einer
Untergruppe als Cohomologie der ganzen Gruppe mit speziellen Koeffizienten aus. In
heutiger Schreibweise lautet es wie folgt:

H*(U,B) ~ H*(G,Homu(7L(G),B)) . (1)

2 1m Faile von Saunders MacLane lasst sich dies etwas genauer festlegen (siehe MacLane [ML78]):
Eine Note von Hopf, die als Beitrag zu einer Topologiekonferenz gedacht war und die inhalts
milBig ungefahr seiner Arbeit [Ho4Ia] entsprach, erreichte im Sommer 1941 noch Eilenberg und
MacLane. Diese erkannten deren Wichtigkeit sofort, und es gelang ihnen, zu einer gegebenen
Gruppe G einen algebraischen aspharischen Komplex zu konstruieren, der sich spater als eine Va
riante des Eckmannschen Komplexes entpuppte, namlich als die inhomogene Standardauflosung.
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Die allgemeineTheorie in der Cohomologie der Gruppen liefert sofort eine Abbildung
(Restriktion) R: H*(G) ---? H*(U); sie ist durch die entsprechende Einschrankung der
Coketten definiert. Nimmt man die Beziehung (I) zur Hilfe, so lasst sich Rauch durch
den Koeffizienten-Homomorphismus

B S:' Hom.,(Z(G),B)) ---? Hom.,(Z(G),B))

beschreiben. 1m Faile einer Untergruppe U von endlichem Index in G lasst sich durch
Summenbildung ein Modulhomomorphismus

Hom.,(Z(G),B) ---? B

definieren. Eckmann beniitzt diesen Homomorphismus, urn daraus mit Hilfe der Bezie
hung (I) eine Abbildung (Transfer) T in der der Restriktion umgekehrten Richtung
H*( U) ---? H*( G) zu definieren.' Die Namensgebung folgte dabei der Tatsache, dass in
der Dimension 1 die so definierte Abbildung zum "klassischen" gruppentheoretischen
Transfer (Verlagerung) dual ist. Die Definition erfolgte zusatzlich auch explizitmit For
meln in der Standardauflosung von [15]. Gegeniiber der Arbeit [15] sind hier wichtige
notationelle Neuerungen festzustellen, wie etwa die Verwendung von Pfeilen fur Abbil
dungen, von exakten Folgen und von Diagrammen; es sind dies Notationen, wie sie sich
in jener Zeit rasch in der ganzen Mathematik einbiirgerten. Aus den gegebenen Defini
tionen des Transfers" ergaben sich leicht eine Reihe von Folgerungen, die sich fur man
nigfache Anwendungen in der Gruppentheorie als wichtig erweisen sollten, darunter
vielleicht die wohl bekannteste Folgerung, dass die Zusammensetzung ToR:
H*(G) ---? H*(G) nichts anderes als die Multiplikation mit dem Index von U in Gist.

Mit der Gruppenhomologie und -cohomologie und ihren Anwendungen in der
Gruppentheorie hat sich Beno Eckmann in seinem Werk mehrfach wieder beschaftigt.
Nach der erfolgreichen Definition der Transferabbildung war Eckmann mehr denn je
davon iiberzeugt, dass die (Co)Homologie von Gruppen auch in der klassischen Grup
pentheorie wichtige Anwendungen besitzen wiirde, die iiber die bereits bekannte Inter
pretation der zweiten und dritten Cohomologiegruppe durch Gruppenerweiterungen
hinausgehen wiirden. In der Tat hatte sich gezeigt(siehe [StJ65], [StU66]), class die einer
Gruppenerweiterung zugeordnete, aus der Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralreihe
stammende, exakte Fiinf-Term-Sequenz derartige rein gruppentheoretische Anwendun
gen erlaubte, welchedas Rechnen mit Kommutatoren betrafen, wiesieetwa in der Defi
nition nilpotenter Gruppen auftreten. Aus Sicht der Gruppentheorie bestand deshalb
ein Bediirfnis, diese Sequenz auf einfache Weise, d. h. ohne den involvierten Apparat
der Spektralreihen herzuleiten. Dies wurde in der Arbeit von Eckmann und Stammbach

3 Bereits in der etwas friiher fertiggestellten Arbeit [33] hat Eckmann diese Transfer-Abbildung
definiert.
4 Gemaf einer miindlichen Mitteilung von Beno Eckmann ging seine Definition des Transfers auf
eine Anregung von Emil Artin undJohnTatezuruck, welche derGruppen(co)homologie erstdann
algebraische Relevanz zusprechen wollten, wenn dieklassische gruppentheoretische Konstruktion
des Transfers (derVerlagerung) indiese Theorie eingebettet werden konnte. Artin undTatehaben
in den unmittelbar folgenden Jahren die Gruppencohomologie in der Klassenkorpertheorie ver
wendet; siehe u.a. [T52].
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[68] geleistet. Es schloss sich eine Reihe weiterer Arbeiten mit P. Hilton an ([72], [73],
[74], [76], zum Teil auch gemeinsam mit U. Stammbach), welche die Theorie zentraler
Gruppenerweiterungen betrafen: In dieser Situation lasst sich die Fiinf-Term-Sequenz
durch einen weiteren Term (siehe auch [Ga68]) verlangern, was eine Reihe von gruppen
theoretischen Anwendungen auf sogenannte Stammerweiterungen und auf zentrale
Produkte erlaubte.

Die Beschaftigung mit der Cohomologietheorie der Gruppen setzte sich in einer lan
gen Reihe von Arbeiten zur homologischen Dualitat fort. In seiner Dissertation hatte
sich Robert Bieri [Bi72] mit Gruppen beschaftigt, deren ganzzahlige Cohomologie und
Homologie eine zur Poincare-Dualitat analoge Dualitat aufweisen (siehe auch [JW72]).
Darunter fallen selbstverstandlich Gruppen, deren Eilenberg-Macl.ane-Raum eine ori
entierbare Mannigfaltigkeit ist, dann aber auch z. B. endlich erzeugte torsionsfreie nil
potente Gruppen. Unmittelbar daran anschlieJ3end stellten sich viele Fragen, und eine
Reihe von Verallgemeinerungen boten sich an, insbesondere wenn man sich - wie Beno
Eckmann - von der Topologie leiten lieJ3. Die Arbeiten [75], [77], [78], [79], [80], [82], [83]
- viele davon gemeinsam mit Robert Bieri - gingen einem Teil dieser Fragen nach.' Ins
besondere wurde in diesen Arbeiten der Begriff der Poincare-Dualitat verallgemeinert,
wobei ein dualisierender Modul auftrat, mit dem man die Koeffizienten auf der Seite
der Cohomologie zu tensorieren hatte, urn eine Dualitat zu erhalten. Der dualisierende
Modul ergab sich dabei jeweils als die hoherdimensionale Endengruppe H" (G, 7LG),
wobei n die (Co)Homologiedimension der Gruppe G bezeichnet." Ein Spezialfall dieser
allgemeineren Dualitat ergibt sich zum Beispiel dann, wenn der Eilenberg-MacLane
Raum von G eine nicht orientierbare Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall besteht eine
verallgemeinerte Poincare-Dualitat, wenn als dualisierender Modul il verwendet wird,
also die unendlich zyklische abelsche Gruppe mit nichttrivialer G-Operation. Es erga
ben sich viele weitere Beispiele von Gruppen mit verallgemeinerter Dualitat, wobei auch
weit kompliziertere dualisierende Moduln auftraten.

Besonders interessant ist im Zusammenhang mit der Poincare-Dualitat der Fall der
Dimension 2. Offensichtlich liefern hier die Flachengruppen Beispiele. Es stellt sich so
fort die Frage, ob algebraisch gegebene Poincare-Dualitatsgruppen stets Flachengrup
pen sind. In einer Serie von Arbeiten hat Eckmann nach wichtigen Vorarbeiten von Ro
bert Bieri, Ralph Strebel und Heinz Muller (siehe [BS78], [Mu81]) diese Frage zusam
men mit Peter Linnell im positiven Sinne klaren konnen (siehe [88], [90], [91], [92]). Den
Beweis hat Eckmann in [97], [98] zusammenfassend dargestellt.

5 Wie Beno Eckmann in den Selecta [E87],p. 824, angemerkt hat, sind Teile der Arbeiten spater re
dundant geworden; Kenneth S. Brown [B75] und Ralph Strebel [StR76] haben (unabhangig von
einander) gezeigt, dass die Definition der "Duality group" die Eigenschaft FP impliziert. Davon
machten Eckmann und Bieri in ihren Beweisen noch keinen Gebrauch.
6 Die Gruppe der Enden eines topologischen Raumes, die als HI (G,7LG) interpretiert werden
kann, wurde bereits urn 1950von Heinz Hopf, Hans Freudenthal und Ernst Specker untersucht.
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2.3 Eckmann-Hilton-Dualltat

Wohl im Zusammenhang mit dem Aufkommen der Kategorientheorie in den spaten
40er Jahren (siehe [EML45]) traten in natiirlicher Weise Fragen der Dualitat von kate
gorietheoretischen Begriffen auf. Bei den Konstruktionen der Komplexe, und insbeson
dere beim algebraischen Beweis fur die Tatsache, dass im Rahmen der (Co)Homologie
theorie der Gruppen die Homologiebildung nicht von der gewahlten freien Auflosung
abhangt (siehe Hopf [Ho44]), erkannte man rasch, dass dies auch galt, wenn an Stelle
der freien G-Moduln projektive G-Moduln zugelassen wurden. So lag es damals nahe,
den kategorietheoretischen Begriff des projektiven Moduls zu dualisieren. Dies fuhrt
auf den Begriff des injektiven Moduls. Reinhold Baer, mit dem Beno Eckmann an der
University of Illinois at Urbana-Champaign bei seinem Aufenthalt 1951/52 engen ma
thematischen und personlichen Kontakt hatte, hat wohl damals in diesem Zusammen
hang auf seine friihere Arbeit [B40] hingewiesen. In dieser hatte Baer jeden Modul M in
einen umfassenden Modul einbetten konnen, welcher eine zur Eigenschaft injektiv aqui
valente Eigenschaft besitzt. Zusammen mit Andreas Schopf? gelang es Beno Eckmann
einen neuen einfachen Beweis des Resultates von Baer zu geben, und insbesondere zu ei
nem gegebenen Modul Meinen - in einem gewissen Sinn kleinsten - injektiven Ober
modul U(M) zu konstruieren, es ist dies die (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte)
injektive Hiille von M. Fur diesen Nachweis beniitzten Eckmann und Schopf den Be
griff der wesentlichen Erweiterung von M, indem sie zeigten, dass die injektive Hiille
U(M) gleichzeitig die maximaIe wesentliche Erweiterung von Mist. Die entsprechende
kurze Arbeit [34] gehort zu den am haufigsten zitierten Arbeiten in der homologischen
Algebra iiberhaupt.

Uber den damaligen Stand der "homologischen Algebra", soweit dies die Gruppen
cohomologie betrifft, gibt die Arbeit [40] Auskunft. Es ist dies der Text des Vortrages,
den Beno Eckmann am Internationalen Mathematiker-Kongress 1954 in Amsterdam
gehalten hat. Hier werden ganz allgemein die verschiedenen Cohomologietheorien be
handelt, die sich dadurch definieren lassen, dass die Betrachtung aufverschiedene Arten
von Coketten eingeschrankt werden, seien es Coketten, die zu einer Untergruppe geho
ren, seien es Coketten, die einer Endlichkeitsbedingung geniigen.

Der Begriff der Dualitat, wie er sich als heuristisches Prinzip aus der Kategorien
theorie ergab, spielte in der Foige im Werk Beno Eckmanns eine wichtige Rolle. Dabei
war insbesondere auch der topologische Begriff der Homotopie wichtig. Eine Ubertra
gung des Begriffes der Homotopie auf die Situation von Moduln fuhrte zu zwei dualen
Begriffsbildungen, namlich zu einer injektiven und einer projektiven Homotopie (siehe
[41]). Es lassen sich damit Homotopiegruppen fur Moduln definieren, wie sich auch mit

7 Andreas Schopf hat seine schriftliche Diplomarbeit an der ETH bei Beno Eckmann verfasst. Fur
sein hervorragendes Diplom und die Diplomarbeit wurde er mit dem Kern-Preis und der Silbernen
Medaille der ETH ausgezeichnet. Die Diplomarbeit bildete den Ausgangspunkt fiir die gemein
same Arbeit [34]. Nach einer mehrjahrigen Assistententatigkeit an der ETH starb er im Herbst
1959 unter tragischen Umstanden wahrend eines Amerikaaufenthaltes.
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der Homotopie im Zusammenhang stehende topologische Begriffe, wie etwa die Begrif
fe der Suspension und des Schleifenraumes, in die Modultheorie iibertragen lassen. Da
raus ergeben sich dann entsprechende exakte Sequenzen. 1m Grunde genommen wurde
in den erwahnten Arbeiten zur Modultheorie eine .Jiomologische Algebra" entwickelt,
die anstelle der Funktoren Tor und Ext Funktoren setzt, die durch Homotopiegruppen
definiert werden. In der Foige hat sich die Theorie der Tor und Ext rasch und erfolg
reich entwickelt - dabei spielte sicher das Buch von Cartan-Eilenberg [CE56] eine wich
tige Rolle ~ , wahrend die Homotopiegruppen von Moduln fur viele Jahre kaum in wei
ten Kreisen bekannt wurden. Erst in neuester Zeit haben die damals in die Modultheo
rie eingefuhrten Begriffe wieder an Wichtigkeit gewonnen, namlich in der modernen
modularen Darstellungstheorie von endlichen Gruppen (siehe [He60], [He61], [B91]
[C96]). Dabei gingen die Ursprunge leider oft fast ganz verloren, als auf die alten Arbei
ten kaum mehr Bezug genommen wurde.

Die entsprechenden Uberlegungen zur Homotopietheorie von Moduln hat Beno
Eckmann zusammen mit Peter Hilton durchgefiihrt - sie stehen am Anfang ihrer langen
und erfolgreichen Zusammenarbeit. Interessanterweise gibt es aber zu diesem Thema
keine gemeinsamen Veroffentlichungen, sondern nur zwei Ubersichtsvortrage, der eine
von Beno Eckmann (siehe [41]), der andere von Peter Hilton (siehe [Hi58]). Diese Tatsa
che mag mit dazu beigetragen haben, dass die Homotopietheorie von Moduln damals
wenig beachtet wurde. Zu diesem Themenkreis gibt es ferner eine gemeinsame Arbeit
von Eckmann und Kleisli [48]. 1m Anschluss an die Dissertation von Heinrich Kleisli
wird hier im Faile einer Frobeniusalgebra, also z. B. fur den Fall der Gruppenalgebra ei
ner endlichen Gruppe, die Homotopietheorie und die Beziehung zur Gruppencohomo
logie naher untersucht. In diesem speziellen Fall lassen sich die aus der Homotopie ge
wonnenen exakten Sequenzen mit Hilfe der (gewohnlichen) Cohomologiegruppen be
schreiben.

Wie bereits angemerkt, haben Eckmann und Hilton diese algebraische Entwick
lungsspur nicht intensiv weiterverfolgt. Der Grund mag in der fruhen Erkenntnis gele
gen haben, dass die im Sinne der Kategorientheorie dual en Begriffsbildungen der injek
tiven und projektiven Homotopie von Moduln eine (wohl als wichtiger erachtete) Dua
litat in der Topologie suggeriert. Dieser topologischen Dualitat sind die unmittelbar
nachfolgenden gemeinsamen Arbeiten ([42]-[46], [48], [50]) von Eckmann und Hilton
gewidmet.f Der wesentliche Gedanke wird bereits in [41] angedeutet. Die Riickiiberset
zung der algebraischen Uberlegungen in die Topologie liefert eine Dualitat zwischen
der Homotopietheorie und der Cohomologietheorie (siehe dazu weiter unten). Die ent
sprechenden Grundlagen hat Eckmann 1962 in seinem Vortrag am Internationalen Ma
thematiker-Kongress in Stockholm (siehe [58]) dargestellt. Dies ist die Eckmann-Hilton
Dualiiiit, wie sie als Gebietsbeschreibung in der Mathematics Subject Classification der
Mathematical Reviews vorkommt. In seinem Artikel iiber das Werk von Beno Eckmann

8 Uber den interessanten und fiir das Werk von Eckmann charakteristischen Wechsel des Fokus
von der Topologie zur Algebra und wieder zuriick zur Topologie, der sich in diesen gemeinsamen
Arbeiten offenbart, vergleiche man den detaillierten Uberblick in [Hi80].
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(siehe [Hi78]) gibt Peter Hilton an, dass diese sich auf die Homotopie griindende Duali
tat das Leitmotiv fur die vielen gemeinsamen Arbeiten war, die sich in den Folgejahren
anschlossen.

Prominent unter diesen Arbeiten ist die - von den damaligen Studierenden so ge
nannte - "Trilogie" zum Thema Group-like structures in general categories [52], [56],
[57], wo dieser Gesichtspunkt voll zum Tragen kommt. Der Anfangspunkt war das
wohlbekannte Resultat der algebraischen Topologie, dass die Homotopieklassen von
Abbildungen 1r(X, Y) eine Gruppe bilden, wenn Y eine "Gruppe bis auf Homotopie"
ist." Um eine "Gruppe" C in einer allgemeinen Kategorie C zu definieren, verlangen
Eckmann und Hilton in analoger Weise einen Morphismus m : ex C -+ C, welcher
fur jedes X in C die Menge der Morphismen C(X, C) zu einer Gruppe macht, und zwar
(im kategorietheoretischen Sinn) natiirlich in X. Das Dualitatsprinzip lasst sich dann
voll ausschopfen, Es suggeriert als Erstes die Definition einer Cogruppe in einer all
gemeinen Kategorie; ferner wurde die Aufmerksamkeit nun besonders auf diejenigen
Funktoren gerichtet, welche die Gruppen- bzw. Cogruppenstruktur respektierten. Ins
besondere von einem heuristischen Standunkt aus erwies sich dies im Allgemeinen wie
auch bei speziellen Anwendungen als sehr fruchtbar: In vielen Gebieten wurden auf die
se Weise neue Resultate suggeriert, die anschlieJ3end bewiesen werden konnten.

Als ein einfaches Resultat, das sich aus den ganz grundlegenden Uberlegungen in
diesen drei Arbeiten ergibt, mag hier das folgende angefuhrt werden. Wenn X in der
Kategorie C eine Cogruppe ist und Yin C eine Gruppe, so besitzt die Morphismenmen
ge C(X, Y) zwei Gruppenstrukturen, die eine kommt von X, die andere von Y. Gemaf
[52], Theorem 4.17 stimmen diese zwei Gruppenstrukturen aus ganz allgemeinen Grun
den iiberein. Daraus ergibt sich sofort, dass verschiedene Cogruppenstrukturen in X
bzw. verschiedene Gruppenstrukturen in Y zu ein und derselben Gruppenstruktur in
C(X, Y) fuhren und dass ferner diese Gruppenstruktur abelsch ist. Als eine konkrete
Anwendung dieses allgemeinen und ganz formalen Resultates ergibt sich, dass die Fun
damentalgruppe einer topologischen Gruppe bzw. eines H-Raumes immer abelsch ist.
In den drei Arbeiten haben die Autoren in einer systematischen Weise sowohl einen
Uberblick iiber viele Begriffe der Kategorientheorie gegeben, wie auch auf viele konkre
te Anwendungen dieser allgemeinen Theorie hingewiesen. Ganz offensichtlich haben
Eckmann und Hilton bereits zu diesem fruhen Zeitpunkt klar die Moglichkeiten er
kannt, welche die konsequente Verwendung der Kategorientheorie zur Vereinheitli
chung der Mathematik leisten kann. Dieser Standpunkt ist heute allgemein geworden,
so dass heutige Mathematiker Miihe haben, sich anderes vorzustellen.

Die kategorietheoretischen Uberlegungen waren inspiriert durch die oben erwahnte
topologische Dualitat, wie sie in [53] und [59] beschrieben worden sind: Der Schleifen
raum nx eines punktierten topologischen Raumes X ist offensichtlich ein H-Raum, die
Suspension ~X ebenso offensichtlich ein coH-Raum. Die resultierenden Gruppen

9 Der letztere Begriff war von Hopf in seiner Arbeit [H041b] gepragt worden. Der Vorschlag, sol
che Raume H-Raume zu nennen, geht offenbar auf J. P. Serre zuruck,
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[~X, Y] und [X,nY] sind natiirlich isomorph und mittels Iteration fiihrt dies zu Grup
pen

IIn(X, Y) = [~nX, Y] = [~n-t X, nY] = ... = [X,nn Y] ,

die nach obigem fur n ;::: 2 abelsch sind. Da die Sphare S" als n-te Suspension der Null
sphare SO angesehen werden kann, erhalt man

IIn[SO, Y] = [sn, Y] = Jrn(Y) ,

also die n-te Homotopiegruppe von Y. Indem man "dual" vorgeht und den Eilenberg
MacLane-Raum K(7L, m) als Schleifenraum ansieht, erhalt man eine Cohomologietheo
fie

H rn(X ,7L ) = [X,K(7L,m)] .

Diese stimmt fur CW-Komplexe mit der zellularen (bzw. singularen) Cohomologie
iiberein. Die Raume K(7L,m), bilden das sogenannte Eilenberg-Macl.ane-Spektrum.
Neben diesem gibt es andere Spektren, die beim analogen Vorgehen zu allgemeineren
Cohomologietheorien fiihren, die das .Dimensionsaxiom" nicht erfullen. So erhalt man
zum Beispiel die K-Theorie, indem man das Bott-Spektrum verwendet; es besteht aus
der unendlichen unitaren Gruppe U fiir m ungerade und aus nU fur m gerade.

2.4 Harmonische Ketten, irCohomologie

1m Jahre 1949 publizierte Beno Eckmann den Artikel Coverings and Betti numbers [19].
Wie sich etwa 30 Jahre sparer zeigte, war diese Arbeit der Anfang einer intensiven Ent
wicklung, die auf einer systematischen Nutzung von Hilbertraum-Strukturen in Ketten
gruppen und Cohomologiegruppen beruht und im Rahmen der frCohomologie auf
gegriffen wurde (siehe [115]). Eckmann betrachtet ein endliches, simpliziales und zu
sammenhangendes Polyeder P, welches ein Uberlagerungsraum des Polyeders 15, mit
simplizial operierender Decktransformationengruppe G, ist. Er beweist, dass sich die
Betti-Zahlen bn(P) von 15 aus der Darstellung von Gin der Homologie des Uberlage
rungskomplexes P berechnen lassen und gibt eine explizite Formel fiir diese Betti
Zahlen.

Sein Beweis ist kurz und elegant und verwendet den Begriff von simplizialen harmo
nischen Ketten, ein heute gelaufiger Begriff im Rahmen der fz-Cohomologie. Fur ein
endliches simpliziales Polyeder haben die reellen Kettengruppen eine natiirliche eukli
dische Struktur, und es ist deshalb sinnvoll, vom zur Randabbildung fJ adjungierten
Operator S zu sprechen sowie vom sogenannten simplizialen Laplace-Operator
~ = fJ(j + (jfJ, einem Endomorphismus der Kettengruppen. Die Elemente im Kern von
~ heiBenharmonische Ketten. Eckmann beweist, dass die harmonischen Ketten Zykeln
sind und dass jede Homologieklasse genau einen harmonischen Reprasentanten besitzt.
Der Raum der harmonischen n-Ketten ist somit natiirlich isomorph zur n-ten Homolo
giegruppe. Dies gilt sowohl fur P wie auch fur den Bahnenraum 15, mit dem Unter
schied, dass im Falle von P zusatzlich die Decktransformationengruppe G auf den Ket-
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tengruppen operiert. Eckmann beweist, dass der Raum der G-invarianten harmo
nischen n-Ketten von P isomorph ist zur n-ten Homologiegruppe von P. Indem er den
G-invarianten Teil als Bild eines Projektionsoperators, namlich der Mittelbildung be
zuglich der Gruppenoperation auffasst, erhalt er hieraus eine explizite Formel fur die
Dimension des Raumes der G-invarianten harmonischen n-Ketten, und diese Dimen
sion ist genau die gesuchte note Betti-Zahl bn(P) von P.

In der allgemeineren Situation der f2-(Co)homolgie sind die Definitionen wie folgt
(siehe [115]). Der Einfachheit halber skizzieren wir den Fall, wo P ~ P die universelle
Uberlagerung eines endlichen, zusammenhangenden simplizialen Polyeders P mit
G = 7f1(P) bezeichnet. Die Decktransformationengruppe G operiert dann simplizial, ist
nun aber nicht mehr unbedingt endlich, aber abzahlbar, da der Bahnenraum P/ G end
lich ist. Der G-Vektorraum der reellen simplizialen n-Ketten von P besitzt auch in die
sem allgemeineren Fall eine natiirliche euklidische Struktur. Eine orthonormale Basis
ist durch die Vektoren gegeben, welche den n-Simplexen entsprechen. Es folgt daraus,
dass die G-Operation auf dem Raum der n-Ketten isometrisch ist. Vervollstandigt man
diese Kettenraume bezuglich der f2-Norm, so erhalt man einen Kettenkomplex von Hil
bert-G-Riiumen. Der adjungierte Operator 8 zum beschrankten Randoperator 8 ent
spricht dem Corandoperator, und ~ = 88 +88 ist der Laplace-Operator, dessen Kern
per definitionem aus den harmonischen f2-Ketten besteht. Die (reduzierte) f2-Homolo
giegruppe 'H; von P ist definiert als Raum der harmonischen f2-Ketten von Pin der Di
mension n. Diese f2-Homologiegruppe 'Hn ist ein Hilbert-G-Modul und besitzt als sol
cher eine von Neumann-Dimension f3n(P), die eine Homotopieinvariante von P ist. Die
f3n(P) heiBen f2-Betti-Zahlen von P und sind nicht-negative, reelle Zahlen. Sie sind hau
fig gleich 0, aber im Unterschied zu den gewohnlichen Betti-Zahlen im Allgemeinen
nicht ganzzahlig. Eine fundamentale Eigenschaft der f2-Betti-Zahlen von P ist die Tat
sache, dass, analog wie im Faile der gewohnlichen Betti-Zahlen, die Eulercharakteristik
X(P) durch die alternierende Summe L(-I r f3nCP) = x(P) gegeben ist. Beno Eckmann
verwendet dies in [103] urn Folgendes zu beweisen:

Ist G amenabel und unendlich und sind die simplizialen Homologiegruppen Hi(P,7/.,)

fiir 0 < i < N = dim(P) aile gleich 0, so besteht die Ungleichung (_I)diIll(PlXCp) 2: O.
Ferner ist xCP) genau dann gleich 0, wenn zusatzlich die simpliziale Homologiegruppe
HN (P, 7/.,) verschwindet.

Mit einer Zusatzuberlegung ergibt sich daraus fur ein Polyeder P der Form K( G, I)
mit G unendlich und amenabel, dass X(P) = 0 ist. In [107] untersucht Beno Eckmann
die Umkehrung dieses Satzes im FaIle, wo P = Meine 4-dimensionale, geschlossene
Mannigfaltigkeit mit unendlicher, amenabler Fundamentalgruppe Gist. Er zeigt, dass
die Bedingung x(M) = 0 zusammen mit dem Verschwinden der Endengruppen
H i ( G, 7/.,G) fur i = 1,2 impliziert, dass M ein K( G, I)-Raum und mithin G eine 4-dimen
sionale Poincare-Dualitatsgruppe ist.

Falls P = Meine geschlossene, nieht unbedingt orientierbare N-dimensionale Man
nigfaltigkeit ist, so erfiillen die f2-Homologiegruppen von Pals Hilbert-G-Moduln ganz
allgemein die Poincare-Dualitat H; 9'! 'HN-n. Somit ist f3n(M) = f3N-n(M). 1st G un
endlich, so gilt immer f3o(P) = 0, so dass fur eine geschlossene Mannigfaltigkeit M der
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Dimension N mit unendlicher Fundamentalgruppe stets folgt (3N(M) = O. Zum Beispiel
ergibt sich fur P=F eine geschlossene, nicht unbedingt orientierbare, Flache mit unend
licher Fundamentalgruppe:

(3o(F) = 0, (31 (F) = -X(F), (32(F) = 0 .

Weitere Anwendungen betreffen den Defekt def( G) einer endlich prasentierbaren Grup
pe G. 1st Peine endliche Prasentierung von G mit e Erzeugenden und r Relatoren, so ist
def(P) = e - r, und def(G) ist definiert als Maximalwert von def(P), wobei P die end
lichen Prasentierungen von G durchlauft, Es ist eine elementare Tatsache, dass die Un
gleichung def( G) :::; b,(G) - b2( G) gilt, wobei MG) fiir die i-te Betti-Zahl des Eilen
berg-Macl.ane-Raumes K( G, 1) steht. Bezeichnen wir die e2-Bett i-Zahlen von K( G, 1)
mit (3i(G), so gilt nach Theorem 4.1.2 von [115]

def(G) :::; 1 - (3o(G) + (31 (G) - (32(G) .

Die folgenden Beispiele illustrieren den Nutzen dieser zweiten Ungleichung. 1st G eine
endlich prasentierbare amenable Gruppe G, so folgt def( G) :::; 1, denn in diesem Fall ist
(31 (G) = O. Andere Beispiele von Gruppen mit (31 = 0 sind die Gruppen mit der
Kazhdan-Eigenschaft T, die Gruppen der Form H x K mit beiden Faktoren unendlich
und die Knotengruppen; alle diese Gruppen haben somit einen Defekt :::; 1. Eine
PD 2-Gruppe a ist nach einem im Abschnitt 2.2 erwahnten Satz von Eckmann-Linnell
[92], [98] isomorph zu einer Flachengruppe, Ein wesentlicher Schritt im Beweis dieses
Satzes besteht darin zu zeigen, dass es eine surjektive Abbildung a ---+ 7/., gibt, also
b, (c) > 0 ist. Dies kann man, wie Beno Eckmann bemerkt hat, mittels der e2-Bett i-Zah
len wie folgt sehen. Aus bekannten allgemeinen Satzen schlieBt man, dass eine
PD 2-Gruppe a ein endliches CW-Modell K((]', I) besitzt. Schreiben wir x((]') fur die Eu
lercharakteristik von K(a, 1), so folgt:

x((]') = 1 - b, ((]') + b2((]') = (3o((]') - (31 ((]') + (32({]') = -(3[ (o)

und somit

bl((]')~I.

Fur die Fundamentalgruppe 7T einer Flache vom Geschlechte g > 0 liefert die Standard
prasentierung fiir den Defekt im orientierbaren Fall 2g - 1 = 1 - X(7T) als untere
Schranke und im nicht-orientierbaren Fall g - 1 = 1 - X(7T). Zusammen mit der oberen
Schranke 1 + (31(7T) = 1 - X(7T) ergibt sich daraus auf Grund des Satzes von Eckmann
Linnell, dass der Defekt einer beliebigen PD 2-Gruppe a gleich 1 - X((]') ist.

Beno Eckmann hat die e2-Cohomologie in [111] auch auf weitere Situationen in ei
nem erstaunlich umfangreichen Gebiet der algebraischen Topologie und Algebra ange
wendet, so auf die Hausmann-Weinberger-Invariante (siehe [HW85]) von endlich pra
sentierbaren Gruppen, auf die holomorphe Eulercharakteristik einer Kahler-Mannig
faltigkeit der komplexen Dimension 2 und (in [118]) auf Gitter in zusammenhangenden
halbeinfachen Liegruppen.
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2.5 Aigebraische K-Theorie

Die Hattori-Stallings-Spur <Pp eines endlich erzeugten projektiven ZG-Moduls P ist
eine Z-wertige Funktion, die auf den Konjugationsklassen der Gruppe G definiert ist.
Eine Vermutung von Hyman Bass besagt, dass, wie im FaIle eines freien Moduls, hochs
tens der Wert <pp(e) verschieden von 0 sein kann; <Pp(e) = Ii(P) nennt man die Kaplan
sky-Spur. Nach einem Satz von Kaplansky ist Ii(P) ~ 0, und Ii(P) = 0 gilt genau dann,
wenn P = 0 ist. Damit verwandt ist die Augmentierungsspur E(P) = dimcc(P r'i9G ([),

wobei ([ als trivialer G-Modul aufzufassen ist. Sie entspricht der Summation der Werte
von <Pp uber aIle Konjugationsklassen. 1st die Bass-Vermutung erfullt, so gilt offenbar
Ii(P) = E(P). Erfiillt eine Gruppe G fur aIle endlich erzeugten projektiven ZG-Moduln
die letztere Gleichung, so sagt man G erfiille die schwache Bass-Vermutung. Die Bass
Vermutung ist zum Beispiel fur endliche Gruppen erfiillt, denn in diesem Fall zeigt sich,
dass ein endlich erzeugter projektiver ZG-Modul Punter der Skalarerweiterung Z ----> (Q
zu einem freien (QG-Modul (Q r'i971 P wird. Allgemeiner ist die Bass-Vermutung fur
amenable Gruppen erfiillt, aber auch fur freie Gruppen und allgemeiner, nach einem
Resultat von Peter Linnell, fur aile residuell endlichen Gruppen. Eckmann hat in [99]
bewiesen, dass eine torsionfreie Gruppe G die Bass-Vermutung erfullt, falls fur aile Ele
mente x E G, die rationale Cohomologiedimension von Ct / (x) endlich ist, wobei Ct

den Zentralisator von x in G bezeichnet. Eckmanns Beweis verwendet eine bekannte Be
rechnung der zyklischen Homologie des Gruppenrings (QG. Die oben definierte Klas
senfunktion <P p kann als Element ~p in der zyklischen Homologie von (QG in der Di
mension 0 aufgefasst werden. Wie Beno Eckmann zeigt, impliziert die Voraussetzung
iiber die cohomologische Dimension der Zentralisatorquotienten, dass ~p in dem der
Konjugationsklasse von e E G entsprechenden Summanden der zyklischen Homologie
liegt und dies entspricht genau der Aussage der Bass-Vermutung.

Unter Verwendung von Resultaten von Robert Bieri und Ralph Strebel (siehe
[Bi76], [StR76]) gelingt es Beno Eckmann, die Bedingung betreffend der cohomologi
schen Dimension der Zentralisatorquotienten im Faile der Gruppen mit Cohomologie
dimension 2 nachzuweisen (siehe [99]) und somit die Bass-Vermutung fiir diese Klasse
von Gruppen zu beweisen.

In den Arbeiten [110], [116] untersucht Eckmann endlich erzeugte projektive Mo
duln M uber N(G), der komplexen von Neumann-Algebra von G, eine Banach-Algeb
ra, welche die komplexe Gruppenalgebra ([G umfasst. Ein endlich erzeugter projektiver
N(G)-Modul M besitzt eine von Neumann-Dimension dirn(M) E JR. Dabei gilt
dirn(M) = 0 genau fiir M = O. Die von Neumann-Dimension ist wie folgt mit der Ka
plansky-Spur eines endlich erzeugten projektiven ZG-Moduls P verknupft: Es gilt Ii(P)
= dirn(N( G) r'i971G P). Eckmann zeigt, dass fur einen endlich erzeugten projektiven
ZG-Modul P, der projektive N(G)-Modul N(G) r'i971G P frei und damit isomorph zu
N(G)"(P) ist. Erfullt G die schwache Bass-Vermutung, so ist ferner Ii(P) = E(P), und
mithin N( G) r'i971G P ~ N(Gr(P). Dies verwendet Eckmann, urn zu zeigen, dass fur
einen endlich dominierten zusammenhangenden CW-Komplex X die £2-Eulercharakte
ristik von X mit der iiblichen Eulercharakteristik iibereinstimmt, falls die Fundamental
gruppe von X die schwache Bass-Vermutung erfullt.
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2.6 Charakteristische Klassen von Darstellungen von Gruppen

In den Arbeiten [84], [86], [89], [96] studiert Beno Eckmann (in Zusammenarbeit mit G.
Mislin) charakteristische Klassen von Gruppen-Darstellungen. 1m Falle einer reellen
n-dimensionalen Darstellung p mit darstellenden Matrizen von positiver Determinante,
ist die Eulerklasse en(p) E H n(G,71..) definiert als Eulerklasse des durch p induzierten fla
chen, orientierten IRn-Bundels iiber dem klassifizierendenRaum von G.

Die Arbeit [84] bezieht sich auf die Situation einer (Q-Darstellung einer endlichen
Gruppe G. Fur die Eulerklasse en(p) einer solchen Darstellung wird bewiesen, dass ihre
Ordnung durch eine von der endlichen Gruppe G und der spezifischen n-dimensionalen
Darstellung unabhangigen, optimalen Schranke En beschrankt ist, die in iiberraschen
der Weisemit den Bernoulli-Zahlen zusammenhangt (siehe [84], Theorem 3.2).

Analog sind die Chernklassen c;(p) E H 2;(G, 71..) einer komplexen n-dimensionalen
Darstellung pals Chernklassen des durch p induzierten flachen ern-Biindels iiber BG de
finiert. Es zeigt sich, dass die gleiche optimale Schranke E; fiir die Ordnung von c;(p)
auftritt, falls die Darstellung p reell ist und rationale Charakterwerte besitzt (siehe [84],
Theorem 4.2). Beispiele zeigen, dass dies fur nichtreelle Darstellungen im Allgemeinen
nicht richtig bleibt, und zwar auch dann nicht, wenn die Darstellung rationale Charak
terwerte besitzt.

In der Arbeit [86] werden Darstellungen iiber beliebigen Zahlkorpern betrachtet. Es
werden universelle Schranken fur die Eulerklasse von reellen Darstellungen endlicher
Gruppen in Abhangigkeit vom reellen Zahlkorper, iiber dem sie definiert sind, angege
ben; entsprechende Schranken gelten fur die Chernklassen (siehe[89]).

Es ist leicht zu sehen, dass es keine universelle Schranke fiir die Ordnung der Chern
klassen c;(p) fur komplexe Darstellungen von beliebigen, nicht unbedingt endlichen
Gruppen geben kann; insbesondere sind fur N» j die universellen Chernklassen
Cj(<r) E H2j(GL~(er),7I..) = H2j(GL~(er),7I..) der identischen Darstellung der diskreten
Gruppe GL~(er) von unendlicher Ordung. In [93] wird das Verhalten dieser Chernklas
sen Cj(er) unter Korperautomorphismen von er studiert. In diesem Zusammenhang ist
es zweckmaliig,die sogenannten profiniten Chernklassen zu betrachten. 1stK ein Zahl
korper, so lasst sich die Wirkung der Galois-Automorphismen der Korpererweiterung
K c er auf diesen Chernklassen explizit bestimmen. Daraus lassen sich universelle
Schranken fur die Chernklassen von Darstellungen uber dem Zahlkorper K fur beliebi
ge, auch unendliche Gruppen herleiten.

Dank.Die Autoren danken Frau Doris Eckmann herzlich fur vielemundliche Informa
tionen sowie fur die freundliche Erlaubnis, Einsicht in personliche Unterlagen zu neh
men, die Beno Eckmann betreffen. ~ Ein weiterer Dank geht an den Springer-Verlag fur
die freundliche Erlaubnis, den Namenszug von Beno Eckmann, die Liste der betreuten
Dissertationen und die Liste der Publikationen aus den Selecta [E87] verwenden zu diir
fen sowie fur die Unterstutzung hinsichtlich der Rechte am Bild von Beno Eckmann,
das in den "Mathematical Survey Lectures" [E07] abgedruckt wurde.
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