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Abstract We study heights of subspaces of DV where D is a finite-dimensional
rational division algebra and N a positive integer. We define them in terms of volumes
of Euclidean lattices by extending a formula of W. Schmidt so that we recover the
classical height if D is commutative. We review basic properties, prove a Siegel Lemma
over D, a duality theorem and a new formula for the degree of certain abelian varieties.
We further give matrix versions and compare our notion with the height defined
through algebraic groups by J. Franke, Y. Manin and Y. Tschinkel.
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Variétés abéliennes

Mathematics Subject Classification 11G50-11R52 - 11G10

0 Introduction

Un corps de nombres K et un entier N étant donnés, il est aujourd’hui classique de
munir tout sous-espace vectoriel V de KV d’une hauteur H (V). Cet article a pour
théme I’extension de ce procédé a un corps non commutatif D de dimension finie sur
Q. Nous explorons les différentes définitions possibles et donnons deux applications :
I'une concerne un lemme de Siegel sur D, 'autre le degré des variétés abéliennes.
Dans le cas commutatif, la fagon la plus naturelle de définir H(V) transite par la
grassmannienne : celle-ci est une variété projective sur K munie du plongement de
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550 C. Liebendorfer, G. Rémond

Pliicker dans un espace projectif donc d’une hauteur canonique ; autrement dit, H(V)
estla hauteur des coordonnées grassmanniennes de V. Cette approche ne se transpose
pas immédiatement a D : il n’y a pas de coordonnées grassmanniennes. En revanche,
il est possible de voir la grassmannienne sur D comme une variété projective sur un
corps de nombres (par exemple le centre de D ou méme Q), a savoir une variété de
drapeaux généralisée. J. Franke, Y. Manin et Y. Tschinkel ont décrit des hauteurs sur
ces variétés dépendant de choix adéliques. Nous ferons le lien avec cette approche
mais nous préférons nous baser sur une définition plus élémentaire.

Nous nous inspirons d’une formule de W. Schmidt de 1967 pour donner une défi-
nition a la fois tres simple et treés générale en termes de volume de réseaux euclidiens.
Celle-ci suffit pour établir les propriétés de base de la hauteur et méme un lemme
de Siegel. Au-dela, nous écrirons la hauteur en termes matriciels, en particulier pour
faire apparaitre une décomposition en produit de facteurs locaux.

Toute notre démarche généralise celle de [6-9]. Ces articles traitent du cas des
quaternions sur Q mais contiennent déja la plupart des idées mises en ceuvre ci-apres.
Ils fournissent en outre des exemples (ou contre-exemples) concrets.

Dans tout l'article, D sera donc un corps de dimension finie sur Q (autrement
dit une algebre a division selon la terminologie de certains auteurs). Signalons qu’a
plusieurs reprises existera le choix de voir D comme une extension soit de son centre
soit de Q. Nous avons toujours privilégié la seconde possibilité afin de voir le cas des
corps de nombres apparaitre comme cas particulier de la théorie plutdét que comme
prérequis.

1 Définition

Nous basons notre approche sur la notion de volume d’un réseau euclidien. Rappelons-
la brievement : si A est un Z-module libre de rang fini tel que A ® R est muni d’une
structure d’espace euclidien, nous notons vol(A) le volume d’un domaine fondamen-
tal duréseau A dans A ® R. De maniere équivalente, il s’agit du volume de (A @ R)/A
et,siAg,..., A, estune base de A, il se calcule par la formule

vol(A)* = det({Ai, 1)) 1<ij<n

ou (-,-) désigne le produit scalaire sur A ® R.
Nous appelons réseau d’un espace vectoriel E sur Q un sous-groupe abélien libre
A de E tel que A ® Q = E. Voici notre définition de hauteur.

Définition 1.1 Soient D un corps de dimension finie sur Q, A un réseau de D et | - | une
norme euclidienne sur D ® R. Pour tout entier naturel N et tout sous-espace vectoriel
V a gauche ou a droite sur D de DN la hauteur de V relativement a A et | - | est

1/1D:Ql
HAH Yy = (vol(Vﬁ AN)) .

VOl(A)dim |4
Il est entendu qu’ici la dimension de V est sur D et que | - | induit une norme
euclidienne | - [y sur (D @ R)N (par |(xy,...,xn)[% = >N Ixi%) qui donne un sens 2

vol(V N AN). Notons aussi que la définition s’interpréte naturellement en des termes
arakeloviens : nous avons muni le corps D d’'un modele formé d’une structure entiere
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Hauteurs de sous-espaces sur les corps non commutatifs 551

A et d’'une métrique a Iinfini | - | ; en nous limitant a des sous-espaces de DV, nous
avons forcé ’extension du modele a V.

Remarquons encore que la définition s’exprime uniquement en termes d’espaces
vectoriels sur Q : quitte a écrire dimg V/[D : Q] au lieu de dim V, nous aurions pu
supposer simplement que V est un sous-espace de DV sur Q (et, si I'on veut, D lui-
méme pourrait n’étre qu'un Q-espace vectoriel). Ceci explique que certains résultats
généraux sur la hauteur s’obtiendront uniquement en travaillant sur Q ; les énoncés
intéressants apparaitront lorsqu’entrera en jeu la structure supplémentaire sur D.

Avant de recenser les propriétés de base de cette hauteur (voir partie suivante),
nous discutons du choix du couple (A, | - |). Nous nous intéressons particulierement
aux cas ou ce couple présente une certaine compatibilité avec la structure de corps de
D. De maniére précise, nous considérons les restrictions possibles suivantes:

e A estun ordre de D,

e A estun ordre maximal de D,

e il existe une anti-involution: D@ R — D ® R telle que Ix|2 = Tr(:(x)x) pour tout
xeDQ®R.

Rappelons qu'un ordre de D est un réseau de D qui est simultanément un sous-anneau
de D.Lamaximalité se comprend au sens de I'inclusion. Nous appelons anti-involution
un R-automorphisme ¢ tel que t(xy) = t(y)c(x) et t(t(x)) = x pour x,y € D ® R. La
trace Tr(x) d’un élément x € D ® R est celle de I'endomorphisme y — xy de D ® R.
L’anti-involution ¢ est dite positive lorsque la forme quadratique x — Tr(:(x)x) est
définie positive.

Lorsque la norme | - | provient d’une anti-involution ¢ nous noterons aussi H**
pour HMI,

Nous pouvons remarquer que pour tout D il existe des ordres, au moins un ordre
maximal (tout ordre est méme inclus dans un ordre maximal, voir [12, (10.4) p. 127])
et au moins une involution positive sur D ® R (voir plus bas). En revanche, il n’est pas
en général possible de trouver une anti-involution D — D (sur Q) dont Iextension
a R est positive (par exemple pour un corps de nombres de degré 3). Notons quand
méme que c’est le cas dans I’exemple important ou D = End(X) ® Q pour une variété
abélienne simple X.

Ainsi il semble que la meilleure fagon de choisir une hauteur sur D soit de fixer un
ordre maximal O de D ainsi qu’une involution positive ¢ sur D ® R et de considérer
HO*, Cette impression se verra confirmée par nos résultats (extensions, variétés abéli-
ennes, écriture de facteurs locaux, dualité) mais il serait dommage de se limiter dés le
départ a cette situation. Par exemple le cadre plus large réseau-norme par rapport a
ordre-involution permet de traiter simultanément le probleme des extensions et celui
des variétés abéliennes ; de plus, pour une variété abélienne X, il est assez naturel de
considérer ’ordre non nécessairement maximal End(X).

Nous pouvons maintenant examiner le cas particulier des corps de nombres, c’est-
a-dire celui ou D est commutatif. Notons plutét K = D. Au regard de la discussion
précédente, les corps commutatifs possedent deux propriétés merveilleuses:

e K admet un unique ordre maximal, a savoir ’anneau des entiers Ok,

e il existe une unique (anti-)involution positive sur K ® R >~ R x C'2, a savoir
l'application (x;, zj) — (x;,Z;).

Notons que la premiere condition caractérise les corps de nombres tandis qu’ils parta-

gent la seconde avec les algebres de quaternions définies positives sur les corps
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de nombres totalement réels (pour lesquelles D @ R >~ H" ou H est le corps des
quaternions de Hamilton ; c’est le cas, avec r = 1, dans [6-9]) a I’exclusion de tout
autre corps (voir lemme ci-dessous).

Quoi qu’il en soit, il y a donc un choix canonique pour la hauteur sur un corps de
nombres. La formule de W. Schmidt (voir [13], théoréme 1) montre que I’on retrouve
lanotion usuelle de hauteur de V définie a I’aide de ses coordonnées grassmanniennes.

Nous rappelons maintenant pourquoi D ® R admet toujours une involution posi-
tive en donnant une description de toutes celles-ci. Pour un anneau R nous notons
Mat;,(R) ’anneau des matrices sur R avec m > 1 lignes et n > 1 colonnes.

Si K est I'un des trois corps R, C ou H, nous appelons conjugaison I'unique anti-
involution positive sur K (c’est I'identité sur R, la conjugaison usuelle sur C tandis
que sur H = R @ Ri @ Rj @ Rk, avec i = > = k> = ijk = —1, le conjugué de
o+ Bi+ yj+ Sk esta — Bi — yj — 8k ; noter que, dans les trois cas, les points fixes de
I'involution sont les réels). Pour tout entier n > 1, elle induit une involution M +— "M
sur Mat,,, (K) que nous nommons transconjugaison. Une matrice carrée M sur K sera
ici dite hermitienne si ‘M = M. Si M € Mat,,(K) est hermitienne, ‘XMX est un
nombre réel pour tout X € Mat, (K). Lorsque XMX >0 pour tout tel X non nul,
M est dite définie positive.

Lemme 1.1 Soit D un corps de dimension finie sur Q. Il existe quatre entiers naturels
d, r1, 1y et r3 soumis aux conditions d > 1 et d pair si r3 # 0 de sorte que 'on ait un
isomorphisme de R-algébres

D ® R ~ Matg;(R)"! x Matg;(C)"? x Matd/z,d/z(H)r3.

Dans cette écriture, une anti-involution ( est positive si et seulement s’il existe des matrices
hermitiennes définies positives Ay, ..., Ar (ot f = r1 + 2 + r3) telles que

WMy,...,My) = (AlfMlAl—k...,Af’MfA;l).

En particulier, si . positive est fixée, on peut choisir I'isomorphisme de sorte que ¢ soit
donnée par la transconjugaison sur chaque facteur.

Démonstration: Par semi-simplicité de D ® R, cette algebre s’écrit comme produit
d’anneaux de matrices sur R, C et H. D’autre part, si Z est le centre de D, nous avons
un isomorphisme D ®z C >~ Matyy(C). Par suite, en notant e = [Z : Q], il vient
D ®qg C ~ Matg,(C)¢ (puisque Z ®qg C =~ C°). Ceci montre que le produit de matrices
est bien de la forme annoncée en vertu des isomorphismes

Mat,; (R) ® C ~ Mat,;,(C), Mat,;;(C) ® C ~ Mat,,,,(C)?
R R

et Mat,,,,(H) ® C >~ Maty; 2,(C).
R

On peut noter qu’alors e = r; + 2ry + r3.

Ensuite, si ¢ est une anti-involution, sa composée avec la transconjugaison est un
automorphisme de D ® R qui est intérieur par le théoreme de Skolem-Noether. Ceci
donne I’existence des matrices A; (données chacune a multiplication par une matrice
centrale pres). Notons K; € {R,C,H]} le corps sur lequel est définie A;. La relation
t ot =1id montre que A;/A;’! est centrale donc A; = A;'A; oli A; appartient au centre
de K;. En appliquant la transconjugaison, on a ‘A; = 4;A; donc A;4; = 1. SiK; = C, on
choisit u; avec ,uiz = A; et 'on remplace A; par ,ul-_lAi pour avoir A; = 'A;. SiK; =R
@ Springer
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ou H on a A; = +'A;. Si est positive, nous savons que pour toute matrice M sur K;
non nulle (de méme taille que A;) on a Tr(A;/MA;'M) > 0. En choisissant M = A;M’
oll M’ est une matrice dont seule la premiére colonne (notée X) est non nulle, il
vient Tr(ay; - ' X'A;X) > 0 ol aj; est le coefficient d’indice (1,1) de A;. En particulier,
nous devons avoir aj; # 0. Si K; = R la matrice A; n’est donc pas antisymétrique
donc A; = 'A;. Dans le cas K; = H, la relation A; = —'A; entrainerait aj; = —ajq
donc ’existence de z € H \ {0} avec za;; = —ayiz (si a;y = Bi + yj + 8k choisir
z=pi+yj+8kavec BB’ + yy’ + 88 =0); mais alors ‘X = (z 0 --- 0) donnerait
Tr(a11' X'A; X) = Tr(ay12a112) = Tr(zaja1z) = —Tr(zaj1zag;) < 0 en contradiction
avec notre hypothése. Ainsi dans tous les cas A; est hermitienne donc aj; € R et,
quitte a remplacer A; par —A; si nécessaire, nous supposons a1y > 0. L’inégalité
Tr(ay; - 'X'A;X) > 0 devient alors ‘X A;X > 0, ce qui montre bien que A; est définie
positive.

Réciproquement, il s’agit de vérifier que si les matrices A; sont définies positives
alors la formule de ’énoncé donne bien une anti-involution positive. Pour cela, nous
écrivons A; = B;'B; pour certaines matrices B; : il s’agit simplement de décomposer
en somme de carrés la forme hermitienne donnée par A; ; concrétement si XA X =
2.ijXiaijxj (o ajj = aji), 'on pose y1 = al_ll/z 2 jajxj de sorte que X ;i Xiajixj — y1y1
ne fait plus intervenir que x2,x3, ... et ’'on recommence.

Nous pouvons alors composer I'isomorphisme initial avec le produit des change-
ments de base donnés par les B;. De la sorte, ’application définie par les A; est
maintenant donnée par la transconjugaison sur chaque facteur. C’est donc clairement
une anti-involution positive. Au passage, nous avons également établi la derniere
assertion. ]

Remarquons ici que ce lemme montre que pour toute anti-involution ¢ sur D ® R
nous avons Tr(t(x)) = Tr(x) pour x € D ® R (ceci vaut en fait plus généralement
pour toute anti-involution sur une algébre semi-simple et séparable sur un corps) et,
en particulier, le produit scalaire associé a la norme provenant de ¢ est donné par
(x,y) =Tr(t(x)y) pour x,y € D @ R.

Les deux parties suivantes n’utilisent que la définition pour un couple général
(A,]-|); apartir de la partie 4, nous verrons intervenir des couples formés d’un ordre
maximal et d’une anti-involution positive ; enfin, dans la partie 6 et les suivantes, nous
utiliserons une écriture matricelle de la hauteur.

2 Propriétés

Soient E un espace vectoriel sur Q de dimension finie et A et A’ deux réseaux de E. Si
A’ C A, Tindice [A : A’] est défini comme le cardinal du quotient A/A’. En général,
nous étendons cette notation de la maniére suivante : AN A’ est un réseau de E et nous
posons [A : A/l =[A: ANA']/[A: AN A’]. Ce nouvel « indice > est un élément
de Q-¢. Les propriétés naturelles de I’indice s’étendent sans peine. Par exemple, si
A" est un troisieéme réseau, nous avons la relation [A : A'][A" : A" =[A : A”]. Side
plus £ ® R est muni d’une norme euclidienne, on a vol(A’) = [A : A’]vol(A).
Commencons par quelques résultats élémentaires de stabilité de la hauteur.

Lemme 2.1 Soient D, A, | - | et N comme dans la définition.

(1) La hauteur H™!"! est stable par permutation des coordonnées de DV.
(2) SiV c DM x {0yNM il revient au méme de calculer H*'\(V) dans D™ ou DN.
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(3)  SiV est un sous-espace < standard > de DN (engendré par une partie de la base
canonique) H*'(V) = 1.

4) SixeD\{0}etu e RaogonaHMHI(VY = HMI(V) 5i V est un sous-espace d
gauche et HAM(Vy = HM(V) si Voest un sous-espace a droite.

Démonstration: (1) est clair car une telle permutation laisse stable AV et induit une
isométrie sur (D ® R)V. (2) est évident et (3) en découle avec (1) et HA(DN) = 1.
Dans (4), le réel u disparait immédiatement des formules. Ensuite nous pouvons
écrire (pour V espace a gauche)

vol(xA) = [A : xA]vol(A) et

vol(V N MMy = [V AN : vV (xa)Vvol(V N AN).

Iei V N xA)N = x(V N AN). Puisque V est un espace vectoriel sur D, il contient un
réseau Ay isomorphe 3 AY9™Y. Alors nous avons

[Av :x(VNAN)] = [Ay : xAy]xAy : x(V N AN)]
=[Ay: VANV AN x(V 0 AN

Maintenant les indices [xAy : x(V N AM)] et [Ay : V N AN] coincident car la multi-

plication par x est un automorphisme de V. Comme d’autre part [Ay : xAy] = [A :

xA1%™Y nous avons [VNAN : x(VNAM)] = [A : x A1V dot HM(V) = HM().

Bien entendu, le cas ou V est un espace a droite se traite de maniere identique. O
Nous examinons a présent la variation de la hauteur avec le couple (A, | - |).

Lemme 2.2 Soient D, A, |- |, N et V comme dans la définition. Soient A" un réseau de
D et | -| une norme euclidienne sur D @ R. Alors

HA(V) FITAY
St < max{[A:AﬁA/],[A/:AﬁA/]} sup .
HANIT(V) xyeD\{0} [X'1¥l

Démonstration: Notons A = [A : ANAL, XM =[A : ANA], 0= supxeD\{o}lxl/lxl/
et ' = sup, D\{0} |x|"/|x|. Clairement, il suffit de traiter séparément les deux cas
particuliers ot A’ = A ou bien | - |" = | - |. Par densité de D dans D ® R nous avons
ot |x|" < |x| < w|x|" pour tout x € D ® R et la méme formule vaut pour les normes
sur (D ® R)N. Par conséquent, pour un réseau M de rang r, il vient o'~ vol' (M) <
vol(M) < w'vol'(M). Ceci entraine vol(V N AN) < P QdmVyol' (1 0 AN) ainsi que
vol' (V) < o/'PUyol(A) d’on, par quotient,

HM(V) < (o)) ™Y HMT (v)
qui est la relation cherchée pour A = A’. D’un autre c6té, nous avons
vol(A) . N

vol(ay — A= S

De plus, comme AA C AN A" C A’, nous pouvons écrire
vol(V N (A)YN) < vol(V N (AA)N) = AP QM Va1 0 AN)
et donc avec la relation précédente

vol(V N (A")N) = 5 (DQI-Ddim ¥ rdim yvol(V N AN)
5 VOl(A’)dim vV = VOl(A)dim Vv
71 Springer
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puis
HA (W) < max(, )4 Y HA (V)

qui donne le résultat. O
En pratique, pour comparer efficacement deux couples, on peut combiner ce ré-
sultat avec I’assertion (4) du lemme précédent.
La hauteur introduite satisfait une propriété de finitude.

Lemme 2.3 Soient D, A, |-| et N comme dans la définition. Pour tout réel H I’ensemble
des sous-espaces V de DN vérifiant HM'\(V) < H est fini.

Démonstration: En écrivant la majoration vol(V N AN) < HIDQlyol(A)dmV et en

remarquant V = Q(V N AY), il nous suffit de montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini

de sous-groupes de AN de volume borné. Maintenant, ceci est une conséquence tout

a fait classique du second théoreme de Minkowski. O
Nous pouvons étendre un résultat de W. Schmidt (voir [14]).

Lemme 2.4 Soient D, A, | - | et N comme dans la définition. Si V et W sont deux
sous-espaces de DN alors HM'(V + WYHM(V n W) < HMIWV)YHM (W),

Démonstration: La formule a montrer équivaut a
vol(V 4+ W) n ANyvol(V n W N AN) < vol(V N AN)yvol(W n AN)
ou encore si ’on choisit une décomposition en somme directe V= (VNW) @ F a
vol(V + W) N ANyvol(V N W n AN)vol(F n AYN)

< vol(V N ANyvol(W N AN)vol(F n AN)

qui se réécrit
vol(V + W) n AMyvol(V nwn AN @ Fn AY)
<vol(V n AMyvol(Wn AN @ Fn AN).
En termes d’indices cela devient exactement
WVAAN:vawnAVNe Fn AN < (V+Wn AN :wnaN e Fn AN

Notons A = (V+W)NAN et A = WN AN @ FN AN. Nous remarquons A; NV =
VaAN et MoNV =VNWNANGFNAN six e A;NnVonax =y+zavec
yeWnANetze FNAN c Vdoncx—z =y e Vpuisy e VNWnNAN). La formule
que nous voulons établir est donc

[VAAL: VDA <[A:A2]

qui découle clairement de I'injection VN A1/V N Ay < Ai/A3. O

3 Lemme de Siegel

Pour toute cette partie, nous notons n = [D : Q]. De plus, si m est un entier naturel,
7,, désigne la racine m-ieme du volume (par rapport a la norme euclidienne usuelle)
de la boule unité dans R.
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556 C. Liebendorfer, G. Rémond

Théoreme 3.1 Soient L, N des entiers naturels tels que 0 < L < N, soient A un réseau
de D et | - | une norme euclidienne sur D ® R. Alors, tout sous-espace vectoriel V sur D

de DN de dimension L admet une base formée d’éléments X1,...,X1 de AN telle que
L
2vol(A)L/7 _
IXiln - XN < ( HM(W).
TnlL

Démonstration: Nous cherchons des « petits > points du réseau V N AV du sous-
espace vectoriel réel W = V@ Rde (D ® R)V. En choisissant une R-base de D ® R
qui est orthonormale pour le produit scalaire associé a | - | nous identifions le couple
(D ®R,|-|)avec R" et la norme euclidienne usuelle sur R”. Posons § = W N By, ot
By est la boule

By=1{Y e DR ||Y|y < 1/taL}.
Ainsi § est une boule de rayon r = 1/1,1, et de dimension nL, ce qui donne

vol(§) = ¢'Frt = 1.

Par le second théoréeme de Minkowski les minima successifs i1, ..., u,r, du réseau

V N AN par rapport a S satisfont a I'inégalité
1 iz, < 2"Evol(V 0 AN). (1)
Maintenant nous choisissons Y7, ..., Y, € V N AV, linéairement indépendants sur

Q, telsque Yi € urS (1 <k <nlL). 1l suit que
IYkIN < pi/TaL
pour tout 1 < k < nL. En utilisant (1), nous obtenons

1Yiln - 1 YaLln < Q/tar) Evol(V N AN).

Il nous reste a trouver L vecteurs suffisamment petits parmi Yq,..., Y, quisoient
linéairement indépendants sur D. Pour faire ceci, nous renommons Y1,..., Y,r, en
oubliant leur relation avec u1, ..., 1y, de sorte que

IYily < |Y2Inv < -+ < |YuLIN-

Commencons par prendre X7 = Yi. Alors |[Xi|y < |Yk|n pour 1 < k < n. Comme
Y1,..., Y, sont linéairement indépendants sur Q, il existe k < n+1 tel que X7 et Yy
sont linéairement indépendants sur D. Posons X» = Y. Ainsi | Xz2|y < |Yx|ny pour
n+1 < k' < 2n. Ensuite, de la méme maniére, il existe k' < 2n + 1 tel que la famille
(X1, X5, Yy) est libre sur D ; posons X3 = Yy et ainsi de suite. Par ce procédé nous
trouvons X1,..., X7 parmi Y7q,..., Y, quisont linéairement indépendants sur D et
vérifient

X% 1 XLy < 1Y1ln - 1 YaL N

Ceci donne le résultat. O
Dans le théoreme précédent, on peut également mesurer la base de V' en utilisant
une autre norme. Par exemple, on peut définir pour tout vecteur X € DV

| X |max = max{|xi[,.... |xnl},
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ol xq,...,xy sont les composantes de X. Puisque |X|max < |X|n, les vecteurs
X1,...,X1 du théoreme 3.1 satisfont la méme majoration par rapport a la norme
| - |max. Mais on peut faire mieux si on applique le théoreme de Minkowski a ’ensemble
S = Wﬁlev, ouB| ={ye D®R||y| <1/1,}. Maintenant on ne peut plus calculer le
volume de S facilement, mais grace au théoréme de cube slicing de J. Vaaler (voir [18],
corollaire du théoreme 1) on sait que vol(S) > 1. Ceci suffit pour montrer comme

ci-dessus qu’il existe une base X1,..., X de V dans AN telle que
2vol(ay/m\"
Xtlmas - X plmax < | =————— ) H"W).
n

Le résultat suivant montre que dans la majoration du théoreme 3.1 la dépendance
en la hauteur de V est optimale.

Proposition 3.2 Etant donné des entiers naturels L et N tels que0 < L < N, il existe une
constante C = C(L,N) > 0 avec la propriété suivante. Pour tout corps D de dimension
finie sur Q avec un réseau A et pour tout nombre réel H > 0, il existe un sous-espace
(a gauche et a droite) V sur D de DV de dimension L et une norme euclidienne | - | sur
D ® R tels que HM'(V) > H et

Xy = T HM ) E
pour tout vecteur X # 0deV dans AN. En particulier, C = 2N=L(/NYN=D/L convient.

Démonstration: Il existe un sous-espace U de QN de dimension L, construit par
W. Schmidt [15], (p. 2), tel que H(U) > H pour la hauteur classique sur Q et tel que
tout vecteur Y = (y1,...,yn) # 0de U dans ZN satisfait

max{ly1l,..., lynl} = CTHW)VE,
avec C = C(L,N) = 2N-L(/N)YN-D/L - ( (voir [7], p. 132). Nous posons
V=U®qD.

Soit Ay,...,A, une Z-base de A. Nous définissons un produit scalaire sur D ®

R par (A;,A)) = 0sii # jet (A,A) = ;]2 = 1. Ainsi, si x € D ® R a comme
coordonnées xi,...,x, € R, on a |x> = x% 4+ -+ x%l > max{|xi,...,|x,|}2. Par
suite, en écrivant X € (D ® R)Y comme combinaison linéaire des Aq,. .., A, avec des
coefficients Xi,. .., X, € RV, nous avons

[X|n = max max{|xjl,...,|xn|},

1<i<n

ol x;q,...,Xx;n sont les composantes de X; (1 <i < n).

Supposons maintenant que X # 0 est dans AN N V. Alors X7,..., X, sont dans
UNZN et au moins un vecteur est non nul. Les deux inégalités précédentes impliquent
donc que

Xy > CtHO)VE

et la proposition est démontrée parce qu’on peut vérifier par un calcul direct que
H(U) = HM'(V) (voir aussi plus bas la remarque apres le corollaire 4.1). O

La version originale du lemme de Siegel (voir [16]) correspond au cas A = Z
dans D = Q. L’énoncé était exprimé en termes de petites solutions d’un systeme
d’équations linéaires. Nous pourrons traduire notre théoréme dans ce langage lorsque
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nous aurons introduit dans la partie 6 la hauteur d’une matrice A sur D et montré
qu’elle coincide avec la hauteur de I’espace des solutions de AX = 0.

Jusqu’ici tout ce que nous avons fait est valable pour un couple quelconque (A, | ).
Pour aller plus loin, il nous faut des hypotheses supplémentaires. Ainsi toutes les
parties suivantes feront intervenir un couple (O, x) formé d’un ordre maximal et d’'une
involution positive. En particulier, nous pourrons revenir sur le lemme de Siegel (voir
partie 8), reformuler le théoréme 3.1 en termes de hauteur de vecteurs et améliorer
la proposition 3.2 a V fixé.

4 Extensions

Dans cette partie, nous nous intéressons au comportement de la hauteur a travers
une extension de corps D C D’. Nous donnons en fait d’abord un résultat un peu
plus général qui permet d’englober la situation que nous rencontrerons dans la partie
suivante en lien avec le degré des variétés abéliennes.

Proposition 4.1 Soient D un corps de dimension finie sur Q, O un ordre maximal
de D, x une anti-involution positive sur D @ R et V un sous-espace a droite de DV.
Considérons un O-module a gauche Q2 de type fini et sans torsion ainsi qu’un produit
scalaire (, ) sur Q@R tel quesia,f € QQRetx € D ® R alors (xa, B) = (a,x*B).
Dans ces conditions

vol((V ®o ) N QN)
VOl(Q)dim |4

— HO,*(V)rangZQ'

Nous commengons par expliquer comment nous exploitons la maximalité de O.
Pour chaque nombre premier p, nous notons (ici et dans toute la suite) D, = D ®q Qp
le complété p-adique de D puis O, = O ®z Z, celui de O. Nous savons alors grace
au lemme 4 de [8] que O est un ordre maximal de D), et est principal a droite et a
gauche, c’est-a-dire que tout idéal a droite (resp. a gauche) de O, peut s’écrire comme
80, (resp. Opd) pour un certain § € Op. On prendra toutefois garde au fait que O,
n’est pas en général integre.

En particulier, la principalité de O, donne lieu au résultat suivant.

Lemme 4.1 Si O est un ordre maximal de D, tout O-module d gauche (resp. a droite) Q
de type fini et sans torsion est plat. Pour tout nombre premier p, le Oy-module Oy ® Q2
(resp. Q ® Op) est libre.

Démonstration: L’hypothése que 2 est sans torsion implique @ C D ®o 2. En
choisissant dans € une base de I’espace vectoriel D ® o  nous pouvons écrire O%
Q c D¥ puis, comme D = QO et  de type fini, Ok ¢ @ c (n~1O)¥ pour un certain
n € Z\ {0}. 1l vient O;f CO,®Q2C (n—lo,,)k et, puisque O, est principal, ceci
entraine facilement O, ® Q =~ (9];. En particulier, ce module est plat sur O,. Comme
ceci est vrai pour tout p, le module €2 est également plat sur O (puisque, pour tester
I’exactitude d’une suite de Z-modules, il suffit de le faire apres produit tensoriel avec
chacun des Z,). Les mémes arguments s’appliquent si Q est un module a droite. O
Démonstration de la Proposition 4.1: Comme premiére conséquence du lemme, nous
notons par platitude de

Voo Ny =WVego)nONeo Q):(VOON)%Q.
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Si jamais 2 est libre sur O, cette formule permet facilement de relier le volume
de (V@ Q) NN acelui de V N ON. Dans le cas général, nous introduisons un
sous-module ' C © de méme rang sur Z et libre sur O. Nous écrivons

k
Q = @ Ov;
i=1
oltv; € Qet k = (rang,;Q)/[D : Q]. Puisque le O-module a droite V' N OV est plat par

le lemme, nous trouvons

(VOON)%Q’C (VﬂON)%Q:(V@m QnaV

puis, en notant encore L = dim V,

vol(V ®o @) nQY) [Q: - vol(VvnoYy e Q)
vol(2)L S VnoNyeQ:(VNoN) Q] vol(Q)L

Montrons d’abord que le rapport des indices vaut 1. Il suffit pour cela de considérer
les p-parties et donc de vérifier

[(VNOM)®0,Q: (VNOM)®0,@21=[0,82: 0, ®21";
@] (@] o o @] o

or ceci est clair car (V N ON) @0 Op >~ Olf d’apres le lemme 4.1. Nous avons donc a
présent

vol(V ®0 2 NQY)  vol(@L (VN oM

vol(Q)L (vol(@E_, Ovi)E

pour toute famille (vq,...,v) de Q libre sur O. La formule reste valable sil’on divise
tous les v; par un méme entier non nul donc elle vaut pour toute famille de Q ®7z Q
libre sur D. Bien plus, le second membre a un sens pour toute famille de 2 ® R libre
sur D ® R et, par densité de @ ® Q dans Q ® R, I’égalité a encore lieu dans ce cas.
Ainsi, pour toute famille (v}, ..., v}) de Q®R libre sur D®R, nous avons maintenant

vol(V ®0 2 NQY)  vol(@L (VN oM
vol()F — (vol(@®L, ovp)L

Nous pouvons alors choisir cette famille de sorte que

k
Q@R =D RWY;
i=1
avec une somme directe orthogonale pour le produit scalaire (, ). En effet, on choisit
v’1 € Q®Rsans (D ®R)-torsion et ’on vérifie que (D QR) v’1 )1 est un (D @ R)-module
libre:six € (D ® ]R)v’l)J- etxe D®@Rona,pourtouty e D®QR,

(xa,yv}) = (o, x*yv]) =0

doncxa € (D ®R)v’1)L. L’on peut donc choisir v dans ((D (X)IR)V’l)L et recommencer.
Une telle famille étant choisie, la restriction de ( , ) a (D ® R)v; munit D ®
R d’un produit scalaire f; (par fi(x,y) = (xv},yv})) et nous notons vol; le volume
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correspondant. Notre formule devient alors

vol(V @0 )N QY) & vol;(V noVN)

vol(Q)L - E vol;(O)L
Si tous les vol; coincident avec le volume induit par le produit scalaire (x,y) — Tr(x*y)
alors, vu la valeur de k, le membre de droite est exactement HO*(V)r2ngz< et |a
proposition est vraie. Il ne nous reste donc qu’a montrer que I’on peut faire en sorte
que chaque f; soit exactement ce produit scalaire.

Nous considérons la forme linéaire x — f;(1,x) sur D ® R. Puisque D ® R
est un produit d’espaces de matrices sur K = R, C ou H (voir lemme 1.1), nous
obtenons une famille de formes linéaires de la forme Mat,,;,(K) — R. Nous pouvons
écrire évidemment une telle forme R-linéaire comme la trace d’une forme K-linéaire
Mat,,(K) — K. Maintenant, sur un corps quelconque K, une telle forme linéaire
s’écrit A — Tr(AB) pour une matrice B € Mat,, (K). De cette facon, nous constatons
qu’il existe b = b; € D @ R tel que f;(1,x) = Tr(xb) pour toutx € D @ R.

Cette relation entraine pour tousx,y € D ® R

fiCe,y) = (evi,yvi) = (vi, x*yvi) = fi(1,x*y) = Tr(x*yb).

Par symétrie du produit scalaire nous avons Tr(x*yb) = Tr(y*xb) = Tr(b*x*y) ce
qui entraine b = b*. De plus, Tr(x*xb) > 0 pour tout x € (D ® R) \ {0}. Sous la
forme Tr(xbx*) > 0 cela traduit le fait que si nous choisissons dans le lemme 1.1
un isomorphisme tel que » est donnée par la transconjugaison alors b est constitué
de matrices hermitiennes définies positives. En conséquence, nous pouvons écrire
b = cc* avec ¢ € D ® R (inversible). Maintenant, nous calculons

(xc_lvg,yc_]vg) = Tr((c”"H*x*ye™1b) = Tr(x*y)

et, en choisissant ¢~V au lieu de v/, la démonstration est terminée. ]

Voici ce que nous pouvons dire sur les extensions de corps (bien entendu, nous
pourrions énoncer a la fois la proposition et ce corollaire en échangeant les mots
gauche et droite).

Corollaire 4.1 Soient D un corps de dimension finie sur Q, O un ordre maximal de D
et x une anti-involution positive sur D ® R. Soient D' une extension finie de D, A un
réseau de D' qui est un O-module d gauche et | - | une norme euclidienne sur D' R telle
que le produit scalaire associé vérifie (xy,z) = (y,x*z) pourx e DQRety,z € D'QR.
Pour tout entier naturel N et tout sous-espace d droite V de DN on a

HM (v @Dy = HO*(V).
D

Démonstration: Par définition le membre de gauche est

1/[D":
(Vol((V ®p D) N AN)) /e

VOl(A)dim VeD’

Il nous suffit donc de noter dimp V® D’ = dimp V, [D' : Q] =rang;A etV ®p D' =
V ®o A (puisque D’ = QA) pour appliquer la proposition avec Q = A et le résultat
s’ensuit. O

Notons que si D = Q alorson a O = Z et x = id, ce qui entraine que les conditions
sur A et | - | sont automatiquement vérifiées.
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Remarquons aussi que si O’ est un ordre de D’ qui contient O alors c’est un module
a gauche et a droite sur O; de méme s’il existe une anti-involution + sur D’ ® R
induisant = sur D ® R alors I’hypothéese sur le produit scalaire est clairement satisfaite
;ainsisi O et remplissent ces deux conditions nous avons H o' (V®D') = HO*(V).
Signalons que, étant donné (O, %), il existe toujours un tel couple (O', ).

5 Variétés abéliennes

Nous montrons ici comment I’on peut calculer le degré d’une sous-variété abélienne
de maniere naturelle en termes de la hauteur que nous avons introduite.

Nous nous plagons dans la situation suivante: soient X une variété abélienne simple
sur C et Y une sous-variété abélienne de XV ot N > 1. Nous posons O = End(X) et
D = 0O ® Q. Comme X est simple, D est un corps et O un ordre. Nous associons a Y
le sous-espace a droite

V = {p € Hom(X,XV) | o(X) C Y}%Q C Hom(X,XN)%Q =DV,

Pour définir a la fois le degré de Y et la hauteur de V' (que nous souhaitons comparer),
nous avons besoin d’une polarisation sur X c’est-a-dire un faisceau inversible ample
Lo. D’une part, le degré de Y est défini en termes de nombres d’intersection par
deg, Y =L9mY . your= ®f\;l piLy sur XV et d’autre part est associée a £ une
anti-involution positive sur D que I’on appelle involution de Rosati, que nous notons
1 et qui permet donc de parler de la hauteur HO (V) de V.

La relation entre ces deux quantités, conjecturée dans [6], (appendice B), est la
suivante.

Théoreme 5.1 Si’ordre O est maximal alors

L
deg, Y _ deg., X Ho’f(V)Zg
(dim Y)! (dim X)!

oug=dimXetglL =dimY.

Démonstration: Nous utilisons la description analytique des variétés abéliennes com-
plexes (voir par exemple [11]). Ainsi voyons-nous X comme un tore complexe Eo/ Ty
ol Ey est un espace vectoriel sur C de dimension g et [Ty un réseau de Ey (vu comme
espace sur R). Nous notons aussi Fp = QIg C Ey. Dans ce cadre, la polarisation Lg
donne naissance a une forme de Riemann c’est-a-dire une forme Hy: Eg x Eg — C
hermitienne définie positive telle que (ImHy)(ITp x [1p) C Z. Par ailleurs, O (resp. D)
s’identifie a I’ensemble des applications C-linéaires ¢ : Ey — Ey telles que ¢(ITp) C Ilp
(resp. (Fo) C Fp). En particulier, [T a une structure de O-module a gauche, Fy de
D-espace vectoriel a gauche et Ey de D @ R-module a gauche. Finalement I'involution
de Rosati est caractérisée par Hy(¢x,y) = Ho(x, <pTy) pour tous x,y € Eg et ¢ € D.

Venons-en & XV et Y. Comme tore complexe X = E/IT ot I1 = @f\i] Iy C
@Y, Ey = E et la polarisation se refléte dans la forme de Riemann H: E x E — C
donnée par

N
H((x1, . XN), (V155 YN)) = D Ho(xi, i)
i=1
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La sous-variété abélienne Y quant a elle correspond a un sous-espace vectoriel com-
plexe W de E tel que W N II soit un réseau (de sorte que Y = W/W N IT). Notons
que W n’est pas en général un sous-espace vectoriel sur D de E. Dans ce cadre, nous
pouvons calculer les degrés comme volumes euclidiens (nous précisons le produit
scalaire utilisé en indice pour éviter les confusions):

degy, X = (dim X)IVolrersy (Tlo) et deg Y = (dim Y)!volrer(W N D).

Pour en finir avec les notations générales, nous posons F' = @f\;l Fo=QIl C E.

Nous faisons a présent le lien entre V' N ON, qui sert a calculer H 0.5 (V), et WNTI,
qui sert a calculer deg Y. Nous partons de I'isomorphisme évident DY ®p Ey = E
qui reflete ’action de DN = Hom(X, XV) ® Q sur X = E/II. Par définition de V,
nous avons alors V ®p Ey C W et, en particulier, V ® p Fp C W N F. Maintenant V
est aussi isomorphe a Hom(X,Y) ® Q et, comme Y est isogene a X L nous trouvons
dimp V = L. Par conséquent, dimg(V ®p Fy) = 2Lg = dimg WNF etdonc V®p Fy =
WNF.Comme Fy = QI = Q®z O ®n [Ty = D ®e I cette derniere relation s’écrit
aussi V ®p Mg = W N F. Ainsi nous avons (V ®p ITp) N1 = WNII.

Par ailleurs, nous sommes en mesure d’appliquer la proposition 4.1 avec 2 = Iy
et le produit scalaire ReHy sur £y = Q ® R. Il vient donc

volrey (V' ® p) N IT)

— HO,T (V)rangZ Iy .
VOlReH() (HO)L

Cela s’écrit ensuite
IRerz(W N TT) = vol Mo - HO T (V)%
VOlRep ( ) = VOlRren, (ITp) V)
et donne exactement la relation cherchée. O

Cet énoncé généralise un résultat de D. Bertrand et D. Masser (voir [1]). Leur dé-
monstration, écrite dans le cas des quaternions, suit un cheminement sensiblement
différent de la notre (méme si la fagon dont intervient ’hypothése cruciale que O
est maximal s’avere assez proche). Elle pourrait vraisemblablement s’adapter au cas
général en utilisant les résultats des deux parties suivantes, en particulier le théoréme
de dualité 7.1 et la proposition 7.2.

Une fois établi le théoréme 5.1, il semble naturel de se demander ce qu’il en advient
lorsque I’on ne suppose pas O maximal. On souhaiterait penser, a premiere vue, qu’il
reste vrai tel quel mais ce n’est malheureusement pas le cas. Si O n’est pas maximal,
la donnée de V (et de O) ne comporte pas assez d’information pour déterminer le
rapport des degrés. Un contre-exemple concret s’obtient de la maniere suivante.

Nous posons D = Q(i). D’apres [11], (p. 202-203), il existe une variété abélienne
X sur C de dimension g = 3 avec End(X) ® Q ~ D. Ainsi, avec les notations de la
démonstration, Fy = QIIj est un espace de dimension 2g/[D : Q] = 3 sur D. Nous
écrivons Fy = Dey @ Dey @ Des. Nous considérons maintenant trois autres réseaux
de Fy a savoir

i
N = Zeiz)e, & Z®iL)e ® (Z® SDes,

i i
ny = Zeizye, ® o 3De2 ® (Z & SZ)es et

i i i
ny =ze 3001 & (Z& 51)e2 & (L& 5L)es.
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Puisque X est une variété abélienne, il existe une forme de Riemann Hj telle que
(ImHy)(ITp x p) C Z. Quitte a multiplier Hy par un entier, nous pouvons supposer
que (ImHO)(l'Ig) X 1'1(()’) ) C Z pour 1 < j < 3. Par conséquent nous obtenons trois
nouvelles variétés abéliennes X7, X> et X3 (isogenes a X). Nous avons clairement
End(X)) ® Q = D et nous pouvons calculer

End(X) ~{zeD|zny c N} =z @2z

pour 1 <j < 3. Nous trouvons donc le méme anneau O d’endomorphismes dans les
trois cas et ce n’est certes pas un ordre maximal de D. L’involution de Rosati est la
conjugaison sur D (c’est 'unique involution positive).

Considérons alors V = {(x,ix) | x € D} ¢ D% Nous avons V ®p Fy C F = Fg et
nous pouvons définir W C E = E% comme le sous-espace sur C engendré par V®p Fo.
Ce sous-espace fournit une sous-variété abélienne Y; de ij pour chaque 1 <j <3
(avec V = {p € Hom(Xj,X.z) | (X)) C Y;} ®z Q). Grace a la base (e, e, e3) de Fo,

le sous-espace V ®p Fp = WN F de F s’identifie a V3 c DO. Avec I = (1'1(1))2 c D°,
nous calculons explicitement dans les trois cas

W1 ={(x,y,z,ix,iy,iz) | x,y,z € Z D iZ}

(il suffit de voir VN (Z@®iZ)? = VN (Z® (i/2)7)?). Par conséquent,deg Y| =degY> =
deg Y3 tandis que deg X; = 2 deg X;,1 puisque [Hg H(’)] =2si1 <j<2. Decette
facon, la formule du théoreme ne peut étre vraie que dans au plus un des trois cas
puisque tous les facteurs y apparaissant sont identiques, excepté le degré de Xj.

Signalons finalement que I’on aurait pu imaginer qu’une hypothétique formule
valable pour un ordre quelconque fasse intervenir plutot la hauteur du dual de V' (voir
partie 7) puisque celle-ci coincide avec celle de V pour un ordre maximal et puisque
la démarche de [1] utilise cette dualité. Bien entendu, cela est également contredit
par exemple ci-dessus car une quantité ne dépendant que de V est insuffisante (et,
en fait, la formule de dualité vaut pour I’espace V' considéré).

6 Expressions matricielles

Soient M, N des entiers naturels tels que 1 < M < N et soit A une matrice de
Matyn (D) de rang M (dans cette partie le rang d’une matrice signifie toujours le rang
a gauche des lignes). Pour un réseau A de D, I'image AAY est un réseau de D™. Nous
posons

Hp (A) = [AAN : AM)1IDQ),

D’autre part A induit une application R-linéaire f: (D @ R)N — (D @ R)M. Si
D ®R aune structure euclidienne |- |, nous pouvons alors considérer 'adjoint ’f: (D ®
R)M — (D ®R)" (nous notons 'f I’adjoint plutdt que f* pour éviter la confusion avec
I'involution * ci-dessous). Tandis que f est aussi un morphisme de D ® R-modules, 'f
est seulement R-linéaire. Comme f est surjective, f o ’f est un R-automorphisme de
(D ® R)M et nous posons

Hl lf(A) _ det(f tf)l/Z[D Q]
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Nous définissons la hauteur de A par
HMA) = HA (AHLL(A).

Proposition 6.1 Soient D, A et | - | comme ci-dessus et N > 1 un entier naturel. Alors
pour tout sous-espace vectoriel a droite strict V sur D de DN on a

HM (V) = HM(a),

deés que A est une matrice de Matyn(D) de rang M = N — dim V telle que V = {X €
DN | AX = 0).

Démonstration: Soit n la dimension de ’espace vectoriel réel D ® R sur R. Comme
dans la partie 3 nous identifions la paire (D ® R,| - |) avec R” et la norme euclidienne
usuelle sur R”.

Nous pouvons donc utiliser la formule

vol(V N AN)vol(f(AN)) = det(f o /)72 vol(AN).

Si f s’identifie avec la projection orthogonale de R™ sur R"™ = R™M x {0}, cette
formule est bien connue (voir, par exemple, la proposition 1.2.9 de [10]). Pour f plus
générale, on peut se ramener a ce cas précédent en remplacant f par ufv et AN par
v=1(AN), ol v et u sont des transformations linéaires orthogonales et inversibles,
respectivement.

Comme vol(A") = vol(A)™ pour tout entier naturel m, nous en déduisons que

HMT vy = det(f o 'H)Y2 vol(A)M /vol(F(AN)).
Par définition, nous avons

det(f o 'HY? = H)\ (A"

De plus,
vol(F(AM)) = vol(AAN) = [AM : AANTvol(AM),
d’ou
vol(MM vol(F(AN)) = [AM : ANNTT! = [AAN - AM] = HE (A"
Ceci montre le résultat. O

Si le réseau A = O est un ordre maximal de D nous pouvons exprimer Hf?n(A)
comme un produit de facteurs locaux. Rappelons que la maximalité de O entraine la
principalité de I’anneau O, pour tout nombre premier p.

Etant donné des éléments by, . .., b, de O, nous pouvons donc définir un plus grand
facteur gauche commun § = pgfgc(by,...,b,) comme un élément de O, satisfaisant
b10p +---+ b0, =860,.51b1D)y + - -- + b,D,, = D), alors ce pgigc est déterminé
uniquement a multiplication a droite par une unité pres. Si les éléments by, . .., b, sont
dans O, nous écrivons pgfge, pour souligner la dépendance de p.

Nous pouvons étendre ces considérations a Matysy (D) au lieu de D. Comme
Matysp(O) est un ordre maximal de Matyp (D), le lemme 4 de [8] entraine que
Maty(Op) est principal pour tout nombre premier p. Nous pouvons donc définir un
pgige des éléments de Matyy (Op) de la méme fagon que pour des éléments de O,.

Ensuite nous notons nr la norme réduite Matyy (D ® Qp) — Qp (voir [12],
p. 119). On a |nr(U)|, = 1 pour toute unité U de Matyp(Op), ol | - |, désigne la
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valeur absolue p-adique usuelle sur Q. Par conséquent, si By, ..., B, sont des élé-
ments de Maty(Op) tels que BiMatyy(Dp) + - - - + B,Matyp (D)) = Matpp (D)),
la p-partie de la norme réduite nr(pgfgc(By,. .., B;)) est bien définie.

De nouveau, si les éléments By, ..., B, sont dans Maty;;(O) nous écrivons pgfgcp
pour souligner la dépendance de p.
Notons que si By,...,By,,our = ('7) pour 1 <[ < m, sont les mineurs d’ordre /

d’une matrice B € Maty,,(Op), nous avons
i
B(’);f = A0, (2)

pour A = pgfgc(By,..., B,). Cette identité est importante dans la démonstration de
la proposition 6.2 ci-dessous et nous I'utiliserons de nouveau dans la partie 8. On peut
la vérifier comme suit.

Le sous-Op-module BO}' de (91[, est engendré par les colonnes de B. Chaque telle
colonne est une colonne d’un mineur B; de B et comme B; est un multiple a droite
de A, cette colonne est une combinaison linéaire a droite sur O, des colonnes de A.
D’ou B(’)I’Il - A(’)Il,. Pour I'inclusion inverse, on écrit A comme combinaison linéaire a
droite sur Maty;(O,) des By,..., B;. Chaque colonne de A est donc une combinaison
lin€aire a droite sur Oy des colonnes de B. D’ou BO)' 5 AO}, et (2) est démontré.

Finalement, si Z est le centre de D, nous notons e sa dimension sur Q puis
[D: Z] = d?; ainsi d%e = [D : Q] (ceci est cohérent avec les notations du lemme 1.1

et de sa démonstration).
Proposition 6.2 Si A = O est un ordre maximal de D et A € Matyn(O) de rang M
alors
1/d
HE (A) = [ ] Inr(pgfee, A0) 1,
p

ou le produit est sur tous les nombres premiers p et le pgfgc sur les mineurs Ay d’ordre
M de A.

Démonstration: Ceci est une conséquence directe de [8], (théoreme 2). ]
Si |- | provient d’une anti-involution (positive) « sur D ® R, on note H} ; pour Hill'llf.
Proposition 6.3 Pour toute anti-involution positive x
H}((A) = nr(AA*)/2e

ou A* € Matyy (D ® R) est obtenue en transposant A et en appliquant x a chacun de
ses coefficients tandis que nr est la norme réduite Maty (D @ R) — R.

Démonstration: Nous rappelons que le produit scalaire associé a la norme provenant
de xest donné par (x, y) = Tr(x*y) pourx,y € D®R. Nous avons alors (ax, y) = (x,a*y)
pour tout a € D ® R et nous en déduisons que

(AX.Y) = (X,A*Y)

pour tous X € (D ® RN et Y € (D @ R)M ; la matrice A* induit donc Padjoint ’f. 11
suit que

det(f o 'f) = N(AA"),
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ou N est la norme Maty (D ® R) — R de la représentation réguliere a gauche.
D’apres [12], (9.17) (p. 119) nous trouvons

N(AA*) = nr(AA%),

ce qui montre le résultat car [D : Q] = de. O

Remarquons que tous les résultats de cette partie sont donnés pour un sous-
espace vectoriel a droite de DV et une matrice sur D avec des lignes D-linéairement
indépendantes a gauche. Evidemment des résultats analogues existent pour un sous-
espace vectoriel & gauche V de DV qui peut étre décrit comme espace des solutions
d’un systeme d’équations linéaires de la forme XA = 0, si X est un vecteur ligne de
DV et A une matrice de Matyys (D) avec des colonnes D-linéairement indépendantes
a droite, ou M = N — dimV. En fait, le rang a gauche des lignes coincide avec le rang
a droite des colonnes.

Ainsi pour tout réseau A de D et toute norme euclidienne | - | sur D ® R nous
posons

HMIW) = HM(A) = B (A HA),

Hp (A) = [ANA : AM)1/1DQ)
et
HL(A) = det(f o' f) /AP

avecf: (D® RN — (D QR)M induite par A. Nous avons donc a priori deux facons de
définir la hauteur d’une matrice. Ceci ne conduit a aucune ambiguité puisqu’une seule
est définie si les nombres de lignes et de colonnes different et que les deux définitions
coincident si A est une matrice carrée. En effet, dans ce cas, V = {0} est le sous-espace
a la fois a droite et a gauche correspondant a A, ce qui donne 1 pour sa hauteur.

Les propositions 6.2 et 6.3 peuvent bien entendu étre adaptées dans ce cadre.

7 Dualité

Si V est un sous-espace a droite de DV, nous définissons son orthogonal comme le
sous-espace a gauche

Vit ={xe D" |xey=0pourtoutye V}

otl, pour x,y € DV, nous notons x e y = Zf\il Xiyi.
Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoreme 7.1 Si O est un ordre maximal de D et x une anti-involution positive sur
D ® R alors

HO,*(V) — HO’*(VJ_).

Pour la démonstration, nous suivons la méthode introduite dans [9]. Pour com-
mencer nous établissons le fait ci-dessous, auquel il était fait allusion dans cet article.
Tous les anneaux considérés sont unitaires.
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Proposition 7.2 Soit R un anneau fini dont tous les idéaux a gauche et tous les idéaux
a droite sont principaux. Pour tout élément r de R, on a Card(Rr) = Card(rR).

En raison de cette propriété, nous qualifierons les anneaux vérifiant I’hypothése
ci-dessus de symétriques, comme dans [9]. Pour démontrer la proposition, nous nous
basons sur le théoréme de structure suivant.

Proposition 7.3 Soit R un anneau fini dans lequel tout idéal bilatére peut s’écrire a la
fois rR et Rs pour r,s € R. Il existe un isomorphisme de la forme

k
R~ [ [Mat,, ,,(R:)
i=1

ou k et les n; sont des entiers naturels tandis que R; est un anneau fini local dans lequel
tout idéal a gauche ou a droite est a la fois principal et bilatere.

Démonstration: Ceci est par exemple conséquence du résultat principal de [4], ol la
structure des R; est décrite bien plus précisément. O
Remarquons, sans le prouver, que I’on peut en fait supposer seulement que tout idéal
bilatere est principal comme idéal a gauche et obtenir la méme conclusion.

Démonstration de la Proposition 7.2: Dans la décomposition de la proposition
précédente, la propriété de symétrie est vraie pour chacun des R; puisque si 7 € R;
I’ensemble R;r est un idéal a droite donc contient rR; qui, étant lui un idéal a gauche,
contient R;r et donc R;r = rR;. Nous en déduisons que les anneaux Mat,, ,, (R;) satis-
font également la symétrie d’apres le corollaire a la proposition 1 de [9]. Le résultat
suit alors facilement par produit. O

Nous entamons a présent la démonstration du théoréme 7.1. Nous notons L la
dimensionde Vet M = N — L. Il est clair que sio: DY — DY est une permutation des
coordonnées alors o (V)L = o (V1). Par suite, en vertu du lemme 2.1, nous pouvons
montrer le résultat apres une telle permutation. Aussi pouvons-nous supposer que V
est défini par une matrice A de la forme A = (a] m C) ota > 0 est un élément de Z
et C une matrice de Maty,z (O). Nous avons donc

V={XeDV|AX =0}
= {(X1,X2) € DM x D' | aX; + CX> = 0}
= {(~a~'CX2.X2) | X2 € DF).
Par conséquent, nous pouvons calculer I’orthogonal comme
VL = {(Y1,Y2) € DM x DE | —Y1a~'CX5 + Y2 X5 = 0, pour tout X € DL}
={(Y1,Y2) e DM x DL | —a 'Y, C+ Y, =0}
={YeDV | YB=0)

si nous posons
-C
B = (a]L) € Matny,(0O)

(dans tous ces calculs X, X1, X> sont vus comme des vecteurs colonnes et Y, Y1, Y>
comme des vecteurs lignes).
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Il nous reste donc a établir ’égalité H9*(A) = H°*(B). Elle résultera, comme
dans [9], d’'une comparaison séparée des parties finies et infinies, qui fait ’'objet des
deux lemmes suivants.

Lemme 7.1 Nous avons

H:(A) = d"~LH (B).

m
Démonstration: En vertu de la proposition 6.3 (et de son image miroir), nous devons
montrer nr(AA*) = g?4M=L)nr(B*B) autrement dit
nr(a®ly + CC*) = nr(@®M Lnr(@®I; + C*O).

Nous allons établir cette identité pour toute matrice C de Maty;, (D ® R). Faisons les
réductions suivantes : d’une part, en remplacant C par a~!' C, nous pouvons supposer
a = 1 ; d’autre part, en échangeant le role de C et de C* nous pouvons également
nous restreindre au casou M > L.

Ceci fait, batissons une matrice C carrée d’ordre M en ajoutant 2 C des colonnes
nulles (les M — L derniéres, disons). De la sorte, I; + CC* = Iy + CC* tandis que
Iy + C*C est une matrice diagonale par blocs, formée des blocs Iy et I;, + C*C.
Ainsi Iidentité pour C entraine I'identité pour C ; en d’autres termes, il suffit de la
montrer lorsque M = L c’est-a-dire

nr(ly; + CC*) = nr(Iy; + C*C)
pour C carrée d’ordre M. Si C est inversible, ceci est clair car alors
C 'y +CCHC =1y + C*C.

Si nous écrivons C = Z§=1 x;C; dans une certaine base (Ci,...,C;) du R-espace
vectoriel Maty (D ® R) alors les deux membres de la relation a établir sont des
polyndmes en les x;. Nous avons donc une identité polynomiale vraie pour les ma-
trices inversibles. Elle 1’est donc en général puisque I’ensemble de ces matrices est
dense dans Maty (D ® R) (par exemple parce que cet anneau s’écrit comme produit
d’anneaux de matrices sur R, C ou H). O

Lemme 7.2 Nous avons
HY (A) =" MHS (B).
Démonstration: D’apres les définitions, nous devons montrer
[OM: AON] = P UM=D ok - OV B).

Nous introduisons I’anneau fini R = 0/a®. Le quotient O /AON est en bijection
avec RM /CRL. Ainsi

[OM . AON] = Card(RM /CRY) = a'P @M /Card(CRY)
et de méme
(0L : ©OVB] = Card(RY /RM C) = a'P UL /Card(RM ©).

Pour montrer Card(CR) = Card(R™ C), il suffit (voir proposition 1 de [9]) de montrer
que R est un anneau symétrique. Or nous avons un isomorphisme

R~[Jo/pr0~[]0w/p*0,
P P
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ol e, est la valuation p-adique de a. Par conséquent puisque, O étant maximal, tous
les idéaux a droite ou a gauche de O, sont principaux, il en va de méme de R et le
résultat est acquis par la proposition 7.2. O

La différence principale avec [9] vient du fait que 'involution * ne fixe pas D ni, a
fortiori, O. Cela nous oblige a travailler simultanément avec des espaces a droite et
a gauche. Si D* = D, ’on évite ceci en considérant comme orthogonal de V' le sous-
espace a droite (V1)*. Cependant, le théoréme de dualité ne s’écrit agréablement que
si O* = O puisque HO*(VH*) = HO*(V1) en général.

La dualité nous donne une seconde interprétation matricielle de la hauteur d’'un
sous-espace.

Corollaire 7.1 Soit V un sous-espace vectoriel a droite non nul sur D de DV, O un
ordre maximal de D et x une anti-involution positive sur D @ R. Alors

HO*(V) = H°*(B)
deés que B est une matrice dont les colonnes forment une base de V.

Clairement, si V est un sous-espace a gauche, I'identité reste vraie si B est une
matrice dont les lignes forment une base de V.

Démonstration: Comme I’orthogonal V+ de V se compose des solutions Y € DV
(comme vecteurs lignes) de YB = 0,on a H9*(B) = HO* (V') d’aprés la proposition
6.1. En appliquant le théoréme 7.1, nous trouvons que

HO,*(B) — HO,*(VL) — HO,*(V)

comme prévu. O

Rappelons que la formule de dualité est en général fausse pour un ordre non
maximal. Des exemples explicites se trouvent dans [9] que ’on pourra consulter pour
plus de détails.

En revanche, si ’'on accepte de changer de hauteur entre V et V-, nous pouvons
écrire, dans le prolongement de [9], (proposition 4), une relation de dualité pour tout
couple (A, ] - ). Nous introduisons les définitions suivantes : si A est un réseau de D,
nous posons

A ={xeD|Tr(xA) C Z}
tandis que, si | - | est une norme euclidienne sur D ® R, nous écrivons pour x € D @ R
lx|" = sup{Tr(xy) |y e D®Ret |y| = 1}.

En utilisant le fait que la forme trace D x D — Q est non dégénérée, on montre
aisément que A’ est un réseau de D et que | - |' définit une norme euclidienne sur
D ®R:si(eq,...,e,) est une base de A (resp. une base de D ® R orthonormée pour
| - 1), on considére la base duale (¢, ...,e,) telle que Tr(eie}) = §;j et 'on constate
immédiatement qu’elle forme une base de A’ (resp. une base de D ® R orthonormée
pour |- ).

Il est alors possible de montrer

HY vy = HM (),

Cette formule s’obtient par exemple en copiant la démarche précédente avec les
matrices A, B et C et en utilisant les représentations données par les bases ci-dessus
a la maniére de la démonstration de [9, proposition 4].
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Signalons pour conclure que nous pourrions aussi retrouver le théoréme 7.1 al’aide
de cette égalité. En effet, si la norme euclidienne | - | provient d’une anti-involution »
alors on vérifie sans peine |- |" = |- |. Lorsque O est un ordre maximal de D, iln’y a pas
en général égalité entre O’ et O mais il nous suffit de noter que O’ est un O-module
a gauche et a droite. Ainsi, si les deux conditions sont simultanément réunies, on a
HO'* = HO* en utilisant la proposition 4.1 oti I'on prend comme module Q = O’ et
le produit scalaire (, ) défini par («, 8) = Tr(e*B) pour o, € QR =D @ R.

8 Lemme de Siegel IT

Comme dans la partie 3 on note D un corps de dimension n sur Q et 7, la racine
m-ieme du volume (par rapport a la norme euclidienne usuelle) de la boule unité
dans R,

Nous définissons maintenant la hauteur des vecteurs de DV. Comme d’habitude,
cette notion sera double. Sinous considérons DV comme D-espace a droite alors nous
voyons un élément non nul X de DY comme un vecteur colonne et nous définissons sa
hauteur en tant que tel (hauteur d’une matrice N x 1 de rang 1). Ainsi il est clair que
HM(Xx) = HM(X) pour tout x # 0 de D ce qui donne une hauteur projective des
vecteurs. Symétriquement, on définit la hauteur d’un vecteur non nul X du D-espace
a gauche DV comme la hauteur d’une matrice ligne et 'on a HMI(xX) = HA(X)
pour tout x # 0 de D. Dans les énoncés des propositions de ce paragraphe, nous
ne précisons pas si V' est un espace a droite ou a gauche étant entendu que de cela
dépend la notion de hauteur que nous utilisons pour les vecteurs.

Proposition 8.1 Soient L et N des entiers naturels tels que 0 < L < N puis O un
ordre maximal de D et x une anti-involution positive sur D ® R. Alors tout sous-espace
vectoriel V sur D de DN de dimension L admet une base formée d’éléments X1,..., Xy,
de ON telle que

1/n L
HOXy) - HO* (X)) < (ZV%?)L) HO*),

Ce résultat était démontré pour le cas des quaternions dans [7]. C’est une générali-
sation du lemme de Siegel bien connu sur les corps de nombres, démontré par
E. Bombieri et J. Vaaler [2], (théoreme 9) et dont J. Thunder a donné une version un
peu plus fine [17], (théoreme 3). C’est d’ailleurs la méthode de ce dernier article que
nous avons suivie dans notre démonstration du théoréme 3.1.

La proposition 8.1 est une conséquence directe du théoréme 3.1 et du lemme
suivant.

Lemme 8.1 Pourtout X € ON ona

HO*(X) < L|X|
=/ N-

Démonstration: Nous supposons que X est un vecteur colonne, c’est-a-dire, que DV
est un D-espace a droite. La démonstration serait identique pour X un vecteur ligne
du D-espace a gauche DV.

Sixq,...,xy sont les composantes de X, on a par définition

HY(X)" =[O0x1 4+ +Oxy: Ol =1/[0: Ox; + -+ Oxy] < 1
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puisque xq,...,xy appartiennent a O. En vertu de I'image miroir de la proposition
6.3 et de la derniere remarque de sa preuve, nous avons

H: (X" = nr(X*X)%? = N(X*Xx)1/2.

La norme N est donnée par N(X*X) = det o(X*X), ol ¢ est la représentation a
droite définie par rapport a une R-base de D ® R. Nous choisissons une base qui
est orthonormale par rapport au produit scalaire associé a la norme |x|> = Tr(x*x),
x € D®R. Ainsi, si f: D®R — (D ® R)V est I'application induite par X, on a
N(X*X) = det('f o f) = det’0(X)o(X) et alors o(X*X) = ‘0(X)o(X) est une matrice
symétrique définie positive. Si nous écrivons que la moyenne géométrique de ses
valeurs propres est inférieure a leur moyenne arithmétique, nous obtenons

N(X*X) = det o(X*X) < (trace(o(X*X))/n)" = (Tr(X*X)/n)".

Par conséquent
1
HO*(X) < (Te(X*X)/m)'?> = —| Xy
Jn

comme prévu. O

La borne suivante montre que dans la majoration de la proposition 8.1 la dépen-
dance de la hauteur de I’espace V est optimale pour tout espace V dans DV (ce qui
améliore la proposition 3.2). C’est une généralisation de [8](proposition 3).

Proposition 8.2 Soient L et N des entiers naturels tels que 0 < L < N puis O un
ordre maximal de D et x une anti-involution positive sur D @ R. Alors pour tout sous-
espace vectoriel V sur D de DV de dimension L et toute base de V formée d’éléments
X1,..., X1 de ON ona

HO*(X1) - HO*(XL) = HO* (V).
Cette proposition se déduit du corollaire 7.1 et du lemme suivant.

Lemme 8.2 Soient L et N des entiers naturels tels que 1 < L < N puis O un ordre
maximal de D et x une anti-involution positive sur D @ R. Alors pour toute matrice B
de Matyy (D) de rang L avec des colonnes X1, ..., X, nous avons

HO*(B) < H°*(Xy) --- HO*(X1).

Démonstration: Nous pouvons supposer que les coefficients de B sont dans O. Nous
écrivons B = (X; Byp), ou By € Maty ;_1(O) a pour colonnes Xp,...,X;. Nous
voulons montrer que

HO*(B) < HO*(X))H* (B). 3)

Avec p comme dans la preuve de la proposition 8.1 nous trouvons que o(B*B) =
'o(B)o(B) est une matrice symétrique définie positive et, en utilisant une inégalité de
Fischer (voir [3]), nous obtenons

o(X7 X)) o(X?B1)

det o(B*B) = det
et =de (Q(BIXQ o(B}B))

) < deto(X7X1)deto(B]By).

Donc

H:,(B) < N(XTX)V2'N(BB)Y? = HE (X)) H;(By).

1
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Ensuite, si x,...,xy désignent les composantes de Xj, nous notons
upy = pgfdcp()q, ...,xn) le plus grand facteur droit commun de xi,...,xy dans O,
ainsi que U, € Mat; _1 1, _1(0p) le pgfdcp des mineurs d’ordre L. — 1 de By. Formons
la matrice

u, 0
R, = (Op Up) € Maty 1. (Op).

Nous prétendons que O;,VB C OﬁRp. En effet, rappelons que B = (X Bp), d’ou
O;VB C (’)l],VXl &) OII,VB1 c OL. Par définition de Uy, NOUS avons OII,VX1 =Opx1+---+
Opxn = Opuip. De plus, la duale de la formule (2) de la partie 6 dit que OYB; =
01571 Up. Par conséquent, (’)[],VB C Opup @ Oﬁ*lUp = OﬁRP.

Comme ONB = OIf Ap pour Ap le pgfdc, des mineurs d’ordre L de B (en utilisant

de nouveau la formule (2) ), la matrice R, divise A,. En prenant le produit sur tous
les nombres premiers p et par la proposition 6.2 miroir nous arrivons a

HY B <[] Int@®p)lp = [ ] Inrwy) 1, Inr(Up)|, = HE (X)) HE, (B)™.
p p

Ceci montre (3) et le lemme suit par I’application répétée de cette inégalité a B; =
(X2 By), puis a B; et ainsi de suite. O

Bien entendu, nous pourrions également énoncer le lemme pour une matrice B de
Matz n(D) de rang L avec des lignes X1,...,X|.

Terminons par quelques estimations. Si nous écrivons le majorant de la proposition
8.1 sous la forme K,,,Lvol((’))L/”HO’*(V) alors on a (pour nL > 1)

L
2L Lt
— SKpL =4 — .
we T

De plus, les propositions 8.1 et 8.2 donnent la minoration
nn/Z
vol(0) > o T = Kol

(indépendante de I'involution positive qui sert a définir vol(0)). La minoration est
optimale pour L = 1 et si 'on utilise ’encadrement précédent, il vient (sin > 1)

vol(0) > ﬁ .
2

Nous obtenons donc une minoration de méme nature que celles connues pour les
corps de nombres (dont nous retrouvons une version faible).

9 Variétés de drapeaux

Cette partie vise a interpréter la hauteur que nous avons introduite dans le cadre
général présenté par J. Franke, Y. Manin et Y. Tschinkel dans [5], (p. 426). Ces
auteurs construisent une hauteur sur un quotient P\ G, ou G est un groupe algébrique
linéaire sur Q et P un sous-groupe parabolique de G, a I’aide d’un caractere x de P sur
Q et d’une famille de sous-groupes compacts maximaux K, de G(Q)) ol p parcourt
les places de Q.
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Etant donné un corps D de dimension finie sur Q, un ordre maximal O de D,
une anti-involution positive * de D ® R et des entiers naturels M < N, nous allons
montrer comment choisir de manicre naturelle G, P, x et des K, de sorte que d’une
part (P\G)(Q) s’identifie a ’ensemble des sous-espaces vectoriels a droite sur D de
DY de codimension M et d’autre part la hauteur donnée par x et les K, sur celui-ci
coincide avec une puissance de H®* (voir proposition 9.1).

Nous notons E I’espace vectoriel a droite DV et V) le sous-espace engendré par les
N — M premiers vecteurs de la base canonique. Nous utilisons Vj comme sous-espace
standard de codimension M. Nous considérons alors I’application

Autp(E) —> {sous-espaces de E}
¢ — ¢~ (V).

Il est clair que I'image de cette application coincide avec I’ensemble des sous-espaces
de codimension M et que ¢ et ¢’ ont méme image si et seulement si ¢’ o~ appartient
au stabilisateur de V). Ainsi nous pouvons réaliser ’ensemble qui nous intéresse
comme Stab(V()\Autp (E).

Nous écrirons donc

G = Autp(E)

avec sa structure de groupe algébrique sur Q : Autp(E) est le groupe G(Q) des
points rationnels et, pour tout corps commutatif K de caractéristique nulle, G(K) =
Autpgi (E ® K). Nous désignons ensuite par P = Stabg(Vy) le sous-groupe de G
défini par la condition ¢ (V) = V. C’est un sous-groupe parabolique de G défini sur
Q. Nous formons W = P\G la variété de drapeaux généralisée correspondante.
Nous définissons maintenant un caractere x de P. Nous notons 7: E — E/V).
Comme tout élément de P(Q) laisse stable V(, nous avons une application naturelle

n: P(Q) — Autp(E/V)p)

caractérisée par 7 o p = n(p) o si p € P(Q). Par composition avec la norme réduite
nr: Autp(E/Vy) — Q* nous obtenons yx: P(Q) — Q* dont on vérifie facilement
qu’il est un caractere du groupe algébrique P.

Le caractere x définit un faisceau inversible £, sur W de la fagon suivante : si U
est un ouvert de W d’image réciproque U’ dans G

LU, Ly) ={f e (U, 06) | f(pg) = x(p)f(g) pour tous p € P, g € G}
(voir [5], (2.1)). Dans le cas présent, nous savons décrire une famille génératrice de
sections globales de £, . Pour tout v € Homp (E/V), E), nous considérons
fy: G@ — Q
gr— nr(rogoy)
avec la norme réduite nr: Endp(E/Vy) — Q. Encore une fois, cette application est
donnée par un polyndme donc provient d’une section fy, € I'(G, Og). De plus
fu(pg) =nr(x 0 pogoy) =nr(n(p) o x 0 g oY) = X (P)fy (8).

Ainsi fy, donne naissance a une section sy € I'(W,L,). Si Uy est 'ouvert de W
correspondant aux sous-espaces V de E tels que V @ v (E/V() = E alors sy, engendre
larestriction de £, a Uy. En effet, sig € G(Q) avec g_l(Vo) =V € Uy nous trouvons
Ker(r ogov) = ¢~ (V) =0donc 7 o g o est une bijection d’oil fu (@ #0.
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Il nous reste a choisir les sous-groupes compacts maximaux K),. Puisque E = DN
contient O nous posons pour p une place finie de Q (rappelons que D,=D®Q,et
Op =0®1Zy)

K, = Auto, (0)) C Autp, (E%Dp) = G(Qp).

Si p = oo, I’anti-involution x: D @ R — D ® R munit £ ®g R d’un produit scalaire et
nous posons

K~ = {isométries de G(R)} € G(R) = Autpgr(E ® R).

Nous verrons dans la preuve ci-dessous que ces sous-groupes vérifient bien la condition
G(Qp) = P(Qp)K, pour tout p nécessaire pour définir la hauteur (en fait ils vérifient
méme la condition plus forte G(Qp,) = Po(Qp)K), pour un sous-groupe parabolique
minimal Py comme dans [5], (p. 426) mais Py ne joue absolument aucun role ici).

Comme prévu, le caractere x et les sous-groupes K, permettent de batir une
hauteur sur W(Q). Soit donc V € W(Q) un sous-espace de E de codimension M. Nous
choisissons ¢ € Homp (E£/V), E) tel que V' € Uy, et, pour chaque place p, un élément
¢p € K, tel que

0y ' (Vo ®g @) = V &g Q.

Alors la hauteur de V obtenue est

Higr (V) =[] Inr(r 0 g 091,
p

ou le produit porte sur toutes les places de Q et en utilisant la norme réduite
nr: AutD®@p((E/V0) ® Qp) — Q;. Ce nombre ne dépend pas des choix de ¥ ou
des gp.

Nous rappelons que nous avons écrit [D : Q] = d?e.

Proposition 9.1 Avec les définitions précédentes,
Heyir (V) = HO* (V).

Démonstration: Nous commencons par remarquer que les deux membres de I’égalité a
prouver sont invariants par une permutation o des coordonnées de DV. Pour le mem-
bre de droite, cela résulte du lemme 2.1. Afin de montrer H?M'T(G(V)) = H?I\’,I*T(V),

nous notons que si ¥ et (¢,) peuvent Etre utilisés pour calculer Hg\’/fT(V) c’est-a-dire

VewE/N)=E et ¢, (Vo®aQ) =V®Q
alors
cV)@@oY)E/NV)=E et (gpoo ) (Vo®g Q) =a(V)®q Q.
Maintenant, en voyant o dans Autp(E), I'on vérifie immédiatement que cet élé-
ment appartient a K, pour tout p. Ainsi o o ¥ et (¢, o 0~!) permettent de calculer
HS(/I*T(J(V)) et o disparait clairement de la formule.
Grace A cette réduction, nous pouvons supposer que la projection de V ¢ DV sur

les N — M premieres coordonnées est un isomorphisme. Autrement dit, si nous iden-
tifions E/V avec DM de sorte que 7: DV — DM est la projection sur les derniéres
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coordonnées et définissons ¥ comme I'injection DM — DV de ces mémes coordon-
nées, nous supposons V' e Uy. Concretement, cela permet d’écrire la hauteur de la
facon suivante : si pour tout p, en termes matriciels,

(x =
bp = * Cp

Hpyr (V) = [ (G,
p

avec C, € Matyy(Dp) alors

D’un autre coté, si A € Matyn(O) est telle que V = {X € DN | AX = 0}, alors

HO* (V)% = H|nr(pgfgcpA0)|p nr(AA*)1/2
p#oo

d’apres les résultats de la partie 6 avec les notations attenantes.

Nous allons comparer ces expressions place par place. Débutons par p # oo.
Nous notons B, un plus grand facteur gauche commun dans Maty;p;(O,) des mineurs
maximaux Ao de A. De cette fagon, la matrice B;lA est a coefficients dans O
et induit par multiplication a gauche une application surjective Oé\’ — (’)[],‘” . Nous
pouvons choisir x € OI’,V dans le noyau de cette application de sorte que xq,...,xXyx
n’ont pas de facteur commun a droite. Cela entraine I’existence de ay,...,ay € Op
avec ajxq + --- + ayxy = 1. Par suite, la matrice

al oo aN
( B-lA ) € Maty 1 N(Op)
P

induit encore une surjection OI’,V — OI/,V’ +1, En itérant ce procédé, nous aboutissons a
une matrice ¢, € Autop (O;,V ) dont les M dernieres lignes forment B;lA. Maintenant
¢p € K est clair et 9,1 (Vo ® Q) = (X € DY | B,'AX =0} = V ® Q. Ainsi,
nous utilisons ¢, pour calculer Hg\’,fT(V) et si A s’écrit par blocs (Al Az) ou Aj €
Matyp (O) alors

-1
Cp = Bp Aj.

Passons au cas p = oo. Remarquons que, d’apres le calcul fait dans la démonstra-
tion de la proposition 6.2 (reliant A* et ’f), un élément ¢ € Matyny(D ® R) est
une isométrie si et seulement si 0@}, = Iy. Par analogie avec le cas des places
finies, nous cherchons ce ¢, de sorte que ses M dernieres lignes s’écrivent BgolA avec
B € Matyy (D ® R) inversible. Bien entendu, cette derniere condition équivaut a
(po‘ol (Vo ® R) = V ® R. Par conséquent, si nous avons trouvé un tel ¢, nous avons
(en utilisant la méme écriture par blocs de A que ci-dessus)

Coo = Bl A,

et B;}A(B;}A)* = Iy. Cette derniere relation s’écrit clairement AA* = BoBY,
donc nr(Bs)| = nr(AA*)!/2. Par suite, avec la formule du produit pour nr(Az), nous
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trouvons

Hiyir(V) = [T 1nr(B,) " nr(42)1,"
p

[T @iy
p

] Inr(pefec, A0, | nraas)/?
p#00

comme prévu. Il reste a vérifier I’existence de ¢, ce que nous reportons au lemme
suivant. 0

Lemme 9.1 Soient D et x comme précédemment. Si A € Matyn (D ® R) est de rang M
alors il existe B € Matyp (D ® R) inversible et A’ € Maty_y n(D ® R) de sorte que si
/
® est la matrice (BI_LllA) alors O* = Iy.
Démonstration: Notons Dr = D ® R. Examinons d’abord le cas ou Dy est un corps,
c’est-a-dire R, C ou H. Nous considérons le sous-espace vectoriel a gauche Y de D%
engendré par les lignes de A. Pour toute matrice B comme dans I’énoncé, les lignes
de B~'A forment une base de Y et, réciproquement, toute base de Y est de cette
forme. Fixer B revient donc a fixer une base de Y. Par ailleurs, la condition ®®* = I
signifie que les lignes de ® forment une base orthonormée de Dﬁz . Pour démontrer le
lemme dans ce cas, il suffit donc de trouver une base orthonormée de DY contenant
une base de Y. Ceci est tout a fait classique (au moins sur R ou C). Nous choisissons
dans Y un vecteur v # 0. Comme vv* est un réel strictement positif, il existe a € R tel
que (av)(av)* = 1. Nous utilisons av comme premier vecteur de base et choisissons
les autres dans {y € Y | yv* = 0} qui est un sous-espace a gauche sur Dr. En itérant,
cela fournit une base de Y et ’on recommence avec Y+ = {x € Dg | Vy € Y xy* = 0}.
Dans le cas général, (D, x) peut s’identifier a un produit de Mat,,(K) ou K €
{R, C,H} muni de la transconjugaison. Clairement, il suffit de résoudre le probleme
lorsque Dy est un seul de ces facteurs. Mais si Dr = Mat,;,(K) alors Matyn(Dr) =
Matps, nn(K) et I’énoncé pour (Dr,M,N) équivaut immédiatement a celui pour
(K, Mn, Nn) déja traité. O

Remarque On peutse demander sila construction de [5] peut donner, avec d’autres
choix de x et K, une hauteur essentiellement différente de H Ox(V). La réponse est
non. On vérifie en fait qu’une variation sur les K, multiplie la hauteur par une
quantité bornée lorsque V varie et qu’un autre choix de xy remplace la hauteur par
une puissance. En effet, on a Pic(W) = ZL, pour le caractere que nous avons utilisé.

Pour étre exactement dans le cadre de [5], (p. 426), il faudrait modifier le groupe
Autp(E) pour le rendre semi-simple. La facon la plus naturelle de ce faire consiste
a utiliser le quotient de Autp(FE) par son radical, ici égal a son centre, isomorphe a
Z* (Z est le centre de D). Ceci oblige a changer de caractere x, puisque celui que
nous avons employé n’est pas trivial sur le radical, mais ' = xV det~M ferait I'affaire,
remplacant la hauteur par une puissance. Si I’on ne veut pas changer de caractere,
nous pouvons aussi considérer un sous-groupe plutdt qu’un quotient: il faudrait alors
se limiter aux automorphismes dont la norme réduite sur Z vaut 1.
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