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Resumen

La presente tesis doctoral trata sobre el estudio y cuantificacion de correlaciones
entre sistemas cuanticos, tépico que ha despertado gran interés en las ultimas
décadas en el campo de la Teoria Cuantica de la Informacion y otras areas de la
fisica. El trabajo se divide en dos partes: en la primera abordamos la extension
a formas entropicas generales de la entropia condicional cuantica dependiente
de la medida y estudiamos el problema de optimizacion asociado, cuya solucion
permite obtener la medida que maximiza el acceso local a correlaciones en un es-
tado de un sistema cuantico compuesto, y determina ciertas medidas entrépicas
de correlacién. En la segunda parte se aborda el problema de extender, de ma-
nera consistente, medidas de entrelazamiento y cuanticidad de las correlaciones
definidas para sistemas constituidos por componentes distinguibles a sistemas de
fermiones indistinguibles, analizando las vinculaciones entre las diferentes formas

de cuantificar el entrelazamiento en dichos sistemas.
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Introduccién y motivacion

La cuantificacion de correlaciones en sistemas cudnticos compuestos es uno
de los topicos de mayor interés en el campo de la informacién cuantica. No solo
porque la existencia de formas de correlacién sin analogo en el mundo clasico es
una de las caracteristicas distintivas de la mecénica cuantica, sino también por-
que se ha probado que tales correlaciones permiten la implementacién de tareas
imposibles de realizar usando sistemas clasicamente correlacionados, como la te-
leportacion cuantica, protocolos de criptografia y comunicacién cuantica, ademas
de algoritmos cuanticos exponencialmente mas veloces en comparaciéon con su

contraparte clasica.

La manifestacién més estudiada de estas correlaciones es el entrelazamiento
cuantico. Estas correlaciones estan definidas como aquellas que no pueden ser
generadas mediante un protocolo de operaciones locales y comunicacién clasica
(LOCC, por sus siglas en inglés) (ver capitulo 1). La presencia de correlaciones
de este tipo en un estado cuantico procesado mediante un protocolo LOCC per-
mite entonces la implementacion de operaciones no locales y, asi, la realizacion
de ciertas tareas que seria imposible llevar adelante usando sistemas clasicamente
correlacionados. La imposicion del uso de operaciones LOCC en el procesado de
estados cuanticos convierte entonces al entrelazamiento en un recurso y por lo
tanto su comprension, cuantificacion y generacién cobran una importancia obvia.
Identificar y cuantificar entrelazamiento en estados cuanticos generales, sin em-
bargo, presenta sus dificultades. Por empezar, determinar si un estado esta o no
entrelazado implica poder decidir si este puede escribirse como una combinacion
convexa de estados producto, problema que es en general muy dificil si el estado
no es puro y de hecho esta clasificado como NP-HARD (ver capitulo 1). Para
estados mixtos, ademas, no se ha dado con una medida tnica de entrelazamiento
y diferentes enfoques han dado lugar al desarrollo de diferentes medidas, entre las

que pueden mencionarse el Entrelazamiento de Formacion y el Entrelazamiento

7
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Destilable. Por otra parte, la nociéon misma de “operacion local” supone la posibi-
lidad de operar inicamente sobre cierto subsistema de un sistema compuesto, lo
que implicitamente asume la capacidad de distinguir los diferentes componentes
de un sistema. Como consecuencia, identificar y cuantificar entrelazamiento en
sistemas de particulas indistinguibles supone una nueva dificultad, pues surge la
necesidad de identificar con precision subsistemas sobre los que pueda operarse

localmente.

El entrelazamiento, vale agregar, no agota las posibilidades en cuanto a las
formas en que los sistemas cuanticos pueden correlacionarse. En los 1ltimos anos
se ha reconocido que el paradigma LOCC no provee una descripcién completa de
las correlaciones no clasicas que pueden exhibir los sistemas cuanticos compues-
tos, dando lugar al surgimiento del concepto méas amplio de “cuanticidad de las
correlaciones”. De este nuevo acercamiento al problema de identificar y cuantifi-
car correlaciones surgieron nuevas medidas de correlacion, entre las que destaca
la discordia cuéntica (ver capitulo 1). Esta cantidad, definida como la diferencia
entre dos posibles extensiones cudnticas de la informacién mutua clésica (o equi-
valentemente, de la entropia condicional clasica), ha despertado gran interés tras
mostrarse que existen algoritmos cuanticos basados en estados no puros en los que
una mejora exponencial respecto de los algoritmos clasicos es posible atin usando
estados separables que, no obstante, exhiben discordia no nula. La evaluacién de
la discordia y medidas afines de cuanticidad de correlaciones, sin embargo, no es
facil pues su definicién involucra la resolucion de un problema de optimizacion
sobre todas las posbiles medidas locales en uno de los componentes del sistema
global. Como consecuencia, solo se ha logrado evaluar estas cantidades en estados

muy particulares de sistemas de dimensién pequena, como ser un par de qubits.

A lo largo de esta tesis atacaremos dos problemas diferentes: en una primera
parte, después de introducir en el capitulo 1 los conceptos basicos con los que va-
mos a tratar en el resto del trabajo, estudiamos una de las posibles extensiones a
estados cuanticos compuestos de la entropia condicional clasica, generalizando su
definicién a formas entropicas generales en el capitulo 2. La definicion de esta can-
tidad involucra una medida local sobre uno de los componentes, y cuantifica por
tanto las correlaciones entre partes a las que puede accederse mediante medidas
locales. De tal definicién surge naturalmente la necesidad de conocer qué medi-
da maximiza el acceso local a correlaciones, y por lo tanto minimiza la entropia

condicional. Identificamos primero clases de estados en los que la medida 6ptima
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es universal y puede obtenerse analiticamente, y resolvemos en forma analitica
el problema de optimizacién para estados qudit-qubit generales en el caso de la
entropia cuadratica. Derivamos entonces en el capitulo 3 una aproximacion que
nos permite resolver el problema de optimizacion en estados débilmente corre-
lacionados de sistemas qudit-qubit, y para cualquiera de las formas entropicas
consideradas. El capitulo 4 esta dedicado a la verificacién experimental, en una
clase particular de estados mixtos, de los resultados obtenidos previamente.

La segunda parte de la tesis estd dedicada al estudio de correlaciones en sis-
temas de fermiones indistinguibles. En el capitulo 5 introducimos una medida de
entrelazamiento entre modos fermiénicos que involucra valores medios de observa-
bles de un cuerpo y mostramos que su minimo sobre bases del espacio de Hilbert
de una particula cuantifica entrelazamiento entre particulas, estableciéndose en-
tonces por primera vez un vinculo entre estas dos nociones distintas de entrelaza-
miento. Para el caso en que el espacio de Hilbert de una particula tiene dimension
4 derivamos una expresion cerrada que permite evaluar el entrelazamiento de un
estado mixto arbitrario, generalizando asi la conocida férmula de Wootters para
el caso de dos qubits distinguibles. En el capitulo 6 estudiamos la relacion en-
tre la medida de entrelazamiento previamente introducida y el entrelazamiento
que pueden exhibir estados de dos qubits basados en sistemas fermidnicos, exa-
minando en particular el caso en el que el espacio de Hilbert de una particula
del sistema fermidnico tiene dimensién 4. Mostramos que el entrelazamiento fer-
mionico puede ser extraido y utilizado para la implementacién de ciertas tareas
si se miden los observables apropiados. Finalmente en el capitulo 7 estudiamos
la posibilidad de introducir medidas de cuanticidad de correlaciones en sistemas
fermiodnicos, que resulten compatibles con la medida de entrelazamiento estudia-
da en los capitulos previos. El resultado es una medida de déficit de informacion
fermionico que involucra valores medios de observables de un cuerpo y que se
reduce, en el caso de estados puros, a la entropia de entrelazamiento mencionada,
en completa analogia con sus contraparte definida para sistemas de componentes

distinguibles.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Entropia e informacion

1.1.1. Entropia de Shannon

El desarrollo de la teoria de la informacién por parte de Shannon [1] estuvo
motivado por la necesidad de mejorar la eficiencia en la transmisién de senales. Se
considera como punto de partida que la cantidad de informacién transmitida en
un mensaje puede ser cuantificada. Si esto es posible, entonces puede compararse
la performance de diferentes sistemas de transmision o protocolos de codifica-
cion, lo que deviene en una optimizacion en tiempos de transmision o tamano de
memorias.

Los mensajes normalmente tienen un significado, esto es, refieren directamen-
te o estan correlacionados con algin sistema con determinadas caracteristicas.
Estas consideraciones de tipo semantico sin embargo son irrelevantes a la hora
de estudiar la transmision de informacién, y el Unico aspecto relevante es que
el mensaje a transmitir es elegido entre un conjunto de posibles mensajes. Una
fuente de informacién, entonces, puede ser representada por una variable alea-
toria X que toma n posibles valores x;, con alguna distribucién de probabilidad
pi = P(X = z;). La informacién es asi producida por la fuente cuando un mensa-
je particular es elegido de entre todos los posibles. Esto implica que la cantidad
de informacién producida no depende del significado del mensaje o de cudl es
el alfabeto del que se elige, sino simplemente de la eleccion misma. Cuantificar
la cantidad de informacion producida por la fuente es entonces equivalente a

cuantificar “cudnto hay de eleccién” en la ocurrencia de un evento (un mensaje)

11
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particular, por lo que la cantidad (X = z;) que mide esta informacién debe ser
una funcién decreciente de la probabilidad a priori p;, es decir, I(X = z;) = I(p;).
Equivalentemente podemos pensar que esta cantidad mide la sorpresa que causa
la ocurrencia de un evento particular: obtenemos muy poca informacién cuando
nos enteramos de la ocurrencia de un evento del que teniamos certeza, mientras
que la ocurrencia de eventos raros resulta muy informativa. Una ultima carac-
teristica deseable de esta cantidad I(X = x;) es la aditividad: supongamos que
dos eventos ocurren con probabilidades p; y ps. Si los eventos son independientes
(en cuyo caso la probabilidad conjunta es p12 = pips) la informacién obtenida
tras la ocurrencia de estos deberia ser igual a la suma de la informacién que
obtendriamos por la observacion de cada evento por separado, lo que se escribe
como I(p1pa) = I(p1) + I(p2). Si a estas propiedades sumamos la continuidad,
arribamos a que la funcién que mide la informacién producida por la fuente, la

funcion sorpresa, es
I(p) = —log(p). (1.1)

Cabe mencionar que las propiedades anteriores no definen la base del logaritmo.
Fijar la base es equivalente a definir una unidad de medida de informacién. Si la
base es dos, por ejemplo, la unidad de medida es el digito binario o bit. Un dispo-

sitivo con solo 2 estados es entonces capaz de almacenar un bit de informacion.

Provistos ahora de la funcién sorpresa (1.1) como medida de la informacién
que obtenemos al conocer la ocurrencia de un evento podemos cuantificar la
informacion que nos falta antes de recibir el mensaje, dado que conocemos la dis-
tribucién a priori {p;}. Esta nueva cantidad es la Entropia de Shannon, y se define
como el promedio de las sorpresas de cada evento, pesado por las correspondientes

probabilidades:

H(X) = Zpif(pz‘) =- Zpi log p;. (1.2)

De la definicién se sigue que la entropia es una cantidad no negativa, y se anula
unicamente cuando las probabilidades de todos los eventos son nulas con ex-
cepcion de uno, que obviamente ocurre con probabilidad 1. El valor nulo de la
entropia indica que la incerteza respecto del valor de la variable es, en este ca-
so, nula. Por otra parte H toma su valor maximo para la distribuciéon uniforme,
H({p:}) < H({1/n}), situacién que intuitivamente entendemos como la de méxi-

ma incerteza.

Una caracteristica esencial de la entropia como funcién de la distribucién de
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probabilidad es la concavidad. Consideremos un conjunto de procesos mutuamen-
te excluyentes, cada uno con un resultado representado por una variable aleatoria
X; y que suceden en forma aleatoria, con distribucién de probabilidad {¢;}. Cada
variable tiene una entropia asociada H(X;) y también el conjunto, representado
por una variable aleatoria X. Si pj es la probablhdad de que X; tome el valor
7, entonces la probabilidad del evento X =zt
entonces

i es quj La entropia de X serd

H(X) = —Zqipé-log(qmé) (1.3)

= —Z ij ¢ log(q) Z%Zp] log(p}) (1.4)
= H({a})+ ZQi Xi) (1.5)

Intuitivamente este es un resultado esperado: si la entropia es una medida de la
ignorancia acerca de la variable aleatoria X entonces la entropia de la variable
conjunta X debe ser mayor que el valor esperado para las variables X;, puesto
que la primera mide no solo la incerteza acerca de las variables X; sino también

la incerteza asociada a la distribucién {g;}.

1.1.1.1. Entropia conjunta, entropia relativa e informacion mutua

Tomemos ahora el caso de dos variables aleatorias, X e Y, con posibles valores
z; e y; respectivamente. Si denotamos con p;; = P(X = z;,Y = y;) la probabili-
dad de la ocurrencia conjunta de X = x; e Y = y;, entonces la entropia conjunta

del par de variables es igual a la entropia de la variable compuesta XY, dada por
=Y vy log(py). (1.6)
.3

De la distribucién conjunta {p;;} pueden obtenerse las distribuciones marginales,

i =P(X =) =) pi;yp =PY =y;) =, pij apartir de las cuales
puede evaluarse la entropia de cada una de las variables X e Y individualmente:

H(X) = =) pilogp; (L7)

H(Y) = —Zpi’logp?- (1.8)
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Las siguientes desigualdades que relacionan estas cantidades resultan intuitivas y

facilmente demostrables (ver ecuaciones (1.13), (1.17)):

H(X) < H(X,Y) (1.9)
H(YY) < H(X,Y) (1.10)
H(X,Y) < H(X)+H(Y). (1.11)

Las desigualdades (1.9) y (1.10) indican que la incerteza acerca de cualquiera de
las variables marginales no puede ser mayor que la incerteza acerca del conjunto,
y saturan en el caso en el que una de las variables sea una funcién de la otra.
La ultima desigualdad establece que la incerteza acerca de la variable conjunta
no puede ser nunca mayor que la suma de las incertezas de las variables indivi-
duales. Si los valores que toman X e Y estan correlacionados, entonces tienen
informacién en comin que en la suma de la derecha en (1.11) se cuenta dos veces.
La desigualdad (1.11), como es esperable, satura cuando las variables X e Y son
independientes, en cuyo caso se verifica p;; = pfp?. Estos resultados motivan la

definicién de una nueva cantidad, la informacion mutua de X e Y
HX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y), (1.12)

que mide la informaciéon que X e Y tienen en comun. Por construccién esta
cantidad es nula si las variables son independientes y es positiva en caso contrario,
tomando un valor méximo cuando la dependencia es completa, en cuyo caso una
de las variables puede expresarse como una funcién de la otra. Esta situacion se
ilustra en la figura 1.2. La informacién mutua es entonces una medida entropica

de las correlaciones entre las variables X e Y.

Vamos ahora a definir una cantidad que va a ser de particular interés en
los capitulos que siguen: la entropia condicional. Supongamos que la variable Y
toma el valor y,. Podemos, por el teorema de Bayes, usar este conocimiento para
“actualizar” la distribucion de probabilidad de X a la distribucion condicional
{P(X =x;]Y = yx) = pir/pL}, con lo cual la entropia asociada a la variable pasa
a ser la entropia de esta nueva distribuciéon H(X|Y = y,). Vemos entonces que la

incerteza promedio acerca de X dado que se conoce Y esta dada por la entropia
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Figura 1.1: Esquema de la relacién entre la Informacion mutua de las variables
X e Y, sus entropias y la entropia conjunta [2].

condicional H(X|Y)

HX|Y) = Y plHXY =y)

k
DPik
= - Zpik log (_y)
ik Py

= H(X,Y)—H(Y). (1.13)

De la definicién se sigue que la entropia condicional es una cantidad no negativa, y
la forma (1.13) implica entonces la desigualdad (1.9) (y también (1.10)). Ademés,
de (1.11) vemos que H(X|Y) = H(X) si y solo si X e Y son independientes.

1.1.1.2. Entropia relativa

Resulta de utilidad en este punto introducir una nueva cantidad, la entropia
relativa o divergencia de Kullback-Leibler, en términos de la que pueden escribirse
las cantidades ya introducidas, y que es también de importancia en el caso cuanti-
co también. Dadas dos distribuciones de probabilidad P = {p;} y Q = {¢;}, la

entropia de P relativa a () se define como

DUpiHlah) = Y pilo (Z—) , (1.14)
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y es una medida de cémo la distribucién () diverge de P. Puede interpretarse
como el incremento en la entropia que supone, para una dada variable aleatoria X,
asumir la distribucién de probabilidad {g;} en lugar de la verdadera distribucién
de la variable {p;}.

De la definicion es claro que la entropia relativa solo estd definida cuando
¢ =0 = p; = 0Vi. Ademads es una cantidad no negativa, como probamos a

continuacién

Teorema 1.1.

D({pi}|{g;}) > 0.

Demostracion. Puesto que Vo > 0 : —logx > (1 — x)/In2, con igualdad sii

x =1, vemos que

DipdHa) = Ypos (%) 2 i o (1 31) =0

donde la igualdad se da sit p; = ¢; Vi O]

La entropia relativa nos es de utilidad porque las cantidades entrépicas ya
mencionadas pueden escribirse en términos de esta. Asi, por ejemplo, es fécil
probar que la entropia de Shannon de una distribucién {p;} puede escribirse en

términos de la entropia relativa como

H({pi}) = logd — D({p:}|{1/d}), (1.15)

donde d es la dimensién del vector de probabilidades {p;}. De la no negatividad de
la entropia relativa deducimos entonces que H({p;}) < logd, es decir, la entropia
de una distribucién es siempre menor que la entropia de la distribucion uniforme,
propiedad esencial que como vamos a ver mas adelante conecta a esta medida de
informacion con la nocién de mayorizacién.

De manera analoga podemos escribir a la entropia condicional y la informacién
mutua usando la entropia relativa. Consideremos una distribucién conjunta {p;;}
para una variable compuesta XY con distribuciones marginales {p{} y {p}}, v
a la distribucién que surge del producto de {p%} con {1/d}. La entropia de la

primera relativa a la segunda es

DUp 1)) = Eptog (%) = ~HXW) $1ogd, (L1o)

1,J J
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de manera que podemos escribir la entropia condicional como H(X|Y) = logd —
D(XY||YI), donde Y representa la composicion de la variable Y con otra de la
misma dimensién que X (d) pero uniformemente distribuida. Siguiendo la misma
idea es facil ver que también podemos usar la entropia relativa para escribir la

informacion mutua entre X e Y como
H(X:Y)=DXY||X.Y) (1.17)

es decir, la informacién mutua entre X e Y estd dada por la entropia de la
distribucién conjunta relativa al producto de las distribuciones marginales para
X e Y. La no negatividad de la entropia relativa asegura la no negatividad de
la informacion mutua, y de hecho constituye una prueba de la propiedad de

subaditividad de la entropia de Shannon.

1.1.2. Entropia de von Neumann

En la seccién anterior vimos que una fuente clasica de informacion puede ser
modelada por medio de una variable aleatoria. Vamos a considerar ahora el caso
en el que la fuente de informacién es cuantica, lo que implica que el estado de
la fuente ya no puede ser representado por una variable aleatoria, sino que viene

dado por un operador (o matriz) densidad.

1.1.2.1. Formalismo de la mecanica cuantica

El estado de un sistema cuantico esta representado por un operador densidad
p sobre un espacio de Hilbert separable H de dimensién n. Siguiendo la notacion
de Dirac representamos a los vectores de este espacio con kets |1), entendiendo
entonces el simbolo (1|¢) como el producto escalar entre los estados [¢) y |¢), ¥
a |¢) (1| como el proyector ortogonal sobre |¢). El operador densidad p: H — H

es hermitico y semidefinido positivo, con traza igual a la unidad:
p >0, Trp=1.

Decimos que el estado p del sistema es puro si y solo si p = |¢) ()| para algun
|Y) € H, es decir, si el operador es un proyector sobre algin vector |¢) € H.
Esto implica p = p? para estados puros. En el caso general el estado p del sistema

es una mezcla estadistica de proyectores de este tipo, con una descomposicion
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espectral

p=>> Milk) (K|,

donde los autovalores A\x, k = 1,...,n satisfacen 0 < A\, < 1y Zk A = 1y los
vectores {|i)} forman una base ortonormal de H. Para estos estados generales se
verifica p? < p, a saber, que el operador p — p? es semidefinido positivo. Se sigue

entonces que Trp? < 1, con igualdad sii p es un estado puro.

Los observables del sistema también estan representados por operadores au-

toadjuntos O : H — H, cuyos valores medios vienen dados por
(0) = TrpO.

Si O =3, 04i) (i, con {[i),i = 1,...,dim(H)} una base de H, es la descomposi-

cién espectral de O entonces la expresién anterior es

(0) = Z 0/ Trpli) (i = Z 0ii (1.18)

(2 3

con p; = (i|p|i) = Trp|i)(i|, que interpretamos como la probabilidad de obtener
el valor o; al medir O 6, equivalentemente, como la probabilidad de encontrar al

sistema en el estado |7).

En general una medida sobre el sistema viene descrita por un conjunto de
operadores {M;} que satisfacen 3, M M; = I, donde I denota el operador iden-
tidad en H e 7 es un indice que identifica los posibles resultados, de manera que

la probabilidad de obtener el resultado i al realizar la medida estd dada por
pi = TrpM]M;.

Que el conjunto {p;} es una distribucién de probabilidad queda asegurado por la
positividad de MJMZ-, la condicién ), MZ-TMi = [ y el hecho de que el espectro
de p es también una distribucién de probabilidad. Después de una medida con

resultado 7 el estado del sistema es

N MiPMiT

pi=—""—":
Di

Si el resultado de la medida no se leyera, es decir, si no hubiese postseleccion,

entonces la ignorancia en el resultado queda reflejada en el estado del sistema
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inmediatamente después de la medida, siendo este

i
p= ;Pi MZS;MZ = Z MiPMiT-

Como caso particular de este formalismo general para representar medidas,
denominado POV M (positive operator-valued measure), se encuentran las medi-
das proyectivas. En estas los operadores de medida son operadores de proyeccion,
M; = II; = II2. Si ademds estos proyectores tienen rango igual a la unidad,
y forman un conjunto ortogonal, entonces decimos que se trata de una medida
de von Neumann. En tal caso los operadores de medida pueden escribirse como
IT; = |i){(i|], donde los vectores {|i)} forman una base ortonormal de {H}. La

medicién de un observable del sistema (1.18) constituye entonces una medida de

von Neumann.
Sistemas compuestos

Consideremos ahora un sistema cuantico compuesto por dos constituyentes
distinguibles A y B. Si H4 vy Hp denotan el espacio de estados de A y B respec-
tivamente, entonces el espacio de estados del sistema conjunto AB es H4 ® Hp,
donde el simbolo ® denota el producto tensorial de espacios. El estado del siste-
ma conjunto entonces sera un operador densidad p4p sobre este 1ltimo espacio.
Los estados marginales o reducidos (andlogo cuantico de la distribucién marginal

clésica) de cada subsistema se obtienen a partir de p4p mediante trazas parciales

pa = Trppap =Y (ialpaslia) (1.19)

ps = Trapas =Y (islpaslis), (1.20)

J
donde {]i4)} v {|jp)} forman bases de H 4 y Hp respectivamente. Estos estados
reducidos reproducen la estadistica del estado conjunto para observables loca-
les, es decir, si Og es un observable en B tenemos (Og) = Tr(papla @ Op) =

TrpppOp.

1.1.2.2. Entropia en el formalismo cuantico

La nocién de entropia puede ahora extenderse al caso en que la fuente de in-

formacién es un sistema cuantico mediante la entropia de von Neumann, definida
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para un operador densidad p : H — H como
S(p) = —Trplogp = —Z/\k log A\g. (1.21)
k

Vemos entonces que la entropia de von Neumann de un operador p es igual a la
entropia de Shannon de su distribucién de autovalores, y de esta ultima igualdad
sigue inmediatamente que la entropia de von Neumann es no negativa, S(p) > 0,
con igualdad sii p es un estado puro. Por el contrario, vemos también que S sera
méxima cuando la distribucién de autovalores de p sea {\y = 1/n, k =1,...,n},
en cuyo caso el estado es p = I,/n donde I,, es el operador identidad en H.

Si el sistema cudntico es bipartito podemos extender la nocion clésica de
entropia conjunta y marginal simplemente evaluando la entropia de von Neumann

del estado conjunto y los estados marginales respectivamente. Tenemos entonces

Sap = S(pap) = —Trpaplogpas (1.22)
Say = S(paw) = —Trpam) log pam)- (1.23)

En el caso clésico se dice de un par de variables X e Y que son independientes o no
correlacionadas si su distribucién de probabilidad conjunta es p;; = pfp?, con pf
y pgj las distribuciones marginales de cada variable. Esta idea se extiende también
al caso cuantico tomando a los sistemas A y B como no correlacionados cuando el
estado del sistema conjunto es pap = pa @ pp. En efecto, si 04 = ), 0Mia) (ial
y Op = ;07 ]jp)(js| son las descomposiciones espectrales de dos observables

sobre A y B respectivamente, entonces la probabilidad de obtener el valor o en

Ay of en B es Tr(pa ® pglia)(ial @ |7)(jBl) = Tr(palia)(ial)Tr(pslis) (jal),
por lo que no hay correlacion en los resultados de las medidas. En este caso los
autovalores del estado pap satisfacen )\f‘jB = )\Z-A)\f y entonces vale S(pap) =
S(pa) + S(pp) como sucede en el caso clasico. La extensién de estas nociones a

un nimero arbitrario de componentes es directa.

1.1.2.3. Entropia relativa, condicional e informacién mutua

Como sucede para la entropia de Shannon y medidas afines, resulta de utilidad
introducir la nocién de entropia relativa. La definicién de entropia relativa para el
caso de sistemas cuanticos es una generalizacién directa, a operadores densidad,

de la definicién en el caso clasico. Si p y o son dos matrices densidad entonces la



Capitulo 1. Preliminares 21

entropia de p relativa a o esta dada por la expresion
S(pllo) = Trplog p — Trplogo. (1.24)

En analogia con el caso clasico esta cantidad diverge si el ntucleo de o tiene inter-
seccién con el soporte de p. La version cuantica de la entropia relativa es también
no negativa, propiedad que se sigue de la no negatividad de su contraparte clasica,

como mostramos a continuacion.

Teorema 1.2. Teorema de Klein

S(pllo) = 0.

Demostracion. Sean p = >, pilip)(ip| vy 0 = >, ¢;|js)(Jo| las descomposiciones
espectrales de p y o respectivamente. De la definici

on (1.24) tenemos
S(pllo) = Y pilogpi— Y wili (Y logajlio) (ol)lin) (1.25)
i i j
= Y pilogpi — Y _ Pylogg,), (1.26)
@ J

donde P; = (iy|jo){Jolip) > 0 satisface >, P = > P;; = 1y es por lo tanto
una matriz doblemente estocastica, lo que implica Zj Pijlogq; < log(zj P;iq;)
con igualdad sii P;; es una matriz de permutacién (lo que significa que p y o son

diagonalizables en la misma base). De manera que
S(pllo) = > pilog ",
=2 r

conr; =, ; Pijq;. Esta ultima expresion es una entropia relativa entre dos dis-
tribuciones de probabilidad clésicas, y por el teorema (1.1) es no negativa. Dedu-
cimos entonces

S(pllo) = 0.

con igualdad sii p; = r;Vi y P;; es una matriz de permutacién. Es decir, con

igualdad sui p = 0. O]

Vale notar que si bien la entropia de cada operador es igual a la entropia de

Shannon de su distribuciéon de autovalores, la entropia de p relativa a o es mayor
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que la entropia relativa clasica D({p;}||{¢;}), y la demostracién anterior muestra

que esto es asi porque [p, o] # 0 en general.

Supongamos ahora un sistema cuantico bipartito AB cuyo estado es pag,
con estados marginales p4 y pp para los subsistemas A y B respectivamente.
Podemos evaluar la entropia de psp relativa al producto tensorial de sus estados
marginales, extendiendo asi al caso cudntico la definicion clasica de informacion

mutua. Tenemos entonces que la informacién mutua cuantica esta dada por

I(A:B) = Dlpasllpa® ps) (1.27)
— S(pa) + S(pw) — S(pap) = S(A) + S(B) — S(AB). (1.28)

Al igual que en el caso clasico, esta cantidad es necesariamente no negativa, pues
es una entropia relativa. De manera analoga es también posible generalizar la
definicién clasica de la entropia condicional al caso cuantico. Si evaluamos la
entropia de psp relativa a i[ A ® pp, donde 4 es la identidad en el espacio de

Hilbert H 4 del subsistema A y d4 la dimensién de H 4, resulta

1 1
S (PAB||EIA ®pp) = Trpaplogpap — Trpap(log EIA + log pp)
= S(pp) — S(pap) +log(da),

y luego la entropia de A dado B es
1
S(A|B) = S(pap) — S(pp) =logds — S(ﬂABHa[A ® pp). (1.29)

Vale notar en este punto que, a diferencia de lo que se observa en el caso clasico, la
entropia condicional cudntica puede tomar valores negativos. En particular es facil
ver que esto sucede cuando pap es un estado puro entrelazado, en cuyo caso vale
S(pap) = 0, y entonces la entropia condicional es S(A|B) = —S(B). Los valores
negativos para la entropia condicional indican la existencia de estados globales
tales que nuestra incerteza acerca del estado de una de las partes es mayor que
aquella respecto al sistema conjunto, lo cual a su vez implica la existencia de
correlaciones sin andlogo clasico en dichos estados globales. Vamos a volver sobre

esto en la proxima seccion.
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1.1.3. Entropias generalizadas
1.1.3.1. Mayorizacién

La mayorizacién es una relacién de preorden en RY que puede usarse para
comparar distribuciones de probabilidad. Es decir, nos nos permite comparar dos

distribuciones dadas y decidir cuél resulta mas ordenada. Formalmente,

Definicién Sean a y b vectores en R? tales que Tra = Zj a; = z;j b;j = Trb.

Decimos que a mayoriza a b, en simbolos a > b, si y solo si

k k
day =) b Vk=1,...d,

donde af y bﬁ’ son las componentes de a y b respectivamente, ordenadas en forma

decreciente [5].

La relacién definida impone un orden que solo es parcial en R?. Esto signifi-

ca que existen pares de vectores del espacio que no son comparables mediante

mayorizacion, a saber, que verifican a £ b y a % b valen simultaneamente.
Dada la definicién no es evidente que la relacion a = b implica que a esta

méas ordenado que b. Para verlo vamos a apoyarnos en la siguiente propiedad:

Propiedad 1.3. Dados dos vectores a,b € R? a = b sii exviste una matriz

doblemente estocastica tal que

b = Da.

Una matriz doblemente estocdstica es una matriz cuadrada de entradas (D);; =

d;j reales y no negativas, que satisfacen

i J
Estas matrices forman un conjunto convexo, siendo sus elementos extremales
las matrices de permutacién {m,}. Esto implica entonces que cualquier matriz
doblemente estocastica puede escribirse como combinacién convexa de matrices
de permutacién, es decir, D = ) p,m, para alguna distribucién de probabilidad
{pn}. De esta manera resulta que si b es mayorizado por a es porque puede

escribirse como combinacion convexa de las posibles permutaciones de a,

b = Z PnTna,
n
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lo que quiere decir que b puede obtenerse mezclando las componentes de a. De ahi
que a esté mas ordenado que b. Como ejemplo particular, resulta ahora intuitivo
que el vector (1/d,...,1/d) sea mayorizado por todos los vectores v € R? Trv =
1, pues no es posible obtener a partir de este un vector distinto simplemente
mezclando sus componentes.

La definicién de mayorizaciéon dada puede extenderse de manera directa a
operadores densidad sobre un espacio de Hilbert mediante su descomposicion
espectral. En general si p = > pili)(i] y 0 = . q;|7)(j| son dos operadores
densidad, entonces

p = o siysolosi{p;} > {qg;}, (1.30)

es decir, p mayoriza a o si el vector de autovalores del primero mayoriza al del
segundo. De esta manera, un estado estd mas o menos mezclado (o desordenado)
si lo estan sus autovalores, segiin el orden impuesto por la definicién de mayori-
zacion.

De particular interés en la teoria resulta la siguiente propiedad, que establece
una conexion entre la relacion de mayorizacién y el comportamiento de funciones

céncavas.

Propiedad 1.4. sean a y b vectores en R%. La desigualdad
> fla) <N fby)

vale para toda funcion f : R — R concava si y solo si a > b.

Una funcién concava, recordemos, es aquella que satisface
Az 4+ (1= Naza] = Af(21) + (1= A) f(2), VA€ 0,1].

Como la entropia de Shannon es una funcién concava, tenemos entonces que si

un par de distribuciones dadas satisfacen {p;} > {¢;}, entonces resulta

H({p:}) < H{g;}),

relacién que justifica la vinculacién que usualmente se establece entre entropia y
“orden”. Es importante recalcar, no obstante, que el reciproco de esta implicacién
no vale en general, es decir, H({p;}) < H({¢;}) == {pi} = {¢;} de donde se

sigue que el orden impuesto por la mayorizacién es mas restrictivo que el inducido
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por la entropia de Shannon. Combinando este resultado con la definicién (1.30)
es facil ver que para dos operadores densidad p y o vale S(p) < S(o) siempre que
p=a0.

Podemos pensar entonces que la entropia, tanto en el caso clasico como en
el cuantico, es una medida del “orden” impuesto por la relacién de mayoriza-
cion. Esta interpretacion constituye el punto de partida en la generalizacién de

la entropia a otras formas funcionales.

1.1.3.2. Entropias generalizadas

En su trabajo de 1948 [1] Shannon mostré que la entropia que lleva su nombre
es la tunica funcién, a menos de un factor constante, que tiene las siguientes

propiedades:

= H({p;}) debe ser una funcién continua de las probabilidades p;.

= Sitodos los p; son iguales, p; = 1,,, entonces H debe ser una funcién monoto-

na creciente de n.

= Si una eleccion se descompone en otras dos elecciones sucesivas, la entropia
original debe ser igual a la suma pesada de los valores individuales de H.
Es decir
H(X,Y) +ZP H(Y|X = x).

A esta lista posteriormente fue anadido por Kinchin [6] un cuarto axioma, de “ex-
pandibilidad”, que exige H(p1,p2, ..., pn) = H(p1,pa, ..., Pn,0). La lista completa
se conoce como “axiomas de Kinchin-Shannon”.

No es dificil ver que la unicidad de la entropia de Shannon es consecuencia
del axioma tres, que exige a la medida de informacion ser aditiva. Si relajamos
este axioma podemos encontrar otras funciones que satisfacen los tres restantes y
constituyen también medidas del grado de orden, en el sentido de mayorizacion,
en una distribucién. Consideremos, para una distribucién de probabilidad dada

{p:}, funciones de la forma (entropias tipo traza)
Sr({pi}) Zf pi), (1.31)

donde f : [0,1] — R es una funcién céncava y derivable en [0, 1] que satisface

f(0) = f(1) =0y f'(p) estrictamente decreciente en el mismo intervalo. Estas
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condiciones aseguran la concavidad estricta de f. Las funciones Sy asi definidas

satisfacen las propiedades bésicas de la entropia de Shannon:
» S¢({p:i}) > 0 con igualdad sii p; = ;5,7 € {1,...,n}.

» S¢({pi}) es una funcién céncava, esto es, si {p;} y {¢;} son dos distribuciones

de probabilidad, entonces

SrMpid + (1= M{g;}) = AS;({pi}) + (1 = A)Sr({g;}), A € [0,1],

donde M{p;} + (1 — X){g;} es una distribucién de elementos Ap; + (1 — \)g;.

» S; alcanza su valor maximo para la distribucién equiprobable, {1,}, vy

ademas el valor de este maximo crece con n.

Debido a la propiedad (1.4) todas estas funciones, al ser céncavas verifican
H({p:}) < HH{q;}) si {pi} = {qg;}, y por lo tanto son todas medidas del orden
impuesto por la mayorizacién. La definicién (1.31) incluye como caso particular
a la entropia de Shannon, correspondiente al caso f(x) = —zlogz, y también a
sus generalizaciones mas conocidas, entre las que destaca la familia de entropias

de Tsallis, definidas como

So({p:}) = T q>0. (1.32)

En el caso ¢ — 1 recuperamos nuevamente la entropia de Shannon, mientras que
en el caso ¢ = 2 obtenemos la llamada entropia cuadrdtica o lineal, correspon-
diente al caso f(x) = z(1 — z).

La generalizacién al caso cudntico de la definicién (1.31) es inmediata. Dado
un estado cudntico p con descomposicion espectral p = 3. p;[7)(jl, j=1,...,d

(pj >0, >, p; = 1), las entropfas de traza (ver, por ejemplo [77 , 8])

St(p) =T f(p) = >_ f(s) (1.33)

cumplen, para cualquier funcién real estrictamente céncava f : [0,1] — R (con
f(0) = f(1) =0y f'(p) estrictamente decreciente en [0,1]), con todas las propie-

dades de la entropia convencional excepto por la aditividad. En particular para



Capitulo 1. Preliminares 27

todas ellas se verifica la propiedad [9, 10] de mayorizacién

p=<p = Si(p) = Ss(p). (1.34)

donde p < p' (p mas mezclado que p') significa Z;lej < Zézlp; para i =
1,...,d—1, con pj, pj denotando aquf los autovalores de p y p’ ordenados en for-
ma decreciente (y completados con 0’s si las dimensiones difieren). La ecuacién
(1.34) provee la base conceptual para considerar a cualquier Sy como una medida
generalizada de incerteza, o forma entrépica. Ademas, mientras el reciproco de
(1.34) no necesariamente vale si se verifica para cierta Sy particular (la mayori-
zacién es méas fuerte que una simple desigualdad entrépica), si vale si se verifica
V Sy de la forma (1.33): Sf(p) > Se(p') ¥V Sy = p<p' [9].

La entropia de Tsallis [11] S,(p) = (1 —Trp?)/(q¢ — 1), ¢ > 0, corresponde a
flp) = (p—p9)/(qg—1) en (1.33). Se reduce a la entropia cuadrética, Sa(p) =
1 — Trp? para ¢ = 2, y a la de von Neumann para ¢ — 1. Podemos también
hacer S,(p) = (1 — Trp?)/(1 — 2'79), de manera que S,(p) = 1 para un estado
méximamente mezclado de un qubit p = I5/2, en cuyo caso So(p) = 2(1 — Trp?)
y Sq(p) — —Trplog, p para ¢ — 1. Resulta también evidente que si g(z) es
una funcién creciente de , con ¢g(0) = 0, entonces g(Sf(p)) cumple también la
propiedad de mayorizacion, si bien ¢g(Sf(p)) no es necesariamente céncava. En
particular las entropias de Renyi [12] son simplemente funciones crecientes de las

entropias de Tsallis.

1.2. Correlaciones entre sistemas cuanticos

En la seccién anterior vimos que pueden usarse cantidades entrdopicas para
cuantificar correlaciones. En particular encontramos en la entropia condicional
el primer punto en el que la teoria cuantica de la informacién se separa de su
contraparte clasica. Efectivamente, la existencia de estados cudnticos bipartitos
para los cuales la entropia condicional toma valores negativos es un indicador
de que los sistemas cuanticos pueden exhibir correlaciones imposibles de generar
clasicamente. En esta seccion vamos a hacer un breve resumen de los principales

avances en el estudio de estas nuevas formas de correlacién.
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1.2.1. Entrelazamiento

El entrelazamiento es el fendmeno que caracteriza a la mecénica cuantica y la
distingue de la mecdanica clasica; una forma de correlacion entre sistemas cuanticos
que no tiene analogo en el mundo cldsico. Si bien el término fue acunado por
Schrodinger en 1935 [13] no fue sino hasta 1964, con el impulso del trabajo de John
Bell [14], que esta caracteristica tan distintiva de la teorfa empez6 a estudiarse
de manera seria, tomando hasta la década de 1980 para que fisicos, criptégrafos
y cientificos de la computacion comenzaran a ver en el entrelazamiento un nuevo

recurso a explotar en computaciéon y comunicaciones.

1.2.1.1. El paradigma LOCC

Para entender por qué el entrelazamiento es una forma no-clasica de corre-
lacién es necesario definir de manera precisa la nocién de correlacion cldsica.
Tomemos el sistema bipartito AB con espacio de Hilbert H4p y supongamos
que los componentes se encuentran en laboratorios distantes: el subsistema A en
el laboratorio de Alice, y el subsistema B en el de Bob. Permitamos que tanto
Alice como Bob puedan operar sobre su parte del sistema y realizar mediciones,
y ademas tengan la capacidad de comunicarse a través de un canal clasico, mas
no por un canal cuantico. Este esquema de procesamiento de estados cuanticos,
ilustrado en la figura 1.2, recibe el nombre de operaciones locales y comunicacion
clasica (LOCC). Esta restriccién en las operaciones permitidas esté principalmen-
te motivado por las dificultades tecnolégicas actuales en la comunicacion de datos
cuanticos, pero también resulta de utilidad para estudiar correlaciones cuanticas
y otros efectos no locales [15].

Alice y Bob pueden preparar estados correlacionados ateniéndose a estas res-
tricciones de la siguiente forma: supongamos que cada uno tiene la capacidad
de preparar en su laboratorio n estados distintos p,’f‘(B), r =1,...,n, y ademéas
disponen de un generador de nimeros aleatorios, que puede producir n nimeros
distintos con alguna distribucién de probabilidad {p,}. En cada corrida el gene-
rador da el numero r, este resultado se comunica a Alice y Bob, y estos preparan
el estado p? v pP respectivamente. El operador densidad del estado conjunto

preparado de esta manera serda

pas =Y ppi @ pl. (1.35)

T
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(CC)

Classical Communication
Alice l:£) Q;& Bob
L Local Quantum ('Jp:ralinns—[
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Figura 1.2: Esquema de procesamiento mediante un protocolo de operaciones
locales y comunicacién clasica (LOCC) [17].

Los valores esperados de observables O4 v Op medidos conjuntamente en A
y B no factorizan, (04 ® Op) # (O4){Op), por lo que claramente el estado
estd correlacionado. La fuente de correlacién es un generador de nimeros alea-
torios que puede elegirse como un dispositivo completamente clésico, por lo que
la correlaciéon es clésica. Podemos extraer de esta construccion una definicion de
correlacion clasica: son aquellas correlaciones que pueden ser generadas con un
protocolo de operaciones locales y comunicacién clasica. Los estados de la forma
(1.35), que puede extenderse facilmente a un nimero arbitrario N de partes como
p=>.Dp:®pE®...® pY, son entonces estados clasicamente correlacionados

[16] o separables.

Evidentemente los estados de la forma (1.35) no agotan la totalidad de los
estados en Hap = Ha ® Hp. Tomemos por ejemplo un estado puro arbitrario,
esto es, p4p = pap- El operador densidad es entonces un proyector sobre un
vector |ag) € Hap, pap = |VYap){¥ap|. Este vector puede expandirse en una
base producto {|i)a ® |j)p} de Hap con {|i)a,i = 1,....dim(Ha)} v {|j)B,J =
1,...,dim(Hp)} bases de Ha y Hp respectivamente,

[WaB) = Z Cijli)a ® |7) B, (1.36)

donde por normalizacién la matriz de entradas complejas C' satisface TrCTC = 1.
Esta matriz admite una descomposicién en valores singulares C' = UXVT, con
Y = /Culuw, ¢y € R, Zu ¢, = 1y U,V matrices unitarias, lo que implica que
siempre existen bases {|i)4,7 = 1,....dim(Ha)} y {|i)p,i = 1,...,dim(Hpg)} en
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Ha y Hp respectivamente en las que |[¢4p) toma la forma
Was) =Y Vali)a® [i)s, (1.37)

conocida como descomposicion de Schmidt. En el caso en que solo uno de los
coeficientes ¢; sea no nulo el estado conjunto es simplemente un producto de
estados puros de A y de B, pap = |i)4(i| ® |2)5(i|, y por lo tanto separable. Pero
si hay m

as de un coeficiente no nulo entonces el estado no puede escribirse en la forma
(1.35), es decir, no puede ser preparado mediante un protocolo LOCC. Esta es
precisamente la definicion de estado entrelazado: son aquellos estados que no

pueden ser preparados mediante un protocolo LOCC.

El entrelazamiento en un estado cudntico se convierte en un recurso si el pro-
cesamiento de informacion esta restringido a la implementaciéon de operaciones
LOCC. En efecto, supongamos que tenemos un estado cuantico y lo procesamos
usando operaciones LOCC de manera que resulte posible implementar alguna
tarea que no pueda simularse por correlaciones clésicas, tal como violar una de-
sigualdad de Bell o teleportar otro estado. Claramente estos efectos no pueden
atribuirse al protocolo de procesamiento, sino que han de deberse a correlaciones

ya existentes en el estado [17].

1.2.1.2. Criterios de separabilidad

De la definicion de separabilidad se sigue que para determinar si un dado
estado pap de AB es separable, hay que decidir si este puede escribirse como una
combinacién convexa de la forma (1.35). Resolver este problema es en general muy
dificil, y de hecho est4 clasificado como un problema NP-HARD [18]. No obstante
existen ciertas condiciones necesarias para la separabilidad de un estado, que de
no satisfacerse permiten asegurar que este estd entrelazado. Algunos de estos

criterios de separabilidad se listan a continuacion.

= Criterio de Peres. Si pap es separable, entonces pffB > 0, donde el su-
perindice tp denota la operacion de traspuesta parcial [19]. Efectivamente,

si el estado pap es de la forma (1.35), con p, > 0, entonces después de la
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traspuesta parcial queda
P = pr Pl ® pi®,
'

que claramente es positivo si pap lo es. Para un estado general el test re-
presenta una condicién necesaria mas no suficiente para la separabilidad,
pues pueden encontrarse estados entrelazados con traspuesta parcial posi-
tiva. Sin embargo puede probarse que en el caso de sistemas qubit-qubit
o qubit-qutrit el criterio constituye una condicién necesaria y suficiente
[19, 20]

» Criterio del rango [21]. Este criterio se basa en el hecho de que para todo
estado separable pap en el espacio Hap = Ha ® Hp de dimensién m existe
un conjunto de N < m? vectores {|;)|dx) € Hag, {i,k} € I} (donde I es

un conjunto de pares de indices con cardinal menor a m?) tales que

pas =Y pinlthi) (Wil @ |6x) (sl
i,k

para alguna distribucién de probabilidad {p;}, o bien el conjunto genera el

rango de pag.

» Criterio de reduccidon [22]. Este criterio utiliza el mapeo I" : p — (Trp)—p. El
producto tensorial de esta transformacion con la identidad mapea cualquier
estado separable en un operador no-negativo, proveyendo asi una condicién
necesaria para la separabilidad de un estado. En el caso en que uno de
los subsistemas es un qubit, I' se reduce a la transformacién de inversion

temporal, por lo que el criterio es equivalente a la trasposicion parcial.

» Testigos de entrelazamiento [20]. Los criterios previos requieren necesaria-
mente el conocimiento del estado del sistema, pues en todos se realiza al-
guna operacion sobre la matriz densidad. Existe, sin embargo, una forma
de detectar entrelazamiento en términos de observables que pueden medirse

directamente. Estos observables son testigos de entrelazamiento
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Definicién Un observable O es llamado testigo de entrelazamiento si

Trp,O > 0 para todo p, separable en H 4p

Trp.O < 0 para algtin p. entrelazado en Hap

Esta definicién tiene una interpretacién geométrica clara: en el espacio
euclideo un plano esta definido por su vector normal n. El plano separa
a los vectores que tienen producto escalar negativo con n de aquellos que
tienen producto escalar positivo con este, y aquellos vectores ortogonales a
n obviamente pertenecen al plano. Una situacion similar se da al calcular
el valor medio de un operador O. El valor medio es el producto escalar
entre O y el estado p del sistema, por lo que la ecuacién TrpO = 0 define
un hiperplano que separa a los estados que verifican TrpO > 0 de los que
verifican TrpO < 0.

De esta interpretacién se sigue, dado que el conjunto de estados separa-
bles es compacto y convexo, que todos los estados entrelazados pueden ser

detectados mediante testigos:

Teorema 1.5. Para todo estado entrelazado p. € Hap existe un testigo de

entrelazamiento que puede detectarlo.

1.2.1.3. Medidas de entrelazamiento

Visto el entrelazamiento como un recurso surge la necesidad de cuantificarlo,
es decir, encontrar una manera de poder decir si un estado particular estd mas o
menos entrelazado que otro. Dada la restriccion en las operaciones a protocolos
LOCC, podemos imponer un orden segun el cual un estado p esta més entrelazado
que otro estado o si la transformacién p — o es posible usando operaciones
LOCC. El siguiente teorema muestra que se puede establecer tal orden en el

conjunto de estados puros comparando los coeficientes de Schmidt de cada estado.

Teorema 1.6 (Nielsen). Sean |1)1) y [19) estados en Ha®Q@Hp con descomposicion
de Schmidt [y1) = Y, J/aulia)ig) y |[¥2) = D>,/ Ali's)|is). La transformacion
[t1) — |12) es posible con operaciones LOCC si y solo si la distribucion {a} es

mayorizada por la distribucion {a'}.

Tenemos asi que si la distribucién de coeficientes de Schmidt de [¢) es ma-

yorizada por la correspondiente a |1)9), entonces |¢)) estd mas entrelazado que
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|th). De la ecuacién (1.37) se sigue que los estados marginales de un estado puro
tienen los mismos autovalores y que estos son los coeficientes de Schmidt, lo que
implica entonces que un estado puro esta mas entrelazado que otro si sus estados
marginales estdn mds mezclados, siendo asi maximamente entrelazados aquellos

estados que tienen marginales proporcionales al operador identidad Iy, , ()

Puesto que la mayorizacién impone un orden parcial en H4p existen pares
de estados que son incomparables, esto es, que no pueden convertirse uno en el
otro usando operaciones LOCC. Para tales pares no es posible entonces definir
si uno esta mas entrelazado que el otro. Este problema se salva considerando
transformaciones en régimen asintotico: en lugar de intentar transformar un es-
tado p de un solo par de particulas en otro ¢ por operaciones LOCC, podemos
preguntarnos si para enteros suficientemente grandes m, n es posible implementar
la transformacién p®" — o®™ con errores arbitrariamente pequenos (esto es, el
estado resultante es 1 con trlo — n| arbitrariamente chico en el limite n — 00).
La mayor tasa m/n a la cual la transformaciéon puede lograrse serd una medida
del entrelazamiento relativo entre los dos estados, que se vuelve una medida del
entrelazamiento del estado o si el estado de partida p es un estado maximamente

entrelazado [17].

Considerar transformaciones asintoticas lleva a la imposicion de un orden
unico y total en H,p, y como consecuencia, a una medida natural y tnica de

entrelazamiento en estados puros, la entropia de entrelazamiento, definida como
E([vap)) = S(Tra)|vap) (¥asl) = S(pa) = S(ps)- (1.38)

La entropia de entrelazamiento F(|yap)) mide entonces (en régimen asintoti-
co) el numero de estados maximamente entrelazados necesarios para, localmente,
preparar el estado |1 45), 0 equivalentemente, el niimero de estados maximamente

entrelazados que pueden prepararse localmente a partir del estado [45p).

El caso general, en el que los estados pueden no ser puros, es bastante méas
complicado y no existe una tnica medida de entrelazamiento. Entre las medidas
mas conocidas estan el Entrelazamiento destilable, Costo de entrelazamiento, y la
Entropia relativa de entrelazamiento [17]. De particular interés en este trabajo es

el Entrelazamiento de formacion, definido para un estado p como

E¢(p) Zin{sz‘E(WD(wil) PP = ZPJ%)(%I}? (1.39)
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es decir, como el entrelazamiento promedio minimizado sobre todas las descom-
posiciones de p como combinacién convexa de estados puros (denominado techo
convezo de la entropia de entrelazamiento). Puesto que la definicién involucra
una optimizacién sobre todas las posibles representaciones de p como combina-
ciéon convexa de estados puros, evualuar el entrelazamiento de formacion de un
estado arbitrario es en general extremadamente dificil. Sin embargo para el caso
particular de sistemas de dos qubits existe una féormula cerrada propuesta por

W.K. Wootters [23]: el entrelazamiento de un estado arbitrario p de dos qubits

Ey(p) = h (1 - 12_ CQ(p)) ' (1.40)

esta dado por

donde C(p) es la concurrencia de p definida como el techo convexo de la misma

cantidad definida para estados puros como

C(19)) = [wld)] = [(loy v, (1.41)

y dada por
C(p) = max{(), )\1 — )\2 - )\3 — )\4}, (142)

donde los coeficientes A; son, en orden decreciente, las raices de los autovalores
de la matriz po, ® o,p *x 0, ® 0, y el simbolo * denota conjugacién compleja en

la base estandar.

1.2.2. Correlaciones cuanticas mas alla del entrelazamien-

to

Si bien el entrelazamiento ha mostrado ser un ingrediente clave en el procesado
de informacién cudntica [2], en los tltimos anos otras caracteristicas més gene-
rales de las correlaciones entre sistemas cuanticos han atraido creciente interés,
principalmente tras descubrirse que existen estados cuanticos no entrelazados que
permiten la realizacién de tareas como quantum state preparation [24] y quantum
state merging [25]. Esto ha llevado al desarrollo del concepto de cuanticidad de
las correlaciones, acercamiento en el que se busca cuantificar el total de las corre-
laciones entre sistemas cuanticos separandolas entre cldsicas y cudnticas. Entre
las medidas de correlaciones introducidas con este propdsito [26] se encuentran

aquellas inducidas a través de mediciones. En estas medidas de correlaciones se
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identifica a un estado como clasicamente correlacionado si existe una medida lo-
cal que no lo perturba. Segin esta definicién entonces los estados clasicamente

correlacionados son aquellos de la forma
pas =Y pili)(ila @ 15) (ils, (1.43)
(]

donde los estados {|i)a,i = 1,...dim(Ha)} v {|7)B,7 = 1,...dim(Hg)} forman
una base de H, y Hp respectivamente. Efectivamente, es inmediato verificar
que una medida local proyectiva en cualquiera de estas dos bases deja al estado
inalterado. Podemos definir de manera similar aquellos estados que son “cldsicos
en una direccion” o “cuanticos-clasicos”, es decir, aquellos en los que solo en una
de las partes existe una medida local que deja el estado inalterado. Estos estados

son de la forma
pas =Y pili)(ila @ pf. (1.44)

Una medida en la base {|i)4,7 =1, ...dim(H4)} sobre el sistema de Alice deja el
estado inalterado. Sin embargo, si los operadores p? no conmutan no hay medida

local de von Neumann en el sistema de Bob que no perturbe al estado.

Este nuevo acercamiento al estudio de las correlaciones entre sistemas cudnti-
cos provee una definicion mas restrictiva de clasicidad, pues es evidente que para
un estado separable general (1.35) que no sea de la forma (1.43) o (1.44) no es
posible encontrar una medida local, sobre ninguno de los subsistemas, que no

perturbe al sistema.

Entre las medidas de correlacion inducidas por mediciones destacan dos, que
van a ser de importancia en este trabajo: el Déficit de informacion o déficit
cudntico y la Discordia cudntica. Terminamos este capitulo haciendo un breve

repaso de las definiciones de estas cantidades.

1.2.2.1. Discordia cuantica

La discordia cuantica es la primera medida propuesta para cuantificar corre-
laciones cudnticas mas alld del entrelazamiento. La definicién de esta cantidad

se basa en el hecho de que en la teoria clasica de la informaciéon la entropia
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condicional puede expresarse en dos formas distintas, a saber

H(X:Y) = H(X)+H(Y)-H(X,Y) (1.45)
H(X:Y) = H(X)-H(X|Y), (1.46)

donde H(X[Y) =3 P(Y = y)H(X|Y = y), como ya vimos. La igualdad entre
estas dos cantidades se sigue de la regla de Bayes P(X = z|Y = y) = P(X =
z,Y = y)/P(Y = y) y la aditividad de la entropia de Shannon, que aseguran
H(X|Y)=H(X,Y)—-H(Y).

En el caso cuantico, dado un operador densidad pap € H4 ® Hp con margi-

nales pa € Ha 'y pp € Hp, la generalizacién de (1.45) es (ver (1.28))

I(A: B) = S(pa) + S(ps) — S(pan), (1.47)

la cual se sigue simplemente de la aditividad de la entropia de von Neumann.
Alternativamente podemos escribir (1.45) como la entropia de la variable conjunta
XY relativa al producto de las distribuciones de X e Y, siendo entonces su version
cudntica (1.47) la entropia de pap relativa al producto de marginales ps ® pg,
como se muestra en la seccién 1.1.2. La generalizacién de (1.46), por otra parte,
no es tan directa. Ollivier y Zurek [27] notaron que para pasar al caso cudntico
hay que definir el estado del sistema A dado el estado del sistema B, y para poder
decir que este tltimo estd dado es necesario realizar una medida. Si tal medida
esta descrita por operadores {IL;}, entonces el estado de A dado que el resultado
de la medida es j sera - -
iPABLL;
pAB=II, = TiTBHj’ (1.48)
con probabilidad p; = Trpapll;. Con esto podemos entonces generalizar la en-
tropia condicional al caso cuantico evaluando la entropia promedio de los estados

condicionales p4 p—;, resultando
J(A: By = S(oa) — 3 piS(oanon,). (1.49)
J

Claramente J(A : B)m,y es una cantidad que depende de la medida realizada, y
puede interpretarse como la cantidad de informacién acerca del estado del sistema,

A que se gana tras hacer una medida en el sistema B.

Puede probarse [27] que estas dos cantidades son diferentes a menos que el
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estado conjunto sea clasico-cuantico en direccién de Bob hacia Alice, es decir,
si existe una medida local sobre el sistema B que no perturbe el estado. Para
estados generales la diferencia entre las dos, minimizada sobre todas las posibles

medidas locales en B
D(A|B)=1(A:B)—J(A:B), (1.50)

lleva el nombre de discordia cudntica. La discordia d(pap) es una cantidad no ne-
gativa que se anula, como ya dijimos, para estados de la forma pap = > D pJA ®
|7){jlB, y en el caso en que pap es puro coincide con la entropia de entrelazamien-
to, pues entonces [(A: B) = 25(A) y J(A: B) = S(A). Puesto que la definicién
de la discordia involucra una minimizacién sobre todas las bases posibles de medi-
da su evaluacion en el caso general resulta extremadamente dificil, conociéndose
una solucién exacta solo en algunos casos muy particulares de estados de dos

qubits.

1.2.2.2. Déficit cuantico

El déficit cuantico [28] fue propuesto inicialmente como una medida del tra-
bajo que puede extraerse de un bano térmico mediante operaciones locales, por
lo que si bien es una medida de cuanticidad de correlaciones la nocién de clasica-
lidad que involucra tiene el espiritu del paradigma LOCC. Segin esta propuesta,
un sistema cudntico bipartito AB exhibe solo correlaciones clésicas si la cantidad
de trabajo W; que puede extraerse del sistema como un todo puede también ex-
traerse de sus subsistemas mediante un protocolo LOCC. Llamemos a este ultimo
trabajo W;. Esta idea motiva la definicién del déficit cudntico como la diferencia

entre el trabajo que puede extraerse de estas dos formas
A=W,—W,. (1.51)

Ahora bien, la cantidad de trabajo extraible del sistema AB como un todo estd

vinculada a la entropia de su estado pap [28, 29], de manera que
Wt :logdAB—S(pAB), (152)

donde dap es la dimensién del espacio de estados Hap. Es decir que cuanto

mas puro es el estado, mas trabajo puede extraerse del sistema. Siguiendo esta
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linea encontramos que solo un subconjunto del conjunto LOCC resulta adecuado
para la extraccién local de trabajo, puesto que el uso de sistemas auxiliares por
ejemplo, permitido en operaciones LOCC generales, incrementaria artificialmente
el trabajo extraible de los subsistemas. Este subconjunto es denominado CLOCC
(Closed LOCC) e incluye solo las operaciones unitarias locales y el envio de
sistemas por un canal de dephasing, que tiene el efecto de eliminar todos los
elementos no diagonales de la matriz densidad en una base determinada. Este
efecto es equivalente a la realizacién de una medida proyectiva local en la cual no

se lee el resultado.

Vale notar que la ecuacion (1.52) establece una equivalencia entre el trabajo
que puede extraerse del sistema y la informacion contenida en su estado, por lo
que podemos reescribir la definicién (1.51) como A = [, — I;, donde I, = W,
es la informacion contenida en el estado conjunto e I; = W, es la informacion
localizable [30], definida como la informacién en el estado conjunto tras su trans-
formacion por operaciones CLOCC, p'y5. Por esta razon el déficit cuantico es
también denominado déficit de informacion. Puesto que el trabajo que puede ex-
traerse localmente de los subsistemas es la suma del trabajo extraible de A y de

B, resulta entonces que el déficit cuantico puede escribirse cémo
A = Min[S(p}y) + S(ps)] = S(pan), (1.53)

donde el minimo se toma sobre las posibles operaciones CLOCC que pueden rea-
lizarse sobre los subsistemas. También se conoce a esta expresion como déficit
cudntico en dos direcciones, debido a que la comunicacién es posible en ambas
direcciones. Si solo fuese posible la comunicacién en una sola direccion, por ejem-
plo, de A hacia B, entonces el déficit cuantico es en una direccion. El estado que
resulta de implementar operaciones con esta restriccién es de la forma (1.44). En

este caso entonces el déficit cudntico es la diferencia

A = Min[S(p45)] — S(pas). (1.54)

{a}

donde el minimo es sobre las posibles medidas locales en A.

Vale mencionar, finalmente, que si bien la nocién de cuanticidad de corre-
laciones es esencialmente diferente de la idea de correlacién construida desde el
paradigma LOCC, la discordia y el déficit no estdan completamente desconecta-

dos de las medidas de entrelazamiento. Puede probarse que durante una medida
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local en un sistema cudntico bipartito AB, en general, se crea entrelazamiento
entre el sistema y el aparato de medida M, de manera que el minimo entrela-
zamiento destilable creado durante una medida sobre el sistema A es igual al
déficit de informacién en direccién del sistema A hacia B. Ademads, la discordia
del sistema (para medidas en A) coincide con el minimo entrelazamiento parcial
destilable entre sistema y aparato, definido como la cantidad de entrelazamiento
que se pierde cuando se ignora el subsistema B [31]. Como sucede en el caso de
la discordia cuantica (1.50), el déficit cuantico (1.54) coincide con la entropia de

entrelazamiento cuando el estado pap es puro.



Capitulo 2

Entropia condicional generalizada

en sistemas cuanticos

En este capitulo estudiamos la generalizacién, a formas entropicas generales,
de la entropia condicional cuantica dependiente de la medida que introdujimos
en el capitulo anterior. Esta entropia se define, para el estado p4p de un sistema
bipartito AB, como el promedio de las entropias de los estados condicionales de,
por ejemplo, el sistema A, que resultan de una medida local sobre el sistema B.
Esta cantidad cuantifica, en promedio, el grado de mezcla o desorden en el estado
de A tras realizarse dicha medida, y su minimo sobre todas las posibles medidas
locales cuantifica ademéds el entrelazamiento de formacién entre A y un tercer
sistema C' que purifica al estado pag, es decir, tal que pap = Tre|vape) (Yascl.
En el caso particular de la entropia de von Neumann, este minimo determina
la evaluacién de la discordia cuantica entre A y B. Para estados clasicamente
correlacionados y mezclas de estados puros con el estado maximamente mezclado
mostramos que la medida minimizante puede determinarse analiticamente y es
universal, esto es, la misma para todas las formas entrépicas. En el caso especial
de la entropia cuadratica (o lineal), directamente ligada a la pureza del estado,
mostramos que es posible obtener una expresién analitica para la minima entropia
condicional en sistemas qudit-qubit, en términos de los autovalores de una matriz
de 3 x 3 que denominamos tensor de correlaciones. Como aplicacion de estos
resultados evaluamos la minima entropia condicional en estados de dos qubits tipo
X, y mostramos que la medida minimizante para la entropia de von Neumann
coincide normalmente con aquella que minimiza la entropia cuadratica en estos
estados.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [32].

40
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2.1. Entropia condicional generalizada tras una

medida local

Consideremos nuevamente un sistema bipartito AB en el estado inicial pap,
con marginales p4 = Trp p, pp = Tra p. Supongamos que se realiza una medida
local POVM Mp sobre B, definida por operadores M; = I, ® MJB, 7=1 .. Jm,
de manera que el estado tras obtener el resultado j es proporcional M;pM jT. Como

vimos en el capitulo anterior, los operadores semidefinidos positivos
;= M{M; = I, TI% (2.1)

deben satisfacer la condicién Zj I, =1 =14 Ip.
Recordemos que el estado reducido de A tras obtener el resultado j depende

solo de II; y esta dado por
pam, =p; ' Trpplly, p; =Trpll;, (2.2)

donde p; > 0 es la probabilidad de tal resultado. A fin de cuantificar la incerti-
dumbre promedio o grado de mezcla en el estado de A después de tal medida,

consideraremos la entropia condicional generalizada
St(AlBuiy) = > piSt(pam,), (2.3)
J

donde
Si(p) =Tr f(p), (2.4)

representa una forma entrépica generalizada, o medida de incertidumbre [7, §]
(Ver seccién 1.1.3.2 y apéndice A.1). Aqui f : [0,1] — R es una funcién suave
y estrictamente céncava que satisface f(0) = f(1) = 0. Para f(p) = —p log, p
(usamos @ = 2 o e), S¢(p) coincide con la entropia de von Neumann S(p) =
—Trplog, p, y la ecuacién (2.3) con la entropia condicional de von Neumann
dependiente de la medida, introducida en [27] para la definicién de la discordia

cuantica, ya definida en la seccién 1.1.3.2.

La concavidad de estas formas,

St " dapa) =D 6aSt(pa). (2.5)
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si {¢o} es una distribucién de probabilidad (g, > 0, >, ¢o = 1) y todos los p,
son estados cudnticos, se sigue directamente de la concavidad de f, e implica
algunas de las propiedades fundamentales de la entropia condicional generalizada
(2.3). Primero, puesto que py = Zj pj pajm,, de la ecuacién (2.5) se sigue que
St(A) = Sp(pa) = >, piSi(pajm;), esto es,

S5(A) = S4(AlByy) (2.6)

lo que indica que el grado de mezcla condicional de A tras una medida en B, no
excedera el grado de mezcla del estado marginal original, para ninguna eleccion
de Sy. Ademas, si f es estrictamente céncava, la igualdad en (2.5) vale sii todos
los p, con g, > 0 son idénticos. De ahi que la igualdad en (2.6) para toda Mpg

valga solo si p = pa ® pp, pues solo en tal caso pam; = pa V II;. La cantidad
11(A1Byy) = S5(4) = Sy(AlB,y) 1)

es entonces no negativa para cualquier Sy, anulandose para toda Mp solo en el
caso de estados producto. Esta representa la reduccion promedio en la incerti-
dumbre sobre el estado de A (o la ganancia de informacién generalizada acerca

de tal estado) como lo mide Sy, tras una medida local en B.

La ecuacién (2.5) implica también la concavidad de la entropia condicional:
Si p = 2, dap®s entonces pam, = 3,05 4ab§ pom,, con pf = Trp®Ily, p; =
> Gap§- Luego, Sy(pam;) > >, pj_lqap;?‘Sf(pj/Hj), lo que lleva a

Sr(AlBuiy) = ) 4aSF(A%|B,y) » (2.8)

donde S f(AO‘|Bf‘Hj}) = >, 05Sr(r% /HJ_): La incertidumbre promedio acerca de A
tras mezclar el estado no puede ser menor que el promedio de las incertidumbres

originales. Ademas, si

Il; = erﬁm ri >0, (2.9)
k

donde IT; = I, ® ﬁf ,con Yy, I1, = I, son operadores positivos que representan

una medida local més detallada (por ejemplo, todos los l:IE son de rango 1) y

> rf = 1, entonces pa/m; = kaj_lrqupA/ﬁk, con ¢, = Tr pIly, Dok rqu = pj.
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Luego, Sy(pasm;) > kaflr;?Qka(PA/ﬁk) y

Si(AB,y) > Y auSs(pajm,) = Sr(AlBa,,) (2.10)
k

es decir, la entropia condicional generalizada no crecerd (y en general decrecerd)
si se realiza una medida local mas detallada. De hecho, S(A) puede considerarse
como la entropia condicional S¢(A|By) de A tras una medida trivial de la identi-

dad I en B, de manera que la ecuacién (2.6) es un caso particular de (2.10).

La minima incertidumbre acerca del estado de A se obtendra entonces para me-

didas basadas en operadores de rango 1
17 = ryl58) (sl 75> 0, (2.11)

donde los |jp) son estados normalizados de manera que ), TI7 = Ip. Una medida
de von Neumann estandar corresponde a r; = 1y {|jg)} una base ortonormal

(ILII; = 0,;11;). En particular, para estados puros
p=[U){¥], |¥) :Z\/q_kV;A/;’B% (2.12)
k

donde la tltima expresién es la descomposicién de Schmidt (1.37), pa/m;, es puro

V j con p; > 0, para cualquier medida local basada en los operadores (2.11):
s . . o 1/2 . 7 7
pam, = i)l 1da) = (ri/p)"* > Varlislks)lka) (2.13)
k

donde p; = ;3 ar|(jslks)|?. Luego, en el caso puro Si(A|B,y) = 0, y la

ecuacion (2.7) se convierte en la entropia de entrelazamiento generalizada [10]:

I1(A[B,y) = Sp(A) = Sy(B) = Zf(%) : (2.14)
s
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2.1.1. Minima entropia condicional y entrelazamiento de

formacién generalizado

Consideremos ahora el minimo de la entropia condicional generalizada (2.3)

sobre todas las medidas locales sobre B,
Sy(AIB) = Min 3 (4] By, (2.15)

De la ecuacién (2.10) se sigue que tal minimo se alcanza para medidas basadas
en proyectores de la forma (2.11). La ecuacién (2.15) lleva a la maxima ganancia

de informacién generalizada
I5(AlB) = Max I; (4| Byn,)) = S;(4) = Sy(AB). (2.16)

Si el sistema AB es purificado [2] mediante la adicién de un tercer sistema C,
entonces la minima entropia condicional (2.15) coincide con el f-entrelazamiento

de formacién E;(A,C) entre Ay C en el estado reducido pac [33]:

SHAIB) = Ef(A.C) = _ Min > p;Si(eh) (2.17)

> PiPhc=PAC

donde la minimizacién se lleva a cabo sobre todas las posibles representaciones de
pac como combinacién convexa de estados puros plyo = |jac){jac| v S(0))) =
S f(p‘é) es la f-entropia de entrelazamiento entre A y C' en |jac). La expresién
en (2.17) es el techo convexo [34] de la f-entropia de entrelazamiento (2.14) y
es un mondtono de entrelazamiento [35]. La identidad (2.17) fue derivada para
la entropia de von Neumann [33], donde E;(A, C) se reduce al entrelazamiento
de formacién [36], pero el argumento vale para formas entrdpicas generales (ver

Apéndice A.2)

La ecuacién (2.17) implica que la expresion (2.16) puede reescribirse como

donde Ef(A, BC) = S¢(pa) = S¢(ppc) es la entropia de entrelazamiento entre A
y BC' en el estado puro |[apc).
La discordia cuantica D(A|B) (1.50) resultante de una medida local en B

estd directamente relacionada a la entropia condicional de von Neumann (f(z) =
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—zlogx) S(A|Bym,;) a través de su definicién (ver seccion 1.2.2.1)
D(AIB) = Min S(A|Bn,) — [S(A, B) — S(B))

donde entre corchetes reconocemos la versién cudntica estdndar (independiente
de la medida) de la entropia condicional (la cual puede tomar valores negativos

para estados entrelazados como ya se discutié en el capitulo anterior).

2.1.2. Casos de medida optima universal

Vamos ahora a revisar clases de estados mixtos de AB para los que la medida
que minimiza la entropia condicional es universal, esto es, coincide para todas las

formas entrépicas Sy.
Estados clasicamente correlacionados

Una de esas clases es la de los estados cuantico-clasicos en la direccién B — A,

es decir, estados de la forma [26]

pas =Y _ qepas @ [kp)(kpl, (2.19)
k

donde {g} es una distribucién de probabilidad y {|kp)} es una base del espacio
de estados de B. Una medida local sobre B en esta base, es decir, descrita por

operadores I12 = |kg)(kp|, no perturba al estado pues

Z(IA®ﬂk)pAB(IA®Hk Z\ (k|E"Y g paji ®|kp) (kg = ZQkPA/k®|kB><k‘B|

k k,k!

Es facil probar [32] que la minima entropia condicional se obtiene para una medida

en esta base, para toda Sy:
Si(AIB) = S;(AlBysi,y) = Y akSr(pas) - (2:20)
k
Demostracion. Para cualquier medida basada en los operadores (2.11) tenemos

pam, = Y rip; al(Gslks)® pask (2.21)
k

con p; = 1; 3, qxl(jslks)|?. La concavidad y la relacién > | Gplks) > = 1
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implican

SH(AIB,y) = > riael (Gslks) *Sr(pam) =D aSs(pasm) (2:22)
k. %

desigualdad que satura para una medida en la base puntero {|l§:B)}, formada por

los autoestados de pp =), @112 La méxima I; es entonces
I(A[B) = Sf(z QkPA/K) — Z arSy(pask) - (2.23)
k k
O

Mezcla de un estado puro con el estado mdximamente mezclado

Un segundo caso es aquel de una mezcla de un estado puro general [1)) con el

estado maximamente mezclado I/d:
p=wl U+ (1 —w)la/d, [¥) = arlkaks), (2.24)
k

donde w € [0,1] y d = dadp es la dimensién del espacio de Hilbert de AB. El
minimo para cualquier Sy estd dado de nuevo para una medida en la base {|kz)}

de autoestados de pp [32]:
Si(AlB) = S(A‘B{ﬁk}) = qusf(PA/ﬁk)
k

_ qu}[f(qu+g%_w)/d) + (dy — 1)f(1d;£f)] 7 (2.25)

k

donde ¢ = wq, + IJ—Bw es la probabilidad del resultado & en B y p, i, =

K
[wap|ka)(kal + (1 — w)Is/d]/q" el estado de A tras obtener dicho resultado.

Demostracion. Para cualquier medida basada en los operadores (2.11) obtenemos,
usando (2.12)—(2.13),

wpj|ja)(Jal +ri(1 —w)la/d riqV . s 4 +
pam, = J| A>< A| pwj( ) A/ _ Z;)_JK]BWBV’UJgIOA/ﬁkUg 7 (226)
J & J

donde p; = r; >, qk|<j3]/~§3>|2 y pf = wp; + rjlg—;“ son, respectivamente, la

probabilidad del resultado j en |¥) y en p, y U,z son unitarias que satisfacen
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Ul|ka) = |ja). Asf la concavidad, la invariancia de Sy frente a transformaciones

unitarias y la relacién de completitud implican nuevamente
Sp(AlBuiy) = ) atSi(pasm,) = Ss(AlBz,y) - (2.27)
k

La igualdad en (2.27) para cualquier medida de la forma (2.11) vale para i)
w = 0 (p maximamente mezclado), ii) w = 1 (p puro) y iii) |¥) mdzimamente
entrelazado (qx = 1/dp V k, asumiendo d4 > dg), donde p; = r;/dp V j y todos

los pa/m; = w|ja)(jal + ld_—AwIA tienen el mismo espectro. O

Es féacil verificar que (2.25) es una funcién cdncava de ambos, w y la dis-
tribucién de probabilidad ¢ = {gx}. Puesto que Sf(A|B) alcanza su méaximo
Si(la/da) = daf(1/ds) para w = 0, la concavidad implica que (2.25) es una
funcién decreciente de w para w € [0,1] V Sy: Disminuir el grado de mezcla hace
decrecer la incerteza sobre A. La concavidad también provee una cota inferior
inmediata S;(A|B) > (1 —w)daf(1/da).

Ademads, para estados |V), |U’) caracterizados por distribuciones q y ¢’ en su
descomposicién de Schmidt, tenemos S¢(q) > Sf(q') V Sy sii g < ¢’ (es decir, q
mayorizado por ¢’). Tal condicién asegura entonces que |V) estd mds entrelazado
que |V') para cualquier Sy, y es la misma condicién que garantiza que |¥') puede
obtenerse de |¥) mediante operaciones LOCC [2, 37] (Teorema 1.6). En tal caso,
la concavidad de S;(A|B) respecto a q implica que a un valor fijo de w € (0, 1),
St(A|B)wy > S§(A|B)wy para cualquier Sy, es decir, un mayor entrelazamiento
implica una mayor entropia condicional Sf(A|B) V Sy en la mezcla (2.24), en

contraste con el caso puro w = 1 (donde Sy(A|B) = 0 para todo estado puro

[¥))-

2.2. El caso cuadratico: Pureza condicional tras

una medida local

2.2.1. Propiedades generales

Vamos a considerar ahora el caso particular en que la f concava en las de-

finiciones anteriores es f(z) = axz(l — z), « > 0. Para o = 1 esto lleva a
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Sy(p) = S2(p), con
Sy(p) =1 — Trp?, (2.28)

denominada entropia cuadrdtica o también lineal, pues corresponde con la apro-
ximacion lineal —1In p = I — p. Es también el caso ¢ = 2 en la familia de entropias
de Tsallis S,(p) [11] y provee una cota inferior para la entropia de von Neumann
(tomando e como base del logaritmo), puesto que p(1 —p) < —plnp, Vp € [0, 1].
La ecuacion (2.28) estd trivialmente relacionada con la pureza del estado p,
P(p) = Trp?, que satisface P(p) < 1 con igualdad sii p es un estado puro, esto es,
p = p*. También estd directamente relacionada con el cuadrado de la distancia

de Hilbert-Schimidt entre p y el estado maximamente mezclado I/d:
lp = 1/d||* = Trp* — 1/d, (2.29)

donde ||O|? = TrO'O y Sy(I/d) = 1—1/d. Siguiendo entonces la definicién (2.28)

la entropia condicional cuadratica de A tras una medida local en B es

S(A|Buiy) =1-> p; Tep%m, (2.30)

J

y estd trivialmente relacionada con la pureza condicional promedio de A tras
dicha medida, P(A|Bg;y) = >, piTep} /> determinando ademds el promedio
del cuadrado de la distancia de los estados condicionales al estado maximamente

mezclado en A:

> pilloam, — Ia/dall® = Sa(1a/da) — S2(A|Byyy).- (2.31)

J

La correspondiente ganancia de informacion cuadrética I,(A|B) respresenta asi
el incremento promedio en la pureza del estado de A debido a la medida local en
B, y puede también interpretarse como el promedio del cuadrado de la distancia

entre el estado marginal p4 y los estados posmedidos pam;:

I(A|Ba,y) = Sa(A) — Sa(A|Byy) (2.32)
= > piTepu, — Tepl (2.33)

J
= > pillpa— pa,|I®, (2.34)
J
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donde usamos que pa/m, = pj_lTerABHj, con p; = Trpapll;. Podemos definir

también, mediante I, y Ss, el ratio de ganancia de pureza [32],

L(A|Buy) 2 Teokm,
1—S(4)  Trp}

RQ(A|B{H]}) =1+ , (235)
que satisface 1 < RQ(A'B{H]}) < d 4. Este ratio no es alterado frente a la adicion
de un sistema auxiliar o ancilla (pap — pc @ pas).

En el limite en que p estd suficientemente cerca del estado maximamen-
te mezclado I/d, la ecuacién (2.29) implica que todas las entropias S¢(p) (con

f"(p) < 0Vp) se vuelven funciones lineales de Sy(p): un desarrollo a segundo
orden de S¢(p) alrededor de I/d conduce a

Sy(p) ~ Sp(1/d) ~ S1f"Clllo— 1/dIF (2.36)

= SUCIS:0) — Sa(1/d). (2:37)

Asi, en la vecindad del estado maximamente mezclado todas las entropias Sy
(con f”(1/d) < 0), incluyendo por supuesto a la entropia de von Neumann, estan
determinadas por S3(p). En este limite pa/m; estd también cerca de I/dy VIIj,

por lo que
SyAIBm,) ~ S(T/da) + 31 (OISl AlBy) — Su(T/da), (239)

lo que indica que todas las entropas condicionales Sy (A|Bym,y) (con f"(1/d4) < 0)
también se vuelven funciones de la entropia condicional cuadréatica. La medida
que minimiza S3(A|Bym,y) se vuelve entonces universal en este limite, esto es, es
la misma para todas las S.

Vale notar que el discord geométrico [26, 38] estd definido como la minima
distancia cuadrada de Hilbert-Schmidt entre p4p y un estado cuantico-clasico p.
y es equivalente al incremento minimo en la entropia Sy del estado global debido

a una medida local proyectiva no leida en B [10]:

Dy(A|B) = Min|pa = pel* = Min $5(3_Tiplly) = Salpap),  (239)
’ J

donde nuevamente II; = I, @ II7. A diferencia de Sy(A|B), el discord geométri-

co busca el estado posmedido promedio mds cercano ), II;papll;. Esto lleva a
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diferencias significativas en la medida que minimiza estas cantidades en ciertos

estados, como se discutird mas adelante.

2.2.2. Algunas expresiones explicitas

La ventaja obvia de la entropia Si(p) frente a otras formas entrdpicas es
que su evaluacion no requiere una previa determinacién de los autovalores del
operador densidad p. Pueden obtenerse expresiones convenientes, para un sistema
con espacio de Hilbert de dimensiéon d, considerando un conjunto completo de

operadores hermiticos y ortogonales (I, o), con o = (074, ...,042_1), que satisfacen
Tr 0; = 0, Tr 0,05 = dél] (240)

Para el caso en que la dimensién es d = 2 estos operadores se reducen a los
conocidos operadores de Pauli, por lo que en dimensién mayor consituyen una
generalizacion de la representacion de Bloch. En términos de estos operadores un

estado general del sistema puede escribirse como
1
p= E(I—i—’r-a), (2.41)
con r = Trpo = (o), siendo entonces la entropfa cuadratica de p
Sa(p) = 1— (1 + [r[2)/d. (2.42)

Para un estado puro p> = p = |r|> = d — 1, y resulta Sy(p) = 0 como se
espera. Si el sistema es bipartito, con componentes A y B, podemos reescribir
(2.41) como

I+rs-04QIg+11@7 -0+ 0y R0op], (2.43)

Ul

PAB =

donde 74 = (o4), g = (o) y J = (04 ® of) es una matriz de (d4 — 1) X
(d% — 1) con elementos J;; = (04; ® op;). Los estados marginales de A y B en

este formalismo toman la forma

1
pa:d—(Ia—i—ra-aa), a=A,B. (2.44)

«
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Si consideramos ahora una medida local sobre B caracterizada por los operadores

(2.11), encontramos que queda representada por vectores

k; = Tr(osljs)(isl), (2.45)

de manera que los operadores de medida en representacién de Bloch son H]B =

ri(Ip + k; - op)/dp. Los vectores k; satisfacen |k;|*> =dp — 1y

> rik; =0, (2.46)
J

puesto que la condicién ) ; Hf = I debe satisfacerse. La probabilidad de obtener
el resultado j, y el correspondiente estado posmedido p4/m;, estdn dados entonces

por

(ra+Jk)) - o
- A] : (2.47)

T 1
= (1 k. =T
Pi = (L+75-kj), pam, s |:A+ g

B
expresiones que solo involucran a las componentes de 7z y J a lo largo de k;. Las

ecuaciones (2.42)-(2.47) conducen asi a

Sy(A|Bpyy) = 1——

|’I"A+Jk|
R

ktCtCk
- § g 2.4
Sl A) = G LT, (248)

donde Sy(A) = Sy(pa) =1 — (14 |ral?)/da y K:C*CE; = |Ck;|?, con
C=J—rarh ={os®0k%) — (o) {oh) (2.49)

el tensor de correlacion, de elementos Cyj = (04; ® 0;) — (0ai){0;) (C =0 sii
paB = pa @ pg). Reconocemos en el segundo término de (2.48) la ganancia de
informacién cuadratica (2.33), esto es, el incremento promedio en la pureza tras
la medida local en B:

ktCtCk
1(A[By,y) = Z e (2.50)

Es claro entonces que este incremento esta determinado por la contraccion de rg

y la matriz C*C, de (d% — 1) x (d% — 1), con los vectores k; que representan a los
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elementos de medida.

2.2.3. El caso qubit-qudit

Vamos ahora a mostrar que cuando el componente B es un qubit puede obte-
nerse una expresion analitica para la minima entropia condicional cuadratica Sy
de A (que equivale a la maxima pureza condicional promedio de A) sobre todas
las medidas proyectivas en B, vdlida para toda dimension del espacio de estados
de A y para todo estado conjunto inicial pap. Podemos tomar en este caso los
operadores de Pauli para o y entonces los vectores k; son vectores unitarios en
R3. Para una medida proyectiva en la direccién del vector k tenemos, en (2.11),

r;j=17=1,2y k; = —ky = k. En tal caso la ecuacién (2.50) se reduce a

1 KC'Ck 1 K'C'Ck

L(ABy) = ———~>> _ >~ =%
2(A1Br) dal—(rp-k)®>  da k'Ngk

(2.51)
donde Np es la matriz semidefinida positiva de 3 x 3
NB = ]3 — 'I"B’l"tB. (252)

La ultima expresién en (2.51) es un cociente de formas cuadréticas y es por lo
tanto independiente de la norma de k. Su maximo puede entonces obtenerse
diagonalizando la matriz de 3 x 3 C*C sujeta a la métrica Np: Haciendo k =

N;ﬂic, con k'k = 1, tenemos
= 27— KC'CR < Amax, (2.53)

~ ~1/2 , . = , .
donde C' = CNyg / Y Amax €s el maximo autovalor de C*C, y el méximo se alcanza
cuando k es el autovector asociado a dicho autovalor. La ecuacién de autovalores

C*'C = Mk es simplemente la ecuacién de autovalores para C*C' con métrica Np,
C'Ck = \Ngk, (2.54)
de manera que Ay €s la raiz mas grande de la ecuacion

Det[C'C' — ANg] = 0, (2.55)
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con k el autovector asociado. En otras palabras, v/An.x es el maximo valor sin-
gular del tensor de correlacién C' con métrica Np. La correspondiente entropia

condicional y maxima ganancia de informacion estan dados entonces por

SQ(A‘B) = h/gn SQ(AlBk) = SQ - )\max/dA- (256)
I,(A|B) = Max I(A|Bk) = Anax/da. (2.57)

Sirp = 0, entonces Ng = I3y Amax s simplemente el autovalor maximo de C'C.

Por otra parte, si |rg| = 1, pap es un estado producto por lo que k'C*'Ck = 0 Vk.

Por ejemplo, el estado clasicamente correlacionado pap = >, qupaje @ f[,f
corresponde, eligiendo el eje z en B tal que Il 5 = %(IB +o0,),a(rg), =0,.rg,
Jw = 0y2J,2, 10 que implica que (C*'C),, = 6,,/0,.|J — rpral?, con J el vector

de componentes J,,.. Luego,

k'C'Ck | —rpral®

LS , 2.58
k‘Npk 1— 1% (2:58)

verificindose que el méximo se alcanza para k a lo largo de z, esto es, para una
medida en la direccién de rg (en la base de autoestados de pp). Para un estado
general, sin embargo, la direccion de la medida minimizante va a diferir de la

correspondiente a rg, siguiendo la direcciéon de mdzima correlacion determinada
por CtC.

Si A es también un qubit (d4 = 2), es conveniente usar Sy = 2(1—Trp?) en las
ecuaciones anteriores, de manera que So(pa) = 1 si p4 es maximamente mezclado.
En tal caso, si pap tiene rango 2 puede purificarse adicionando un tercer qubit C,
verificdndose entonces que S;(A|B) coincide con el cuadrado de la concurrencia
(1.42) entre A y C, dado que esta cantidad se reduce para estados puros de
dos qubits a la entropia Sy de cualquiera de los subsistemas, y coincide con el
techo convexo Fs(A,C) para estados mezcla de dos qubits [34]. Remarcamos
finalmente que para un estado de un sistema qudit-qubit el discord geométrico

estd determinado por el mayor autovalor de una matriz de 3 x 3 diferente [26, 38]:
1 _
Da(A|B) = S (Irsl* + [17]* = Amas) (2.59)

donde S\max es el autovalor mds grande de My = rprh + J'J. Esta matriz depende

entonces de J mas que de la matriz de correlacién C', coincidiendo las dos solo
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en el caso en que rg = 0.

Vale mencionar finalmente que, si bien el presente formalismo considera solo
medidas de von Neumann (1.18), el minimo en (2.56) es también el miimo so-
bre todas las medidas generalizadas en B, como demostraremos en el préximo

capitulo.

2.3. Minima entropia condicional en estados X

Terminamos este capitulo aplicando los resultados derivados en las secciones
anteriores a estados X de dos qubits. Estos estados resultan de interés no solo
porque aparecen naturalmente en el estudio de sistemas fsicos particulares, como
las cadenas de espines, sino también porque la evaluacion de medidas de entrela-
zamiento y otras propiedades en ellos puede realizarse de manera analitica [40].
La misma situacién se da en el caso de la minima entropia condicional cuadrati-
ca, cuya evaluacion en estos estados es inmediata, lo que permite entender mas

facilmente las caracteristicas de la medida minimizante.

2.3.1. Estados X

Consideremos ahora un sistema de dos qubits. La matriz J es entonces de
3 x 3 y siempre pueden elegirse bases locales en las que esta toma una forma
diagonal J,,, = d,,,J,,. Los correspondientes ejes z,y, z quedan determinados por
la descomposicién en valores singulares de J. Si r4 y rp estan en la direccién del

mismo eje principal de J, que denominaremos z, obtenemos un estado X [41],

1
p = Z(Hmaz@h+r312®az+ZJ#a#®aH) (2.60)
U=x,y,2
p¢+ 0 0 a- pe— 11(7«AJZB)+JZ
= 0 ¢4 ay 0 _ 1E(ra—-rp)-J:
- y g+ = - 1 (261)
0 ar ¢ 0 JutJ,
Oé:t = T

a0 0 p_

donde la ecuacién (2.61) es la representacion del estado en la base estandar. Este
estado conmuta con el operador de paridad en z, P, = 0, ® 0,. En consecuencia,
los estados reducidos de pares arbitrarios de espines en un estado térmico de

una cadena con acoplamiento de Heinsenberg XY o XY Z de rango arbitrario
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en un campo en direccion z son de esta forma, puesto que el correspondiente

Hamiltoniano conmuta con la paridad total respecto de z.

Las matrices C' y Np de estos estados, en las bases locales indicadas, son

simultaneamente diagonales,

J, 0 0 1 0 0
c=|o0 g o Ng=[o0o1 o |,
0 0 J,—rarg 00 1-—r%

por lo que la minima entropia condicional S3(A|B) entre todas las medidas pro-
yectivas se obtiene para una medida en la direccién de alguno de los ejes princi-
pales x,y, z de C. Obtenemos entonces las siguientes expresiones para la minima
entropia condicional cuadratica y la correspondiente méaxima ganancia de infor-

macién tras una medida en B

SyAIB) = 1—[raf — L(A|B), (2.62)
ktCtOk 2 2 (Jz - TATB)Q
IQ(A|B) = kE:iX m = Max Jx’ Jy’ W R (263)

lo que implica una transicion z — x o z — y en la direccién de la medida
minimizante cuando J, o J, crecen por encima de A\, = (J, — rarg)?/(1 —1%).
Tal direccién esta entonces determinada esencialmente por la direccién principal
de correlacién en C*C'. Esto provee una base conceptual para los resultados de [42]
en relacion a la medida minimizante en la evaluacién de la discordia para estados
X, que también sigue la direccién principal de correlacién. Esta direccién puede
ser significativamente diferente de aquella que minimiza la discordia geométrica.
Para el estado (2.60) obtenemos [10, 38] (2.59)

1
Dy(AIB) = S {rp + |I7II* = Max[J2, Jy, JZ + rg]}, (2.64)

implicando una transicién z — z 0 2 — y en cuanto J2 o J; crecen por encima de
J? +1r%. La coincidencia de las dos medidas puede asegurarse entonces solo para
rg = 0, esto es, para el caso en que el marginal pg estd maximamente mezclado,

donde la medida minimizante es en la direccién definida por el autovalor mas
grande de |J,| para ambas Sy(A|B) y D2(A|B).
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Para una forma entrépica general Sy la entropia condicional es

T+ &m . (2.65)

l+vrg-k 1
Si(ABk) = > —Bf[‘ (1+“ l+uvrg k

2 2

p,rv==+1

Se verifica que para un estado X, medidas en la direccion de cualquiera de los ejes
principales de J son siempre estacionarias (0.57(A|By) = 0 a primer orden en k),
esto es, candidatas a medidas minimizantes de (2.65), aunque otras direcciones no
pueden descartarse (tipicamente en la regién de transicién entre z y x o y). Por
otra parte para estados de dos qubits con marginales maximamente mezclados,
que pueden escribirse como estados X con r4 = rg = 0, se ve de (2.63) y (2.65)
que la medida minimizante es en la direccién del eje con mayor |J,|, esto es, k
en la direccion del mayor autovalor de J'J = C'C' para cualquier entropia Sy
(minimo universal).

Finalmente mencionamos que la discordia geométrica Dy(A|B), como se mues-
tra en ([43]), es una cota superior al cuadrado de la negatividad N (pag) [44],
dada para dos qubits por Tr|p?2| — 1 (con p’® la traspuesta parcial), coinci-
diendo ambas medidas para pap puro. Para estados X obtenemos aqui una
relacién similar entre Io(A|B) y el cuadrado de la concurrencia C(p), con am-
bas coincidiendo cuando p es puro: para el estado X, la concurrencia es C(p) =

2Max(| oy |—/p1p=, |- —/4:q-], de donde se sigue que C(p) < 2Max[|ov, |, o],
y asi, como |a £ | < Max||.J,|, |J,|]/2, resulta

C2(p) < Max[.J2, J2] < L(A[B). (2.66)

2.3.2. Mezcla de un estado puro con el estado maxima-

mente mezclado

Como ejemplo especifico de estados de la forma (2.60), consideramos la mezcla
(2.24) en el caso de dos qubits. Eligiendo apropiadamente los ejes locales, podemos

siempre escribir el estado como

p = wW)(¥| + (1 —w)Ly/4, W) = /gl00) + /I g/11), (2.67)

que corresponde a un estado X con

ra=rg=w2q¢—1), J,=—J,=2w\/q(l—¢q), J.=w.
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Figura 2.1: Arriba: Resultados para la minima entropia condicional (linea sélida)
S¢(A|B) cuadrética (izquierda) y de von Neumann (derecha), y maxima ganancia
de informacién I;(A|B) (linea punteada), tras una medida en B para la mezcla
(2.67) en el caso maximamente entrelazado (¢ = 1/2) y separable (¢ = 0). Todas
las S¢(A|B) son funciones céncavas y decrecientes de w, anuldndose en el limite
puro w = 1. Abajo: Comparacién de los resultados de la entropia cuadratica
(lineas sélidas) y de von Neumann (lineas punteadas) para ¢ = 1/2 (izquierda) y
g = 0 (derecha). Se verifica que Sy(A|B) < S(A|B) V w,q.

(J=—rarp)® J? = w?(1—w)?(1—2¢)?
1-r% Tz T 1-w2(1-29)2

S2(A|Bg) alcanza su minimo para una medida en la direccién z (es decir, en la

Se verifica entonces que > 0, lo que implica que
base de autoestados de pg), en concordancia con el minimo universal para este
estado discutido anteriormente. Se ve también, entonces, que para w = 1 (p puro),
w = 0 (p maximamente mezclado) o ¢ = 1/2 (]¥) méximamente entrelazado)
la diferencia se anula, indicando que todas las direcciones k llevan al mismo
resultado, en acuerdo con consideraciones previas. En cualquier caso obtenemos,
para Sy(p) = 2(1 — Tr p?),

(1 —w)(1+w—2w*(1 —2q)?)

A|B 2.
w?(1 —w(1 — 2¢)?)?
I,(A|B) = 2.
am) = R 2.00
con Sy(A) = 1 — w?(1 — 2¢)*. Se verifica que la ecuacién (2.68) es una

funcién estrictamente céncava y decreciente de w para ¢ € [0,1] fijo, y una



Capitulo 2. FEntropia condicional generalizada en sistemas cudnticos 58

funcién estrictamente céncava de g si w € (0,1), alcanzando su valor maxi-
mo en ¢ = 1/2 (estado de Bell). Vale notar que (1 — 2¢)> = 1 — C?*(]¥)), con
C(|¥)) = 24/q(1 —q) la concurrencia [39] de |¥), de manera que la ecuacién
(2.68) es, para w € (0,1), una funcién creciente de C(|¥)), es decir, del entre-
lazamiento, como se afirmé previamente. La desigualdad en (2.66) también es
satisfecha (C(p) = Max[w C(|¥)) — (1 —w)/2,0]).

I,(A|B) en (2.69) es también una funcién estrictamente céncava de ¢ si w €
(0, 1], con maximo en g = 1/2, es decir, una funcién creciente de la concurrencia
C(|¥)). Por el contrario (2.69) no es necesariamente una funcion creciente de w. Su
comportamiento con w puede no ser mondétono si | W) es separable o casi separable
(¢ muy chico o cercano a 1), como se muestra en figura 2.1, donde también se
muestran los resultados para la entropia condicional y la ganancia de informacion
de von Neumann (S(p) = —Trplog, p). Tal comportamiento es universal, es decir,
vale para cualquier Sy: Cuando |¥) es separable, el ruido induce un valor no nulo

de I;(A|B), dado que pap deja de ser un estado producto para w € (0, 1).

Como se aprecia en la figura 2.1, el comportamiento cualitativo de la minima
entropia condicional lineal y de von Neumann es completamente analogo, y lo
mismo vale para la correspondiente maxima ganancia de informacién I;(A|B).
No obstante, mientras Sy(A|B) < S(A|B), no hay en general una relacién de
orden fija entre I,(A|B) y I(A|B).

2.3.3. Mezcla de estados alineados

Consideremos ahora el siguiente estado de dos qubits
p=35(100)(00] + | — 00)(—0 — 0]), (2.70)

donde |#) = exp[—ifo,/2]|0) = cos £|0) +sin £|1) es el estado con espin formando
un angulo 6 con el eje z. Este estado separable representa, a grandes rasgos, el
estado reducido de un par de espines 1/2 en el estado fundamental exacto de
paridad definida de una cadena ferromagnética XY, para campos |B| < B, si
cosf) = B/ B, [45]. Ademss, si la cadena no es muy chica, es el estado ezacto del

par en la vecindad inmediata del campo factorizante [45-47].

La ecuacién (2.70) corresponde a un estado X con

ra=1rg=cosh, J,=cos®, J,=sin?6, Jy=0.



Capitulo 2. FEntropia condicional generalizada en sistemas cudnticos 59

Por lo tanto, no hay correlacién en la direccién z (J, = rarp, y entonces C, =
0) pero hay correlacién finita en la direccién = (C,, = J?). Asi, notablemente,

So(A|Bg) alcanza su minimo para k en direccion x ¥ 6 € (0,7/2], lo que lleva a

Sy(A|B) = 1—cos’f —sin*0 = Lsin® 20, I,(A|B)=sin"6. (2.71)

La minima entropia condicional Sy es entonces simétrica alrededor de 6§ = m/4,
anulandose para 6 = 0 (estado producto) y /2 (estado cudntico-clasico (2.19) con
pA/k PUro), mientras que la maxima Io(A|B) crece con § (figura 2.2), alcanzando
su méximo absoluto en § = 7/2. Asi, las medidas de espin en direccién z no
son minimizantes para ningun 6 > 0 (aunque la diferencia con (2.71) es de orden
O(6*) para @ — 0). En el caso de la entropia de von Neumann, el comportamiento
de S(A|B) y I(A|B) es nuevamente andlogo al de Sy(A|B) y I>(A|B), como puede
apreciarse en la figura 2.2. Ademas, la medida minimizante es también para k
en direccion x VO € (0,7/2] [10, 45], coincidente con la correspondiente a la
entropia Sy V 6. Los resultados para S5 permiten entender facilmente la medida
minimizante de la discordia para este estado [45]. Por el contrario, la medida que
minimiza la discordia geométrica corresponde a k en direccion x solo si 6 > 6.,

con cos® . = 3, prefiriendo k en direccién z si 0 < 6, [10].

2.3.4. Pares de espines 1/2 en cadenas XY sometidas a un

campo transverso fuerte

Consideremos finalmente un arreglo de espines 1/2 con acoplamientos XY en

un campo magnético transverso fuerte, descrito por un Hamiltoniano

H=-B ZO’iz — Z(J;;O'ma'jx + Jiij'iyO'jy) . (272)

1<j

Como se muestra en [10] la minima discordia cudntica en estados reducidos de dos
espines, en el estado fundamental de este tipo de cadenas, esta determinada por
medidas locales de espin a lo largo de la direccién z, incluso para valores grandes

del campo transverso. Este resultado puede explicarse y entenderse a partir del
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S(AB) ===
SH(AB) —

0.5 0.5

S;(AIB)
I;(A|B)

I(AB) ---
L(A|IB) —

0 /4 /2 0 /4 /2

Figura 2.2: (Izquierda) Resultados para la minima entropia condicional cuadrati-
ca (linea sélida) y de von Neumann (linea de trazos), en la mezcla de estados
alineados (2.70). (Derecha) Comparacién de la maxima ganancia de informacién
en los casos mencionados. Ambas entropias condicionales se minimizan para me-
didas en direccién x V0 € (0,7/2].

presente formalismo.

Para campos suficientemente intensos, B > \JZ\ YV u,i,7, el sistema esta

débilmente acoplado y el estado fundamental es de la forma

T) ~[0) + ) aylif) (2.73)

1<j

al orden més bajo no trivial, donde |0) = |0...0) denota el estado con todos
los espines alineados en la direccién del campo (+z), |ij) = 0,-0;_(0) vy a;; ~
(J55 — J3;)/(2B). El estado reducido de un par 4, j es entonces un estado X con

(definiendo aj; = ;)

2 —
o = Oy, p—:’aij| , O = E Qi Qg , G+ = E

k#i,j k#i,j

2. (2.74)

i
ik

Eligiendo apropiadamente los ejes locales en los sitios i, j podemos tomar a4 real
y positivo. Luego, hasta O(|a|?) obtenemos ra 5 = 1 —2(|;;|* +¢+) (en direccién
z)y
Ty =20 apty; £ ay), J.—rarp ~ 4ol (2.75)
k#i,j
Por lo tanto, para «a;; # 0 (par interactuante) C,, es O(q;;) mientras que C,,
es O(a?j), verificindose que al orden mas bajo la medida minimizante es en di-

reccion x en vez de z, pues la correlacién en z es de orden superior. El mismo
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comportamiento se observa en la medida que minimiza la entropia condicional de
von Neumann y por tanto también la discordia en este régimen (k en direccén x
a campos intensos [45, 48]). La medida que minimiza la discordia geométrica o
el déficit de informacién [10, 49], por el contrario, sigue la componente principal

del estado y es por lo tanto en direccién z para campos intensos [48].



Capitulo 3

Optimizacién de la entropia
condicional generalizada en

sistemas qudit-qubit

En el capitulo anterior analizamos las propiedades generales de la entropia
condicional dependiente de la medida, considerando formas entropicas generales.
Esto permite considerar entropias cuya evaluacion es simple en comparacion con
la entropia de von Neumann, como es el caso de la entropia lineal (una forma
cuadratica en el estado p). Esta entropia estd trivialmente relacionada con la
pureza del estado y su minimizacién sobre medidas proyectivas en un estado qudit-
qubit puede determinarse exactamente, como ya vimos. En este capitulo primero
proveemos una descripcién geométrica clara de este problema y su correspondiente
solucion en términos de un elipsoide de correlacion que representa al conjunto de
estados posmedidos en el componente no medido del sistema. La ecuacién de este
elipsoide involucra al tensor de correlacion C' del estado conjunto y a los vectores
de Bloch de los estados marginales.

Extendemos después el analisis del caso cuadratico a formas entropicas gene-
rales derivando una aproximacion cuadrética (en C') para la entropia condicional,
valida para elipsoides de correlacion suficientemente pequenos. El problema de
optimizacién en el caso general se reduce entonces a un problema de minimiza-
ciéon de una forma cuadratica de 3 x 3, siendo entonces exactamente soluble y
completamente analogo al problema de optimizacién de la entropia cuadratica,
con un tensor de correlacion efectivo que tiene en cuenta la concavidad local de la

forma entropica considerada. El nuevo formalismo se aplica luego a derivar una

62
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aproximaciéon cuadratica de la discordia cuantica, exacta en el limite de correla-
cion débil. Finalmente proveemos resultados ilustrativos para estados X de dos
qubits, que evidencian la validez de la aproximacién incluso més alla del limite

de correlacién débil.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [50].

3.1. Minima entropia condicional cuadratica y

su interpretacién geométrica

3.1.1. Expresiones generales

Como vimos en el capitulo anterior, si en el sistema bipartito AB el compo-
nente B es un qubit y el componente A es un sistema con espacio de Hilbert
de dimensién d4 (qudit), podemos describir su estado en términos de los ope-
radores de Pauli o5 = (0,,0,,0.) para el sistema B y un conjunto anilogo de
D4 = d*% —1 operadores hermiticos y mutuamente ortogonales o 4 para el sistema

A, que satisfacen (para pu, ' =1,...,D4)
Tr OAp = 0, TYUAMUAM’ = dA(SMM/ . (31)

En términos de estos operadores el estado conjunto de AB puede escribirse como
[51],
1
g _— O v g g v 32
PAB PA®pB+2dA; pw OAp & 0B (3.2)
donde los estados marginales p4p)y estan dados, como se mostré anteriormente,

por

1 1
pA:a([A‘i‘TA‘O'A)a pB:§(IB+TB‘0'B)a (3.3)

con ro(p) = (o A( B)> = Tr papo a(p)- Los elementos del tensor de correlacion, que

en este caso es una matriz de d4 X 3, son
CMV = <JAM ® UBV) - <0-Au><O-B1/> . (34)

C puede verse como un objeto andlogo a un tensor de inercia, en el sentido que

para un vector unitario k en R? el nimero |Ck| cuantifica las correlaciones en la
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direccion de espin k en B. Mediante una descomposicion en valores singulares
C=UDV", D,,=6,0,, (3.5)

donde U, V son matrices reales y ortonormales de Dy x Dy y 3 x 3 (UT =U1,
VT = V~! T indica trasposicién) y C7 los autovalores de la matriz de 3 x 3
CTC (idénticos a los autovalores no nulos de CCT), podemos seleccionar siempre
operadores ortogonales 74, = Zu’ Uppuoaw, 0y = Y, Viwopy que verifiquen
las ecuaciones (3.1), tales que solo tres operadores en A estén conectados a través

de C con aquellos en B:

3
Z O,uu OAp X opy = Z Opa-Au ® 5-3# . (36)

784 p=1

Como ya vimos también, una medida proyectiva sobre el qubit B esta caracteri-
zada por los operadores de medida 1%, = %(I + k- op), donde k es un vector
unitario en R3. Podemos reescribir al estado marginal de A tras la medida (2.47)

y su correspondiente probabilidad como

1 Ck
= 4+ - —" ). .
PA/I4y PA dA (1 +rp- k) 04, (3 7)
pik = s(1xrp-k), (3.8)

lo que implica que el vector de Bloch que representa al estado posmedido de A

en R? es
Ck

T (3.9)

A4k =TA T

La consiguiente entropfa condicional S;(A|Bg) = S¢(A|Bm,,n_,}) resulta enton-

ces
St(AlBk) = Y pukS(pam,,) (3.10)

v=+1

con S¢(pam,,) = S f(pf}yk) y pf}ik los autovalores de p4,+m,. Para una me-
dida POVM Mp basada en el conjunto de operadores de rango uno /7% I12, con

>o. rkllf = Ip, simplemente reemplazamos (3.10) por

Sf(A’B{Tka}> = Zrkpksf(pf‘/nk> : (3.11)
k
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3.1.1.1. Variedad de estados posmedidos: El elipsoide de correlacion

El conjunto de todos los vectores de Bloch que representan estados posmedidos
(3.9) es un elipsoide tridimensional, al que nos referiremos como elipsoide de
correlacion (figura 3.1). Si rg = 0 (pp maximamente mezclado), 61y = Ta/m —
r, = Ck, y el elipsoide estara centrado en r,4. Sus ejes principales estaran en
las direcciones asociadas a los operadores G4, en (3.6), y sus longitudes estaran

dadas por los valores singulares C,.

Para valores generales de r g, definiendo primero k= ﬁ, tal que 1—7r k=
—L _ la esfera unidad k - k = 1 queda mapeada en el elipsoide desplazado

1+’l"B'k ’
k-k=(1-rp-k)? el cual puede escribirse explicitamente como

. N\T ) _
(k + rB> (1—r%)Ng (k: + 'rB> ~1, (3.12)
N =1—rpr}, (3.13)

donde rg = |rg|, 75 = rg/(1—7r%) y Np es una matriz de 3 x 3 (definida positiva
si rg < 1). Este elipsoide tiene excentricidad g, con el origen en uno de sus
focos. El tensor de correlacion C en (3.9), entonces, mapea (3.13) en un elipsoide

desplazado con centro en r4 — Crp:
(014 + Crp)" (1 —12)(CNG'CT) ™ (674 + CFp) =1, (3.14)

donde CN5'CT es una matriz semidefinida positiva (su inversa en (3.14) se toma
dentro del subespacio asociado a los operadores 64, en (3.6)). Los ejes principales

de este elipsoide estan determinados por los autovectores k;‘,
- A A
CNg'CTky = Nk (3.15)

asociados con los autovalores no nulos \,, y las longitudes de sus semiejes estdn
dadas por \/m . Para estados puros el estado condicional p 4, es puro V
k, de manera que |r4/x|* = da — 1V k. Por ejemplo, en un sistema de dos qubits,
eligiendo apropiadamente los ejes locales x, ¥, z, la descomposicion de Schmidt
habilita a escribir cualquier estado puro como |¥4p) = /p|00) + /T — p|11).
Esto lleva a C),, = 6,,C, ¥y 74y = By = 0,27, con Cp = —C,, = 2\/@7
rg =2p—1y C, =1—r% = C? Se verifica entonces que para p € (0,1),
el elipsoide (3.14) coincide con la esfera de Bloch de A (CNz'CT = (1 —r3)I,

OfB = ’I"B).
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Figura 3.1: Representacién esquemadtica del elipsoide de correlacién (3.14) ilus-
trando los posibles vectores de Bloch de los estados posmedidos de A. Esta cen-
trado en 74 — C7p, con 75 = rg/(1 —r%). Para una dada direccién k en la esfera
unidad de B, los vectores r4/+ en A son los extremos de una cuerda que pasa
por r4. Si rg = 0, el elipsoide pasa a estar centrado en 7 4.

3.1.2. Entropia cuadratica
3.1.2.1. Expresiones explicitas y entropia condicional minima

Vimos en el capitulo anterior que, en el formalismo de Bloch, la entropia del

estado de A viene dada por

Salpa) =2 (1 - %) . (3.16)

y que la entropia condicional y la correspondiente ganancia de informacién estan

entonces dadas por

S2(A[Bk) = 52(pa) — AS(A|By), (3.17)
2 |CKP 2 KTCTCK

ASy(A|By) = — e
S2(A[By) dal—(rp-k)> ds kTNgk '’

(3.18)

donde CTC' y Np (ecuacién (3.13)) son matrices semidefinidas positivas de 3 x 3

(estas expresiones resultan, claramente, de reemplazar (3.8) y (3.9) en (3.16)).
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La direccion k para la cual se obtiene la méaxima reduccién en la entropia
es aquella asociada al maximo autovalor A\ = A,.« en la ecuacion de autovalores

generalizada
CTCk = ANk, (3.19)

siendo \ solucién de la ecuacion Det[CTC—ANg| = 0. Esto conduce a ASy(A|Bg) <
2 max/da V k, o sea,

. 2
Min Sy(A|Bk) = S2(pa) — — Amax - (3.20)
k dA

Podemos también expresar (3.18) como la forma cuadrética

2 .
ASy(A|Bg) = ak%C}(’,CNkN, Cy=CNg'"?, (3.21)

donde ky = N];/Qk/]N}B/Zk:] es un vector unitario. La ecuacién (3.19) es de hecho
equivalente C’%C’NkN = Aky, lo que muestra que Anax €s el valor singular

mdzimo de Cy.
Minimo sobre medidas generalizadas.
Es importante remarcar en este punto que para esta entropia una medida

generalizada (POVM) en el qubit B no puede reducir la entropia condicional por
debajo del minimo (5.20).

Demostracion. Para una medida basada en los operadores de rango uno \/EHE,
Iy = 1(Ip + k- op), con Y, Iy = Ip, la ecuacién (3.11) conduce, para
ASQ(A‘BM) = SQ(pA) — Sg(AlBMB), a

\Ckl2
1 + rB "

_ L PR (<l
= dA;T’k;(l Tp k)l—(’l"B'k)2

2

Am
2 E 1l—rpg-k)=—Anax, 3.22
l k Tk( B ) l ( )

AS2(A|B{rka}) - dAZ kT 1.

VAN

donde usamos la ecuacion (3.20). Esto asegura que la minima entropia condicional

(méximo ASy(A|Byy)) es resultado de la medida proyectiva en (3.19). O
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3.1.2.2. Descripcién geométrica de la medida optima

La expresion en (3.19) es también la contraparte en B de la ecuacién de
autovalores (3.15) (equivalente a CnyCLk? = \k?), que determina los ejes del
elipsoide de correlacién, teniendo ambas los mismos autovalores no nulos A,, con
autovectores asociados (CTCk = ANgk = CN5'CTk? = \k* para k* o Ck).
Luego la medida que minimiza la entropia cuadratica es precisamente aquella que
conduce a 0r4 o Ck paralelo al semieje mayor del elipsoide de correlacion (Fig.
3.2).

/ /(,’ + \4:
T a P
,;% TA CyrA

Figura 3.2: Vectores de Bloch de los estados condicionales de A tras la medida
que minimiza la entropia condicional cuadratica (3.17). El panel izquierdo ilustra
el caso general, mientras en el derecho se muestra el caso rg = 0. El incremento
0rq = Ta/m — T es paralelo al semieje mayor del elipsoide de correlacién, y
coincide con este cuando rg = 0.

Si rg = 0, el vector de Bloch del estado posmedido de A es simplemente
T4/+k = T4+ CEk, con probabilidades iguales para k y —k, y el elipsoide de corre-
lacién pasa a estar centrado en 74 (panel derecho en Fig. 3.2). Asi, para una dada
direccion k, los dos posibles vectores respresentando a los estados posmedidos se
ubican diametralmente opuestos en este elipsoide. El vector k que minimiza la
entropia cuadratica conduce entonces a éry = +Ck directamente coincidente
con el semieje mayor, con Ap.x = maxu{Cﬁ}, representando el cuadrado de su
longitud. Notar que en este caso Ng = [ y entonces la ecuacion (3.19) se redu-
ce a CTCk = M\k. Por lo tanto, el vector k minimizante conduce a la mdzima
correlacion: |Ck| = VETCTCk = /Amax, con |Ck'| < |Ck| para cualquier otra

direccién k’. Dado que la entropia condicional es una medida de la incerteza pro-
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medio acerca de A como resultado de una medida en B, su minimizacién implica
hacer uso de la mayor cantidad de correlaciones accesibles mediante una medida
en B. Si el tensor de correlacién mide la distribucién espacial de correlaciones,
entonces la medida que maximiza el acceso a estas correlaciones deberia en prin-
cipio ser aquella que lleva a una maxima longitud para C'k, que es precisamente
la medida que minimiza la entropia condicional cuadratica.

Para rp # 0 la métrica N5' en la ecuacién (3.14) deforma el elipsoide del
caso rg = 0, expandiéndolo en la direccion de Crg. Consecuentemente, en las
ecuaciones (3.18)—(3.21) Np induce una preferencia hacia aquellas medidas con k
en la direccién de rg o cercana, esto es, en la base de autoestados de pg. Podemos
entender mejor este resultado notando que, para rp # 0, el tensor C' en (3.9)
actia sobre vectores ki = +k/(1 4 75 - k) que tienen una norma dependiente de
la direccién y yacen en la superficie del elipsoide desplazado (3.12), haciendo que
el acceso a correlaciones dependa no solo de C' sino también de r . No obstante, se
ve de la ecuacion (3.12) que los vectores N ;/ k. viven en una esfera desplazada,
formando una cuerda que pasa a través del origen. El origen de coordenadas
corta esta cuerda en dos segmentos tales que el producto de sus longitudes es
\N;/QINCJFHN;/%_] = % = 1. Puesto que Cky = C’Nleg/lezi (ver la ecuacién
(3.21)), el elipsoide (3.14) puede verse como la imagen de la esfera mencionada
bajo la transformacion lineal Cy. Como antes, si C'y mide la distribucion espacial

efectiva de correlaciones entonces el producto

ORI (N )| = IR
B B 1-— (’I‘B . k)2 ’
que es proporcional a ASy(A|Byg) (ecuacién (3.18)), es una medida de las co-
rrelaciones en la direccién k en B. La direccién k que minimiza Sa(A|Byg) es

precisamente aquella que maximiza este producto.

3.2. Optimizacién de la entropia condicional ge-

neralizada en el limite de correlacion débil

Discutimos ahora el resultado principal de este capitulo. Vamos a extender los
resultados obtenidos en la optimizacion de la entropia cuadratica a una entropia
general S¢, dentro del régimen de correlacion débil. Este régimen refiere al caso

en que el elipsoide de correlacién (figura 3.1) es suficientemente pequeno, |01 4| =
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|1 Trp k| < 1V ken (3.9). En esta situacién podemos considerar una expansion
de la entropia condicional (3.10) alrededor de py4, a segundo orden en dps =

0ra-oa/da. El resultado de tal aproximacién es

2 kiTCTAf(pA)Ck
da kTNpk ’

Sy(A[Br) = S¢(pa) — (3.23)

donde Np es la matriz de 3 x 3 (3.13) y Af(pa) denota una matriz Hessiana

escalada de Dy x Dy, con entradas

[Ar(pa)luw = 4d, ZRU iloapld)(Gloawli), (3.24)
irj
A _ (A
Ry = (1_5ij)f(plz_fA(p])_5ijf”(p§4)a (3.25)
p; —D;

donde pali) = p|i). De hecho, solo la submatriz de 3 x 3 de Ay(pa), correspon-
diente a las tres direcciones principales seleccionadas por C' en la ecuacion (3.6),

es requerida en (3.23).

Demostracion. Comenzamos por el desarrollo a segundo orden de los autovalores

p;‘}k del estado posmedido (3.7),

A [(10pali)|?
Pl ~ i+ (ildpali) + > PPN (3.26)
pz p
J#i
donde p# son los autovalores de ps y dpa = i&%’“k - 0 4. La consiguiente ex-

pansién a segundo orden de la entropia en (3.10),
Sr(paym) = Sy(pa) + Z (p")opt + = f”(pz )opit?]., (3.27)

donde dp#t = pf}k —p?', conduce entonces a las ecuaciones (3.23)- (3.25), después de
usar (3.26) y despreciar términos de orden superior. Notar que R;; = —f"(pj;),
con pj; entre pty pj‘, lo que implica R;; > 0V 4,4, con R;; — —f"(p;) si
p; — pi. Siptt > 0V i, entonces Ry; es finito V 4, j para cualquier f de la forma

considerada. O

La positividad de R;; V 4, j implica que A¢(pa) es definida positiva, y por lo
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tanto que CTA¢(pa)C es semidefinida positiva. La reduccién en la entropia

KTCTA;(pa)Ck
kT Nk

AS;(A|Be) = S;(A) — S;(ABy) ~ % (3.28)

permanece entonces no negativa en la presente aproximacion.

En el caso de la entropia cuadratica R;; = 4 V 4,7, y las ecuaciones (3.1) y
(3.24) llevan a As(pa) = I, reduciendo la ecuacion (3.23) a las ecuaciones (3.17)-
(3.18). Por otra parte, para 74 — 0 (p4 maximamente mezclado), p = 1/d,
Viy Ry — —f"(1/da) Y i,j, lo que implica que (3.24) pasa a ser nuevamente

proporcional a la matriz identidad V Sy:
Ap(Lafda) = 311" (1/da)| 1. (3.29)

De esta manera las ecuaciones (3.28)-(3.29) conducen a ASy(A|By) x Ay(A|By)
V S¢. En este limite la medida que optimiza S(A|Bg) es entonces universal, esto
es, la misma que optimiza la entropia cuadratica V S;.

En el caso general la matriz (3.24) introducird una anisotropia adicional, que
dependera de p4 y de la eleccion de f, y que representa el efecto del “exceso
de concavidad” de Sy en p4 respecto de la entropia cuadrética. No obstante, la
ecuacién (3.23) muestra que en el limite débilmente correlacionado, Sy(A|By) se
vuelve equivalente a la entropia condicional cuadrética (3.17) para un tensor de

correlacion efectivo

Cf = Af(pA)C. (330)

La minimizacién de la ecuacién (3.23) sobre k lleva entonces nuevamente a un

problema de autovalores de 3 x 3 para CJTC r, con métrica Np:
OTAf(pA)Ck = /\fNBk, (331)

que implica Det[CTAf(pa)C — ANg] = 0. El minimo, andlogamente, se obtiene
para k en la direccién del autovector asociado con el mayor autovalor Afmax de

(3.31):
2
da

Ademas, la expresion en (3.28) puede reescribirse como

Min S7(A|Bi) % S(p4) = =g (3.32)

2



Capitulo 3. Optimizacion de la entropia condicional generalizada en sistemas
qudit-qubit 72

con Cy y ky definidos como en (3.21).

La descripcion geométrica de estos resultados es, por lo tanto, similar a aquella
de la entropia cuadratica, tras reemplazar C por el tensor de correlacion efectivo
(3.30). Como sucede en el caso cuadratico, en la aproximacion (3.27) las medidas
POVM no van a dar un minimo por debajo de aquel alcanzado con medidas pro-
yectivas (3.32). El argumento es el mismo que el dado en (3.22), tras reemplazar
C por Cy.

3.2.1. Sistemas de dos qubits

Examinemos ahora el caso d4 = 2. La entropia S¢(pa) de un estado general
de un qubit p4 = %(I A+7a4-0) dependerd tinicamente de la longitud de su vector
de Bloch 7r4:

Sr(pa) = D fOEmAl) = hy(jral), (3.34)

v==£1
donde hs(r) es una funcién céncava y estrictamente decreciente de r para cual-
quier f estrictamente céncava. La entropia condicional (3.10) puede entonces

escribirse como

Ck
_— .35
TA+V1+I/’I”B"€‘>7 (33>

S(AB) = Y puahs (

v==+1

donde C' es ahora una matriz de 3 x 3.
Si r4 = rp = 0 (marginales maximamente mezclados), la ecuacién (3.35) se

reduce a

Luego en este caso el minimo se alzanza, para toda Sy, para aquel k que maximiza
|Ck|, es decir,

Min Sy(AlBi) = hp(\ ) (4 =75 = 0), (3.37)

donde Apay es el mayor autovalor de CTC'y k el autovector asociado (v Apax =
Chax es el valor singular méas grande de C'). Medidas no proyectivas no llevardn a
valores menores, pues h;(|Ck|) > h;(v/Amax) ¥V k. Por lo tanto entonces, en este
caso hay una medida optimizante universal determinada por el semieje mayor del
elipsoide de correlacion.

Consideremos ahora el régimen de correlacién débil. En el caso de dos qubits
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las ecuaciones (3.23) y (3.34) conducen a

kTCTAf(T‘A)Ok
kT Npk ’

Sp(AlBy) = hy(|ral) — (3.38)

donde la matriz Hessiana (3.24) pasa a ser ahora una matriz de 3 x 3 que depende

solo de r4 y que puede expresarse como

_ h(ra) rarh
Ap(ra) = T I+ [np(ra) —1] 2 | (3.39)
ne(r) = rhi(r)/(r), (3.40)

donde r4 = |7r4]|. Se verifica entonces que, para f céncava, Af(r4) es una matriz
definida positiva de 3 x 3, pues ns(r) > 0.

Para la entropia cuadratica hs(r) = 1_2—”2 y n¢(r) =1, por lo que Ag(rs) = 1.
Se verifica también que para r4 — 0y Sy arbitraria h';(r4) — 0, con Ay (ra)/ra —
W3(0) y ng(ra) — 1, implicando Ay(0) = 3|h7(0)|1, en concordancia con (3.29).

En este limite AS;(A|Bg) ~ %|h'J$(O)|ASg(A|Bk) V Sy en la aproximacion (3.38).

Sin embargo, para r4 general, A;(r4) introducird una anisotropia en la direc-
cién de 74 siempre que 1¢(r4) # 1. Este factor es una medida local de la concavi-
dad de hy en la direccién de r 4, tomando como referencia a la entropia cuadratica,
y favorecerd la direccion 74 si ny(ra) > 1. Esto ocurre en el caso de la entropia

de von Neumann (figura 3.3), donde hy(r) = h(r) = =%, _,, % log, £ y
ns(r) =n(r), con

n(r) = ( 2

o, 3.41
1—7r?)ln (341)

para r > 0 (n(r) ~ 1+ 2r?/3 para r — 0). No obstante, n;(r) < 1 es también
posible para una funciéon f céncava general. Por ejemplo, para las entropias de
Tsallis [11] S,(p) = (1 — Tr p?)/c,, obtenidas para f(p) = (p — p?)/c,, con ¢, =
1 —2"%y ¢ > 0 (se utiliza la normalizacién S;(l5/2) = 1),

(q—Dri+y7?
I1+7r 1—na 1’

Ng(r) =

donde v = % Esto conduce a n,(r) > 1 para ¢ € (0,2) o ¢ > 3 pero n,(r) < 1
para ¢ € (2,3), con n,(r) =1 parag=20q¢=3 (n,(r) = 1+ Wﬂ para
r — 0). Notar que S,(p) coincide con la entropfa de Neumann para ¢ — 1 y con

la entropia cuadratica para ¢ = 2, coincidiendo nuevamente con Sy(p) para g = 3
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en el caso de un qubit [10].

2.0

1.8}

1.6}

=
L4}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ry

Figura 3.3: Gréfico del factor n(rs) = T’?ffé;f?) en la ecuacién (3.39) para la

entropia de von Neumann. Dado que es una funcién creciente, las diferencias
con los resultados para la entropia cuadratica (para la cual n(ra) = 1V r4) se
incrementaran a medida que r4 = |(04)| crezca. Las cantidades graficadas son
adimensionales.

Podemos ahora entender facilmente las caracteristicas principales de la medida
proyectiva que minimiza Sy(A|Bjy) para una Sy general. Para estados marginales
maximamente mezclados el acceso a correlaciones depende tinicamente del tensor
de correlacién y de la direccion de maxima correlaciéon. La direccion del eje mayor
del elipsoide de correlacién es la preferida V Sy. Esta preferencia es afectada si el
vector marginal g es no nulo, lo que introduce una normalizacién anisotrépica
en los vectores de medida y lleva a reemplazar C' por Cy = CNyg Y 2, el cual va a
favorecer la direccion de rg. Finalmente, para r4 # 0 la concavidad local induce
una anisotropia adicional dependiente de f alrededor de la direccion de r 4, la cual
en el régimen de correlacién débil lleva a reemplazar C'y por \/WCN. Para
rg — 1 o en el limite de estado puro, la aproximacién (3.38) normalmente dejard

de valer, pues el elipsoide de correlacion tipicamente se volverd muy grande.

Incremento equivalente a la medida. En un sistema de dos qubits la reduc-
cién en la entropia de A debido a la medida en B puede ser caracterizada por
un incremento efectivo A en la longitud del vector de Bloch en A, que llamare-
mos incremento equivalente. Para una medida proyectiva este incremento queda
definido por la igualdad (Fig. 3.4)

hf(|’l“,4| + Af) = Sf(A|Bk,) . (342)
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Como S¢(A|Bg) < Sf(A), Ay > 0 para f céncava, creciendo a medida que k se

aproxima a la direccién éptima.

1.0F T
hf(rA/_k)
0.8} hf(rA)
o6l hf(rA+Af):
= : p+hf(rA/+k)+p—hf(rA/—k)
= hy(rax)
0.4F E
0.2F
0.0'! 1 1 1 L ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r

Figura 3.4: Se realiza una medida en la direccién del vector k sobre el qubit B y la
entropfa Sy del estado posmedido de A es hy(|ra/+x|). El incremento equivalente
Ay se define como el incremento en la norma del vector 74 que satisface hy(r4 +
Af) = pkhf(|'r‘A/kD +p—khf(|'r,4/—k:|) (h yr adimensionales).

En el régimen débilmente correlacionado, Ay serd pequeno. Sir4 # 0, tenemos
entonces hy(ra + Ay) & hy(ra) + h(ra)Ay, y la ecuacion (3.38) conduce a Ay
de orden ||Cy]|]?:

1 kTCTAf('I"A)CkZ
|h/f(7’A)| kTNBk

Ay (ra > 0). (3.43)

Por otra parte, si 74 — 0, 2/(0) = 0 y tenemos hy(Ay) = hg(0) + 3h7(0)A%.

Como Af(0) = $|1}(0)|1, la ecuacién (3.38) conduce en este caso a

[krcTek ICK|
Ay =~ = =0). 3.44
f kT Ngk 1 (rp k)? (ra ) ( )

Asi, para r4 — 0, A se independiza de f (limite universal) y es de orden ||Cy|]|.
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3.2.2. Discordia cuantica en el régimen de correlacion débil

Dado un estado cudntico bipartito p4p con marginales pup), la discordia

cuéntica para una medida local sobre B puede escribirse como (ver seccién 1.2.2.1)

D(AIB) = Min D(A|B,y). (3.45)
D(A|Bin,y) = S(A[Buyy) — [S(pas) — S(ps)] (3.46)

donde S(A|Bym,y) es la entropia condicional (2.3) en el caso de von Neumann, con
el minimo en (3.45) tomado sobre todas las posibles medidas locales en B, mien-
tras el corchete en (3.46) es la entropia condicional independiente de la medida.

Podemos también reescribir la expresién en (3.46) como
D(A|Bn,y) = 1(A, B) — AS(A[Byn,y) , (3.47)
donde AS(A[Byn,}) = S(A) — S(A[Bq,y) v
I(A, B) = S(pa) + S(ps) — S(pas) , (3.48)

es la informaciéon mutua cuantica.
Para sistemas qudit-qubit, los resultados previos pueden aplicarse para es-
timar (3.45)-(3.47) en el régimen débilmente correlacionado. Para una medida

proyectiva en la direccién k en B, la ecuacién (3.28) conduce a

2 K"CTA(pa)Ck
di  KTNgk

D(A|Bg) = I(A,B) — : (3.49)
donde A(p4) es la matriz Hessiana (3.24) en el caso de von Neumann. La minimi-
zacion en (3.45) implica entonces el problema de autovalores (3.31), y el minimo
es )
D(A|B)~ I(A,B) — d—)\max, (3.50)
A
con Amayx la mayor raiz de Det[CTA(p4)C — ANp] = 0. Mientras I(A, B) es una
medida del total de las correlaciones entre A y B, el segundo término en (3.50)
representa la maxima informacion mutua “clasica” accesible tras una medida local
en B, en el presente régimen.

En este régimen podemos también hacer una aproximacién cuadratica de la
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informacién mutua en (3.48) usando la representacién (3.2) de pap. Una expan-
siéon de S(pap) a segundo orden en el tensor de correlaciéon C, extendiendo las
ecuaciones (3.26)(3.27) a este caso (|i) — |iajp), pit — pi'p?, dpa — dpap =

pAB — pA ® pB, CON paB)|iam)) = p:‘(B)“A(B)»: conduce a
1
I(A,B) =~ 5(JTA(pA, pB)C, (3.51)

donde C denota un vector de elementos C),,, y A es ahora la matriz de 3D 4 x 3D 4

A2Y (pa, pp) = ﬁ'ZklRg]lc<iA|0'Ap/|jA><jA|0'Au|iA>
17J77
X<kB|UBV’|lB><lB|UBV|kB>a (352)
i i oy Il pf /(0P
Ry = sl = 80) = st + 010, ]

Los términos lineales en C' se anulan para la entropia de von Neumann. La ex-
presién en (3.49) se convierte entonces en una forma cuadrética en los elementos
del tensor de correlacién, el cual es semidefinido positivo pues D(A|B) > 0 y la
aproximaciéon cuadratica se vuelve exacta para C' suficientemente pequeno.
La descomposicién (3.6) habilita a reducir (3.51) a una forma cuadrética en
los tres valores singulares C,. Por ejemplo, en el caso de marginales maximamente
I ]B) — 5M v

mezclados, ng =2da/In2V i, j kI lo que implica AH V’(d v F) = 130,00

ecuacion (3.51) se reduce entonces a I(A, B) ~ 715TrCTC = 515 Zu:1 C’i.

3.3. Medida optimizante en estados de dos qu-

bits con r4 y rp paralelos a un eje principal

de C

En el caso especial en que r4 y T son paralelos a uno de los ejes principales
seleccionados por C' en la representacion diagonal (3.6) (por lo que deben ser
autovectores de CCT y CTC respectivamente), los tensores Aj(ry), C'y N =
I — rprL pueden hacerse simultdneamente diagonales: Podemos elegir los ejes

locales x,y,z en A y B de manera que para u,v = x,v, 2,

C,uu = 5,u110u7 (353)
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con C, los valores singulares de C, y r4 y rp paralelos a uno de estos ejes.
Las ecuaciones (3.19) y (3.31) implican entonces que la medida éptima para la
entropia condicional en el régimen débilmente correlacionado (y en todos los casos

para la entropia cuadratica) ha de encontrarse entre estos ejes principales.

Si 74 y rp estan ambos dirigidos en direccién z (esto es, 74 x Crp), las

ecuaciones (3.28), (3.39) y (3.53) conducen a

W) CRR2+CRRE 4 (ra)C2H2

ASf(A|Byg) = o e , (3.54)
con maximo dado por
P (ra)l (ra)
M’?X AS¢(A|Bg) = J;m Max|[C?, C’;, 77{_—73;03} . (3.55)

Por otro lado, si 74 y Tp estdan sobre ejes principales ortogonales (r4 L Crp),

por ejemplo rp en direccion z y r4 en direccién @, obtenemos

W) () C2R2 4O+ C2R2

ASf(A|Bk) ~ 2r 4 17T2Bkg 9 (356)
con maximo dado por
W (ra)l 9 o C2
M’?X ASy(A|Bk) ~ =5, ——Max[ns(ra)C3, Cy, 1423] : (3.57)

Para uso en la préxima subseccion, citamos aqui las expresiones explicitas para
el caso de la entropia de von Neumann cuando 74 y 7 estan ambos paralelos a

z:
L n 12TA (C212 4 C2k2) + —Ly O2K2

2r 1—7r 1—r2
AS(A|By) = — A21n2(1—r23k;g) 4 3 (3.58)
Mientras que la aproximacién cuadratica (3.51) resulta
(Co—vCy)? In(1T24 X8, o2
~ 1 1—-ry 1—vr 2
]<A7 B) ~ 22 E/:Z:tl 4(7‘A+1/7’Bf)x 2=+ (177"A)2(17r5)2] :
(3.59)

Se verifica entonces que dentro de las aproximaciones (3.58)—(3.59), D(A|Bg) =

I(A, B)—AS(A|Byg) se convierte en una forma cuadratica no negativa en los C},’s.
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3.3.1. Medida 6ptima para estados X

Aplicamos ahora las aproximaciones previas al conjunto de estados de dos
qubits tipo X [45, 52, 53]. Recordemos que estos estados pueden siempre escribirse

como

1
pap = ~(I@T+r0. @01 +r5l @0+ Juo,®0,)  (3.60)

4
m
p+ 0 0 a _ 1E(ratrp)+Js
e
- 0 q+ O 0 . 1+ (ra—-rp)—J. 3.61
= I (3.61)
oy = S

a0 0 p_

con (3.61) la representacion del estado en la base estandar. Los pardmetros verifi-
can las condiciones de positividad px > 0, g+ > 0, |a_| < /pip—, |ay| < Vi q-,
con py +p_+q+ +q_ = 1. Como el tensor de correlacion C' = J — r 7% satisface

la ecuacién (3.53), con
Cx:JI7 Cy:Jy7 CZ:JZ_rArBa

es claro que en estos estados los vectores de Bloch de los estados marginales
r4 y Tp yacen sobre el mismo eje principal (z) de C, lo que implica que estos
estados corresponden al caso de la expresion (3.54). En el limite de correlacion
débil S¢(A|By) alcanzard entonces su minimo para una medida en direccién de

alguno de estos ejes principales (ecuacion (3.55)).

En este régimen la medida minimizante depende no solo de C' y rp, sino tam-
bién de la concavidad local de la funcién hf(r) en r = |ra|. Esto implica, en
general, que diferentes entropias pueden alcanzar su valor minimo para medidas
en diferentes ejes. Vamos a comparar ahora la medida 6ptima para la entropia
condicional de von Neumann con aquella correspondiente al caso cuadratico, para
estados con J, = J,, para los cuales el minimo se encuentra midiendo en direccién
z o en alguna direccién en el plano z,y, que tomaremos como x. Una transicion
entre estas dos direcciones tiene lugar, dependiendo de la concavidad de la en-
tropia. De la ecuacién (3.55) se sigue que la zona en la que se da esta transicién
es

C2 =y (ra)C2/(1 = 13), (3.62)
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con n¢(ra) = 1 para la entropia cuadratica y ns(r) = n(r), ecuacién (3.41), para
la entropia de von Neumann. Como 7(rs) > 1 para r4 # 0, se ve que en el
caso de von Neumann la zona de transicion esta desplazada respecto de aquella

correspondiente a la entropia cuadratica, siempre que 74 # 0, y esta discrepancia

crecera a medida que r4 aumente, favoreciendo la direccién z.

0.8 0.8
0.6 0.6}
,{0.4 ,\*0.4-
. A A
0.2 1 oo 0.2'
B ""“’E:C it 2C
0.0 0.0} :
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0.6 0.6} A $35552C
A $
04 1 it C 04
0.2 0.2}
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00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
ra Fa

Figura 3.5: Comparacion entre la medida proyectiva minimizante para la entropia
condicional de von Neumann y aquella correspondiente a la entropia condicional
cuadrética, para estados X (ecuacién (3.60)) con rg = 0,25y J, = 0,3 (arriba-
izquierda), 0.15 (arriba-derecha), -0.25 (abajo-izquierda), -0.5 (abajo-derecha).
Los discos amarillos (sector A) y verdes (sector B) muestran el conjunto de estados
en los que la medida minimizante es la misma para las dos entropias (en direccién
@ en A y en direccién z en B), mientras que los discos azules (C) indican aquellos
estados para los que la medida minimizante es diferente (J, y 74 adimensionales).

Resultados tipicos para la medida proyectiva minimizante para estas entropias
son ilustrados en la figura 3.5 como funcién de r4 y J, = C,, para rp fijo y di-
ferentes valores de J,. Se observa que estas medidas coinciden para la mayoria
de los estados, difiriendo solo en la regién de transicién C (discos azules), don-
de la medida que minimiza la entropia cuadratica ya cambié de z a x, pero la

entropia de von Neumann todavia alcanza su minimo para medidas en z. Como
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se esperaba, la region de discrepancia se vuelve mas grande al incrementarse 7 4.
Vale mencionar que mientras la transicién z — x al crecer J,, es siempre abrupta
para la entropia condicional cuadrética, como se sigue de (3.18), en el caso de
la entropia de Neumann esta puede suavizarse mediante direcciones de medida
intermedias en un pequeno intervalo de valores de J,, efecto que no puede apre-
ciarse en la aproximacién (3.54)—(3.58). De hecho, en estos pequenos intervalos de
cruce pueden preferirse medidas no proyectivas [54, 55] (Si una medida proyectiva
minimiza la entropia condicional de von Neumann para un estado X, esta debe
ser en la direccién de uno de los ejes principales de C' [55]), aunque las diferencias
con el minimo proyectivo son muy pequenas.

La figura 3.6 muestra la reduccién en la entropia (“ganancia de informacién”)
ASy = Sp(A) — Sf(A|Bg) como funcién de la direccién k = (k,,0,k,) de la
medida en B, para estados X ubicados debajo, sobre, y por encima de la zona de
transicion en el panel inferior izquierdo de la figura 3.5. Se muestran ambas, la
entropia condicional cuadratica y la de von Neumann, que exhiben tipicamente
el mismo perfil, junto con la aproximacién a segundo orden (3.58) de esta tltima,
la cual se observa que provee una buena estimacion. Mientras se encuentra una
clara preferencia por la direccién z () para pequenos (grandes) valores de J,,
la anisotropia de ASy en la regién de transiciéon (J, = 0,325) es muy pequea,
por lo que la diferencia existente entre las medidas minimizantes en esta zona
no es muy relevante. Ilustramos también resultados para la discordia (3.47) y
su estimacién cuadratica obtenida a partir de las ecuaciones (3.58)—(3.59), que

resulta muy precisa en el caso considerado.
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Figura 3.6: La reduccién en la entropia ASy = S(A) — S(A|Bg) tras una medida
local en B en direccién k = (k,,0, k,) para la entropia cuadratica (ASy) y la de
von Neumann (AS), junto con la aproximacion cuadratica (3.54)—(3.58) para esta
ultima (lineas punteadas). Consideramos aqui un estado X con r4 = rg = 0,25,
J, = -0,25y J, = 0,1,0,325,0,5, correspondiendo a estados en los sectores B,
C, v A, respectivamente, del panel inferior izquierdo en la figura 3.5. El panel
inferior derecho ilustra la discordia cuédntica (3.47) y su aproximacién cuadrati-
ca (3.58)—(3.59) (linea punteada) para J, = 0,1 (las cantidades graficadas son
adimensionales).



Capitulo 4

Pureza condicional y medidas de
correlacion en mezclas de estados

alineados

En los capitulos anteriores revisamos la extensién a formas entrépicas gene-
rales de la entropia condicional dependiente de la medida. Mostramos que esta
generalizacién permite el uso de formas simples, como es el caso de la entropia
cuadratica, para la cual puede hallarse una solucion analitica y clara del problema
de optimizacién asociado (a saber, aquel de encontrar la medida local que mini-
miza la entropia condicional) en estados arbitrarios de sistemas qudit-qubit [32].
Vimos ademas que esta entropia esta directamente ligada a la pureza del estado,
una cantidad experimentalmente accesible cuya determinacién no requiere una
tomografia completa del estado [57, 58], y que en el caso de un qubit representa-
do por la polarizacion de un fotén esta formalmente relacionada con el grado de
polarizacion clésica [59].

El objetivo en este capitulo es analizar y determinar experimentalmente la
pureza condicional, la discordia cudntica y otras medidas relacionadas de cuan-
ticidad de las correlaciones [10, 38] en mezclas de estados alineados, los cuales
pueden ser simulados fielmente mediante sistemas foténicos y 6ptica lineal [60, 61].
Estos estados, que ya tratamos en la seccién 2.3.3, aparecen naturalmente en dife-
rentes contextos; en particular como estados reducidos en el estado fundamental
exacto de cadenas de espines 1/2 con acoplamiento anisotrépico XY XY Z, en
la vecindad inmediata del campo magnético factorizante [46, 62, 63]. En estas

cadenas estos estados también proveen una descripcion basica del estado reduci-

83
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do de pares en fases de ruptura de simetria en la aproximacion de campo medio
(B < B,) [45].

Para tales estados, descritos en detalle en la seccién 4.1.1, primero derivamos
en 4.1.2-4.1.3 expresiones analiticas para el estado marginal condicional tras una
medida local en uno de los qubits y su pureza, incluyendo la pureza condicional
promedio y su maximo sobre todas las posibles medidas proyectivas locales. Deri-
vamos luego en 4.1.4 una expresion analitica cerrada para la discordia cuantica de
estos estados en términos de la maxima pureza condicional. Vale notar nuevamen-
te que la evaluacion de la discordia para estados arbitrarios es una tarea dificil
debido al problema de optimizacion asociado, habiéndose mostrado recientemente
que es un problema NP-completo [64]. Ademads, en 4.1.5 presentamos expresiones
para la pureza del estado posmedido global y su medida minimizante, la cual
permite evaluar el asociado déficit de informacion y la discordia geométrica, y
compararlos. Testeamos luego experimentalmente estos resultados tedricos usan-
do estados de polarizacién de fotones obtenidos de una fuente que emite pares
en el mismo estado de polarizacion. En la seccién 4.2.1 se da una descripcion del
arreglo experimental usado para preparar los estados y realizar las medidas loca-
les pertinentes, mientras que en 4.2.2 se presentan los resultados experimentales,
que muestran un muy buen acuerdo con las predicciones tedricas.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [56].

4.1. Teoria

4.1.1. Estado inicial

Consideramos el estado mezcla de dos qubits
pas = p|00)(00] + q|—0—0) (00|, (4.1)
donde |06) (00| = |0) (0| @ |0) (8], con
| £6) = cos £|0) £sin|1), (4.2)

estados puros de un qubit formando dngulos 46 con el eje z en la esfera de Bloch,
y p € [0,1], ¢ = 1 — p las probabilidades de preparar a ambos qubits en los

estados |0) y | —6) respectivamente. Cualquier mezcla de rango 2 de la forma
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pap = p|Q(QQ| + gAY, con [Q) = cos £[0) + ¢sin §]1) un estado
general de un qubit, puede reescribirse en la forma (4.1) eligiendo un nuevo eje
z en la esfera de Bloch a mitad de camino entre las direcciones Q = (6,¢) y
= (0,¢) (v el eje z en el plano determinado por ellos). Ademds, cualquier
mezcla pap = p|Q1Q) (1 Q| + ¢|Q]Q5) (Q1€2,], donde el angulo entre 2 y Q9 es
idéntico a aquel entre ] y €, puede también llevarse a la forma (4.1) aplicando
rotaciones locales sobre uno de los qubits que desplacen Q5 a ; y Q) a . Estas

rotaciones no afectaran a las medidas de correlacion.

Mezclas de la forma (4.1) surgen en diferentes contextos. Por ejemplo, emer-
gen naturalmente como estados marginales de un par de espines en el estado
fundamental de un arreglo tipo ferromagnético de espines con acoplamiento an-
isotropico XY o XY Z en la vecindad inmediata del campo transverso factori-
zante [45, 46, 63|, donde el estado fundamental exacto pasa a estar doblemente
degenerado, siendo una combinacién lineal arbitraria de estados uniformes com-

pletamente separables, es decir,
|GS) =al60...)+ 5|—0-6...), (4.3)

donde 6 esté determinado por la anisotropia del del acoplamiento [46] (supuesto
constante para todos los pares acoplados). Para s = 1/2 el estado (4.3) conduce
al estado reducido de dos espines (4.1) con p = |a?|, ¢ = |5?| para cualquier
par ¢ # j, tras trazar los qubits restantes y despreciar el overlap complementario
(—0]0)"~2 = cos™ 20, el cual decrece exponencialmente al crecer n si |cosf| < 1.
Y en la aproximacién de campo medio, un estado reducido de la forma (4.1)
con p = g = 1/2 aparece naturalmente en la fase con ruptura de paridad, tras
una restauracién de esta simetria [45, 46, 63], volviéndose exacto en el punto de

factorizacion.

El estado (4.1) puede también generarse usando una fuente que emita un
par de fotones en el mismo estado de polarizacién, por ejemplo, por Conversién
Paramétrica Espontdanea Descendente (SPDC) producida en cristales no lineales

tipo I [65, 66], de manera que los estados
| £6) = cos §|V) £sin §|H) (4.4)

estdn linealmente polarizados en dngulos £6/2 con la direccién vertical. Aqui

V) = |0), |H) = |1) denotan los estados linealmente polarizados en direccién
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vertical y horizontal respectivamente.

La pureza del estado (4.1) estd dada por
Pap =Trp4p =1—2pq(1 — cos*6), (4.5)

y es una funcién creciente del overlap [(—0|6)| = | cos §]. Como pap es un estado de

rango 2, la pureza (4.5) determina completamente sus dos autovalores no nulos,
Nip = 3[1E£2Pap—1], (4.6)
y por lo tanto el valor de cualquier entropia

Sf(PAB) =Tr f(PAB) = f()‘XB) + f(/\ZB) . (4-7)

En particular, la entropia de von Neumann S(p) corresponde a f(p) = —plog, p,

mientras que la entropia lineal Sa(p) a f(p) = —2p(1 — p), en cuyo caso
Sa(pap) = 2(1 = Trphp) = 2(1 — Pap). (4.8)

Todas las entropias (7.40) seran funciones decrecientes de Psp, anuldndose sii
Psp=1.

El estado (4.1) es separable, esto es, una combinacién convexa de estados pro-
ducto [16]. No obstante, si 8 € (0,7/2) y pg # 0, dicho estado no est4 clasicamente
correlacionado, o sea, no es diagonal en una base producto, teniendo autoestados
entrelazados. Tendra, por lo tanto, discordia no nula (sec. 4.1.4).

El estado reducido de cada uno de los qubits (o fotones) es

pay = Trmapas = pld)@+q| — 6)(—0| (4.9)

_ 1 1+ COS.Q (p—q)sind , (4.10)
2\ (p—q)sinf 1—cosf

donde (4.10) es la representacién en la base estandar {|V),|H)}, y corresponde al
vector de Bloch rg = Trppo = ((p — q)sin 6,0, cos ). La pureza local P4 = Pg
es entonces

Pg =Trp% =1 — 2pgsin?, (4.11)

con los autovalores de pp dados por A5 = (1 + /2P — 1)/2. Se verifica que

Pg > Pap, A}, > M5, en concordancia con las propiedades de mayorizacién [67]
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paB = pp(a) valida para estados separables pap [9, 68].

4.1.2. Estado local condicional y pureza condicional tras

una medida local remota

Consideremos ahora una medida proyectiva de polarizacion sobre el foton B,

definida por los proyectores ortogonales

I = ¢){g, I = |¢+m)(d+|, (4.12)

donde |¢) = cos &|V) +sin $|H), |¢p+7) = —sin 2|V) + cos $|H) y I, +11_ = 1.
Esto implica proyectar sobre estados linealmente polarizados en dngulos ¢/2 y

¢/2 + /2 respectivamente. La probabilidad de obtener el resultado + o — es
ry =Tr(papIa @ 11t) = [1 £ pcos(¢ — ) + gcos(¢ + 0)] (4.13)

(Obviamente, un resultado “4” para el angulo ¢ es equivalente a un resultado
“—” para un angulo de medida ¢ + 7). Como una funcién de ¢, r+ es extremo
para

tan¢ = (p — ¢) tan@, (4.14)

con r; maximo para ¢ =0sip=qy ¢ entre 0y 0 si p> q (Fig. 4.1). Tras una
medida en B con resultado conocido, el estado posmedido de A tendra nuevamente
la forma (4.9), pero con probabilidades modificadas p',, ¢’., que dependen tanto

del angulo de medida ¢ como del resultado de la medida =+:
pape = 15 Trp (pap Lo @ L) = pL[0)(0] + L] — 0)(—0],  (4.15)

conq,=1-pLy

1+ cos(f — @)
o= . 4.16
P+ p o ( )
Se verifica, por supuesto, que rypa/p, +r_pa/p. = pa, esto es, que el estado

posmedido de A queda inalterado si el resultado de la medida es desconocido. Se
observa también que si ¢ = 0 (0 ¢ = m), p!. = p, 0 sea, pa/p, = pa indepen-
dientemente de los valores de 6, p y el resultado de la medida. Tal medida deja

entonces inalterado al estado marginal del fotén no medido (pero no el estado
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Figura 4.1: Las probablidades p/, (ver ecuacién (4.16)) de los estados marginales
condicionales (4.15) de A tras una medida en dngulo ¢ con resultado + en B,
para § = m/3 y valores iniciales p = 0,5 (arriba) y p = 0,7 (abajo), indicadas por
las lineas punteadas horizontales. Se observa que p/, cubre todos los valores entre
Oyl,conp, =1lengp=m—0y0Oen¢=0—7 mientrasp’ =0engp=0ylen
¢ = —0. Las lineas de trazo ilustran las probabilidades 74 en (ecuacién (4.13))
de obtener el resultado + en B.

global pag).

Como se ve en la figura 4.1, las nuevas probabilidades p/, cubren todos los
valores posibles entre 0 y 1 al variar el angulo de medida ¢. Para p > ¢, p/, (p’) se
mantiene por encima (debajo) del valor inicial p para ¢ > 0, y el comportamiento
opuesto tiene lugar para ¢ < 0. La pureza de los estados (4.15) estd dada por

"*%ﬂ“(”@] sin?6, (4.17)

Pyp, = 1—2pq.sin?0 =1 — 2pglEe

y pueden entonces ser mayores o menores que la pureza original (4.11), satisfa-
ciendo
1—3sin*0 < Pyp, <1. (4.18)

Para P4 p_, el limite superior se alcanza siempre para ¢ = =40, pues en este
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caso un resultado — implica con certeza un estado posmedido puro | F ) en
A, es decir, p” = 0 o 1, como se observa en la figura 4.1. Tal resultado tiene
probabilidad r_ = gsin®6@ (psin®#6) si ¢ = 6 (—0). Lo mismo ocurre para Py, p, si
¢ = F(m — 0). Por otra parte, el limite inferior en (4.18) corresponde a p/, = 1/2

y puede alcanzarse para angulos ¢ que satisfagan

(p —q)sind
t = 4.19
an ¢ cosO £+ 2./pq’ (4.19)
en cuyo caso p’. = 1/2 para las raices de (4.19) € [0, 7] mientras que p/, =

1/2 para aquellas en [—m, 0], como se ve en la figura 4.1. Se sigue entonces que
mediante medidas y resultados apropiados en B es siempre posible tener un estado
condicional posmedido puro en A, o también “equilibrado”, es decir, con pesos

iguales para los dos estados en la mezcla [32].

4.1.3. Pureza condicional promedio

La pureza condicional promedio de A tras la previa medida en B esta dada

por
Payp, = 71+Pap, +7-Pasp_
donde
N = ropidy +rplg. _ psin®(f — @)+ gsin’(0 + ¢) <1. (4.21)
g 1 —[pcos(6 — @) + qcos(0 + ¢))?

Luego, al contrario de P4;p,, Pasp, nunca es menor que la pureza original,
Pasp, = Pa, (4.22)

en concordancia con los resultados generales de los capitulos anteriores. La ecua-
cién (4.20) esta de hecho linealmente ligada a la entropia condicional cuadrética

S5 dependiente de la medida, la cual resulta aqui

S2(A/Bg) = r:8(pasp,) +r-S2(pasp_)
= 2(1 — Pa/p,) = 4pgysin0, (4.23)
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y nunca es mayor que la entropia local original S5(p4) = 4pgsin? 6.

La diferencia Py/p, — Pa = 2pq(1 —7) sin? @ es el incremento promedio en la
pureza de A debido a la medida local en B, y depende del angulo de medida ¢.
Mientras siempre se anula para ¢ = 0, donde v = 1, en cualquier otro caso es

positiva. Su maximo se alcanza para

tan ¢ = tan : (4.24)
p—yq

en cuyo caso v = cos’ 6, lo que conduce a
Pyp = fo Pasp, =1 — 2pgsin®f cos® 0 . (4.25)
Ademds en este punto p/, = ¢_, por lo que
Pasp, = Pasp. = Pasp., (4.26)

de manera que el maximo incremento promedio se alcanza para un angulo donde
la pureza del estado local posmedido (pero no el estado mismo) es independiente
del resultado de la medida (ver también la figura 4.4 en la seccién 4.2.2). El

maximo incremento promedio en la pureza es asf 2pgsin? 6.

La méxima pureza condicional promedio (4.25) tiene un significado profundo.

La minima entropia condicional Sy asociada
S2(A/B) = M¢m Sa(A/Bg) = 2(1 — Payp) = pgsin® 26, (4.27)

representa el cuadrado de la concurrencia [23] entre A y un tercer sistema C' que
purifica al sistema tripartito ABC' [25, 32, 33]. C' puede elegirse en este caso como
un qubit, pues pap tiene rango 2. Como consecuencia (ver siguiente subseccién),
la méxima pureza condicional promedio (4.25) determinard también la discordia
cuantica del estado (4.1), permitiendo obtener una expresién analitica simple para
esta 1ltima. El comportamiento de P4/ como funcién del angulo de “apertura”
0 del estado (4.1) se ilustra en la figura 4.2, donde se observa que alcanza su
méximo 1 solo para § = 0 o 7/2, o sea, cuando el estado (4.1) es o bien producto
(0 = 0) o un estado clasicamente correlacionado (6 = 7/2), es decir, un estado

de discordia nula en ambos casos.

El dngulo ¢ optimizante determinado por (4.24) difiere de +6 si § > 0, pq > 0,
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como se observa en el panel inferior de la figura 4.2. Este satisface ¢ > 6 si p > ¢,
con ¢ ~ 0+ (1 —p)sin26 para p cercano a 1y ¢ = 5 — 2(p — %)/tan@ para
p por encima y cercano a 1/2. Luego, para p = ¢ se vuelve independiente de 0,
prefiriendo siempre una medida en direccién x en la esfera de Bloch (proyectando
sobre estados linealmente polarizados en dngulos +7/4), como se observa en la

figura 4.2.

1 v
P(A/B)
'
A 0.5
Al
I(A/B)
0
0
0
7T/2 p:OS : ”ro
p=0.7 A0
1 7"
1 *
’l;)
S /4 A
PR AR
.’ 7
Py 4
'o' 7 :
Lot =" =0T
_.:_——’ 1 p=0.5
0 = A
0 /4 /2

Figura 4.2: (Arriba) La méxima pureza condicional promedio P(A/B) = Pa/p
(4.25) junto con la discordia cuantica (4.31) y la minima diferencia en la pureza
global (4.36), como funcién del angulo de apertura 6 del estado (4.1) para p = 0,5
(linea sélida) y p = 0,7 (linea de trazos). (Abajo) Los dngulos de medida que
maximizan la pureza condicional promedio (4.20) (lineas sélidas) y la pureza
global del estado posmedido (4.33) (lineas de trazos), como funcién del angulo de
apertura 6 para p = 0,5y p = 0,7. La linea punteada muestra a # para referencia.
Para p = 0,5 el dngulo que maximiza (4.33) sufre una transicién abrupta 0 — /2
en § = arccos 1/4/3, que origina el pico marcado en I, que se observa en el panel
superior. Esta transicién se suaviza para p > 1/2. El dngulo que minimiza la
discordia cuédntica (4.28) coincide aqui exactamente con aquel que maximiza la
pureza condicional (4.20) (ver texto).

Los resultados expuestos estan en concordancia con las consideraciones gene-
rales del capitulo dos. La direcciéon de medida k en la esfera de Bloch de B que ma-

ximiza la pureza condicional de A es esencialmente aquella en la que la correlacién
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es maxima y satisface la ecuacién de autovalores generalizada CTCk = ANgk, con
A el mayor autovalor, donde de nuevo C,, = (0, ®0,)) — (o)) (0.) es el tensor de
correlacion del sistemay Ng = I3—7r Brg, conrg = <0'B ) el vector de Bloch origi-
nal del qubit B. Aqui r4 = rp = ((p—q)sin,0,c080)) y Cpy = 6,,,0,:4pgsin* 0 ,
de manera que las correlaciones surgen solo en la direccién x. La ecuacion de
autovalores anterior conduce entonces a un vector de medida optimizante k en
el plano zz, esto es, k = (sin¢, 0, cos ¢), con ¢ satisfaciendo la ecuacién (4.24).
Y para p = ¢, k pasa a ser paralelo al eje x al quedar Ng diagonal. Explicando
entonces la preferencia de la discordia por la medida a lo largo del eje x en este

caso.

4.1.4. Discordia cuantica y su evaluacién analitica

Como se mencioné previamente, el estado (4.1) tiene discordia finita para
0 € (0,7) y pg # 0. Como funcién del dngulo de medida ¢, esta cantidad [27, 69]

puede evaluarse como la minima diferencia
D(A[B,) = S(A|B,) - S(AIB), (4.28)

donde S(A|B) = S(pas) — S(pn) = — 3, (N4 logs Xy — N logy \p) cs la

entropia condicional de von Neumann independiente de la medida [7] y

S(A|By) =r4.S(pays,) +r-S(pa/s_), (4.29)

aquella dependiente de la medida, determinada por los estados condicionales
(4.15) (andloga a (4.23)). Todas las cantidades pueden evaluarse asi en térmi-

nos de las purezas Pap, Pay Pasp, ((4.5), (4.11) y (4.17) respectivamente).
La discordia D(A|B) es de hecho el minimo sobre ¢ de la ecuacién (4.28)

[27, 70]. La optimizacién deberia, en principio, extenderse a medidas generales
(POVM), pero en el presente caso de un estado de rango 2 es suficiente considerar
solo medidas proyectivas [72, 73], las cuales pueden reducirse aqui a medidas en
el plano zz. Ademads, el minimo de (4.28) puede evaluarse aqui analiticamente: el
angulo de la medida minimizante ¢ es exactamente aquel que mazimiza la pureza
condicional promedio, determinado por (4.24), y el consiguiente minimo es una

funcion decreciente de la mdzima pureza condicional promedio Py/p (4.25) (atn
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cuando para un ¢ general, (4.28) no es una funcién directa de (4.20)):
D(AIB) = Min D(AIB,) = —f, loga £ — [_loga /-~ S(AIB),  (430)

donde

1+ /2Py 5 — 1
fi= / . (4.31)

2
Demostracion: Como se discutié en el capitulo 2, el minimo de S(A|B,) es el
entrelazamiento de formacién E(A, C') entre A y un tercer sistema C' que purifica
el estado global tripartito, que puede elegirse aqui como un qubit. En tal caso,
E(A,C) esta determinado por la concurrencia Csc entre A y C' a través de
E(AC)==>,_, flogf,, con fr = (1++/1—C3%.)/2. Pero C3, no es més
que la minima entropia condicional Sy (4.27) de A dada una medida en B, es decir,
C%p = S2(A/B) = 2(1 — Pa/p), lo que conduce a las ecuaciones (4.30)—(4.31).

Este resultado fue también verificado numéricamente.

Para 0 = 0 (pap producto) o § = 7/2 (pap cldsicamente correlacionado),
Pa/p =1y luego D(A|B) = 0. En cualquier otro caso Pa/p < 1y D(A|B) > 0,
como puede apreciarse en la figura 4.2. Vale notar, no obstante, que como funcion
de 6, Pa/p es minima en 7/4 (ecuacion (4.25)), mientras D(A|B) es méxima para
un angulo de apertura ligeramente mayor 6 ~ 0,297, debido a la dependencia con
6 del término S(A|B).

4.1.5. Pureza del estado posmedido global
El estado promedio del sistema conjunto tras la medida local en B es

Pap = Typap, @Iy +r_pap QT . (4.32)
Su pureza Pz = Tr(p/45)? estd entonces dada por

Pip = 7”iPA/BJr + T%PA/B, (4.33)
= %{p cos(f — @) + qcos(f + ¢)]* — 2pgsin® O[1 + cos(6 + ¢) cos(d — ¢)]}.

A diferencia de la pureza condicional local (4.22), la pureza de este estado global

posmedido no puede ser mayor que la pureza del estado global original (4.5), en
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concordancia con las consideraciones generales de [10]:
Pip < Pag, (4.34)

con Py < Pap para 0 € (0,7/2) y pg > 0. La diferencia Pyp — Pz es propor-

cional al déficit de informacién cuadratico [10],
Iy(A, By) = S2(plap) — S2(pap) = 2(Pap — Pip) , (4.35)

el cual es siempre no negativo. La ecuacién (4.33) muestra que su evaluacién
puede llevarse a cabo conociendo solo las purezas condicionales Py, g, , la pureza

inicial P4p y las probabilidades r..

Su minimo,

I,(A, B) = Min Iy(4, By), (4.36)

que corresponde a la mdzima pureza del estado posmedido global P4, es pro-
porcional a la discordia geométrica [10, 38, 74]. Serd entonces no nulo para
0 € (0,7/2) y pqg # 0, siendo maximo, como la discordia cuantica, en un angulo 6
superior a 7/4, como se aprecia en la figura 4.2. El déficit de informacién basado
en la entropfa de Renyi If(A, By) = —log P)p/Pap puede también obtenerse
directamente de I [75].

El dngulo de medida ¢ que maximiza P}, (y minimiza I5(A, By)) satisface

(p — q)sin 20

tan2¢ = .
¢ pq + (1 — pq) cos 260

(4.37)

Este no es mayor que aquel que maximiza P4/p, (ecuacién (4.24)) y puede ser
mayor o menor que 6, con ¢ ~ 6 — (1 — p)cos?@sin20 para p — 1. Por otra
parte, para p — 1/2, ¢ — /2 solo para cosf < 1/+/3, es decir, § > 6, > 0,309,
con ¢ — 0 para cos@ > 1/4/3. Por lo tanto, para p = 1/2 ocurre en # = 6, una
transicion abrupta de 0 a 7/2 en el dngulo ¢ de la medida maximizante de P/
[10]. Tal transicién abrupta se suaviza para p > ¢, como se observa en la figura
4.2.

Como para 6 fijo el &ngulo minimizante ¢ de (4.35) puede diferir de aquel que
minimiza la discordia cudntica, el comportamiento de (4.35) como funcién del
angulo de la medida ¢ puede desfasarse respecto de aquel correspondiente a la

discordia cuantica, como se aprecia en la figura 4.5. En particular, para p = q y
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0 <0, I(A,B) (4.35) es minimo en ¢ = 0, donde P4/p, es minima y por lo tanto
D(A|B,) es méxima (como funcién de ¢). Esto refleja el diferente significado del
dngulo 6ptimo de Py,p, y D(A|By) por un lado, y I5(A, Bg) por el otro. Mientras
la primera elige esencialmente la direcciéon local asociada con la maxima corre-
lacion, el ultimo representa la direccion de la medida local que menos perturba
al estado [10]. Consecuentemente, las diferencias pueden ser significativas para
pequenos angulos de apertura 6, donde el tltimo estard cercano al eje z, pero
decrecerd al crecer 6, como se observa en el panel inferior de la figura 4.2. Para
p = q se anulan, de hecho, para 6 > ..

Remarquemos finalmente que la direccién k, en la esfera de Bloch de B,
de la medida minimizante (4.35) satisface la ecuacién de autovalores [10, 38]
(JTJ 4+ rprp)k = Ak, con A el autovalor méximo, donde J,, = (0, ® o) =
Cuw + (041)(0}). En la presente situacién k va a estar en el plano zz, esto es,
k = (sin¢,0,cos @), con ¢ satisfaciendo la ecuacién (4.37). De hecho, el angulo
¢ optimizante es la menor raiz positiva de (4.37), correspondiendo la otra raiz al

angulo que minimiza P} (menor autovalor).

4.2. Verificacién experimental

4.2.1. Arreglo experimental

El arreglo experimental, realizado en el marco de una colaboracion con el labo-
ratorio de procesado de imagenes de la Universidad de Buenos Aires, se ilustra en
la figura 4.3. Este puede dividirse en tres etapas. En la primera parte, usada para
la preparaciéon del estado, un cristal no lineal LilO3 tipo I es bombeado por un
laser de 405nm polarizado horizontalmente, el cual por Conversién Paramétrica
Espontanea Descendente (SPDC) produce pares de fotones gemelos con longitud
de onda A\ = 810nm en el estado de polarizaciéon de dos qubits |V'V). Una ldmina
de media onda (HWP) es utilizada para rotar la polarizacién de cada fotén a una
direccion arbitraria @y, en el referencial del laboratorio, donde 6;, = 0 corresponde
a fotones verticalmente polarizados. Este angulo define el estado |6) en la esfera
de Bloch por medio de la relacion § = 2 6. Con el fin de generar el estado mezcla
de dos qubits descrito por la ecuacién (4.1), seguimos la idea presentada en [76],
alternando HWP; entre los dos dngulos 61,/2 y —60;/2 para obtener una mezcla

de las dos polarizaciones deseadas con probabilidades p y q.
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En la segunda parte del “setup”, una medida local proyectiva de polarizacién
se realiza sobre uno de los subsistemas. Con este fin un polarizador lineal (P;) en
el camino B, ajustado en un angulo ¢ o ¢, + m/2 en el referencial del laboratorio,
implementa la accién del proyector I1, o I1_ de la ecuacién (4.12) sobre el estado
de un qubit. Después de esto la luz se colecta en el detector Dg. El detector esta
constituido por un iris que actiia como filtro espacial, y un filtro de interferencia
centrado en 810nm (ancho de banda 10nm), seguido por una lente que colecta la
luz y la enfoca en una fibra 6ptica multi modos acoplada a un médulo contador
de fotones PerkinElmer SPCM-AQRH-13-FC. Durante el tiempo total T" en el
que Py se ajusta en el angulo ¢, Dg mide el niimero de eventos n,, y lo mismo
cuando P; se ajusta en el dngulo complementario ¢, + /2 para registrar n_.
Entonces, la probabilidad de medir + o — en la direccién ¢ (ry) dada en la
ecuacién (4.13) se obtiene de ny/(ny +n_).

Finalmente, la tercera etapa del setup se usa para realizar una tomografia
completa del estado del qubit A. Un arreglo de una ldmina de cuarto de onda
(QWP), una de media onda (HWP5), y un polarizador lineal (P3) en el camino del
subsistema se utilizan para proyectar el estado de polarizacién sobre el conjunto
informacionalmente completo de bases mutuamente no sesgadas[77, 78|, antes de
ser detectado por D 4. Este detector consiste de los mismos componentes que Dg,
descrito arriba. Las medidas se realizan en coincidencia, usando el subsistema B
como disparador. De esta forma es posible reconstruir la matriz densidad condi-
cional p4/p—+ del estado reducido de A tras obtener el resultado & de la medida
proyectiva en la direccién ¢ en B. Aunque estos observables pueden obtenerse
realizando una medida de la pureza condicional, el setup usado permite verificar

que el estado condicional tras la medida local es de la forma (4.15).

4.2.2. Resultados

Como se mencioné arriba, la primera etapa del arreglo experimental gene-
ra un estado de dos fotones en el estado de polarizaciéon dado por la ecuacion
(4.1). A fin de validar el proceso de generacién, previamente se llevé a cabo una
tomografia completa de diferentes estados de dos qubits [79]. Luego, la técnica
de maxima verosimilitud (ML) se aplic6 para obtener la mejor estimacién del
estado, consistente con los requerimientos de un estado fisico [80]. Cuantificamos
la calidad del proceso de preparacién mediante la fidelidad F' = Tr ( \/Ep\/E>

entre la matriz densidad del estado que se busca preparar, o, y la matriz densidad
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Figura 4.3: Arreglo experimental usado para la preparacién de una estado mezcla
de polarizacién de dos qubits, y la caracterizacion de estado del qubit A condicio-
nal a la medida proyectiva en B. QWP: lamina de cuarto de onda; HWP: lamina
de media onda; P: polarizador lineal; D: detector de fotones individuales.

del estado efectivamente preparado y reconstruido por tomografia, p. En todos
los casos, se obtuvieron fidelidades F' > 0,98 para el estado inicial p4p.

Tras esta caracterizacion realizamos las medidas proyectivas y la tomografia
del estado condicional implementadas en la segunda y tercera etapa del arreglo
experimental (figura 4.3). El estado posmedido p4/p, en la ecuaciéon (4.15) se
obtuvo aplicando la técnica ML a los resultados experimentales. Los gréficos
en la figura 4.4 muestran las probabilidades para las medidas proyectivas ri
y las purezas condicionales Trp% /B, bara dos estados iniciales diferentes, junto
con las predicciones tedricas dadas por las ecuaciones (4.13) y (4.17). Ademés,
graficamos la pureza condicional promedio Py,p o = r+Pa/p. + r_Py/p_ que
se obtuvo de los resultados experimentales junto con el resultado tedrico 1 —
2pqysin® @ (ecuacién (4.20)). En la figura 4.5 graficamos los resultados tedricos
y experimentales para D(A/B) y I3(A, By), cuyos valores minimos como funcién
de la medida proyectiva II, corresponden a la discordia cudntica y la discordia
geométrica, respectivamente. Como se sigue de las secciones 4.1.4 y 4.1.5, ambas
cantidades pueden evaluarse a partir de las purezas Pap, Pa, y Pa/p.. Con este
proposito, la matriz densidad del estado reducido p4 se obtuvo en un modo similar
a pa/p, pero considerando las detecciones en D4 sin tener en cuenta el resultado

en DB.
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Figura 4.4: Resultados experimentales obtenidos para cada medida proyectiva
descrita por Il1. Se muestra la pureza del estado de A tras obtener el resultado
— (paneles izquierdos) o + (paneles derechos) en B, Pa/p, (ecuacién (4.17),
circulos rojos), y la probabilidad de obtener tal resultado, ry (ecuacién (4.13),
puntos verdes). Cada grafico muestra ademds la pureza condicional promedio
Payp, (4.20) (tridngulos azules). En todos los casos, el estado inicial es un estado
de dos qubits de polarizaciéon de dos fotones de la forma (4.1), con § = w/3.
En los paneles superiores p = 0,5 y en los inferiores p = 0,7. Las lineas sélidas
corresponden a valores tedricos de estas medidas como funcién de ¢. La linea de
trazos indica el valor de la pureza local en el estado inicial, Py, previo a la medida
condicional.
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Figura 4.5: Resultados experimentales obtenidos de cada medida proyectiva des-
crita por II4 como funcion del angulo de medida ¢. El minimo en la linea azul
(tridngulos) es el valor de la discordia cuéntica mientras que el minimo en la linea
roja (circulos) es el valor de la discordia geométrica (minima diferencia en la pure-
za global). El estado inicial es el mismo de la figura anterior, con § = 7/3, p = 0,5

(panel izquierdo) y p = 0,7 (panel derecho). Las lineas sélidas corresponden a los
valores tedricos para estas medidas.



Capitulo 5

Entrelazamiento en sistemas de

fermiones

Como vimos en el primer capitulo, el entrelazamiento es una de las formas
de correlacién que distinguen a los sistemas cuanticos de su contraparte clésica,
constituyendo un recurso esencial en el procesado de informacién cudntica [2].
Como recurso desempena un papel central en protocolos de teleportacion cudnti-
ca [82] como asi también en computacién cudntica [83]. Consecuentemente, la
comprension y cuantificacion de este recurso se ha convertido en un problema
fundamental en la teorfa de informacién cudntica [84]. También su estudio ha
colaborado a develar aspectos profundos en la estructura de las correlaciones y
transiciones de fase cudnticas en sistemas de muchos cuerpos [85-87].

Como se discutio en el capitulo 1, si |V 45) € Ha®@Hp es un estado puro de un
sistema cuantico bipartito, su entrelazamiento estd cuantificado por la entropia de
entrelazamiento S(pa) = S(Trg|Vap)(Van|) = S(ps), donde S(p) = —Trplog, p
es la entropia de von Neumann. Esta claro entonces que la forma de cuantificar el
entrelazamiento en estos sistemas se apoya en la estructura de producto tensorial
de su espacio de estados [88]. Todavia mds, la nocién misma de entrelazamiento
depende de tal estructura, pues lo hace el paradigma mismo de Operaciones
Locales y Comunicacién Clasica (LOCC). En estados fermidnicos, sin embargo,
la indistinguibilidad implica que el espacio de estados accesibles no puede exhibir
tal estructura, ya que solo son posibles estados antisimétricos frente al intercambio
de particulas. Esto impide una extensién directa a tales sistemas de las medidas

de entrelazamiento introducidas para sistemas con componentes distinguibles.

Pueden agruparse los intentos de generalizar la nocién de entrelazamiento

100
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a sistemas de componentes indisntiguibles [89-98] dentro de dos paradigmas
distintos: Entrelazamiento de modos [92-94, 99, 100] y Correlaciones cudnti-
cas | Entrelazamiento de particulas [89-91, 95-98, 101, 103, 104]. En el primer
caso los “subsistemas” sobre los que puede operarse localmente estan consti-
tuidos por grupos de modos de una base dada del espacio de Hilbert de una
particula. El entrelazamiento entre modos, por lo tanto, no permanece invarian-
te frente a transformaciones en el espacio de estados de una particula (sp). El
segundo acercamiento al problema considera como subsistemas a los componen-
tes indistinguibles, buscando cuantificar correlaciones en el estado mas alld de la
antisimetrizacion, es decir, definiendo como estados puros separables a los deter-
minantes de Slater. En las referencias [89, 91|, que tratan sobre entrelazamiento
entre particulas, se deriva un analogo fermiénico de la descomposcion de Schmidt
para estados de dos fermiones y se introduce un “ntimero de Schmidt fermiénico”
bajo el nombre de Slater Rank, que cuantifica el entrelazamiento en estos esta-
dos. En dicho trabajo se muestra también la existencia de un andlogo fermiénico
de la concurrencia definida para sistemas de dos qubits. Si bien estas medidas
permanecen invariantes frente a transformaciones unitarias en el espacio sp, su
validez estd restringida a estados con numero fijo de particulas, los cuales distan
de ser estados generales en el caso de sistemas fermiénicos. Un problema similar
surge en [95], donde con la finalidad de compartir particulas entre partes es nece-
sario proyectar el estado original sobre otros que tengan un ntmero definido de

particulas en ciertos subespacios del espacio sp.

En lo que sigue vamos a considerar, primeramente, estados puros de sistemas
fermidnicos en el formalismo gran candénico, de manera que el nimero de particu-
las en el sistema no se considera necesariamente fijo. Tales estados aparecen, por
ejemplo, al considerar el vacio de cuasiparticulas definido a través de una trans-
formacién de Bogoliubov [100-102], como asi también al aplicar transformaciones
particula-hueco, tales que el estado puede verse como un vacio para ciertos ope-
radores fermidnicos, mas excitaciones particula-hueco. La paridad del nimero de
fermiones de estos estados estd, no obstante, bien definida, en concordancia con
la regla de superseleccién fermidnica [105]. En tales estados consideramos primero
el entrelazamiento entre un tinico modo fermidnico y su complemento ortogonal
en el espacio de una particula, y se define una entropia de entrelazamiento que
lo cuantifica. Proponemos entonces la suma, sobre todos los modos de una base

elegida, de esta entropia de entrelazamiento como una medida del entrelazamien-
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to total en el estado (relativo a dicha base) y mostramos que su minimo sobre
todas las bases del espacio sp depende solo de los autovalores de la matriz den-
sidad de un cuerpo del sistema p;; = <c}cl->, siendo por lo tanto invariante frente
a transformaciones unitarias en dicho espacio y anulandose cuando el estado es
un determinante de Slater, como se espera para una medida de entrelazamiento
de particulas. De esta manera, entonces, encontramos que las dos nociones de
entrelazamiento introducidas arriba quedan conectadas por un problema de op-
timizacion. Ademas, mostramos que si dicha minimizacion se extiende a todas
las bases de cuasiparticulas, es decir, a bases vinculadas por transformaciones de
Bogoliubov, la minima entropia de entrelazamiento es simplemente la entropia de
von Neumann de la matriz densidad de un cuerpo generalizada p®*P, que contiene
ademas las contracciones de pares de operadores de creacion y destruccion <c;cj)
y (¢jci). Se introduce luego el techo convexo de esta entropia de entrelazamiento,
lo que permite no solo identificar rigurosamente estados mixtos que no pueden
escribirse como combinacién convexa de determinantes de Slater o vacios de cua-
siparticulas (o en general estados fermidnicos gaussianos [101, 103]), como por
ejemplo estados térmicos de sistemas de fermiones interactuantes a temperaturas

suficientemente bajas, sino también cuantificar sus correlaciones.

Nos enfocamos después en sistemas fermiénicos con un espacio sp de dimen-
sion 4. Para estados puros generales de tales sistemas mostramos que la entropia
de entrelazamiento anterior (minimizada sobre todas las bases de cuasiparticu-
las) puede escribirse en términos de un andlogo fermiénico de la concurrencia
[23, 103, 104], que se reduce a la medida de correlacién de Slater introducida en
[89, 91] para sistemas de dos fermiones. Su techo convexo puede también evaluarse
analiticamente, extendiendo explicitamente los resultados de [89] a estados mixtos
arbitrarios con paridad de nimero fija [103]. Es decir, generalizamos la conocida
formula de la concurrencia para estados mezcla generales de dos qubits, ecuacion
(1.42), a estados mezcla generales de sistemas fermiénicos con espacio sp de di-
mensién 4, incluyendo mezclas de estados puros sin un ntmero fijo de particulas
(aunque si con paridad de ntimero definida). Esto habilita la evaluacién analitica
de la entropia de entrelazamiento previamente definida. Finalmente, a modo de

ejemplo, cuantificamos el entrelazamiento en un estados tipo Werner.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [81].
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5.1. Entrelazamiento “de un cuerpo”: De modos

a particulas

5.1.1. Entropia de entrelazamiento de un nivel.

Consideramos primeramente un estado puro |¥) de un sistema de fermiones
con un estado de Hilbert de una particula (sp) H de dimensién n. El sistema estd
descrito por un conjunto de operadores fermiénicos de creacion y destruccion

{¢;, c},} que satisfacen las relaciones de anticonmutacién
C;iCj + CiC; = O, CZ'C; + C;F-Ci = 51’]‘ . (51)

El conjunto {c}|0>, j = 1,...,n} constituye entonces una base ortonormal de
H (]0) denota el vacio para los operadores ¢;). Trabajaremos con el formalismo
gran candnico, de manera que |¥) no es necesariamente un estado con nimero
de fermiones definido N = 3 i c;r-cj. Puede ser, por ejemplo, un vacio para ope-
radores de cuasiparticulas a, vinculados a los ¢;’s mediante una transformacion
de Bogoliubov [102]. En tal caso el estado es una superposiciéon de estados con
diferente numero de fermiones (ver apéndice B.1) pero con la misma paridad de

nimero, de manera que P|¥) = +|U),
P = explim Z c}cj] : (5.2)
J

Recordemos también que la transformaciéon elemental particula-hueco
;= cl, e (5.3)
PTG G TG :

preserva las relaciones de conmutacion, por lo que formalmente es una cuestion de
eleccién el considerar que las particulas o los huecos son los “verdaderos fermio-
nes”. Tomaremos en cuenta esta simetria basica en todas las medidas de correla-
cién, exigiendo invariancia frente a las transformaciones mencionadas. Asumimos,
ademas, que todos los estados puros involucrados tienen paridad de nimero fija
[105], lo que implica (¢;) = 0 y también (O) = 0 para cualquier operador O que
T

sea producto de un nimero impar de operadores fermionicos ¢;, ¢;.

Tomemos ahora una particién (A, B) de H, donde A denota el modo o nivel j
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y B su complemento ortogonal en H. La ecuacién (5.1) implica que los operadores

I; = clej, T =cyel, T +10; =1, (5.4)

R

conforman un conjunto de proyectores ortogonales que definen una medida pro-
yectiva (de von Neumann) de la ocupacién del nivel j. Consecuentemente, pode-

mos descomponer cualquier estado |¥) en la forma

) = clej|T) + ¢;cl|T) (5.5)
= VPi 1Y) + /D [¥5), (5.6)

donde el primer (segundo) término en (5.5) selecciona la componente de |¥) en
la que el modo j esta ocupado (vacio) y |VU;) = szc}cj\\m, U5) = \/Lpfjcjc;]@)
son los correspondientes estados normalizados. Aqui p; (p;) es la probabilidad de

encontrar el nivel j ocupado (vacio) en |U):
p; = (Wleles| W), pj = (Wlesef|W) =1 —p; . (5.7)

Para un operador O, que dependa solo de cj,cj» y Op que dependa solo del
conjunto complementario {cy, cL, k # j} obtenemos entonces, asumiendo P|W¥) =
+|P),

(U|0am)|¥) = pi(¥;[0am)|¥;) + pi(V5]0am)|¥;)
= trampam)Oas), (5.8)

donde py = pjc;|0><0\cj +p;0)(0] y pp = pjcj|\IJj><\IJj|c}+p3]\113>(\1/3] representan

los operadores densidad reducidos para los sistemas A y B respectivamente.

El entrelazamiento entre A y B puede cuantificarse entonces mediante la en-

tropfa de la distribucién binaria {p;,p; =1 — p;}:

S(pa) = S(pp) = —pjlogyp; — (1 —p;)logy(1 —p;), (5.9)
= h(p;), (5.10)

donde S(p) = —Trplog, p es la entropia de von Neumann y h(p) = —plog, p —
(1 —p)logy(1 —p) (0 < h(p) < 1). Esta entropia se mantiene, obviamente, inva-

riante frente a transformaciones particula hueco (5.3). Para un estado puro | ),
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la expresién en (5.9) se anula si y solo si | V) es separable respecto de este nivel,
o sea, sii el nivel j estd ocupado (p; = 1) o vacio (p; = 0) en | V), de manera que
) = c}cj]\ll) 0 |¥) = ¢;cl|W) respectivamente. Su valor méximo, 1, se alcanza

J
para p; = 1/2.

5.1.2. Entropia de entrelazamiento de un cuerpo

La suma

Se= > hip) (5.11)

es una medida del entrelazamiento del estado asociado a la base del espacio sp
determinada por los operadores c;r-. La ecuacién (5.11) se anula sii cada nivel j de
la base es separable respecto de su complemento ortogonal, esto es, sii cada nivel
estd o bien vacio o bien ocupado en |¥). Por lo tanto S. ve como separable al
estado |U) si este es un determinante de Slater en esta base, |V) = c}l . c}m\O)
para algin subconjunto de niveles {ji,..., jm}-

La expresion en (5.11) depende de la base de H elegida, es decir, de la eleccién
de los operadores ¢ = (c; .. ., ¢,)T. Consideremos ahora el minimo de (5.11) sobre
todas las bases H,

S = Ngn Ser (5.12)

donde Sy = >, h(p}), p; = <\If|c/;rc;|\1!) yc = (d,...,d,)T es un conjunto de

r n

operadores fermidnicos vinculados a los ¢;’s por alguna transformacién unitaria,
c =Ule, (5.13)

con U una matriz unitaria de n x n (de manera que las relaciones (5.1) son
preservadas). La ecuacién (5.12) se anula sii |U) es un determinante de Slater,
o sea, |U) = C/LI ...c}, |0) para algunos operadores ¢;, de la forma (5.13). Por lo
tanto, S = 0 sii existe una base de H en la que cada nivel es separable de su

complemento ortogonal.

Definiendo la matriz densidad de un cuerpo p* = 1 — (ec') (con (0O) =
(U]|O|¥)), de elementos

Py = (da), (5.14)

se ve que el minimo (5.12) se alcanza para aquellos operadores ¢’ que diagonalizan
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PP, esto es, que satisfacen
(che) = (U p™ Ui = poa (5.15)

con pj los autovalores de p*P.

Demostracidn: Las ecuaciones (5.13)~(5.15) implican que p; = pj} = >, Uz [p}.-
Por lo tanto, la concavidad de la funcién h(p) implica 3~ h(p;) > -, [US|h(p) =
> & h(p),), saturando la desigualdad sii p,’s son ya los autovalores de p*P. ]

El valor minimo (5.12) puede entonces escribirse como
S® =" h(p;) = trh(p®), (5.16)
k

siendo ahora evidente que S*P se anula sii los autovalores pj, son o bien 0 0 1, o sea,
sii (p)% = p*, condicién que asegura que |¥) es un determinante de Slater [102].
También resulta evidente ahora que (5.12) es invariante frente a unitarias en H,
pues lo son los autovalores de p*P. Por lo tanto la entropia de entrelazamiento
de un cuerpo, como denominamos a la cantidad (5.12), verifica las propiedades
esperadas de una medida de entrelazamiento de particulas. Encontramos asi que
las nociones de entrelazamiento entre modos y entrelazamiento entre particulas,
si bien esencialmente diferentes, quedan conectadas por un problema de optimi-

zacion.

5.1.3. Entropia de entrelazamiento de un cuerpo genera-

lizada

Un vacio de cuasiparticulas, como por ejemplo un estado superfluido o super-
conductor en la aproximacién BCS [102], conducird a S > 0, pues p® estard
mezclada, es decir, tendra autovalores diferentes de 0 o 1 (ver apéndice B.1). Tal
estado es, no obstante, un determinante de Slater si se lo expresa en una base de
cuasiparticulas adecuada, siendo entonces cada modo de esta base separable de
su complemento ortogonal, segin lo visto en la secciones anteriores.

Si consideramos también accesibles a los estados de cuasiparticulas, podemos

extender la minimizacién en (5.12) a todas las bases de cuasiparticulas, esto es,

59 = Min S, , (5.17)
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donde S, = > h({ala,)) y @ denota ahora un conjunto de operadores fermiéni-

cos a, linealmente vinculados con los operadores originales {c;, cf

'} por un trans-

formacion de Bogoliubov [102]:
a, = Z Uj,cj + V}Vc} ) (5.18)
J

La ecuacién (5.18) puede escribirse como

(5)w() me (i) o

donde se exige que la matriz de 2n x 2n W sea unitaria (lo que equivale a pedir
UUT +VVi =1, UVT +VUT = 0) con el fin de que los operadores a,, al

o
satisfagan las relaciones de anticonmutacién fermidnicas (5.1).

Debe considerarse entonces la matriz densidad extendida de 2n x 2n

pqsp:1_<(;)<cf c)>:<_0:’ 1_ﬁpsp)’ (5.20)

donde K es una matriz antisimétrica de n x n conteniendo los promedios de ani-
quilacion de pares

Kij = (¢¢i) (5.21)

con —k;; = (c;rcb y (1 = 7);; = (¢jcl). La matriz en (5.20) es hermitica, por lo
que siempre puede diagonalizarse mediante una transformacién apropiada (5.19),

de manera que

1—((;)<a aT)):WquSPW:<£ 18]0)’ (5.22)

con fu = fu0 v fu, 1 — f, los autovalores de p%P (que vienen siempre en pares
(f,,1—f,), con f, €[0,1]), que implica

<aiau> = ;wfzu <auau> =0. (523)
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Puede mostrarse facilmente que el minimo (5.17) es

S = =% flogy f + (1= f,)logy(1 - f,) (5.24)

= —tr' p®Plog, p®P. (5.25)

donde tr’ denota la traza en el espacio sp extendido.

Demostracion: Como ambos, p; = (c}q) y 1—pj, son los elementos diagonales
de p®P, denotando con ¢; y A, el conjunto completo de elementos diagonales y
autovalores de p®P, obtenemos ¢; = > |WJ2V|)\V y por lo tanto, de la concavidad
de f(p) = —plogy p se sigue que Se = 3, f(q;) = 22, Wi [f(N) =32, f(\) =
SEP, m

La expresién en (5.25) se anula sii f, es 0 o 1 para todo v, es decir, sii |¥) es
un determinante de Slater en una base de particulas o cuasiparticulas. Mediante
una transformacion particula-hueco podemos siempre transformar tal estado en
un vacio de cuasiparticulas, de manera que podemos decir que S = 0 sii |¥)
es un vacio de cuasiparticulas. En otras palabras, S% = 0 sii existe una base de

cuasiparticulas en la que todo nivel es separable respecto de los demas.

La cantidad (5.17) mide también el grado de mezcla de |¥) respecto al con-
junto de todos los operadores generalizados de un cuerpo, de la forma

0 = Z o%jlc;rcj + 3 (0 cicy + 0?]-2030;) — ltro" (5.26)

,J
11 02
1 C B (0] [0
_ 5(5 C>O<CT),(9—<OZO _(011)T>, (5.27)

o sea, funciones cuadraticas generales de ¢, ¢ (el término constante en (5.26)
se agrega solo por conveniencia), pues sus valores medios estan completamente

determinados por p%P:
(T|0|¥) = tr[pP o' — 2o™ + (ko™ — Ko™)| = it p*PO. (5.28)

El presente esquema permite entonces tratar de manera apropiada estados que
no tienen un nimero de particulas definido y conducen a contracciones no nu-
las (c;c;). El formalismo completo se vuelve asi estrictamente invariante frente a

transformaciones particula-hueco arbitrarias (5.3) aplicadas a algin subconjunto
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de modos, las cuales moveran elementos de p* a Kk y viceversa, pero no alte-
raran el espectro de p%P. Esta ultima permanece de hecho invariante frente a

transformaciones unitarias arbitrarias de cuasiparticulas
W) — exp[—iO]|T),

donde O es un operador generalizado de un cuerpo de la forma (5.26), pues estas
llevan a una transformacién unitaria de p®P, es decir, p% — WpePWI con
W = e 9,

Notar que una transformacién a, <+ al, obviamente cambia f, <+ 1 — f,, de
manera que no hay una forma tnica de seleccionar cual de los autovalores de p%P
serd f,’sy cudl serd 1— f/s. Uno puede elegir los f,’s como los menores autovalores
(tal que |¥) se vuelve un vacio de cuasiparticulas cuando S%P = (), pero también
es posible hacer Det[U] # 0, lo que asegura que el vacio de los operadores a,
tiene la misma paridad que |0) (ecuacién (B.1)). Estas elecciones no afectan a la
entropia S¥P. Remarcamos también que el estado maximamente entrelazado, es
decir, aquel con maxima S®P, corresponde al caso excepcional f, = 1/2V v, donde
SEP = ny p®P = [y, /2 resulta proporcional a la matriz identidad, permaneciendo

invariante por lo tanto frente a cualquier transformacién de Bogoliubov.

5.1.4. Desigualdades entrépicas generalizadas y entropia

cuadratica

De las definiciones de las entropias (5.11), (5.16) y (5.25) se sigue que satis-

facen la cadena de desigualdades
Se > S > S¥P, (5.29)

La ecuacién (5.29) de hecho vale para formas entréopicas mas generales. Si p*P =

Sp 0
( pO . > > es la p* extendida y g} la diagonal de p* obtenemos, con los
— ps

argumentos previos,
Sp(py) = Sp(p™) = Sy(p™), (5.30)

donde
St(p) =tr f(p), (5.31)



Capitulo 5. FEntrelazamiento en sistemas de fermiones 110

con f :[0,1] — R una funcién estrictamente céncava que satisface f(0) = f(1) =
0, representa una forma entrépica generalizada (ver seccién 1.1.3.2). Ademds,

estas matrices verifican la relacién de mayorizaciéon (ver 1.1.3.1)
o < PP < p®P. (5.32)

Recordemos que p < p’ significa que Z?Zl A < 2321 N para j=1,...,2n—1,
con \;, A los autovalores de p y p’ ordenados en orden decreciente. La ecuacion
(5.32) permite extender (5.30) a cualquier funcién Schur-céncava [5] de la matriz

densidad extendida.

Un ejemplo particularmente 1til, que desempenara un papel importante en la

siguiente seccién, es el de la entropia cuadratica (2.28)

So(p®P) = 2t [pPP(1 — p*P)]
= 4trfpP(1 = %) = wTA] (5.33)
= 42 S04, (5.34)

donde el factor 2 se elige de manera que su valor maximo para un nivel sea 1.
A diferencia de la entropia de von Neumann (5.25), Sa(p®P) puede evaluarse
simplemente tomando la traza en (5.33), sin necesidad de conocer explicitamente
los autovalores de f, of p%. Atn asi, como S%P, es una cantidad no negativa y se

anula sii |¥) es un vacio de cuasiparticulas o determinante de Slater. La ecuacion
(5.30) implica en particular que > . p;(1 —p;) > >, pp(1 —pj) = X2, fu(1 = fo).

5.1.5. Estados mixtos

Consideremos estados fermiénicos mixtos, entendiendo a estos como combi-
naciones convexas (mezclas estadisticas) de estados puros con paridad de nimero

definida, esto es,

P = ZQZ|\I/Z><\IJZ| g (5.35)

donde ¢; >0, >, q; = 1y P|¥;) = £|¥;), tal que [p, P] = 0. Podemos definir una
medida de entrelazamiento para estos estados mixtos siguiendo la misma idea que

dio origen al entrelazamiento de formacién [106, 107], haciendo una extensién por
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techo convexo de SUP,

E%P(p) = Min ISP ([ | 5.36
(0= Min, S as™ (@) (5.36)

donde p =), ¢;|V;)(V}], ¢} > 0, y la minimizacién realiza sobre todas las descom-
posiciones de p como combinaciéon convexa de estados puros, asumiendo nueva-
mente que estos tienen paridad de nimero definida. La expresién (5.36) se anula
st p es una combinacion convexa de determinantes de Slater en alguna base de
particulas o cuasiparticulas, y se reduce a S¥P para estados puros. Esta cantidad
sera evaluada exactamente para un sistema particular en la siguiente seccion.
Como aplicacién general de E%P. consideremos un sistema de fermiones in-
teractuantes a temperatura finita 7'. Para acoplamientos atractivos entre pares,
la aproximacion de camino estatico [108, 109] conducira a un operador densidad
“clasicamente correlacionado” pgpa, €l cual es una mezcla estadistica de estados
térmicos de Hamiltonianos fermiénicos de un cuerpo (no necesariamente conmu-
tantes) asociados a distintos valores de los parametros de orden efectivos. Estos
estados no puros seran pues cada uno diagonal en su base de determinantes de
Slater (de particulas o cuasiparticulas). Por lo tanto, EF%P(pgpa) = 0, en concor-
dancia con el hecho de que pspa contiene solo fluctuaciones estaticas alrededor
del campo medio. Tal estado aproximado, correlacionado pero sin entrelazamien-
to, puede derivarse de la representacién de integral de camino [110] y se vuelve
exacto a temperatura T suficientemente alta [109]. Que esta aproximacién deje
de valer a baja temperatura T refleja la aparicion del entrelazamiento, es decir,
de un valor finito de E¥P(p). La ecuacion (5.36) define una temperatura limite

de entrelazamiento T}, tal que E%¥P = ( para toda T > T7},.

5.2. El caso de 4 modos

Examinaremos ahora en detalle el caso especial de un sistema de fermiones
tal que el espacio sp de estados de una particula tiene dimension n = 4. Esta es
la dimension mas baja en la que se observa entrelazamiento fermiénico, es decir,
donde S*P puede ser no nula, como se va a verificar mas adelante. Tales sistemas
son fisicamente relevantes, pues incluyen el escenario bésico de dos fermiones 1/2
en dos sitios diferentes o, més generalmente, estados de fermiones con espin 1/2

ocupando dos orbitales, como en un escenario de “doble pozo”. Extenderemos los



Capitulo 5. FEntrelazamiento en sistemas de fermiones 112

€0 0@ 0@ 00
0000 ee @00 @O OX |
coco eeee OO @@
e0'0ce 0Ce@'e0 |
00,00 ©0_ 00
0000 ee’ee OO @@
+ + ! +
e0. 00 00,00 OO @@
eo'ce 0e'eo !

Figura 5.1: Representacion esquemaética de estados fermionicos puros con paridad
de nimero impar (arriba) o par (abajo). Un estado general con paridad de ntiimero
definida es una superposiciéon de los 8 estados indicados a la izquierda de la
linea vertical de trazos, donde un disco lleno indica un nivel ocupado. En la
forma normal (p®P diagonal), obtenida tras una transformacién de Bogoliubov
apropiada, esta superposicion se reduce a una de solo dos estados, como se indica
en la derecha. El estado esté entrelazado (en el sentido de no ser un vacio de
cuasiparticulas o determinante de Slater) sii el producto C' (ecuacién (5.42)) de
los coeficientes de los grupos de 4 estados en la izquierda y la derecha es no nulo,
lo que implica un peso no nulo para ambos estados en la representacion normal
en la derecha del dibujo.

resultados de [89], en los que se consideran solo estados puros o estados mixtos
con numero de fermiones definido, a estados generales en los que el niimero de
particulas no estd necesariamente definido, aunque si esta definida la paridad
de nimero P (ver también [103, 104]). Este espacio sp puede sostener hasta 8
estados puros de la misma paridad y linealmente independientes, de manera que

la dimension del espacio de Hilbert para P fija es 8.

5.2.1. Estados puros
5.2.1.1. Estados impares

Consideramos primero estados puros |V) de este sistema con paridad impar,
P|U) = —|¥). Estos son entonces combinaciones lineales de estados con un fer-
mioén y estados con tres fermiones, de manera que un estado impar general puede

escribirse como (figura 5.1, arriba)

4

W) =) (aicl|0) + Bici[0)), (5.37)

=1
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donde [0) = clelelel|0) es el estado completamente ocupado y |a|? + |82 = 1,
con «, 3 vectores complejos de dimension 4. Es facil ver que los estados de un
hueco ¢;|0) son
|0y = % Z eijklc;c,tc”O) : (5.38)
gkl
donde € denota el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita en di-
mensién 4. Los elementos de la matriz densidad de un cuerpo generalizada (5.20)

estan dados por

oy = (ele) = aidj = Bif; + 1B, (5.39)
Kij = (¢ci) = Zeijkl@lgka (5.40)
i

es decir, p* = aa' — 863" + |B|*1,. Mostraremos ahora que los consiguientes
autovalores f, de la matriz de 8 x 8 p%P son cuddruplemente degeneradosy estan

dados por

1+ /1 C(|T))

fo= ) , (5.41)

donde C(|V)) esta completamente determinada por la entropia Sy (5.33),

C(|W)) = /Sa(p®r)/4 = /tr[pP(Iy — pP) — KTK]
= 2|8a| :2|Zﬁ_’iai|, (5.42)

y desempena un papel analogo al de la concurrencia para estados puros fermioni-
cos. Satisface 0 < C' < 1, y como veremos en la préxima subseccidn, es una
generalizacién de la medida de correlacion de Slater introducida en [89, 91] para
estados de dos fermiones. Coincide también con el invariante cuadratico derivado
en [104] usando una clasificacién de espinores. La entropia de entrelazamiento
(5.24) resulta

ST = 4h(fy) = —4(f+logy f1 + f-log, f—). (5.43)

Demostracion: Consideramos primero una transformacién unitaria ¢ — Uc de los

operadores c;, tal que

a— Ula, B — Det[U'U'3, (5.44)
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en (5.37), la cual no afecta el valor de C'(|¥)) (ecuacién (5.42)). Eligiendo una
base ortonormal de C* tal que los vectores originales o y 3 estdn generados por
los primeros dos elementos (por ejemplo, e; x a y e; x B — (a'B)a/|al?),
podemos usar esta primera transformacion para fijar az = oy =0, 3 = 84 = 0

en la nueva base. En este caso, las ecuaciones (5.39)—(5.40) conducen a

o |? + [Be]? ar@g — BB O 0

= o) 2 2 0 0
PP = a0y — Bofi |aal® + |Bi] ’ (5.45)
0 0 B 0
0 0 0 |88
00 0 0
00 0 0
K = . . (5.46)
00 0 Qo — a1 fo
0 0 a8 — b 0

Se observa que la diagonalizacién de p%P se logra mediante i) una transformacion

unitaria de los operadores ¢y, co,
1 = uaj +vay, €y = —va; + uas, (5.47)

con = 1/% y € = |ai| + |83] — 4, que diagonaliza el primer bloque de
2 x 2 de p® y 1— pP, seguida de ii) una transformacién de Bogoliubov de los

operadores cs, ¢y,

c3 =u'ag+v'al, cf=—tas+ual, (5.48)
I fr—f—E2€ ’ 2 1 . .
con ﬁ,‘ = w y € = |B%|—3, la cual diagonaliza el resto de p%*?, abarcando
2
nuevamente dos bloques de 2 x 2 (ﬂsj'z’li) Estos cuatro bloques de 2 x 2 tienen

todos traza 1 y determinante C?(|¥))/4, lo que lleva entonces a los mismos auto-
valores fy de la ecuacién (5.41) (una matriz de 2 x 2 con traza t y determinante

d tiene autovalores =Y =4d Vt;"m). O

Notar de (5.46) que si p®P es diagonal (p* diagonal y k = 0) y C(|¥)) < 1,
entonces necesariamente oy = fo = 0 0 a3 = f; = 0 en (5.46). Esto implica

que tras las previas transformaciones, |¥) puede escribirse en la forma normal
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(esquema superior derecho en la figura 5.1)
|U) = a’al|0g) + B'a1]04) , (5.49)

esto es, 3 o o, con |0,) el vacio de los operadores a, [0,) = alalalal|0,), v
/|2 = fq, |B)? = f_ if |[&/| > |B|, de manera que C(|¥)) = 2|a/F|. Este estado

conduce a
o4 ]2 0 0 0

0 121 0 0
p25p=1—< a (aT a))z ’ﬁ| 3
af 0 0o |8? 0

0 0 |Oé/|2]3

Por otra parte, en el caso médximamente mezclado C'(|V)) =1, fr = 1/2y p¥P =
I3/2 en cualquier base, esto es, tras cualquier transformacién de Bogoliubov.
En este caso B8 = ea, con |a| = |8] = 1/v/2, y la forma (5.49) se obtiene

simplemente eligiendo e; en la direccion de a.

Resulta evidente que si 3 = 0 in (5.37), |¥) puede escribirse como un estado
de un tinico fermién al|0), donde a} = 37, a;cl. Similarmente, si & = 0 |¥) puede
escribirse como un estado de un tunico hueco a1]0>, conay =y, Bici. Como se
espera, C(|U)) = 0 en estos dos casos. Que C(|V)) se anule para a y 3 no nulos
pero ortogonales (ecuacion (5.42)) generaliza el resultado previo, mostrando que
en este caso | V) puede ain escribirse como un estado de una sola cuasiparticula
(6" = 0) o un solo cuasihueco (o/ = 0) tras una transformacién de Bogoliubov
apropiada sobre los operadores originales. Esto incluye el caso de tres modos
donde, por ejemplo, el cuarto modo esta vacio, lo que implica ay = 0y 5; = 0

para i = 1,2,3 y conduce necesariamente a B'a = 0.

Mencionamos también que los cuatro autovalores de p* en la ecuacién (5.45)
son fi v |B]?, doblemente degenerados. Como C(|¥)) < 2|a||B], resulta

1+ /1 — 4o
oPIBE _ Maxlal?, 1812,

2

f+ =

verificindose entonces que los autovalores de p* son mayorizados por aquellos de

p¥P vy por lo tanto que

SP > GEP G > G — 4C2(| D)),
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Dualizacion. Las ecuaciones (5.37) y (5.42) indican que el estado ¢;]|0) desem-
pena el papel de “companero” o dual del estado c}t|0>. Podemos obtener el estado

dual aplicando el operador hermitico

Z EijrilC ckcl +c! c]ckcl] (5.50)
1,5,k,1
de manera que parai = 1,...,4, Tc!|0) = ¢|0), T¢;]0) = ¢!|0). Podemos entonces
expresar (5.42) como
C(|v) = [(Tw)|, [¥) =T|¥)" (5.51)

donde [U)* = >, a;cl|0)4-8;¢:]0) denota conjugacién compleja en esta base. Notar

que la matriz de 8x8 que representa a T en la base (c}[0), ..., ch|0), ¢1]0), .. ., cg]0))

0 I
(0 1) -

Una generalizacién de (5.50) a dimensiones superiores se considera en [104].

es simplemente

5.2.1.2. Estados pares

Consideramos ahora estados puros de paridad de numero par, P|U) = |U).
Estos pueden escribirse siempre como combinacion lineal de los ocho estados que
se muestran en la parte inferior de la figura 5.1: el vacio |0), seis estados de dos
fermiones y el estado totalmente ocupado |0) = clc£c§c£|0> Un estado par general

es entonces de la forma
W) = a,]0) — B4|0) —l—Zozjc t10Y + Be1e|0) (5.53)

y puede obtenerse de aquel en (5.37) tras la transformacién elemental de Bogo-

liubov ¢l < ¢; v |0) < 1|0 (que implica |0) <> —¢1]0)). Notar que
c1¢|0) = 5 Z eﬂklckcl |O (5.54)

Los autovalores de p®P, para el estado (5.53), estan dados nuevamente por las

ecuaciones (5.41) y (5.42), y la entropia de entrelazamiento S%P por la expresién
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(5.43). Vale notar, sin embargo, el signo negativo en el término asociado a (3;. La
expresion (5.42) se reduce a aquella de [89] en el caso de estados de dos fermiones
(al =p = 0)-

El estado (5.53) es entonces un determinante de Slater o vacio de cuasiparticu-
las sii C'(J¥)) = 0. Como comprobacién, el vacio de cuasiparticulas (B.1) (ver

apéndice B.1) corresponde en el presente caso a

a o« (1,T5,T5,Th),

ﬂ X (_T21T43 - T31T24 - T41T327 T43’ T247 T32) ) (555)

verificaindose que Zle B;a; = 0. Se observa también que en el caso de tres modos
(es decir, el modo 4 vacio, lo que implica ay =0y ; = 0 para j = 1,2,3) C(|]V))
es siempre cero.

La forma normal (5.49) pasa a ser en este caso
W) = o/|0a) — 3'[0a) , (5.56)

es decir, una superposicion del vacio y el estado completamente ocupado (esquema
inferior derecho de la figura 5.1) para la los operadores de cuasiparticulas diago-
nalizantes. Por supuesto, tras una transformacion particula-hueco trivial a; <> a},
j = 1,2, podemos reescribir (5.56) como una suma de dos estados de dos fermio-

nes,

W) = o’abal|0a) + B'alal|0,) (5.57)

extendiendo asi los resultados de [89], validos para estados de dos fermiones, a

estados arbitrarios de paridad definida.

El operador de dualizacién (5.50) toma ahora la forma

1
_ Toror T 7T
T = —cjcyCscy — CaCaC3C1 — 1 42'1;1 €ijk1C; CjCkCL (5.58)
Z?]? b

que satisface

o 1
T|0) = —[0), T|0) = —0), Tclc}|0) = 5261'%1020”0%
k,l

es decir, Telcl|0) = ¢16]0), Teye;|0) = ¢lel|0). Estd representado en la base

especial {|0), cel]0), clel]0), chel|0Y, —10), cheh|0), elel|0), cheb |0V} por la misma
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matriz (5.52), por lo que podemos escribir nuevamente a C(|¥)) en la forma

(5.51). Si ay = B1 = 0, la consiguiente expresién se reduce a aquella de [89].

Los estados de dos fermiones considerados en [89, 91] son solo un caso par-
ticular de los estados pares mas generales (5.53). Para estados de dos fermiones
las contracciones (c;c;) obviamente se anulan (k = 0), y los autovalores f, de la
matriz de un cuerpo generalizada p®P se reducen a aquellos de la matriz densidad

de un cuerpo p°P, resultando entonces S? = S¥P,

5.2.2. Evaluacion analitica de la concurrencia en estados

mixtos

Para estados mixtos la concurrencia fermiénica puede definirse como el techo
convexo de (5.42), como se propone en [89] para el caso de estados de dos fer-
miones. Extenderemos aqui dicha definicién a estados completamente generales,

derivando una expresién analitica para la concurrencia.

Sea

p=> MU (L] (5.59)

un estado mixto con autovectores |¥,) y autovalores )\, donde k = 1...,r,
siendo r < 8 el rango de p. Asumimos que todos los estados |Wy) tienen la
misma paridad, de manera que son de la forma (5.37) o (5.53), esto es, |Vg) =
S agicl|0) + Brici|0) en el caso impar y de la forma (5.53) en el caso par, por
lo que r < 8. Cualquier descomposicién p = Z;lzl p;|®;)(P;| puede obtenerse
a partir de estos autovectores mediante una matrix U de ' x r con columnas
ortonormales (UTU = 1), tal que /p;|®;) = i, Ujrv/Ax|¥). Notar que los
estados |®;) estdn normalizados, de manera que p; = >, _; A\e|Uji|*

La concurrencia fermiénica promedio de tal descomposicion es
(CUpis12)1) = Y 0, CUP)) =D pil{D5]®;)]
J J
= D 1D Ui/ MM 0)] (5.60)

J k,l

anulandose sii C'(|¢;)) = 0V 7, es decir, sii p puede escribirse como combinacién

convexa de determinantes de Slater con la misma paridad de ntimero. La matriz
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C, de elementos

Cu = v/ )\k)\l<‘i’k“lfl> =/ )\k)\l(,BlTO(k -+ ,8};&1) , (561)

es compleja y simétrica. Admite entonces una descomposicién de la forma [89]
C = VDVT, donde V es una matriz unitaria y D es una matriz real y diagonal
cuyos elementos no nulos di > 0 son las raices cuadradas de los autovalores de
CCT = CC, en orden decreciente. Definiendo S = UV, la ecuacién (5.60) toma

entonces la forma

(C{p;, [25)})) = Z 1> S - (5.62)

Como Y7 | D74 Siude] > 37 5(da] S5 | =0 1S5k 1dk) = di—=3 ")~y di, una condicién
necesaria para la separabilidad de p, es decir, para C(|¢;)) =0V 7, es

dy <Y dy. (5.63)

k>2

Como sucede en el caso de estados de dos fermiones, vamos a mostrar ahora -
siguiendo el esquema de [89] para estados de dos fermiones- que esta es también

una condicion suficiente para la separabilidad.

Demostracion: Efectivamente, de (5.62) se sigue que p es separable sii existe

una matriz S con columnas ortonormales tal que para todo j se cumple

T
1> diS%|=0. (5.64)
k=1
Ahora, si se satisface la condicién (5.63), siempre existen fases O, k = 2, .., 7, tales
. . (0 1 T0)
que d; = | > ;_,dre|. Entonces una matriz con elementos Sj; = %,

donde pjrx = 0,1y 6; = 0, dard la descomposicién deseada si los signos e*ir™
pueden arreglarse de manera que la condicién STS = I, se satisfaga. Esto puede
asegurarse tomando ' =2sir =2, =4sir=3,4 89 yr' =8si5<r <8,
donde podemos definir puj; = 0V j y (pg,- .-, psk) como (0,0,0,0,1,1,1,1),
(0,0,1,1,0,0,1,1), (0,0,1,1,1,1,0,0), (0,1,0,1,0,1,0,1), (0,1,0,1,1,0,1,0),
(0,1,1,0,0,1,1,0), (0,1,1,0,1,0,0,1) para k = 2, ..., 8. Esto completa la prueba.
O

Por otra parte, si la condicién (5.63) no se satisface el valor medio (5.62)

no puede ser menor que d; — » ., _, dy. Esta cota inferior puede alcanzarse con
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la misma construccién de arriba, eligiendo 6, = 7/2 para k > 2. Entonces, la
descomposicién minimizante es aquella en la que todos los componentes tienen la

misma concurrencia, que coincide por lo tanto con la concurrencia de la mezcla

Py
C(p) = Ming, o,y Y p;C(|®;)) = Max[dy — Y dy, 0] (5.65)

J k=2

Usando la matriz de dualizacién (5.52) podemos también obtener los autovalores

R =/ p'PTp*Tpl/? (5.66)

donde p* denota conjugacién en la base donde T' toma la forma (5.52). Las ex-

dy como aquellos de

presiones (5.65) y (5.66) permiten asi una evaluacion analitica de la concurrencia

en estados miztos generales de paridad definida en espacios sp de dimension 4.

Una vez obtenida C, podemos evaluar el techo convexo (5.36) de S®P como

E9P(p) = 4}(%‘02(/’)) : (5.67)

de la misma forma que en el caso de dos qubits [23], pues para estados puros
4h(1+— ”17202(‘%)) (ecuacion (5.43)), que es una

1-C2(p)

funcién creciente y convera de C(|¥)). La cantidad = 5

fidelidad maxima entre p y una mezcla convexa de estados gaussianos, como se

tenemos andlogamente S¥P =

es también la

muestra en [103] con un tratamiento diferente basado en métodos de teoria de

grupos.

Un estado mezcla general p que satisfaga [p, P| = 0 serd una mezcla convexa
de estados con paridad par o impar. Tal estado puede escribirse como mezcla

convexa de una parte par y otra impar, esto es,

p=Dpipy +pp_, (5.68)

donde py = %Li(lj:P)p son las componentes par e impar de py p+ = Tr p(1£P)/2
las correspondientes probabilidades. Como consideramos solamente estados puros
con paridad de nimero definida, para estados mixtos generales (5.68) podemos
tomar simplemente E¥P(p) = py E¥P(py) + p_ E¥P(p_), con E¥P(py) evaluado
con las expresiones en (5.65) y (5.67).
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Mezcla de un estado puro con un estado maximamente mezclado

Para ilustrar estos resultados, consideremos una mezcla de paridad definida
del estado méximamente entrelazado |¥) (C'(]¥)) = 1) con aquel maximamente
mezclado,

p=pl¥)(¥|+ (1 -p)s/8, (5.69)

donde 0 < p < 1. En el caso de paridad impar, |¥) puede escribirse en la forma
W) = Z5(cl]0) + 1[0)) = Z5(c] + ehele})|0) (5.70)

mientras en el caso par podemos tomar |¥) = \/LQ(|O> +10)) o \%(cic; + cleh)o).

El calculo directo usando (5.65) conduce a
C(p) = Max[2=2 0], (5.71)

lo que indica que hay entrelazamiento para p > 3/7, esto es, ¢ > 1/2, donde
qg = (Y[p|¥) = p+ (1 — p)/8 es el peso total de |¥). Un célculo similar pero

considerando solo estados de dos fermiones, po = p|¥) (V| + (1 — p)Is/6, lleva

5p—2
3 0

por sobre un valor ligeramente menor de p (p > 2/5, implicando nuevamente
g=p+(1—p)/6 >1/2), con C(py) > C(p) parap € (2/5,1). Como en el caso de

dos qubits, la existencia de un valor umbral de p para C' no nula y por lo tanto

por otro lado a C(p2) = Max]| |, lo que implica que hay entrelazamiento

también EFP no nula, implica una temperatura limite finita para la aparicién de

entrelazamiento 77, si p representa un estado térmico ( ( o e PEo=E) con

_a__
1-p)/8
Ey la energia de |¥) y Ey > Ej aquella de los 7 niveles restantes), la cual es

mayor en el segundo caso.



Capitulo 6

Entrelazamiento bipartito en

sistemas de fermiones

En el capitulo anterior introdujimos una medida entrépica de entrelazamiento
entre modos fermidnicos y mostramos que su minimo sobre todas las bases del
espacio de Hilbert de una particula resulta en una medida de entrelazamiento
entre particulas. Mas ain, cuando dicho espacio de estados tiene dimensién 4 esta
medida de entrelazamiento es funcion de una cantidad completamente analoga a
la concurrencia de Wootters. En el caso particular de estados de 2 fermiones esta
“concurrencia fermidnica” se reduce a la medida de correlacion de Slater [89]. En
este capitulo retomamos el estudio de esta medida y su conexién con la entropia

de entrelazamiento estandar en un sistema de componentes distinguibles.

Comenzamos analizando un sistema de dos qubits fermionicos distinguibles,
como puede ser aquel constituido por un par de particulas de espin 1/2 localiza-
das en sitios diferentes. El espacio de Hilbert de un particula (sp) H para este
sistema tiene dimension 4, correspondiéndole aquellos estados con paridad local
fija respecto a una biparticién adecuada de H. Para un estado puro general de tal
sistema mostramos que la concurrencia de Wotters es idéntica a la concurrencia
fermionica definida en la seccién 5.2.1. Luego mostramos que tal corresponden-
cia puede extenderse a estados puros generales de un sistema fermiénico con
dimH = 4, es decir, que dado un estado puro arbitrario de tal sistema siempre
es posible encontrar una biparticion de H en la que este puede verse como un
estado de dos qubits distinguibles, cuya concurrencia es nuevamente idéntica a la
concurrencia fermiénica. La entropia de entrelazamiento de un cuerpo cuantifica

entonces, en este caso, el entrelazamiento entre dos qubits. Por otra parte, para

122
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biparticiones arbitrarias que involucran paridades locales no fijas mostramos que
el entrelazamiento fermionico provee una cota inferior al entrelazamiento bipar-
tito asociado. Aplicamos luego estos resultados a mostrar que cualquier circuito
basado en qubits puede reescribirse como un circuito basado en modos fermiéni-
cos si se impone la adecuada restriccion al nimero de ocupacion de estos ultimos,
recuperando el caso de computacion clasica reversible en el caso en que los esta-
dos a la entrada del circuito sean determinantes de Slater (en la base de interés).
Naturalmente emergen dos tipos de representacion fermiénica de qubits, distin-
guidas por la paridad local. Finalmente mostramos que si la restriccion al nimero
de ocupacion se relaja, mientras se preserve la paridad del estado global, es posi-
ble lograr una mejor performance en el protocolo de codificaciéon superdensa, en
comparacion con el protocolo estandar basado en qubits.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [113].

6.1. Entrelazamiento fermidnico y entrelazamien-

to bipartito

6.1.1. Entrelazamiento bipartito como entrelazamiento en-

tre dos fermiones

Consideremos un sistema de dos qubits distinguibles preparados en un estado

puro a4 |00) + a_|11), es decir,

(W) ap =y | Na@ | Np+a | Ha®| s, (6.1)

donde |a% |+]a?| = 1y la notacién indica una posible realizacién en términos de
dos particulas de espin 1/2 localizadas en sitios diferentes A y B, con sus espines
alineados paralelos o antiparalelos a un eje dado (z). Podemos considerar este
ultimo estado como uno de dos fermiones con espin 1/2, con espacio de Hilbert
de una particula H = Hs ® Ho:

)y = (O‘+CL¢CE¢ + 04JL¢CE¢)|0> ) (6.2)

con |0) el vacio fermiénico. Una medida del espin “A” o “B” en la direccién z

puede describirse en la representacion fermiénica mediante los operadores Ilg,, =
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CTSMCSM, S = A, B, p =1,], que satisfacen Héu = Ilg, y sy, sw] = 0, con
> " s,|1) f = |¢) s. Ademds, podemos describir cualquier operador “local” en A

o B en términos de operadores de Pauli si definimos, para S = A, B,

0gy = CTSTQ% + CJI%CST , (63&)
osy = —i(ches, —ckies), (6.3b)
05, = CTSTCST—CT&Q%7 (6.3¢)
que verifican las relaciones de conmutacién usuales [0g;, ogi] = 2i0s5€jp1, (€jm

es el tensor complétamente antisimétrico en dimension 3), con a;[v); = |1).

También resulta evidente que el estado (6.1) es separable sii oy =00 a— =0,
que es precisamente la condicién que asegura que el estado (6.2) es un deter-
minante de Slater. Ademads, la concurrencia estdndar (1.42) del estado (6.1) es

idéntica a la concurrencia fermiénica (5.42) del estado (6.2):

C([V)ap) = 2laya| = C([¥)y), (6.4)
con fi = |aA| in (5.41). Efectivamente, escribiendo un estado de paridad par
como

) = (a0 + 3 asjelel + aucielele)|0) (6.5)
i,
donde a;; = —ayy, 4,5 = 1,...,4 y |a}] + |af] + ttrafa = 1, resulta pP =

aal + ay|?l, Kk = afa + aud*, con @;; = %Zkl €0k, de donde se sigue que la

expresion (5.42) se convierte explicitamente en
C([)] = 2|anzass — arzoas + arans — apayl (6.6)

que implica entonces la igualdad en (6.4). Los estados entrelazados de dos qubits
(6.1) corresponden asi a estados de dos fermiones (6.2) que no son determinantes

de Slater, y viceversa.

Tal correspondencia permanece, por supuesto, valida para cualquier estado

bipartito de dos qubits

[V)ap =Y dulu)a® V)5, (6.7)
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el cual en la representacion fermidnica resulta

’w>f = ZO[MVCBHCTBV‘O) : (68)

v

Obtenemos ahora C(|1)) ap) = 2|det a| = C(|1) ), en acuerdo con las expresiones
fermidnicas estandar. Estos estados pueden, de hecho, llevarse a sus formas de
Schmidt (6.1)-(6.2) (con |ax| los valores singulares de la matriz «) mediante

operaciones unitarias locales, que en la representacién fermiénica resultan cg, —
7S
Zu UVMCSV'
Las consideraciones previas se mantienen validas también para estados bipar-
titos generales de sistemas de dimension arbitraria (u=1,...,da, v =1,...,dp
en (6.7)—(6.8)), si el espacio sp del sistema fermiénico asociado (de dimensién

ds + dp) se descompone como H @ Hp. La matriz densidad de un cuerpo p*

derivada del estado (6.8) toma en el caso general la forma bloqueada

0 0
PL - = pA : (6.9)
0 oa'a 0 pB

esto es, (ch,csu) = 059 (ps)uw, donde las submatrices p A(B) son los estados loca-
les reducidos del estado (6.7) en la base estandar. Por lo tanto, en el formalismo
fermionico p*P contiene la informacion de ambos estados locales y su diagonali-
zacion implica la de ambos pa y pp. Sus autovalores estaran dados entonces por
los de estas matrices, siendo por lo tanto doblemente degenerados e iguales a los
cuadrados de los valores singulares de la matriz o (resultando fi = |as|?* en el
caso de dos qubits). En el caso general la entropia de entrelazamiento del estado

(6.7) puede entonces escribirse como
E(A.B) = S(pa) = S(pn) = $5(5™)., (6.10)

igualdad que vale tanto para la entropia de von Neumann S(p) = —Trplog, p
como para cualquier entropia tipo traza S(p) = Tr f(p) (1.33). Asi, la entropia de
entrelazamiento del estado general bipartito (6.7) es proporcional a la entropia
de entrelazamiento fermiénica (5.16) del estado asociado (6.8). Por lo tanto, pa-
ra cualquier dimensién hay una correspondencia exacta entre estados bipartitos
(6.7) y estados de dos fermiones (6.8), con operadores locales representados por

combinaciones lineales de operadores fermionicos locales de un cuerpo cgycsu (que
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satisfacen [CLMCAV, CTBH,CBV/] =0) y |[¢) ap entrelazado sii [¢) ; no puede escribirse
como un determinante de Slater.

Esta equivalencia se mantiene también para estados mixtos, esto es, combina-
ciones convexas de estados (6.7) y (6.8). Los estados bipartitos serédn separables,
es decir, de la forma (1.35), sii el estado mixto fermiénico asociado puede es-
cribirse como una combinacién convexa de determinantes de Slater de la forma
(6.8). En particular, para estados de dos qubits es suficiente un espacio fermiéni-
co sp de dimensién cuatro y la concurrencia estandar del estado mixto coincidira

exactamente con su contraparte correspondiente al estado fermiénico mixto (6.8)
[81, 89, 103, 104].

6.1.2. Entrelazamiento bipartito como entrelazamiento fer-

midénico de cuasiparticulas

Otras representaciones fermiénicas del estado (6.7) con propiedades simila-
res son también factibles. Por ejemplo, en el caso de dos qubits podemos hacer
una transformacion particula-hueco de los operadores fermiénicos con espin hacia
abajo,

CLT — CTST, CT% —cg, S=ADRB (6.11)

de manera que el estado alineado | )4 ® | J)p corresponde ahora al vacio de
los nuevos operadores (|0) — ¢ icg 110)), con el nuevo operador ck , creando un
hueco. Los estados restantes de la base estandar se convierten en excitaciones de

una y dos particulas o huecos. Podemos entonces reescribir el estado (6.2) como

|¢>f = (a_+ O‘+CT4TCT4¢CE;TCTB¢>|O> ) (6.12)

es decir, como una superposicion del vacio y excitaciones de dos particulas-huecos,
con cada “sitio” conteniendo ahora bien 0 o bien dos fermiones, es decir, con una
paridad de niimero (local) par (e = 1 para S = A, B, Ny = >, cTSucsy).
Resulta evidente que el estado (6.12) es un vacio de cuasiparticulas o determinante
de Slater sii ;. = 0 0 a— = 0. Ademas, para el estado (6.12) la ecuacién (5.42)
conduce nuevamente a C([)) ) = 2| a_|, lo que implica la equivalencia (6.4)
entre la concurrencia del estado bipartito y la concurrencia fermiénica, invariante
frente a transformaciones de Bogoliubov (y por lo tanto también transformaciones

particula-hueco).
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Los operadores de Pauli locales (6.3) se convierten ahora en los nuevos ope-

radores
OSe = CTSTCTS¢+CS¢CST> (6.13&)
Gsy = —ilchcl, —csiest) (6.13b)
Gs. = Chcst+chesy — 1, (6.13¢)

los cuales verifican las mismas relaciones de conmutacion [Gg;, Gsx] = 210557€j510 51,
~9 7 . 7 . . ., o . , .

con og;|v) = [¥) s Vj. Cualquier operacion local puede escribirse en términos de

estos operadores, que representan ahora creacion o aniquilacion local de particulas

o huecos y un contador de nimero de fermiones.

Andlogamente, podemos escribir el estado general de dos qubits (6.7) como
Z auy(c%ch)”” (CTBTCJJFS’J,)RV 0), (6.14)

donde pu,v = =y n_ = 0, ny = 1. Este estado puede llevarse de nuevo a
la forma de “Schmidt” (6.12) mediante transformaciones locales de Bogoliubov
Csr — USCST+USCL¢7 Cs| — USCs) —UScTST, |u%|+|vE] = 1, que diagonalizardn p%P
(ver abajo) y cambiardn el vacio a |0) — [[[g_, 5(us— USCTci)] |0). Se verifica nue-
vamente que para este estado la ecuacién (5.42) conduce a C(|1h);) = 2|det o =
2|aya_|, con |ag| los valores singulares de a. El estado (6.7) estd entonces en-
trelazado sii el estado (6.14) no es un vacio de cuasiparticulas o determinante de
Slater (C(|));) > 0). El formalismo introducido en esta tesis permite asf tratar

estos estados en cualquier representacion, ya sea de particula o cuasiparticula.

En este caso hemos de considerar la matriz densidad de un cuerpo extendida
pPP . con elementos <CTSVCS/M> = 055/0,wPs, (CsvCsry) = 0550y, —u(—1)""qg, donde
pas) = lass P +los_ )l qam) = 0l ool Para la forma de
Schmidt (6.14), p®P se vuelve diagonal ((pas) = |ax|?, gas) = 0). Los estados

reducidos p4(py se recuperan ahora como bloques particulares de p®P:

. 1(( 1+ (7s.) <5sgs>—i<5Sy>> _ <<CTSTCST> <CS¢CTST>> (6.15)

2 \(0sz) +1i(0sy)  1—(0s2) (chirchy)  (esrely)

La diagonalizacién de p®P implicard, no obstante, la de pa vy pp. Se verifica que

sus autovalores son fi = |a|?, cuddruplemente degenerados, con |a.| los valores
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singulares de la matriz «. Tenemos entonces:
E(A, B) = S(pa) = S(ps) = 15(p**) , (6.16)

nuevamente vélida para cualquier entropia de traza S(p) = Tr f(p). Y para mez-
clas convexas de estados de la forma (6.14) (cuyo rango serd a lo sumo 4) la
concurrencia fermidnica, como se define en (5.65), coincidird nuevamente con la

concurrencia estandar de dos qubits.

Las mismas consideraciones valen para estados bipartitos generales (6.7) de
sistemas de dimension arbitraria si se aplica una transformacién particula-hueco
(o en general una transformaciéon de Bogoliubov) a los operadores fermidénicos
originales en (6.8). En tal caso, la ecuacién (6.16) vale para funciones entrépicas
que satisfacen f(p) = f(1 — p) (una suposicién razonable, pues p representa la
ocupacién media de particula o hueco), ya que p%P tendra autovalores f y 1— fi,

ahora doblemente degenerados, con f; aquellos de los estados locales pa(p).

Una tltima observacion es que las representaciones (6.3) y (6.13) de los ope-

radores de Pauli pueden coexistir independientemente, pues
[Usj, 5S’k] =0 y (617)

V 7,k para ambos S’ # S y S’ = S (estructura SU(2) x SU(2) [114] en el sitio A
o B). Ademas, los estados de paridad local par (6.14) pertenecen al niicleo de los
operadores (5.16), mientras los estados de paridad local impar (6.8) (e™s = —1)

pertenecen al nicleo de los operadores (6.13):

osil)y = Gs5l); =0, (6.18)

para S = A,By j = x,y,z. Por lo tanto, los operadores unitarios POMRELEY
(e'25%%si) hacen de identidad cuando se aplican a estados [¢0) ¢ (1) ). Un sistema
fermionico con un espacio sp de dimensién 4 puede asi albergar dos sistemas de
dos qubits diferentes, uno por cada valor de la paridad local, manteniendo fija la

paridad total (e"(NatNe) = 1),
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6.1.3. Entrelazamiento bipartito sin entrelazamiento fer-

mionico

Los ejemplos previos muestran una correspondencia exacta entre el entrela-
zamiento bipartito y el entrelazamiento fermiénico. Las representaciones consi-
deradas involucran no solo un valor fijo de la paridad global, sino también de
la paridad local. Es evidente, no obstante, que también es posible obtener en-
trelazamiento bipartito de un determinante de Slater si se eligen las particiones
apropiadas del espacio sp, aunque en este caso la paridad local no estard fija. Por

ejemplo, el estado de un fermién

)y = (acl, + Bck,)[0), (6.19)

donde el fermién se crea en un estado no definido en posicién si aff # 0, con-
duce obviamente a S(p*®) = 0 pero corresponde a un estado entrelazado «| 1
)4 ®10)p + B]0)4 ® | })p. Sin embargo, los estados locales en cada sitio tienen
diferente paridad de nimero. Lo mismo ocurre con el determinante de Slater de
dos fermiones (acgﬁ— BCTBT)(O/ eyt 8 cly )10}, el cual tiene concurrencia fermioni-
ca nula pero corresponde al estado entrelazado aff'| HYa ® | })p — /Bl L)a @ | T
)B+ad | T)a®[0)p + BB10)a @[ 15

Por lo tanto, aunque hay entrelazamiento respecto a la particién (A, B), no
es posible hacer combinaciones lineales arbitrarias de los autoestados de p4 0 pp,
pues estos tltimos pueden no tener una paridad de niimero definida. Mientras
tal entrelazamiento puede ser suficiente para observar violacién de desigualdades
de Bell, como se propone en [115], puede tener limitaciones respecto a otras
tareas que involucren superposiciones de autoestados locales, como se discute en
la seccion 6.2. Este efecto tendrd lugar siempre que uno de los fermiones sea
creado en un estado “dividido” por la particién elegida del espacio sp. Solo con
la restriccién a una paridad de ntimero fija en cada lado se vuelve factible una
equivalencia entre entrelazamiento bipartito y entrelazamiento fermiénico, como
se discute a continuacion. Notar que tal restriccién implica directamente que las
matrices de un cuerpo p® y p® estaran bloqueadas, pues todas las contracciones
(ch.cB) y (ci‘ic}gj) vinculando ambos lados no conservan la paridad local, y por

lo tanto se anularan V 7, j.
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6.1.4. Entrelazamiento fermionico como entrelazamiento

de dos qubits

Retornemos ahora al estado de dos fermiones (6.2). La razén por la que las
dos particulas se vuelven distinguibles es que el observable “posicién” permite
representar al espacio sp H como suma directa de dos copias del espacio de
espin Hs, H = Hs, & Hs,, con a{p|p)p = <0|CA”CEH|0> = 0 para u =1 o |.
Esta tltima condiciéon de hecho asegura que hay solo un fermién en cada sitio
(Nagy|¥)s = [¥)). Sin embargo en un estado mas general de dos fermiones,
como el considerado en la seccion previa, ya no es posible realizar una medida del
espin de una sola particula por acoplamiento de esta a la posicién, pues ambas
particulas pueden encontrarse en un mismo sitio.

Pero nada impide ahora dar vuelta el argumento y establecer que si para
un estado arbitrario [¢), es posible una divisién de H como H = Ha & Hp,
donde H4 y Hp contienen solo un fermién (N4|¢)s = Np|)s = 1), entonces
recuperamos nuevamente un sistema de dos qubits. Esta ultima observacion nos
lleva al siguiente resultado:

Lemma 1: Sea [1)) ¢ un estado puro arbitrario de un sistema de fermiones con
espacio de una particula H de dimensién 4, con paridad de nimero definida pero
con un nimero de particulas no necesariamente fijo. Entonces, la entropia (5.25)
de la correspondiente matriz densidad de un cuerpo extendida p%P es proporcional
a la entropia de entrelazamiento entre dos qubits distinguibles, el cual puede

extraerse midiendo los observables apropiados.

Demostracion. comenzamos con un estado general [1)s con paridad de nimero

par, que en este espacio tendra la forma

1
) = (a0 + 3 > agelel + aucfdclel)|0). (6.20)
4,J

Para o;;, ap y oy generales en (6.20), la base de ‘H determinada por los ope-
radores fermidénicos {¢;, cj} no puede separarse en dos de manera que sea posible
medir una particula en cada sitio. Esta afirmacion sigue siendo cierta aun si
ap = oy = 0, ya que o;; es una matriz antisimétrica general. Sin embargo, como
se probd en [81], siempre es posible encontrar otra base de H determinada por

operadores fermiénicos {a;,a!}, vinculados a los originales {c;, ¢/} mediante una
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transformacion de Bogoliubov, tal que el estado (6.20) puede reescribirse como
[0)s = (arajal + a_ala))|0), (6.21)

en forma anéloga a aquella de (6.2). Donde los |a4|? = fi son los diferentes au-
tovalores (5.41) de la matriz densidad extendida p%P determinada por el estado
(6.20), mientras que {a;, al} son los correspondientes operadores de cuasiparticu-
las que diagonalizan p%P. La concurrencia (5.42) es entonces C'(|¢) r) = 2|ata_].

Reconocemos ahora a (6.21) como la descomposicion de Schmidt (6.1) de
un estado de dos qubits escrito en la representacién fermidnica (6.2), pues, por
ejemplo, los conjuntos {al,al} y {al,al} (andlogos a {QLT’GL} y {aLT,agi})
generan subespacios Ha y Hp con Ny = Np = 1 (Na)|¥)s = [¥)f). Y como
los coeficientes de Schmidt | |* coinciden con los autovalores de p®P, obtenemos
nuevamente S(ps) = S(pp) = $5(p*P) (ecuacién (6.16)), con la concurrencia
fermidnica coincidiendo exactamente con la estandar.

El caso general de estados de paridad impar, que en este espacio sp son com-

binaciones lineales de estados con uno y tres fermiones,

4
[0y = Bicll0) + Bici|0) (6.22)

i=1
donde [0) = clchelel|0) v e]0) = %Z]kl eijklc}c,tcﬂ(D, pueden tratarse en un

modo similar, pues pueden convertirse a estados pares de la forma (6.20) median-

te una transformacién particula-hueco de uno de los niveles (es decir, c{ — c,

|0y — CHO}, que conduce a ag = B, ay = —f, ay; = =0y g =—> elk,-jﬁk
para i,j = 2,3,4 en la ecuacién (6.20)). Pueden también escribirse en la forma
(6.21), en términos de operadores de cuasiparticulas apropiados que diagonali-
cen a p¥P  de manera que las consideraciones previas siguen siendo validas. La
concurrencia de los estados (6.22), dada por C(|¢) ) = 2| 321, 8:3i], resulta nue-

vamente 2|aio_|. O

Corresponden ahora algunos comentarios. Primero, solo los subespacios de
H generados por {al,al} v {al,al} estén definidos por (6.21), pues cualquier
transformacién unitaria a1(2) = D k12 UkJ(Q)(lIL (y andlogamente para a;,r)( 4) los
dejard inalterados (a menos de una fase en a.).

Segundo, podemos también reinterpretar el estado (6.21) como uno de dos

fermiones con paridad de nimero local par si el sitio A se identifica con los
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operadores {a!,al} v B con {a},a}}, de manera tal que cada sitio tiene bien
0 o 2 fermiones (qubits de paridad de nimero par). Ain con paridad local par

podemos también reescribirlo en la forma (6.12), esto es,
[0} = (a- + ay ajajala}) o), (6.23)

por medio de una transformacién al — a; para i = 3,4, con |0) — alal|0). En
este caso solo el vacio |0) y el estado completamente ocupado |0) estdn definidos,

pues (6.23) permanece invariante (a menos de una fase en a; ) frente a cualquier
T T

., . . T

transformacion unitaria a; — >, Uga, de los operadores a;.
Finalmente, si |¢)) ; es un estado de dos fermiones 5 >, a;;a/a;|0), las conside-

raciones previas permanecen validas para un espacio sp de dimensién arbitraria.

En este caso k = 0 y es siempre posible reescribir |¢)f como [89]
) =) arajal|0),
k

donde |aZ| son los autovalores de p® = aal y {ax,a;} son operadores fer-
mionicos que diagonalizan esta matriz, obtenidos por una transformacion uni-
taria ayg = Y., Uingye (que satisface [89] UlalU = o con o/ una matriz dia-

0 1 .
gonal bloqueada, con bloques de 2 X 2 «ay 0 ). El espacio sp puede es-

cribirse entonces como H @ Hp con H,p) los subespacios generados por los
conjuntos {CLLU—C)}, conteniendo cada uno un solo fermién. Obtenemos entonces
S(pa) = S(pg) = 35(p™) (ecuacién (6.10)).

6.1.5. Entrelazamiento fermidénico como minimo entrela-

zamiento bipartito

Vamos a demostrar ahora un segundo resultado general, relacionado al entrela-
zamiento de modos asociado a descomposiciones generales H = H 4D Hp de un es-
pacio sp de dimension cuatro. Cualquier estado de muchos fermiones puede escri-
birse como [¢)); =3, ayu|pv), donde ui(v) identifica determinantes de Slater or-
togonales en H 4 (Hp) y |uv) = [HieHA(cZT)”f] [HjeHB(c})”g] |0) es un determinan-
te de Slater en H, con nt' = 0,1 la ocupacién del estado i en el estado . Los consi-
guientes estados reducidos ps = ZM,M/(QQT)W’|M<NI| y pB = 2, (0T @), |v) (]
satisfacen Tr pa(p) Oap) = £(¥|Oap)|1) s para cualquier operador que depende
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solo de los fermiones locales {¢;, cz, 1 € Hy B)}. La entropia de entrelazamiento
asociada con tal particién es entonces [117] E(A, B) = S(pa) = S(ps).

En el caso presente podemos tener particiones 242 (dimH 4 = dim Hg = 2), 0
particiones 1+ 3 (dimH 4 = 1, dim Hg = 3). En estas tltimas el entrelazamiento
estd determinado por la ocupacién media del modo en H 4 [81] y corresponde al
caso en que A tiene acceso a solo uno de los modos de una particula posiblemente
ocupado en [¢) ;. Como se establecié con anterioridad, una realizacién de una
particién 2 + 2 es aquella de espines 1/2 que pueden estar en dos sitios diferentes
(uno accesible para Alice y el otro para Bob), mientras que una particién 1+ 3
puede ser una en la que Alice tiene acceso a un solo sitio y una sola direccién de
espin, esto es, al conocimiento de la ocupacion del estado de una particula A;.
También puede aplicar a cualquier situacién asimétrica, como por ejemplo que
todos los espines estuviesen alineados en la misma direccién pero los fermiones
pueden estar en cuatro posiciones u orbitales diferentes, de los que solo uno es

accesible para Alice.

Lemma 2: Sea [¢); un estado fermidnico general con paridad de nimero de-
finida en un espacio de una particula H de dimensién 4, y sea H = Ha D Hp
una descomposicion de H con Hu y Hp de dimensién no nula. La entropia de

entrelazamiento asociada con tal particion satisface
S(pa) = S(pp) > 1S(p). (6.24)

La ecuacion (6.24) vale para cualquier forma entrépica S(p) = Trf(p).

Por lo tanto, el entrelazamiento fermionico representa el minimo entrelaza-
miento bipartito que puede obtenerse en tal espacio, correspondiendo a aquellas
particiones que surgen de las formas normales (6.21) o (6.23). El mayor entrela-
zamiento en una particién 2+ 2 se obtiene a expensas de abandonar la restriccion
de paridad local fija en los estados reducidos. Notar que S(p®P) se anula solo si
|1) s es un vacio de cuasiparticulas o determinante de Slater en alguna base del
espacio sp, mientras S(pa(p)) lo hace solo cuando las condiciones previas valen

en una base compatible con la particion particular elegida.

Mostraremos de hecho la relacién de mayorizacién equivalente [5]

Apam)) < (f+, =) (6.25)

donde A(pacp)) denota el espectro de p4 o pp ordenado de manera decreciente y
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fi, f- =1—fy < fi son los autovalores (5.41) (cuddruplemente degenerados)
de p®P. La expresion en (6.25) es entonces equivalente a la condicion Apax < fi,
con Amax €l mayor autovalor de pa(p), e implica (6.24), mientras (6.24) implica

(6.25) si vale para cualquier funcién entrépica f [9].

Demostracion. Consideremos primero un estado general de paridad de ntmero
par (6.20) y una descomposicién 2+2 H = H, S Hp, con Ha = Hia, Hp = Hay
y H;; el subespacio generado por {C;r, c;} Cambiando a la notacién Ay, As, By, By
para los estados de una particula 1,2, 3, 4, podemos escribir (6.20) como una suma

de estados de la forma (6.8) y (6.14) (ver figura 6.1):

[0 =Y Bl €, 10) + Y Buu(cly, ch, )™ (s, ch,)™10), (6.26)

2l v

donde p,v = 1,2, B, = qppyo, Ny = pp— 1, Bn = Oy, 522 = Qy, 512 = 34, Y
Ba1 = ay2. La primera (segunda) suma en (6.26) es la componente de paridad
local impar (par).

Tras una transformacién unitaria local cg, — > UVSHCSZ,, S = A, B, que no
afecta al vacio ni a la componente de paridad local par (excepto por fases en
BW, determinadas por det U®), podemos elegir 3, diagonal. Andlogamente, tras
transformaciones locales de Bogoliubov cg, — ugcsg, —1—05022, cs, — USCS, — Uscgl,
|u%|+|vE| =1, con |0) — [HSZA’B(uS—chLICT&)]|O>, podemos elegir 3, diagonal
como se discute en la seccién 6.1.2. Aunque modifican el vacio, no afectan a la
componente de paridad local impar, excepto por fases en [3,,. Asi, mediante

transformaciones locales es posible reescribir (6.26) como

1) = (Bicl, ey, + Bacli cly, + Bi + Bacly cly ey €5 )|0) (6.27)

donde |B,] v |5, son los valores singulares de las matrices de 2 x 2 8y § en
(6.26). La ecuacién (6.27) es la descomposicién de Schmidt para esta particion,
con (|62], 162,152, |52]) los autovalores de las matrices densidad reducidas p4 y
pp de modos (Ay, As) y (By, Bs) respectivamente.

Ahora bien, supongamos Apax = |37|. Tenemos entonces
B1* < 1B+ |Baf® = (cly, ca,) - (6.28)

Pero <0210A1> = 3% [Wa, 1 fi, donde f; son los autovalores de p%P (iguales a
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fr o f) y W la matriz unitaria que diagonaliza a p9 (3 3_, |Wa, x> = 1). Por
lo tanto,
fo<{elea) < fr. (6.29)

Las ecuaciones (6.28)—(6.29) implican |3;]*> < fy, lo que demuestra (6.25) y por
lo tanto (6.24) para una particién 2 + 2 general Hy @& Hp. Para Ap. igual a
cualquier otro coeficiente la demostracion es similar.

Ademids, la ecuacién (6.29) muestra también que el espectro ordenado A(pa, (4,,8)) =
(<cLch1), 1 - <cLch1))¢ asociado con la particion 1 + 3 Ha, & Ha, p satisface
Apayas,8) < (f4, f-). En esta tltima S(pa,) es el entrelazamiento entre un
modo A; y su complemento ortogonal como se define en [81, 117], determinado
por la ocupacién media (cihcfh} del modo. Por lo tanto las ecuaciones (6.24)—
(6.25) valen también para cualquier particién 1+ 3. Y la igualdad en (6.24) para
todas las funciones entrépicas se alcanza, evidentemente, para aquellas particio-
nes que emergen de las formas normales (6.21)—(6.23): Considerando el caso no
trivial f, < 1, si la igualdad en (6.24) ha de valer para todas las entropias, nece-
sariamente pa(py debe ser de rango 2 con A(pa(p)) = (f+, f-). Para una particién
1 4+ 3 esta identidad directamente implica <CLICA1> = f, o f_ y es por lo tanto
una particiéon que emerge de una forma normal (6.21)—(6.23), donde A = A; es
uno de los modos de la base normal. Y para una particién 2 + 2, implica que los
dos autoestados de p4 con autovalores no nulos fi deben tener la misma paridad
de nimero, pues de otro modo la ecuacién (6.6) implicaria C(|¢)s) = 0 y por
lo tanto f. = 1, en contraste con la hipétesis. Por lo tanto tal particién debe
emerger de una de las formas normales (6.21) o (6.23).

La demostracién de los resultados previos para estados de paridad global
impar es andaloga, pues estos pueden reescribirse como estados pares tras una

transformacién particula-hueco. O

Algunos comentarios extra son también convenientes en este punto. Podemos

reescribir el estado (6.27) como

V) r = VD-lU-) s + VD), (6.30)

donde ‘w*>f = \/%(610.]?416[31 +52€T420TB2)‘O>7 |¢+>f = \/%7(61 +520T410T42CTB1CT32)‘0>
son las componentes normalizadas de paridad local par e impar y p_ = |53|+|55],

Dy = |Bf| + ]522| = 1—p_. Vemos entonces que para la entropia de von Neumann
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Figura 6.1: Los ocho estados fermiénicos de paridad par en 4 modos de una
particula, particionados de manera que los modos a la izquierda pertenecen a
Alice, y los modos a la derecha pertenecen a Bob. En la fila superior estédn los
estados con paridad local impar (un fermién para Alice y otro para Bob) mientras
que la fila inferior muestra los correspondientes a paridad de ntimero local par
(Alice y Bob pueden tener 0 o dos fermiones). Los estados de la fila inferior pueden
obtenerse de aquellos en la fila superior realizando la transformacién particula
hueco 022 S cazy CLQ > Cp2.

resulta
S(pa) = S(pp) = p-S(pa) +p+S(pi) + S(p) (6.31)

donde los primeros dos términos representan el promedio de entropias de en-
trelazamiento para las componentes de paridad local par e impar (S(p,) =
D D ‘%‘— log, 'f LS ==Yy 'i' log, 'f ), mientras S(p) = — Y, p
log, p,, es la entropia adicional que emerge de la mezcla de ambas paridades lo-
cales. Tenemos entonces 0 < S(pa) < 2, con el maximo S(p4) = 2 alcanzado sii
S(px) =1y ps=3

Por otra parte, la concurrencia fermiénica (5.42) del estado (6.27) es

C([v)5) = 218182 + PrBal (6.32)

Esta satisface entonces
[p-C— —p:Cy| < C(|)y) < p-C- +piCy, (6.33)
donde Cy = C(|¢y)y) = (}gigjg *) son las concurrencias de las componentes

de paridad local par e impar. Vemos entonces, por ejemplo, que para mdximo
entrelazamiento bipartito S(pa) =2, Cx = 1y por lo tanto C(|¢) f) puede tomar

cualquier valor entre 0 y 1, de acuerdo con la fase relativa entre las componentes
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par e impar.

Finalmente, es posible reescribir la forma de Schmidt (6.27) como un estado
de dos fermiones mediante transformaciones particula-hueco apropiadas (es decir,
cp, — CTBM, p=1,2 con |0) — CTBl c;2|0>). Tras alguna redefiniciones obtenemos

la forma equivalente
W) = (Bich, ey, + Bacly el + Bocly el — Bich ¢l )|0), (6.34)

donde los términos con dos fermiénes en el mismo sitio se agregan a la forma
(6.2). Por lo tanto, todas las consideraciones previas (6.30)—(6.33) pueden imple-
mentarse con un nimero total de fermiones fijo, siendo la expresién (6.32) todavia

valida.

6.2. Circuitos cuanticos basados en modos fer-
mionicos

Los resultados de las secciones previas pueden usarse ahora para reescri-
bir un circuito cuantico basado en qubits como un circuito basado en modos
fermidnicos. Es facil ver, llegado este punto, que cualquier par de modos fer-
mionicos, digamos ¢, j, preparados de manera que su ocupacion total esté res-
tringida a N;; = c!c,- + c;cj = 1, es esencialmente un qubit. Por lo tanto,
una coleccién de n tales pares de modos constituye un sistema de n qubits.
Ademas, cualquier operacién de un qubit puede implementarse sobre un par
de modos simplemente usando unitarias en H que vinculen solo estos dos mo-
dos, y estas unitarias pueden escribirse siempre en términos de los operado-

res de Pauli efectivos (6.3), es decir, 0¥ = cle; + c;ci, ol = 4 ;ci — de)),

ol =cle;— c}cj. El dltimo ingrediente para tener computaeiéijl cuéntica universal
es la compuerta CNOT, la cual en el espacio producto A ® B puede escribirse
como Ucxor = [0)(0| @1 +[1)(1|®0, = exp[if(1—0.)® (1 —0,)]. En la represen-
tacién fermionica, si A esta generado por modos 75 y B por los modos diferentes
kl, para estados teniendo un fermion en cada par de modos, esta compuerta puede
escribirse como

i
—

Udnor = expli (1= o)(1 = )] (6.35)

Como solo estd involucrado un nimero par de operadores fermiénicos ¢ por par,

su acciéon no es afectada por el estado de pares intermedios. Es entonces po-
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|Asz) A
|1/1){ A1) H
| A1) ¥ A
1Boo) :?i
1
| Ba) it@: )

Figura 6.2: Protocolo de teleportacién con la presente implementacién fermidni-
ca. Cada qubit esta representado por un par de modos fermiénicos con ocupacion
total 1. La operacién controlada puede implementarse involucrando solo uno de
los modos del par representando al qubit, debido a la restriccion al nimero de
ocupacion, y anadlogamente la medida usual en la base estandar puede implemen-
tarse midiendo solo uno de estos modos. Si se relaja tal restricciéon, de manera
que ambas paridades locales puedan coexistir, entonces la operacién controlada
y la medida involucran a los dos modos del par.

sible implementar cualquier circuito cuantico basado en qubits usando estados

fermionicos.

6.2.1. Teleportacion cuantica

Como ejemplo, en la figura 6.2 mostramos el protocolo de teleportacion adap-
tado para implementarse usando un estado fermiénico entrelazado como recurso,
y un estado de dos modos para ser teleportado. Alice tiene los modos {|A4;), |A42),
|As), |A4)} mientras los modos {|By),|B2)} son de Bob. Los dos primeros modos
de Alice estan entrelazados con aquellos de Bob, estando el conjunto en el estado
|Boo) = \/Li(c;lcgl + cLz CLZMO% y los modos restantes de Alice estan en el estado
) = (acly, + Bcly,)[0), [af? + |82 = 1. El estado a la entrada del circuito es,

por lo tanto,
1
) = s (arch, + Al ) (e, + cluch,)).

y es facil ver que el estado a la salida es

1
|’l/}0> = 5[6,1-4461-42 (Oé CTBl + /8 CTBQ) + 0,1.4461-41 (a CTBQ + /8 C"‘Bl)

vl (maeh, + Beh) + e (—ad, + B0

Las operaciones controladas sobre los modos de Bob que se ilustran en la figura
6.2 aseguran entonces que su estado final serd [¢)).

Considerando ahora un circuito general, si los estados a la entrada se restrin-
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gen a determinantes de Slater en la base previamente considerada, con un fermion
por cada par de modos, recuperamos un circuito clasico. La compuerta CNOT en
(6.35) se reduce entonces a un controlled swap clésico o compuerta de Fredkin,
lo que implica que el caso de computacién clasica reversible se recupera usando

determinantes de Slater a la entrada del circuito.

Por otra parte, si se relaja la restriccion al nimero de ocupacién N;; = 1
(e decir, paridad impar para cada par de modos), de manera que los bloques
que constituyen el circuito no son ya fermiones que pueden estar en dos modos
posibles, sino los modos por si mismos, emergen otras posibilidades. Por ejemplo,
si ahora los estados en la entrada tienen 0 o dos fermiones en cada par (qubits
de paridad par), tales que los modos 7,7 estan simultdneamente vacios o llenos,
entonces han de usarse los operadores 53 (6.13), es decir, 03j$ = cj— c; +cjc, 63 =
z(c;clT — c;rc}), ol = cjci —i—c}cj — 1. En este caso el operador Ucfnot ha de construirse
como en la ecuacién (6.35) con los operadores 7, mientras el operador (6.35), y
de hecho cualquier compuerta construida con los operadores crff, actuara como
una identidad sobre estos estados, como se explicé anteriormente. Por lo tanto,
adicionando las compuertas apropiadas los mismos modos pueden, en principio,

usarse para qubits de paridad par e impar independientemente.

Por ejemplo, en el caso de paridad local par el estado en la entrada para el

protocolo de teleportacion seria
g 1 tot bttt
i) = ﬁ(ﬁ +acy,cy,)(1+cy cy,cpcp,)[0) .

Si |0) es un determinante de Slater de referencia (mar de Fermi), entonces es-
te estado involucra excitaciones de 0, una, dos y tres particulas o huecos, con

Ay, As, By, denotando los huecos. El estado a la salida resulta

’1/)0> - %[(ﬁ + Q CTBlcTBQ) + 621622 (Oé + /8 CTBlCTBg) + CTA3C;|‘44 X
(8 = avcp,ch,) + cly, e, ch,ch, (—a + B e, c)][0)

de manera que si Alice mide cual de sus modos esta ocupado y comunica el

resultado a Bob, el puede reconstruir el estado original aplicando los operadores

s T 512

. <7 L =12 sl
pertinentes X =1ie '2% y Z/ = e 279",
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6.2.1.1. Superdense Coding

Finalmente, consideremos el caso de superdense coding [2, 116]. Resulta evi-
dente a partir de la discusion previa que este protocolo puede implementarse con
el estado fermidnico |SBy) del ejemplo de teleportacion, e implementando exacta-
mente las mismas operaciones del caso usual, pero vistas ahora como operaciones
sobre dos modos. Ahora bien, un estado general de paridad global par en cuatro
modos {|A41),|As),|B1),|B2)} es una combinacién de ocho estados como en la
ecuacion (6.20): seis estados de dos particulas, el vacio |0) y el estado completa-
mente ocupado |0), como se muestra en la figura 6.1. Cuatro de los seis estados de
dos particulas (figura 6.1, arriba), tienen Ny = Np = 1 y pueden usarse para re-
producir los resultados conocidos del protocolo estandar. Pero los cuatro estados
restantes, que tienen paridad local par, pueden usarse también para superdense
coding si las operaciones locales apropiadas, expresadas en términos de los 6;‘3

se realizan. Los estados de paridad local impar (par) generan el niicleo de los 5fj

(037) (ecuacién (6.18)).

Un estado general de paridad par (6.20) puede pensarse entonces como una su-
perposicién de estados de dos qubits diferentes, como en (6.27)—(6.30). Definiendo

los estados maximamente entrelazados y ortogonales de paridad local definida

|ﬁ§’}> = \%(021022 + Clgcgl)’m ; ‘B$}> = %(Clldm + 021022)‘@ , (6.36)

B} = J(chuchy = chycha)l0), [Bm) = (el el chych, £ 1)[0),(637)
podemos considerar, por ejemplo, el estado

[Woo) = \/%(Wo@ + |Boo)) - (6.38)

Implementando sobre (6.38) la identidad y las operaciones locales iemi5 (0 ta) =

O+ Gy, = x,y, 2z, Alice puede generar cuatro estados ortogonales: |Wo) y

|\:[101> = /L.e_ig(0£+5'?)|\1100> = %(’ﬁ(ﬂ) + ’501>) , (6393)
|Wyo) = ie*i%(a§‘+&?) Wog) = \/Li(’ﬁld + |ﬁ~10>) : (6.39b)
W) = —e P30+ |Wg,) = Z5(18n) + 1811)), (6.39¢)

Pero también puede implementar estas operaciones combinédndolas con una com-

puerta de deteccién de paridad local P4 = — exp[inN4], que cambia el signo de
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los estados de paridad local par. Esto le permite generar localmente otro set de

cuatro estados ortogonales,
Uis) = PYWy) = Z5(185) — 18y), 4,5 =0,1, (6.40)

que son ademds ortogonales a aquellos de (6.38)—(6.39). Encontramos entonces
que al relajar la restriccion sobre el niimero de ocupacion de las particiones es
posible para Alice enviar 3 bits de informaciéon a Bob usando solo dos modos y
operaciones unitarias locales que preserven la paridad local, mientras que con un
solo tipo de qubits y las mismas operaciones puede enviar solo dos bits. Por su-
puesto, si no hubiese restricciones sobre la paridad global y Alice pudiera cambiar
la paridad local (y por tanto la global) podria mandar 4 bits (en concordancia
con la méxima capacidad para dos qudits con d = 4, que es 2log, d [116]). Fijar
la paridad global reduce a la mitad el nimero de estados ortogonales que Alice
puede enviar a Bob.

Por otra parte, como el estado (6.38) no tiene una paridad local definida, el
consiguiente entrelazamiento bipartito no estd restringido por el entrelazamien-
to fermionico, como se muestra en la seccion 6.1.5. De hecho, los ocho estados
previos (6.38), (6.39) y (6.40) tienen el mismo entrelazamiento bipartito, condu-
ciendo a estados reducidos maximamente mezclados pacpy: S(pa) = S(ps) = 2,
mientras que aplicando (5.42) se ve que la concurrencia fermiénica de los estados
previos es C(|¥;;)) = C(|¥;;)) = 1. Las operaciones unitarias aplicadas por Ali-
ce son locales y por lo tanto no alteran el entrelazamiento bipartito, al tiempo
que también son unitarias de un cuerpo, por lo que tampoco pueden alterar la
concurrencia ni el entrelazamiento fermiénico (es decir, los autovalores de p®P).
De hecho, el entrelazamiento fermiénico no es necesario en este caso. Cambiando
el estado recurso (|¥,) = \/LE(WO()} + |B10))) es posible para Alice generar local-
mente ocho estados ortogonales con el mismo entrelazamiento bipartito pero sin
entrelazamiento fermiénico (C(|¥,)) = 0).

Por lo tanto, el entrelazamiento obtenido con estados locales con diferente
paridad local desempena el papel de recurso para superdense coding. De hecho,
aun el estado (6.19) con a = § = \%, con concurrencia obviamente nula, puede
en principio usarse para enviar dos bits si Alice puede realizar las operaciones
(que preservan paridad) P4 = —explinN4|, 0, + 6, y P*(o, + 6,). Vale notar,
sin embargo, que el mismo estado no puede usarse directamente como recurso

para teleportacion con el protocolo estandar sin violar la regla de superseleccion
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de paridad, pues los estados locales de Bob tienen paridad opuesta y no pueden
superponerse. Tras una medida de los modos de Alice el estado reducido de Bob
colapsa a un estado de paridad definida, de manera que sera imposible para él
recuperar el estado general |¢).

Hasta ahora consideramos la restricciéon a la paridad de nimero. Si otras reglas
de superseleccién (como carga o niimero de fermiones) tambien aplicaran para una
realizacién particular, implicarian limitaciones mas fuertes sobre la capacidad de
estados como (6.38). No obstante, qubits de paridad local par con nimero de
particulas no necesariamente definido son implementables mediante excitaciones
de particula-hueco sobre un mar de Fermi de referencia en un sistema de muchos
fermiones.

Mencionamos también que una realizacion basica de un estado de qubits basa-
do en un espacio de cuatro modos fermidnicos consiste en un par de fermiones 1,/2
en los estados mas bajos de un doble pozo inducido por un campo magnético, que
controla el gap de energia entre ambas direcciones de espin y las transiciones en-
tre ellos. El caso de ocupacién 1 en cada pozo corresponde a paridad local impar,
mientras que al permitir la doble ocupacién por hopping entre pozos tendriamos

estados de paridad local par.



Capitulo 7

Pérdida de informacion “de un

cuerpo” en sistemas de fermiones

En el capitulo 5 analizamos el problema de cuantificar el entrelazamiento en
sistemas de fermiones. Alli introdujimos la entropia de entrelazamiento de un
cuerpo (5.1.2) tras definir consistentemente operadores que describen una medi-
da de la ocupacién de un modo en el espacio de una particula H del sistema, que
conduce a las correspondientes expresiones para el estado reducido del modo ele-
gido y su complemento ortogonal en ‘H. En este capitulo comenzamos nuevamente
considerando las correlaciones entre un modo del espacio sp y su complemento or-
togonal, y definimos una medida entrépica generalizada que cuantifica la pérdida
de informacion en el estado del sistema inducida por la medida de la ocupacion
de dicho modo. Proponemos entonces (como en el caso del entrelazamiento de un
modo) a la suma de esta cantidad sobre todos los modos de una base dada de
‘H, minimizada sobre todas las bases posibles de este espacio, como un cuantifi-
cador de la minima pérdida de informacién en el estado inducida por una medida
sin lectura, extendiendo la optimizacién a todas las bases vinculadas mediante
una transformacién de Bogoliubov (5.18) si se consideran también medidas de
ocupacién de modos de cuasiparticulas. Mostramos luego que esta cantidad es no
negativa, siendo nula si y solo si el estado del sistema es una combinacion convexa
de determinantes de Slater en la misma base de ‘H, y que para estados puros se
reduce a la entropia de entrelazamiento de un cuerpo introducida en el capitulo
5, en analogia con su contraparte definida en [10] para sistemas de componentes
distinguibles. Finalmente se evalia la pérdida de informacion en un caso tipico,
y se compara con su entrelazamiento de formacion.

Este capitulo estd basado en los resultados publicados en [117]. 143
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7.1. Pérdida de informacién de un cuerpo

7.1.1. Pérdida de informacién inducida por la medida de

un modo

Consideremos, para comenzar, un estado puro |¢)) de un sistema de fermiones
con espacio de Hilbert de una particula (sp) H, descrito por los operadores de
creacién y destruccién usuales {¢;, c;} (5.1). Nuevamente vamos a trabajar en el
formalismo gran canoénico, de manera que [¢)) no necesariamente tiene un ntimero
de particulas N =), chk definido, aunque si asumiremos que es un autoestado
del operador de paridad de numero (5.2), P|¢)) = %), en concordancia con la
regla de superseleccién [118], de manera que (O) = (¥|OJy) = 0 para cualquier
operador O que sea un producto de un nimero impar de operadores de creacion
y destruccion. Denotaremos también con d la dimension del espacio de Fock del

sistema.

Recordemos del capitulo 5 que dada una particién (A, B) de una base de H,

donde A denota al k-ésimo modo y B su complemento ortogonal, los operadores
I, = c,t;ck, II; = ckc,t;, I, +1I; =1 (7.1)

constituyen un conjunto de proyectores ortogonales que definen una medida de
von Neumann sobre el nivel k. El operador II;, (II;) proyecta el estado sobre el
subespacio de estados con el nivel k ocupado (vacio), por lo que deducimos que

el conjunto describe una medida de la ocupaciéon de este nivel. Los consiguientes

estados posmedidos son |¢y) = i |v)/\/Pr v [Ur) = Lg[¥) /\/Dk, con pj = (cleg)
vy pp = (cxcl) = 1 — pg, de manera que [¢)) = VPk|Uk) + /Pr|E). Para cualquier
operador O4 (Op) que dependa solo de los operadores ck,cz ({cj,c;,j # k})
tenemos, dado que P[y) = £|¢),

(W|0ay)|¥) = pr(Wr|Oam|vr) + pe(VrlOam|¥s)
= Tr, pa)Oasy, (7.2)

con pu(p) el estado reducido de A (B):

pa = prci|0){0lck + pgl0) (0], (7.3)
pE = Prck|Ur) (Urlch + prlr) (Uil . (7.4)
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Ademas, los estados pp/, = ciltr) (rlcl v pB/k = |Vg) (k| son los estados condi-

cionales de B dado que el modo k se encuentra ocupado o vacio respectivamente.

Consideremos ahora una medida de la ocupacién de un modo en un estado
mixto. Si p es un estado general que conmuta con la paridad, [p, P] = 0, entonces
el estado tras encontrar que el nivel |k) esta ocupado o vacio es pj, = Il p i /py,
o p; = I, pIl;/py, respectivamente. Por lo tanto, tras una medida sin lectura de

la ocupacién de este nivel tenemos
p'(k) = pr pi + i = Ly p Iy + 1 p 1. (7.5)

El consiguiente estado reducido de A esté dado por (7.3) mientras pp = py. p%c,t—i-
pr P Explicitamente, si

p=Salv) W, (7.6)

con ¢, >0, > ¢, =1, entonces
p(k) =D a (i1 (Wil + plvR) (W) (7.7)

donde WZ(;E)> oc Iy [4,) son las componentes normalizadas de [¢/") con el ni-
vel k ocupado (vacfo), de manera que [¢") = /pf|Yy) + /PrYY) con Pigy =

<¢”|Hk(,;,)|w”> Y Pr(k) = > quZ(E)' Los elementos no diagonales o< |¢g)(¢g| pre-
sentes en el estado original p se pierden entonces en p'(k).

La entropia S(p'(k)) = —Tr p/(k) log, p/ (k) del estado posmedido (7.5) no pue-
de ser menor que la entropia S(p) del estado original, debido a la informacién
contenida en los elementos perdidos. De hecho, los autovalores de p'(k) son simple-
mente los elementos diagonales de p en una base diferente a aquella que determina
su descomposicion espectral, y es sabido que cualquier diagonal de una matriz es

siempre mayorizada por el conjunto de sus autovalores [5]. Tenemos entonces
S(p'(k)) = S(p), (7.8)

con igualdad si y solo si p/(k) = p. Esta tltima condicién es obviamente equiva-

lente a

o, cex] =0, (7.9)

pues la ecuacion (7.9) vale si p = p/(k), mientras que si vale (7.9), hay una base
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comun de autovectores de p y czck y por lo tanto p = p'(k). La diferencia

I*(p) = S(p'(k)) = S(p) (7.10)

cuantifica entonces esta pérdida de informacion. Esta cantidad claramente satis-
face I%(p) > 0, con I%*(p) = 0 sii se satisface la ecuacién (7.9), y es una versién
fermidnica del déficit de informacion A7 (p) = S(p') — S(p) [119], definido para
sistemas de componentes distinguibles (aqui no hay minimizacién involucrada,
pues la ocupacién del modo |k) es una variable clasica). Vale notar ademads, de
(7.5), que

S(p'(k)) = S(k) + S(plk), (7.11)

donde
S(k) = —pi logy pr. — i log, pr = h(px) (7.12)

es la entropia del modo k y

S(plk) = prS(p1) + peS(P}) (7.13)

es la entropia condicional del conjunto de modos restantes, dado que el estado
del modo k (ocupado o vacio) es conocido. Por lo tanto, el déficit (7.10) puede

escribirse como

S(p'(k)) = S(p) = S(plk) — (S(p) — S(k)), (7.14)

que es una diferencia de entre una version cldsica y una cuantica de la entropia
condicional respecto al modo k y representa la discordia cudntica [27] respecto
a este modo. Por lo tanto, para medidas de un modo la extension del déficit de
informacion coincide con aquella de la discordia cudntica. Para un estado puro
p = [)(¥], pi vy p son ambos puros y por lo tanto S(p|k) = 0, lo que implica

que I coincide con la entropia de entrelazamiento Ei(|¢)) (5.9) del modo k:

1([p)) = S(k) = Ex(|¢)) - (7.15)

La entropia condicional (7.13) puede interpretarse, siguiendo la referencia [33],
como el entrelazamiento de formacion entre el complemento del modo & y un ter-
cer sistema C' (que puede ser también un conjunto de nuevos modos fermiénicos)

que purifica al sistema completo (ver apéndice C.1). Y si una medida del modo
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k se llevara a cabo, el déficit es un cuantificador del entrelazamiento generado
entre el sistema y el aparato de medida. Efectivamente, anadiendo como siste-
ma auxiliar un qubit C' en el estado inicial |0) y aplicando la operacién unitaria

T T
U = e "3 (@)®% ghtenemos

U([4)10)) = v/prltr)10) + vPrl) 1) (7.16)

Por lo tanto I%(p) es la diferencia entre la entropia del subsistema fermiénico
pr = Tropre = p'(k), con ppc = U(p @ |0)(0])UT, y aquella correspondiente
al sistema conjunto, S(prc) = S(p). Tal diferencia (el opuesto de la entropia
condicional S(prc) — S(pr) solo puede ser positiva si ppe estd entrelazado, de
acuerdo con el criterio de separabilidad entrépico [9, 68, 120], y es una cota
inferior al entrelazamiento destilable en una direccién [31, 49]. Por otra parte, si
p'(k) = p, de manera que py = 0 o 1 para cualquier autoestado de p, entonces

prc es claramente separable y no se crea entrelazamiento.

7.1.2. Pérdida de informaciéon de un cuerpo

Tomamos ahora la suma de I en (7.10) sobre todos los estados de una base
dada de H,

I°(p) = Y I*(p) = Y _S(p'(k)) = S(p), (7.17)

como una medida de la pérdida de informacién inducida por una medida en la

base elegida. El minimo sobre todas las bases de H de esta diferencia,

I*P(p) = Min I¢(p) = Min » I%(p), (7.18)

c {ex} .
cuantifica entonces la minima pérdida de informacién inducida por tal medida.
Esta pérdida de informacion de un cuerpo claramente satisface I°°(p) > 0, pues
es una suma de términos no negativos, con I**(p) = 0 sii existen operadores

fermidnicos ¢, tales que p'(k) = p V¥ k, es decir, sii
[p,chk] =0, k=1,...,n, (7.19)

lo que ocurre sii p es diagonal en una base de determinantes de Slater en la misma
base de H (los autovectores en comin de todos los chk). Tales estados incluyen los

tipicos estados térmicos no correlacionados p o< exp[—fH], con H = ), 5kc£ck,
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pero también combinaciones convexas de determinantes de Slater en la misma
base. Estas combinaciones desempenan aqui el rol de estados “clasicos”.

Notar que si se satisface (7.19), los operadores ¢ diagonalizan la matriz den-
sidad de un cuerpo ((c,tcﬂ = Trpc,tcl = A0l c}icl = [clck, c}icl] para k # [). Por
lo tanto, aun cuando los operadores que minimizan /¢(p) pueden no diagonalizar
p°P en general, lo hardn si I°?(p) = 0. Por lo tanto, I(p) > 0 en todas las bases

que diagonalizan p*f implica I*?(p) > 0.

Para un estado puro p = [¢)(¢| la ecuacién (7.15) implica
I(jg)) =Y S(k) =Y hips), (7.20)
k K

que es una funcién céncava de los elementos diagonales de p*P. Por lo tanto, en este
caso, su minimo sobre todas las bases se obtiene cuando los p; son sus autovalores,

es decir, cuando los ¢;’s son los operadores fermiénicos que diagonalizan p®:

P(y)) = trh(p™) = S(|¢)) - (7.21)

Este resultado coincide con la entropia de entrelazamiento definida en la seccion
previa, en analogia con el déficit de informacion (1.53) estandar, que también

coincide con la entropia de entrelazamiento estandar (1.38) para estados puros.

Por otra parte, se observa de (7.11) que para un estado mezcla general p,

S(p'(k)) = S(k) = h(px) y por lo tanto,

Min » S(p'(k)) > trh(p™). (7.22)

Como en el caso de la entropia de entrelazamiento de un cuerpo, si se con-
sideran también medidas de ocupacién de modos de cuasiparticulas entonces la
minimizacion se extiende a todas las bases de cuasiparticulas, es decir, conjuntos
de operadores {ay, al.} vinculados a los operadores fermiénicos originales {c;, ¢! }
mediante una transformaciéon de Bogoliubov (5.18). Puede probarse, repitiendo

el argumento usado arriba, que esta pérdida de informacién,

I%P(p) = Min » [S(p'(k)) — S(p)], (7.23)

satisface I%P(p) > 0, con igualdad sii existen operadores de cuasiparticulas ay
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tales que
palar] =0, k=1,....n, (7.24)

es decir, sii p es diagonal en una base de determinantes de Slater en la misma
base de cuasiparticulas (autovectores comunes de todos los a,tak). Ademas, como

esta minimizacién incluye a la anterior como caso particular, tenemos
1% (p) < I (p). (7.25)

Para estados puros, el minimo /9P se obtiene para aquellos az que diagonalizan

la matriz densidad extendida (5.20), y en analogia con (7.21) resulta

I¥P () = —t1’p®P log, pT = STP([¢))), (7.26)

donde S*P es la entropia de entrelazamiento generalizada (5.25). Como sucede en
el caso previo, si se satisface (7.24) los operadores a;, diagonalizan p®P, implicando
que aun cuando tales operadores no necesariamente minimizan /%(p) en el caso
general, lo hardn si I%P(p) = 0. Asi, I*(p) > 0 en todas estas bases indica
I (p) > 0.

Notemos que I*?(p) permanece invariante bajo transformaciones unitarias

estandar de un cuerpo

p— UpU', U = exp|[—ut Z hicle;] (7.27)
1,J
con h;; = hj;, pues implican simplemente una transformacion unitaria de los
operadores fermidnicos ¢ = (¢, ...,c,)7:
c — UcU' = explith]c, (7.28)

con p — explit h]p®™ exp[—ut h]. Estas transformaciones llevan determinan-
tes de Slater a determinantes de Slater. De manera similar, I%?(p) permanece

invariante frente a transformaciones generales de un cuerpo
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p — WpW't, W =exp[—utH],

H = Z hijC;‘rcj + %A”(CICE + CjCi) (729)
i3
- . h A
— o €, A= , 7.30
Wetom | § e (7.30)
donde AT = —A, pues estas implican simplemente una transformacién de Bogo-

liubov de los operadores fermidnicos:

(;)%exp[lﬁ]<;>

con p® — exp[itH]p®P exp[—tH)]. Por lo tanto, la evolucién bajo Hamiltonianos

H de la forma previa no alterardn el valor de %P (p).

Finalmente, vale remarcar que
I¥P(p) =0, (7.31)

para cualquier estado p con soporte en un espacio sp de dimension dos (n = 2)
que conmute con el operador de paridad P. Es decir, para n = 2 p es siempre
diagonal en una base de determinantes de Slater.

Demostracion: sea

p= > a4 [+ a [ (o (7.32)

v=1,2

la descomposicién espectral de tal estado p, con

W) = (a¥el +abeh) |0y, |uh) = (B + Bycich)|o0),

Sus autoestados ortogonales de paridad impar y par (o = (=)az ;, (7 =

(=)753_;). Tenemos entonces (cher) = (a7 — g )@at, {(chel) = (a7 — @) B
Por lo tanto, en términos de los operadores de cuasiparticulas a; que diagonali-
zan a p® ((ala;) = (abal) = 0), necesariamente [¢”) o al|0/) para v = 1,2y
[pL) oc [07), |92) o aball0)), si ¢F # &, con |0/) el vacio de estas cuasiparticulas
(de la misma paridad que |0)). En caso de degeneracién podemos siempre elegir

los autoestados [¢¥) de la forma previa. Por lo tanto p es siempre diagonal en
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una base de determinantes de Slater en la misma base de cuasiparticulas, lo que

implica %P (p) = 0. O
Vale notar, sin embargo, que I*?(p) > 0 a menos que [p, N| = 0, esto es,
<c£ci> = 0, y que p no es necesariamente de la forma no correlacionada o

exp[— 2, _, , €vala,] a menos que se verifique (alayabas) = (alay)(abay), es decir,

0 = (a +a ) (e +4)

Por otra parte, si el soporte es un espacio sp de dimensién tres, (n = 3),
entonces tenemos también /%P (p) = 0 para cualquier p de paridad definida (pero
no para cualquier p conmutante con P). En otras palabras, en este caso p también
serd siempre diagonal en una base de determinantes de Slater.

Demostracion: Sea p = S_0_ q,[¢*)(¥"| la descomposicién espectral de p. Si

sus autoestados tienen todos paridad impar, es decir
= Zoz c; + aekebeD|0y, v=1,...,4,

entonces <c}ck> =5, qy(@gaz + 8l ]?), <cTc,T€) = — Zul Qi) con €y el

tensor completamente antisimétrico. Por lo tanto, si se expresa en términos de

los operadores de cuasiparticulas aj que diagonalizan a p®P (cT — a , [0y — 10,
af — o'}, con <aT-ak> = fi0;k, <aT-a,T€> = 0), las relaciones previas junto con
WVW”) Z o/” ’” = 0" implican, para distintos ¢"’s, o'j o d%, es decir,

|¥) oc al |07), v =1, 2, 3y |01 o alalal|0'). Se sigue entonces que p es diagonal
en una base de determinantes de Slater (en una base de cuasiparticulas) y que
I%P(p) = 0 (pero I*P(p) # 0 si [p,N] # 0). El mismo procedimiento puede
aplicarse para un estado p par (que puede llevarse a paridad impar mediante una

.|.

transformacién particula-hueco ¢; — ¢; de uno de los operadores). O

Notemos, no obstante, que si p contiene autoestados de diferente paridad
I%P(p) puede ser positiva, pues los operadores de cuasiparticulas de la forma

normal para cada paridad no coincidirdan en general.

7.1.3. Condicién estacionaria general

Derivemos ahora las ecuaciones estacionarias generales que debe satisfacer el
conjunto de operadores {a;} que minimiza la pérdida de informacién (7.23). Tras

una medida de la ocupacién de un nivel k, el consiguiente estado p'(k) (7.7), tiene
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autoestados |q5k(k ) con autovalores

Q) = (0 IR, ) = (6 1L )

Consideremos ahora una pequena variaciéon de la base de medida, determinada

por una transformacion general de un cuerpo
W =exp[—weH]| ~1—1eH,

con H de la forma general (7.29)—(7.30). Tenemos entonces 6qk(,C u—:(gbk(k [p, ]|gz§k(k )

al orden més bajo en €, que implica para la pérdida de informacién (7.23),

1% (p) = > f(al)ddk + f'(af)oql

k,p
= Ty ([Z f'(p'(kz)),pJH) , (7.33)
k

donde f'(p) = —log, p. La condicién 0I%P(p) = 0 para H arbitrario conduce

entonces a las ecuaciones estacionarias

Tr [ f(0 (k) plefe; = (7.34)
Tr [2:3 F1(0 (k). plefef = 0 (7.35)
V i, j, que se reducen a
Tep[f' (0 (k) + f'(¢' (1), afar] = 0, (7.36)
Tep[f' (' (k) + /(¢ (1)), afaf] = 0, (7.37)

V k # | cuando se expresan en términos de los operadores de cuasiparticulas que
determinan la base de medida ([p'(k), alax] = 0V k), pues Tr [f'(p(k)), p]a;r-al =0
sij#k#1, ytambién si j =1 = k. En el caso de I*?(p), solo la ecuacién (7.36)
ha de considerarse (A =0 en H).

Como verificacién, para un estado puro p = |¢)(¢|, las ecuaciones (7.36)—
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(7.37) se reducen a

9(pr) — 9(pr) — 9(p) + g(pD)(Wlajaly) = 0, (7.38)
l9(p) — 9(pg) + 9(m) — g(pp))(W]aka]ly) = 0, (7.39)

para k # [, donde g(p) = pf'(p) ¥ pr() son las probabilidades de encontrar el esta-
do k ocupado (vacio) en [1)). Estas ecuaciones son siempre satisfechas por aquellos
ax que diagonalizan la matriz densidad extendida (5.20) ((afa;) = (alal) = 0),

en acuerdo con resultados previos.

7.1.4. Pérdidad de informacién de un cuerpo generalizada

Podemos extender directamente todas las consideraciones previas a formas
entrépicas mas generales. Consideremos primero las entropias tipo traza generales
(1.33)

S5(p) = Tr f(p) (7.40)

Para f(p) = —plog, p, recordemos, S¢(p) coincide con la entropifa de von Neu-
mann S(p), mientras que para f(p) = 2p(1—p), se recupera la entropia cuadratica
So(p) = 2(1 — Trp?), la cual es una funcién decreciente de la pureza Tr p* y se
corresponde con la aproximacién lineal plnp =~ p(1 — p) en S(p). La entropia
de entrelazamiento de un cuerpo asociada a esta tltima, ST(|¢))) = trf(p'*")

(5.25), resulta
SFP([)) =4 full = fr), (7.41)

que es simplemente la suma de las fluctuaciones en la ocupacién de todos los mo-

dos de una particula o cuasiparticula. En términos mas generales, estas entropias

incluyen a la familia de entropias de Tsallis (1.32) S,(p) = 1;qu, que se obtiene

para f(p) = q%plq, con g > 0, g # 1, expresién que se reduce a la entropia de von

Neumann y cuadratica para ¢ — 1 y ¢ = 2 respectivamente.
Como vimos en la seccion 1.1.3, estas entropias de traza satisfacen la relaciéon

de mayorizacion
p=p=S¢p") = Ss(p) .- (7.42)

Esta propiedad posibilita la extension directa de los resultados de la seccion
previa a estas formas entrépicas més generales. Efectivamente, p/(k) en (7.5) es

mayorizado por el estado original p, p'(k) < p, de donde se sigue que S¢(p'(k)) >
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S¢(p) v por lo tanto

15(0) = 556/ (k)) = S(p) = 0, (7.43)

con I¢*(p) = 0sii p'(k) = p. La expresién en (7.43) es una medida de la pérdida
de informacion inducida por la medida sin lectura de la ocupacion del estado
de una particula |k). Sumando entonces sobre todos los estados en una base, y

minimizando sobre todas las bases posibles de H, obtenemos la expresion

IP(p) =Min Y I* =Min Y Sy( , 7.44
F(p) = Miny I = Mir Z 7 (p St(p) (7.44)

que satisface I3°(p) > 0, con I}°(p) = 0 sii p es diagonal en una base de de-
terminantes de Slater en la misma base del espacio sp ([p,cLex] = 0 V k). La
optimizacién puede extenderse nuevamente a todas las bases vinculadas con la

original por una transformacién de Bogoliubov, lo que conduce a la cantidad

IFP(p) = Min » Sy( , 7.45
Min 2 S/ () = 55(¢) (7.45)

que satisface 0 < I7*"(p) < I7%(p), con IFP(p) = 0 sii p es diagonal en una base
de determinantes de Slater en la misma base de cuasiparticulas ([p, azak] =0
V k). Para estados puros, p* = p, I7(p) = Sy(p®®) coincide con la entropfa
generalizada de la matriz densidad de un cuerpo extendida. Notemos también que
las condiciones estacionarias generales (7.36)—(7.37) permanecen completamente
validas para la presente generalizacién, con f’ denotando ahora la derivada de la
funcion entropica f.

La ecuacién (7.42) permanece también vélida para funciones Schur-céncavas
de p [5] entre las que se incluyen, en particular, funciones crecientes de las en-
tropias previas Sf(p). Un ejemplo de esto es provisto por las entropias de Renyi

cudnticas [121],

SR (p) = log(Tr p?) _ log[l — (¢ — 1)S,(p)]

= 7.46
() = 5 Ll (7.46)

donde ¢ > 0, g # 1. Estas son son simplemente funciones crecientes de las en-
tropias de Tsallis S,(p) y se aproximan a la entropia de von Neumann cuando
qg — 1. La definicién de la pérdida de informacion se extiende directamente a

estas entropias. El logaritmo en (7.46) implica aditividad, es decir, Sf(p ® o) =
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Sf(p) + Sf(cr), lo que asegura que la adiciéon de un sistema auxiliar no correla-
cionado al sistema original (p — p ® o) no tiene efecto alguno en el déficit de

informacién asociado [75, 117]
Ir,(p) =Y SH(p' (k) — Si(p). (7.47)
k

No obstante, el problema de optimizacion para Ig (p) es el mismo que para

Ly(p) = 22 Sa(P'(K)) = Sq(p)-

Mencionamos finalmente que para sistemas fermiénicos podemos considerar
un modo alternativo de adicionar un sistema auxiliar al sistema S, mediante una
expansion del espacio de Hilbert de una particula H — H @ A. Un estado no
correlacionado del sistema compuesto S+ A tendra entonces la forma pgpa, donde
pA Yy pp involucran operadores de creacion y destruccion de particulas en estados
de H y A respectivamente. Como estamos trabajando dentro del formalismo gran
canénico, tenemos Trpgpa = TrpsTrpa y por lo tanto SF(pspa) = SE(ps) +
Sg(pa).

7.2. Pérdida de informaciéon en una mezcla de
un estado puro con el estado maximamente

mezclado

Consideremos ahora la mezcla

w

Iq, (7.48)

p=wlg) ]+~

con 0 < w < 1y dla dimension del espacio de estados. Tras una medida sin

lectura del modo |k) el estado del sistema es

1—w

91 () = wpulibe) (0n] + peldoe) () + — Lo (7.9
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CoN Py = (cler) ({crel)) 1a probabilidad de encontrar al modo k ocupado (vacio)

en |¢). Sus autovalores son gy = WPk + 5= v ~52 de manera que

Sy(p'(k))
I5(p)

flaw) + flap) + (d—=2) f(552), (7.50)
> S (k) = S(p)

= > o)+ flap) — flw+ 52 — F(52). (7.51)

Mostramos ahora que el minimo de I§(p) sobre todas las bases de H se alcanza
para los operadores {¢},} que diagonalizan la matriz densidad de un cuerpo p?}’ =
<c}cl->, mientras que el minimo sobre todas las bases de cuasiparticulas se alcanza
para aquellos {ax} que diagonalizan la correspondiente matriz densidad extendida

de un cuerpo p%P.

Demostracion. Llamemos {\, = (¢1¢,)} al conjunto de autovalores de la matriz

densidad de un cuerpo p*, tal que (¢ Lc’ ;) = A\i0k;. Esta distribucién mayoriza a
cualquier otra diagonal de la matriz, lo que implica {pr = (clex)} < {A\x} para los
conjuntos ordenados, y por lo tanto {gr} < {¢/;} si g, = wh,+ 52 y 0 <w < 1.
Estos resultados implican también que {p; = 1 —pr} < {\; =1 — A}, de donde
se sigue que {qz} < {q;} para ¢ = wA; + 1’7“’. Luego,

> Fla) + Flar) =D F(dy) + Fldp), (7.52)

implicando I3"(p) = Min, I§(p) = I¢ (p). Este resultado se sigue también de la
concavidad de f y de la relacion gy = > Uk |*¢'1o (), con U la matriz unitaria
que diagonaliza a p®.

Si se consideran también modos de cuasiparticulas notamos que ambos, py
vy pi = 1 — pg, son elementos diagonales de p®P, de manera que el conjunto
extendido y ordenado {p, pr} es mayorizado por el conjunto ordenado completo
{fi = (ala), fr = 1= f} de autovalores de p% ((ala;) = S fi, (alal) = 0). Por
lo tanto {qr, gr} < {d'x, @5} Para ¢33y = W fim + 177“’, y entonces la desigualdad
en (7.52) se satisface, implicando I3 (p) = I¢(p). Este resultado también se sigue
de larelacién g, = Y, [Wi|*¢}s entre los elementos de los conjuntos extendidos,

con W la matriz que diagonaliza a p%P. O]

Estos resultados son validos tanto para la entropia de von Neumann como para
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todas las formas entrépicas generalizadas Sy, y estdn evidentemente de acuerdo
con las condiciones estacionarias (7.36)—(7.37), pues para el estado (7.48) resultan
proporcionales a las ecuaciones (7.38)—(7.39). También valen si p tiene paridad
definida P, esto es, si I; denota el proyector sobre el subespacio de estados con

la misma paridad que [¢), en cuyo caso d — d/2 en (7.48)—(7.52).

Del argumento previo se desprende también que si [¢)') es un estado cuya
matriz densidad de un cuerpo es mayorizada por aquella correspondiente a [1)),
es decir, si |¢') tiene mayor entrelazamiento fermiénico que [1), y p/ = w|¢’) (Y| +

(1 —w)Iy/d, entonces p'*™* < p®P y luego
IF(6) > 177(5). (7.53

Vw e 0,1 y V S;. Esta desigualdad general refleja el entrelazamiento riguro-
samente mayor de [¢)), en el sentido que S7P([¢')) = Sy(p"*") > Sy (p™P) para
todas las entropfas Sy si p* < p%P, e indica que el valor de I3™ en la mezcla
(7.48) estd en efecto dirigido por el entrelazamiento del estado puro. La misma

relacién vale para I}” if p™ < p*P.

Notemos también que [ ?Sp( p) es una funcién estrictamente creciente de w para
cualquier f céncava, con I3™(p) > 0 para cualquier w > 0. De la ecuacién (7.51)
se observa que exhibe, para w pequeo, un incremento inicial cuadratico universal,

dado por
17 (p) ~ w? | f(d )Y fell = i), (7.54)
k

con fi los autovalores de la p®P determinados por [¢), el cual es proporcional
al entrelazamiento cuadratico de [¢) (7.41). Para I3"(p) podemos simplemente
reemplazar fj por los autovalores Ay de p°P. En el caso de la entropia cuadratica

Sy, la ecuacién (7.54) es por supuesto exacta V w € [0,1] e independiente de d

(1f"(d=H)] = 4).

Los resultados previos son entonces similares a aquellos que se obtienen pa-
ra estados bipartitos con componentes distinguibles [10], donde el papel desem-
penado por la base que diagonaliza a p%P corresponde aqui a la base de Schmidt

local del estado puro pertinente.
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7.2.1. El caso de 4 modos

Nos enfocamos ahora en el caso especial de un sistema de fermiones con
dim(#) = 4. Como vimos en la seccion 5.2.2; el entrelazamiento de formacion
puede ser evaluado analiticamente en estados de tales sistemas. Por simplicidad
consideraremos estados mezcla de paridad impar. Un estado puro general serd
entonces una combinacién lineal de estados de un fermion y estados de tres fer-

miones (5.37), y puede escribirse como

4

) = (ucl|0) + Bici[0)), (7.55)

i

donde |0) = clelelel]0) es el estado completamente ocupado y e, 3 son vectores
complejos de cuatro componentes que satisfacen |a|? +|3[*> = 1. Recordemos que
los autovalores de la matriz densidad de un cuerpo generalizada p%P, para este

estado, estan cuadruplemente degenerados y dados por

— 5 ’

donde C(|1)) = 2|B8Ta| es la medida de correlacion de Slater generalizada (5.42).
Este resultado implica que siempre existe una base de cuasiparticulas en la cual

el estado (7.55) toma la forma normal

[0) = (Vf+ ai + /1= fy ajalal)|0), (7.57)

con |0) el vacio de los operadores a;. En términos de C' la entropia de entrelaza-

miento (5.25) resulta entonces

S([¢)) = 4h (H 1;CQ(M)>' (7.58)

Como mostramos en la secciéon 5.2.2, para un estado mezcla p el techo convexo

de S%P puede evaluarse mediante la formula

SEP(p) = 4 (1 v 12_ CQ(M) , (7.59)




Capitulo 7. Pérdida de informacion “de un cuerpo” en sistemas de fermionek59

donde C(p) es el techo convexo de la concurrencia. Esta cantidad se anula sii p
puede escribirse como una combinacién convexa de determinantes de Slater en la
misma base de particulas o cuasiparticulas.

Consideremos ahora el estado en (7.48) con un estado puro maximamente
entrelazado [¢) = \%(ai + abalal)|0), que conduce a fi = 1/2. La concurrencia
fermidnica es entonces C'(p) = Max|(7Tw—3)/4, 0] y por lo tanto la ecuacién (7.59)

conduce a
0 w < 3/7

S¥P(p) = m <4+\/7[1+w(67w)]) w37 (7.60)

8

La pérdida de informacién I7™(p) puede evaluarse facilmente a partir de (7.51),

pues todos los modos tiene una probabilidad 1/2 de encontrarse ocupados:

3w+ 1 Tw+1 1—w
) - - 1

177 (p) = A2 ). (7.61)

19P(p)

3t qsp
L¥(p)

S¥P(p)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.1: Pérdida de informacién /9P (p) y entrelazamiento de formacién S®P(p)
(normalizados a sus valores maximos) para la entropia cuadratica (linea de trazo)
y la entropia de von Neumann (linea sélida) como funciones del pardmetro de
mezcla w en el estado (7.48), con n = 4, paridad de nimero impar, y estado puro
|1)) maximamente entrelazado.

La figura 7.1 muestra esta pérdida de informacion en el caso de la entropia
de von Neumann (f(p) = —plogyp) v en el caso de la entropia cuadratica
(f(p) = 2p(1 — p)), junto con el correspondiente entrelazamiento de formacién,
SeP(p) y SFP(p) = 4C?(p), como funcién del pardmetro de mezcla w. Mientras
se observa un valor umbral de w = 3/7 debajo del cual el estado permanece sepa-
rable, I7"(p) > 0 apenas p se aparta del estado maximamente mezclado, como se

observa en (7.54), lo que implica que la pérdida de informacién detecta correla-
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ciones “no clésicas” mas alld del entrelazamiento. Como complemento, vale notar
que mientras 5" (p) es una cota superior a S3™(p) para los estados considerados
YV w € (0,1), este no es estrictamente el caso para las cantidades basadas en la
entropia de von Neumann, dado que I%P(p) < S%P(p) para w por debajo (pero

muy cerca) de 1.

7.2.2. Estados de dos fermiones

Asumiremos ahora que [1)) en (7.48) es un estado de dos fermiones. Estos son

estados de la forma

Z Mjclet|o) (7.62)

donde M es una matriz compleja de n x n que satisface %Tr]W]MT = 1. Como
mostré Zumino en [122], para cualquier matriz de este tipo existe una matriz
unitaria U tal que UTMU = D, donde D es una matriz diagonal por bloques, y

donde cada bloque de 2 x 2 tiene la forma

-1 0

Dy, = \/A_k< 0 1) , (7.63)

con \; es un numero real. Con la correspondiente transformacién unitaria ¢ = Ua
de los operadores fermionicos, podemos entonces escribir el espacio sp como la

suma directa H = H 4 @ Hp y reescribir el estado (7.62) en la forma normal
= Val yyal 5)0) . (7.64)
k

La ecuacién (7.64) es la descomposicion de Slater [89] de |¢), que reconocemos
como la descomposicion de Schmidt de un estado de dos fermiones distinguibles

(ver lema 6.1.4). La matriz densidad de un cuerpo asociada es
p* = MM'=UDD"UT, (7.65)

de manera que los nimeros )\, son sus autovalores (doblemente degenerados),

como es también evidente de (7.64). Asi, la base de Slater es precisamente aquella
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que diagonaliza a p* (la cual coincide en este caso con p®P). Obtenemos entonces
SE () = SP(1)) =2 h(\), (7.66)
k

que es la suma de las entropias de entrelazamiento de todos los modos de la base

de Slater. Tenemos también
SPU)) =2 fOw) + F(1 =), (7.67)
k

Considerando ahora la pérdida de informacién de un cuerpo I3*(p) = I3"(p)
asociada a la mezcla (7.48) de |1) con el estado maximamente mezclado, como los
operadores ay(a), axp) son los operadores fermionicos que diagonalizan la matriz
densidad de un cuerpo, la medida que minimiza a I3°(p) en el estado (7.48) es
aquella asociada a la base de Slater de |¢) y es entonces una funcién de los

autovalores \:

IP(p) = 2 [flwh+152) + flw(l — Ap) + 152)

— flw+152) — f(252)], (7.68)

con d = 2" en el ensemble gran canénico, d = 2"~ en un ensemble de paridad
pary d = —"("2_1)

formalmente similares a aquellos obtenidos en sistemas bipartitos de componentes

en un ensemble candnico. Los presentes resultados son entonces

distinguibles [10], con la base de Slater reemplazando a la base local de Schmidt.



Capitulo 8
Conclusiones

En primer lugar, se ha extendido el concepto de entropia condicional cuantica
dependiente de la medida en un sistema cuantico bipartito a formas entropicas
generales. Esta cantidad es una medida del grado de incerteza promedio, tras una
medida local en uno de los componentes, del estado del componente no medido,
y resulta consistente para todas las formas entréopicas consideradas, satisfaciendo
las mismas propiedades basicas que satisface la entropia condicional usual basada
en la entropia de von Neumann (como ser la concavidad, o el estar acotada su-
periormente por la entropia del estado marginal original). Estudiamos ademés el
problema de optimizacion asociado a esta cantidad, que determina la medida local
que permite el maximo acceso a correlaciones, y mostramos que: 1) para ciertos
estados tipicos e importantes en informacion cuéntica, existe un medida optimi-
zante universal valida para toda forma entrdpica; 2) existe una solucién exacta y
analitica al problema de optimizacion para la entropia condicional cuadrética en
estados generales de sistemas qudit-qubit (entre todas las medidas locales POVM)
que conduce a un problema generalizado de autovalores; 3) existe también una so-
lucion analitica, aproximada, valida para todas las formas entrépicas, en estados
débilmente correlacionados de sistemas qudit-qubit. Ademads, se ha demostrado
que la variedad de estados posmedidos en el qudit es siempre un elipsoide, lo
cual provee una simple interpretacion geométrica de la solucién analitica hallada.
Esta solucion permitiéo comprender las caracateristicas basicas que determinan la
medida minimizante de la discordia en estados no puros tipicos, tales como los
estados reducidos de pares en cadenas de espines en interaccion. Los resultados
derivados de este trabajo fueron también verificados experimentalmente en esta-

dos mezcla de dos qubits generados a partir de pares de fotones correlacionados
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en estados idénticos de polarizacién, permitiendo la determinacion experimental

de la discordia cuantica y el déficit de informacion a partir de medidas de pureza.

Las investigaciones descritas dan lugar a nuevos interrogantes acerca de, por
ejemplo, la existencia de soluciones analiticas al problema de optimizacion en sis-
temas con mayor dimensién, y también de la forma del conjunto de estados locales
posmedidos en estos sistemas, incluyendo la posibilidad de derivar testigos de en-
trelazamiento, cuanticidad de correlaciones, e incluso limites que caractericen las
maximas correlaciones accesibles en mecanica cuantica, a partir del estudio de

dicho conjunto. Actualmente se estan investigando estas tematicas.

En la segunda parte introducimos una medida entrépica de entrelazamiento
de modos en sistemas de fermiones a partir de una definicién consistente de la
medida de la ocupacién de un modo del espacio de Hilbert de una particula.
Mostramos luego que la minimizacién de esta cantidad sobre todas las bases de
dicho espacio resulta en una medida de entrelazamiento entre particulas, que de-
pende solo de los autovalores de la matriz densidad de un cuerpo del sistema.
La extension de esta cantidad a modos de cuasiparticulas es directa, siendo asi
la entropia de entrelazamiento una funcién de los autovalores de la matriz den-
sidad de un cuerpo extendida. Se conectan asi, por primera vez, las nociones de
entrelazamiento de modos y entrelazamiento de particulas en estos sistemas. La
medida introducida se extendio luego a estados no puros, lograndose la evaluacion
analitica de la extension fermionica de la concurrencia a estados generales en un
espacio de una particula con dimensién 4. Esto permite la evaluacion analitica del
entrelazamiento de formacién en estos estados, constituyendo una notable exten-
sién al conocido caso soluble de dos qubits. Nétese, sin embargo, que la dimension
del espacio de estados en el caso fermiénico es mayor que en el caso dos qubits.
Mostramos asimismo que esta entropia de entrelazamiento, en el caso en que el
espacio de Hilbert de una particula tiene dimensién 4, efectivamente cuantifica el
entrelazamiento entre dos qubits distinguibles, el cual puede extraerse realizan-
do las medidas de los observables adecuados; este entrelazamiento entre qubits
distinguibles corresponde a una particiéon particular del espacio de Hilbert de
una particula, y proporciona una cota inferior al entrelazamiento entre modos en
cualquier biparticién. Se examiné también la implementacion fermionica de algu-
nos protocolos de informacion cuantica, notando que a pesar de las limitaciones
impuestas por la conservacion de la paridad de niimero es posible la realizacion

eficiente de ciertas tareas, e incluso introducir dos tipos de qubits (uno por cada
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paridad) que pueden coexistir en la misma coleccién de modos fermiénicos, pre-
servando la paridad global. Ademdas mostramos que los circuitos clasicos pueden
ser inmediatamente reproducidos mediante modos fermidnicos.

Finalmente, derivamos una medida de cuanticidad de las correlaciones en sis-
temas fermionicos analoga a una discordia cuédntica, o déficit de informacion,
que puede ser no nula ain en estados sin entrelazamiento y que se reduce a
la entropia de entrelazamiento introducida previamente para estados puros, en
completa analogia con su contraparte definida para estados de sistemas con com-
ponentes distinguibles. Esta medida esta referida a observables de un cuerpo, lo
cual implica una baja complejidad en su evaluacion. Se logré asi su determinacion
analitica en ciertos estados tipicos de interés.

A partir de estos resultados existen varias extensiones y aplicaciones que estan
siendo investigadas, tales como el estudio del comportamiento de las medidas
introducidas en sistemas superconductores y otros sistemas fermionicos fuerte-
mente interactuantes, y también la extension a medidas basadas en la ocupacion
multimodal. Ademas, el reciente desarrollo de tecnologias cuanticas basadas en
“electron quantum optics” [1157 | incrementa el interés por estos resultados, es
decir, por una definicion precisa de entrelazamiento y correlaciones cuanticas en

sistemas fermidnicos.



Apéndice A

A.1. Entropia condicional generalizada

Para dos variables aleatorias cldsicas A, B descritas por una distribucion de
probabilidad conjunta p;; = p(A =i, B = j), podemos definir la entropfa condi-
cional S¢(A|B) como

Si(A|B) = ijsf(A\B =j)= ijf(Pij/pj) > (A1)

donde p; = p(B = j) = > _, pi;- Esta cantidad mide la incerteza promedio acerca
de A si B es conocido. Debido a la concavidad, esta satisface Sy(A|B) < Sf(A) =

> i f(ai) (con ¢ = p(A=1i) = Zj pij) ¥V Sy. La diferencia
I;(A|B) = Sy(A) — S;(A|B),

es entonces no negativa, anulandose solo si p;;/p; = p; V i, 7 con p; > 0, es decir,
solo si A y B son independientes. Esta representa la reduccién en la incerteza (o
“ganancia de informacién” generalizada) acerca de A inducida por el conocimiento
obtenido sobre B.

En el caso de la entropia de Shannon f(p) = —plog, p, (A.1) resulta S(A|B) =
S(A, B)—=S(B),donde S(A, B) = —3_, i pijlog, pij, S(B) = — >, p;log, pj, pero
tal relacién no vale para una Sy general. Por lo tanto, mientras en el caso cldsico
de la entropia de Shannon I(A|B) = S(A) + S(B) — S(A, B) = I(BJA) es la in-
formacién mutua, para una Sy arbitraria, I;(A|B) diferird en general de I;(B|A).
Generalizaciones de la entropia condicional de Shannon basadas en entropias de
Renyi han sido recientemente discutidas en [130] (y versiones cuanticas en [131]),

mientras que extensiones especiales para el caso de Tsallis han sido consideradas
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en [132].

A.2. Relacion con el entrelazamiento de forma-
cion

Esbocemos la prueba de la identidad (2.17) [33, 133, 134]. Comenzando por
la descomposicién de Schmidt de (AC, B) en el estado puro global,

Wacn) =D Ve lkac)lks) (A.2)

el estado de AC tras la medida en B basada en los operadores (2.11) con resultado

j es el estado puro (ecuacién (2.13))

Gac) = (ri/p)"* > Varlislks) kac) (A.3)

Por lo tanto, pa/m; es el estado reducido Py de Aen |jac) y St(A|B,y) =
> piS +(¢’)) coincide con el entrelazamiento promedio de la descomposicién pac =
> Pipacymy, donde pacm; = [jac)(jac| Reciprocamente, la ecuacién (A.2) im-
plica que los estados [jac) en cualquier descomposicién pac = Zj piliac)(Jac|

(con p; > 0) deben satisfacer
VPiljac) = Z Ui/ kac) , (A.4)
K

donde U es una matriz de m x n con columnas ortonormales (> s UnUjw =
Okir) y m > n. Una comparaciéon con (A.3) indica que podemos identificar tal
descomposicién con aquella correspondiente a una medida local en B basada en

los operadores (2.11), siempre que
\/EL]B) = Z ;k|];:B> ) (A5)
k

de manera que Uj, = \/r_j<jB|l~fB>. Los consiguientes operadores 11 = r;]j5) (j5]
forman un conjunto POVM vilido, pues Y 117 = >, U]*kUjk:\INGB><l~cg\ =
S k) (kp| = Ip (asumiendo n = dp).



Apéndice B

B.1. Apéndice: Vacio de cuasiparticulas

De acuerdo con el teorema de Thouless [112] el vacio |0,) de los operadores
de cuasiparticulas (5.18) estd dado, si Det U # 0, por [102]

0a) = vexplz X, ; Tiycle}]|0)
= 7[1*‘%2@‘41}3'0;[0;"‘-””0% (B.1)

donde v = \/W y T = —U~'V es una matriz antisimétrica, con |0) el vacio
de los operadores ¢;. La ecuacién (B.1) puede verificarse directamente aplicando
a, a (B.1) (si DetU = 0, |0,) puede obtenerse aplicando operadores de creacién
adicionales c; a (B.1)).

Si |¥) = ]0,), entonces f, = (04|ala,|0,) = 0V v, lo que implica S¥P = 0.

Sin embargo, es facil ver que
pP =1—(04]cc0,) =VVT, (B.2)

lo que implica S > 0 si V # 0. Los autovalores p, de p* son los cuadrados
de los valores singulares de V. El estado |¥) resulta, por lo tanto, entrelazado a
nivel de particulas, reflejando que no puede escribirse como un determinante de

Slater en términos de operadores de la forma (5.13).
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C.1. Entrelazamiento entre particiones del es-

pacio de estados de una particula

Consideremos un sistema fermiénico con espacio sp ‘H de dimensién n, y una
particién (m,n —m) de H en dos subespacios complementarios Ha y Hp, el
primero generado por m estados ortogonales de una base dada de H y el segundo
por los restantes n — m estados. Cualquier determinante de Slater en esta base

puede escribirse entonces, excepto por una fase global, como

[oa) = T ()™ TT (ch)i0) = Juw) (C.1)

1€EH A JEHB

donde n;;y = 0,1 es el nimero de ocupacién del nivel i (j) y p = {ni,i €
Ha}t, v ={n;,j € Hp} indica el conjunto de estos nurheros. El conjunto completo
de estados |uv), con p=1,...,2™ v =1...,2"™ forma una base ortonormal
del espacio de Fock completo del sistema fermionico de dimensién 2.

Cualquier estado fermiénico puro puede escribirse entonces como
) = 3 Coul) (©2)
w,v

donde la suma se restringe a los estados |ur) de la misma paridad de nimero |1))
(| ++4) o | — —) para |¢) de paridad par). Tras una descomposicién en valores
singulares C' = UDVT de la matriz C, con Dy; = 03,0 una matriz “diagonal” de
2 x 2"~™ v U,V matrices ortonormales de 2™ x 2™ y 2"7™ x 2"7™ podemos

reescribir al estado como

) = oxlkaks). (C.3)
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con |kika) = >, , UuVy|uv) estados ortonormales. Esta es la descomposicién de
Schmidt asociada a esta particién. Por supuesto, U y V estdn también bloqueadas,

de manera que todos los estados |kskp) tienen la misma paridad que |¢).

La entropia de entrelazamiento asociada a la particiéon previa es entonces

Eiy = S(pa) = S(ps) = = > M logy s (C.4)

con \; = o7 los autovalores de CC' o equivalentemente CTC'y

pa = S(CONuladp = 3" Mellea)(hal, (C5)

B!
pp = Y (CTOLn) (V| =) Melkp) (k| (C.6)
v,/ k
son los estados reducidos de los subespacios H4 v ‘Hp, de manera que cualquier

observable O 4(p) conteniendo un nimero par de operadores cg, ¢; con 1 pertene-

ciendo solo a H 4(p) puede obtenerse como

(OaBy) = Trpa)Oas)

Un determinante de Slater en una dada base del espacio sp es entonces un estado
completamente separable, en el mismo sentido que E 45 = 0 para una biparticion
(m,n—m) de H en esta base. Por otra parte, si un estado no es un determinante
de Slater entonces no existe base en la que sea completamente separable. Notar
que pap conmuta con el operador de paridad, pero tendra en general autoestados

con las dos paridades.

En particular, si H 4 contiene solo un nivel (digamos k), la ecuacion (C.2) pasa

a ser

|¢> = ZOOV|OV> +chu’|17//>
7 l0v0) + A L) )
donde p; = > |Cwl® vy |ity) = >, Ciuliv)//pi. La expresién en (C.7) es la

descomposicién de Schmidt de [¢)) pues los estados [¢g) y |11) tienen paridad de

nimero opuesta, y son por lo tanto necesariamente ortogonales.

Consideremos ahora el entrelazamiento de estados mezcla. Si se realiza una
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particiéon de Hp en dos subespacios Hpg1 v Hp2, podemos definir el entrelazamien-
to de formacién asociado Eg, g, (pg) como la minima entropia de entrelazamiento
102

promedio

ZPaEBle ) () Zpa (PB1), (C.8)

donde el minimo se toma sobre todas las descomposiciones pp = > pa|a) (|, con

Pa >0, pa =1, p%, el estado reducido de B, en el estado |a), y |a) estados

normalizados de muchos fermiones en Hp, con la restriccién (pues [pg, Pg] = 0)

de que todos los estados |a) tengan paridad de nidmero definida. Esto implica

que Ep, g,(pp) sera el promedio de los entrelazamientos de formacién para cada

paridad, es decir, Ep, p,(p5) = p+Ep,B,(05) +P-EB,B,(p5) 8 p5 = p1pp+1-pp-
En particular, si H 4 es un solo modo la ecuacién (C.7) conduce a

pB = po|Yo) (Yol + pi|v1) (Y1, (C.9)

con [¢g) y |11) de diferente paridad. Por lo tanto, en este caso la descomposicién

es unica y el entrelazamiento de formacion resulta
Ep,B, = pop'y, + P1pp, = S(Bi]A), (C.10)

donde S(B;|A) denota la entropia condicional del subsistema B; tras una medida
del modo A en la mezcla pap,, en acuerdo con el resultado general de [33].

Vale remarcar que un estado mezcla fermiénico p, definido sobre un espacio
sp Ha (v que conmuta con P) puede purificarse en diferentes formas, pero en
particular mediante la adiciéon de un espacio sp complementario H g, como resulta
evidente de la discusion previa. En un contexto gran canénico si p4 es, digamos, de
rango 2", con 2" /2 autoestados de cada paridad, es suficiente anadir n estados sp
ortogonales que generen un espacio Hp ortogonal, formando entonces un estado

puro como (C.1), el cual deberd tener paridad definida.
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