CAPITULO 3
ANALISIS DE CONTENIDO

Maria C. Canadas, Pedro Gomez y Andrés Pinzon

El analisis didactico se ubica en el nivel de la planificacion local dentro de la teoria curricular
(Goémez, 2007, p. 20). Estd compuesto por cuatro analisis: (a) analisis de contenido, (b) anali-
sis cognitivo, (c) analisis de instruccion y (d) analisis de actuacion. Cada uno de estos analisis
se centra en una de las dimensiones del curriculo y todos tienen un objetivo comun: contri-
buir al disefio, implementacion y evaluacion de unidades didéacticas sobre fendmenos o temas
concretos de las matematicas escolares. En este capitulo, abordamos el anélisis de contenido,
que concierne a la dimension conceptual de las matematicas en el nivel de planificacion local
y proporciona herramientas para analizar los fendmenos y temas de las matematicas escolares
e identificar y organizar su multiplicidad de significados. Por tanto, este capitulo tiene como
finalidad contribuir al conocimiento tedrico y técnico de los profesores sobre el andlisis de
contenido.

Para preparar una clase sobre un tema de las matematicas escolares, es importante pro-
fundizar en ciertas caracteristicas matematicas que son propias de las estructuras matematicas.
El primer paso es hacer una revision de ese contenido matematico para conocer sus diferentes
significados. No queremos decir que todos los significados identificados desde el analisis de
contenido vayan a tratarse en el aula, pero es importante que se tenga en cuenta esa informa-
cion y se seleccione los que se consideren convenientes. Abordaremos el andlisis de conteni-
do a través de tres conceptos pedagogicos: (a) estructura conceptual, (b) sistemas de repre-
sentacion y (c) fenomenologia. Ademads, consideramos la historia como un cuarto concepto
pedagogico, de tipo transversal, que debe aportar informacion a los conceptos pedagdgicos de
este analisis, asi como a los otros analisis que conforman el andlisis didactico.

El grado de detalle con el que se especifican los contenidos de las matematicas escolares
puede variar segun el contexto y el nivel en el que nos situemos. Por ello, dedicamos el pri-
mer apartado de este capitulo a describir diferentes niveles en el contenido de las matemati-
cas escolares y a presentar una clasificacion cognitiva de los contenidos de las matematicas
escolares sobre la que apoyamos el analisis de contenido. Tras un apartado para introducir los
tres conceptos pedagdgicos que constituyen el andlisis de contenido, nos centramos en cada
uno de ellos.
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1. CONTENIDO DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES

La expresion “contenido de las matematicas escolares” no tiene un unico significado. El con-
tenido de las matematicas escolares puede hacer referencia tanto a los contenidos que se iden-
tifican en el curriculo oficial de un pais como a los que recogen los libros de texto o a los que
un profesor determina que va a trabajar con su clase sobre un tema determinado. Por lo tanto,
conviene comenzar por la identificacion de diferentes niveles en el contenido de las matema-
ticas escolares, especificando en el que centramos la atencion con el andlisis de contenido.

1.1. Niveles en el contenido de las matematicas escolares
Siguiendo el trabajo de Gomez (2007, pp. 37-40), identificamos seis niveles en el contenido
de las matematicas escolares, que presentamos desde el nivel mas general al mas especifico.

Nivel 1. Contenido en el curriculo global

Mesa, Gomez y Cheah (2013) consideran que las pruebas internacionales estandarizadas de-
finen un curriculo global, particularmente en las dimensiones conceptual y cognitiva del cu-
rriculo. En este sentido, la prueba Third International Mathematics and Science Study
(TrMss) aborda el contenido desde una perspectiva estructural y establece seis dominios de
contenido: numeros; medida; geometria; proporcionalidad; funciones, relaciones y ecuacio-
nes; representacion de datos, probabilidad y estadistica; analisis elemental; y validacion y es-
tructura. Por su parte, la prueba PISA 2012 asume una vision funcional del contenido de las
matematicas escolares, lo organiza desde una perspectiva fenomenologica y establece cuatro
categorias de contenido: cantidad, incertidumbre y datos, cambio y relaciones, y espacio y
forma.

Nivel 2. Contenido del programa del curriculo oficial

El contenido del programa del curriculo oficial es publicado por el Gobierno del pais o por
los organismos con esa competencia educativa. El curriculo oficial establece los conceptos y
procedimientos que deben constituir la formacién matematica basica de los ciudadanos en la
sociedad. En general, el contenido del programa hace referencia a estructuras matematicas, y
a la secuenciacion y ordenacion de los contenidos establecidos. Por ejemplo, en el caso de
Colombia, los contenidos se abordan al determinar cinco tipos de pensamiento matematico
(numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional) y establecer sus relaciones (Ministerio
de Educaciéon Nacional [MEN], 2006, pp. 56-70). Otros curriculos nacionales pueden tener
otras aproximaciones al contenido.

Nivel 3. Contenido matematico escolar

En este nivel, se recogen los contenidos de los programas en términos del conocimiento ma-
tematico escolar. Las fuentes que forman parte de este nivel presentan una amplia revision de
contenidos, significados, criterios teoricos para la seleccion de contenidos, ejemplos de prac-
ticas, entre otros. Libros de texto, guias didacticas, documentos de profesores y de expertos
en Educacion Matematica son ejemplos de documentos en este nivel.

Nivel 4. Contenido propuesto para una asignatura

Profesores, expertos educativos o editoriales proponen el contenido del cuarto nivel: los con-
tenidos que deben ser objeto de actividades ensefianza-aprendizaje de una asignatura, grado o
grupo de grados, y establecen sus significados. Un ejemplo de este nivel son los planes de



area de las instituciones educativas colombianas. Abordamos este tipo de documento en el
capitulo 2 de este libro.

Nivel 5. Estructura matematica

El profesor es el responsable de seleccionar el contenido y desarrollar los documentos de este
nivel. Para llevar a cabo este trabajo, debe identificar y organizar los significados de la es-
tructura matematica en cuestion. Las estructuras matematicas organizan el contenido de una
asignatura. Por ejemplo, las isometrias, los poligonos o las ecuaciones lineales se pueden
considerar estructuras de las matematicas escolares. En el andlisis de contenido estamos mi-
rando al tema desde la perspectiva matematica, para identificar sus multiples significados, sin
restringirnos a un nivel educativo determinado.

Nivel 6. Tema
Los temas o focos de contenido son “agrupaciones especificas de conceptos, procedimientos
y relaciones, que adquieren importancia especial, ya que expresan, organizan y resumen
agrupamientos coherentes de los contenidos” (Lupiafiez, 2009, p. 43). Por ejemplo, las sime-
trias se pueden considerar un tema dentro de la estructura matematica de isometrias y los
tridngulos pueden serlo de los poligonos.

Dado el objetivo que se persigue, partimos de que el andlisis de contenido se centra en
este sexto y ultimo nivel. Realizaremos el anélisis de contenido sobre un fendmeno o un tema
muy concreto de las matematicas escolares.

2. CONCEPTOS PEDAGOGICOS EN EL ANALISIS DE CONTENIDO

Como se mencion6 en el capitulo 2, cada uno de los andlisis que constituyen el analisis
didactico se articula alrededor de unos conceptos pedagogicos. La estructura conceptual, los
sistemas de representacion y la fenomenologia son los conceptos pedagdgicos que conforman
el analisis de contenido y estdn estrechamente relacionados entre si. En ocasiones, resulta di-
ficil hacer mencion de un concepto pedagogico sin hacer uso de otro. Esta dificultad es evi-
dente en el caso de la estructura conceptual y los sistemas de representacion. Por un lado, es
dificil hablar de la estructura conceptual sin hacer referencia a su representacion (es necesario
hacer una representacion para hablar de cualquier elemento de la estructura conceptual). Por
otro lado, es dificil hablar de sistema de representacion si no hay algo que representar. Por
ejemplo, es dificil referirse al concepto de cuadrado sin tener en mente una representacion
grafica del este, y viceversa. Es importante que la relacion entre los tres conceptos pedagdgi-
cos, que se establece desde un punto de vista tedrico, quede recogida en el trabajo que se lle-
va a cabo sobre un tema matematico especifico.

El trabajo con cada uno de los conceptos pedagogicos contribuye a la riqueza del analisis
de contenido. En la tabla 1, presentamos los objetivos de los conceptos pedagogicos del ana-
lisis de contenido.

Tabla 1
Objetivos de los conceptos pedagogicos del analisis de contenido




Concepto pedagdgico Objetivo

Estructura conceptual Identificar los conceptos y procedimientos que caracterizan el tema y las
relaciones entre ellos

Sistemas de Establecer los sistemas de representacion asociados al tema y las relacio-
representacion nes entre ellos
Fenomenologia Identificar los fendmenos que dan sentido al tema (o que se asocian con

el fenomeno elegido), los contextos fenomenoldgicos y las subestructu-
ras matematicas respectivas, que organizan estos fenomenos.

La historia es un concepto pedagogico transversal en el analisis didactico en general y en el
andlisis de contenido, en particular. En el analisis de contenido, el objetivo de la historia es
identificar elementos en el desarrollo historico del tema que complementen los otros tres con-
ceptos pedagdgicos. Dedicaremos los siguientes apartados a cada uno de los tres conceptos
pedagbgicos. Seguiremos un orden que nos parece, segun nuestra experiencia previa, mas
comprensible y motivador para los profesores, comenzando por la estructura conceptual, si-
guiendo por los sistemas de representacion y terminando con la fenomenologia.

3. DE UN FENOMENO A UN TEMA

A pesar de que es usual que las unidades didacticas se disefien alrededor de un tema concreto
del contenido, si asumimos una vision funcional de las matematicas escolares, podemos tam-
bién considerar la posibilidad de que la unidad didéctica se disefie alrededor de un fenémeno
(o conjunto de fenomenos). En este apartado, establecemos la relacion entre el fenémeno co-
mo origen de la unidad didéctica y el contenido con el que esta relacionada.

El procedimiento del analisis de contenido se realiza secuencialmente: se parte del anali-
sis de la estructura conceptual, para después hacer el andlisis de los sistemas de representa-
cion y, finalmente, realizar el analisis fenomenologico. Este procedimiento secuencial requie-
re que, al comienzo del procedimiento, se haya identificado y concretado un tema de las
matematicas escolares. ;Coémo abordar el andlisis de contenido si se desea centrar el disefio
de la unidad didéctica en un fendmeno o conjunto de fenémenos?

Como se vera mas adelante, en el apartado de analisis fenomenologico, todo fendmeno o
conjunto de fendmenos esta asociado a una estructura: es la estructura matematica que sirve
de modelo para el fendémeno. Supongamos que se selecciona como centro de la unidad didac-
tica el fenomeno de caida libre que forma parte del conjunto de fenomenos de movimiento de
cuerpos en un campo de fuerzas uniforme. Este conjunto de fenomenos estd asociado a la es-

I 1 .y
tructura matematica x = x, +v0(t—t0)+5a(t—t0)2 que corresponde al tema de la funcion cua-

dratica. De la misma forma, El fenémeno del interés compuesto estd asociado a las estructu-
ras matemadticas C, =C,(1+r)" y r,=(1+r)"-1 que corresponden al tema de la funcion

exponencial.

Al seleccionar un fendmeno o conjunto de fendmenos como centro de una unidad didéc-
tica, y antes de comenzar a abordar el andlisis de contenido, es necesario establecer la estruc-
tura matematica que esta asociada a ese conjunto de fenémenos. El andlisis de contenido se
realiza sobre el tema concreto al que pertenece esa estructura matematica y mantiene como
guia el fendomeno seleccionado. Por ejemplo, si el fendmeno seleccionado es caida libre, el



analisis de contenido se realizara sobre aquellos aspectos de la funcidén cuadratica que mode-
lan ese conjunto de fenomenos. De la misma forma, si el conjunto de fendmenos tienen que
ver con el interés compuesto, el anélisis de contenido se realizard sobre aquellos aspectos de
la funcion exponencial que modelan ese conjunto de fenomenos. En este sentido, puede pen-
sarse que, por ejemplo, la estructura conceptual se debe producir con base en los conceptos
no matematicos que caracterizan el fenémeno. En el caso del fenomeno del interés compues-
to, se podrian incluir en la estructura conceptual elementos como dinero, tiempo o capital,
entre otros. En este caso, lo adecuado es centrarse en los elementos de la funcion exponencial
que modelan el interés compuesto.

Una vez que se realice el analisis de la estructura conceptual y de los sistemas de repre-
sentacion del tema, en el andlisis fenomenoldgico, se puede regresar al fenomeno o conjunto
de fenomenos que se seleccionaron como centro de la unidad didactica. El andlisis con este
concepto pedagdgico permitird afinar la relacion entre el fenomeno y las matematicas escola-
res y proporcionard la informacion adicional que se requiere para los procedimientos que se
realizaran en los demas andlisis del andlisis didactico.

4. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

El concepto pedagogico estructura conceptual permite que el profesor dé respuesta a las si-
guientes cuestiones.

¢ ;Cuales son los conceptos que caracterizan el tema?

¢ Qué procedimientos estan implicados en el tema?

¢ Como se relacionan esos conceptos entre si?

¢ Como se relacionan esos procedimientos entre si?

¢ ,Como se relacionan esos conceptos y esos procedimientos?

Los conceptos, los procedimientos y las relaciones entre ellos son las ideas clave de este con-
cepto pedagodgico. Una forma de dar respuesta al listado de preguntas anterior es comenzar
por identificar elementos del campo conceptual del tema matematico que abordemos, al con-
siderar tanto la estructura del propio concepto, como la estructura de la que el concepto forma
parte. A partir de ellos, es posible detectar los procedimientos que se ejecutan sobre esos
elementos del campo conceptual y las relaciones entre esos procedimientos. Por ultimo, se
pueden establecer las relaciones entre los conceptos y los procedimientos identificados. La
estructura conceptual de un tema de las matematicas escolares recoge y organiza estos ele-
mentos y relaciones.

4.2. Clasificacion cognitiva de los contenidos

Atendemos a una clasificacion cognitiva de los contenidos de las matematicas escolares y
consideramos una primera distincion entre el campo conceptual y el campo procedimental
(Rico, 1997).

Campo conceptual

El campo conceptual hace referencia a la sustancia del conocimiento: qué lo compone. En ¢€l,
se pueden identificar diferentes niveles, considerando que se puede pasar de un nivel inferior
a un nivel superior cuando se afiaden otros elementos y relaciones: (a) hechos, (b) conceptos
y (c) estructuras conceptuales (Rico, 1997). Los hechos son las unidades mas pequefias de



informacion dentro de un tema matematico. Los conceptos son conjuntos de hechos y rela-
ciones entre ellos. Estos conjuntos se presentan organizados en sistemas. Las estructuras con-
ceptuales son sistemas de conceptos relacionados entre si.

Campo procedimental

El campo procedimental incluye los procedimientos y modos de actuacién con respecto al
conocimiento. Rico (1997) distingue entre (a) destrezas, (b) razonamientos y (c) estrategias.
Las destrezas se ejecutan procesando hechos: se produce una manipulacion de simbolos y
transformaciones. Los razonamientos se ejecutan sobre conceptos y las estrategias se ejecutan
sobre estructuras conceptuales.

Distincion de tipos de elementos
No suele resultar complicado distinguir los elementos del campo conceptual de los del campo
procedimental, por ser de diferente naturaleza. Sin embargo, el limite no es siempre claro en-
tre los niveles de los elementos del mismo campo. Por ejemplo, por un lado, el teorema de
Pitdgoras es un hecho para el tema de trigonometria. Por otro lado, el teorema de Pitagoras se
puede considerar un tema de las matematicas escolares. En funcion de donde ubiquemos el
contenido en el que nos vamos a centrar, el resto de los elementos se situara en uno u otro
nivel.

Identificar los elementos de un tema es tan importante como distinguir cuales no son
elementos de un tema. Por ejemplo, y=x"+1 no es una notacién de una funcién afin y si de

una funcién cuadratica. Como se observa en los ejemplos propuestos en este apartado, la in-
dagacion sobre los elementos de los dos campos del conocimiento de un tema de las matema-
ticas escolares permite realizar una primera aproximacion al contenido de ese tema.

4.3. Identificacion de conceptos y procedimientos

Como primera aproximacion a un tema, consideramos conveniente recurrir a diferentes fuen-
tes que proporcionen al profesor la informacidon mas rica posible sobre el tema en diferentes
contextos y desde diferentes perspectivas como son

el propio conocimiento del profesor,

documentos curriculares,

libros de texto,

Internet (Google constituye una primera aproximacion para identificar fuentes de in-
formacion en la red, o repositorios digitales como Funes: funes.uniandes.edu.co),

4 literatura en Educaciéon Matematica y

4 libros de texto de matematica avanzada.
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Aunque se podria describir un tema con el detalle de todos los niveles de los campos concep-
tual y procedimental, nos vamos a centrar en su descripcion en términos de los conceptos y
procedimientos que lo caracterizan. Por ejemplo, para los numeros naturales, podemos obte-
ner un listado de conceptos y procedimientos como el siguiente: igual, mayor que, menor
que; suma, resta, producto, division; valor posicional de las cifras en un niimero; lectura y
escritura de un numero; colocacion de términos para realizar operaciones aritméticas con
nimeros naturales; cada 10 unidades de un orden forman una unidad de orden superior; todo
numero 7 tiene un siguiente n+1 y, excepto 0, un anterior n-1; tablas de operaciones arit-
méticas; descomposicion polindmica de un ntimero; uso del paréntesis y jerarquia de las ope-



raciones; algoritmos de las operaciones aritméticas con numeros naturales; recta numérica;
sistema decimal de numeracion; divisibilidad; propiedades de las operaciones numéricas;
identificacion de regularidades numéricas; argumentos para justificar propiedades numéricas;
(N, +) semigrupo conmutativo; y (N, x ) semigrupo conmutativo.

La clasificacion de los elementos segun los campos conceptual y procedimental permite
tener una descripcidn mas sistematica y analitica del tema en términos de los elementos invo-
lucrados. A pesar de obtener una cantidad considerable de conceptos y procedimientos que
puedan parecer, a priori, bastante completos, conviene no perder de vista que estos elementos
se deben ir ampliando segin vamos profundizando en el andlisis de contenido del tema. Esta
ampliacion se debe ir haciendo conforme vayamos analizando el tema con otros conceptos
pedagogicos del andlisis de contenido y también cuando avancemos en los otros andlisis del
analisis didactico. Recordemos que el andlisis didactico es un procedimiento ciclico y que
todos los andlisis se realimentan entre si. El concepto pedagdgico historia también puede
ayudar a ampliar este listado de elementos.

Aunque la organizacion de los elementos segin los campos y niveles considerados arroja
claridad en la estructura del tema, destacamos el hecho de que el profesor no sepa cuando de-
be dar por finalizado este proceso: ;hasta donde llegar?, ;cuando parar de identificar elemen-
tos?, ;a qué grado de precision debe llegar en cada campo? Ademads, independientemente de
la cantidad de elementos identificados en cada campo, hay un problema comun que hace refe-
rencia a cdmo establecer relaciones entre los elementos de un campo con los elementos del
otro. Pueden surgir otros inconvenientes pero consideramos que estos son suficientes para
plantearse otra forma de presentar la informacion.

4.4. Utilizacion de los mapas conceptuales para representar la estructura conceptual
Los mapas conceptuales permiten representar visualmente la estructura de la informacion. En
este sentido, los mapas conceptuales son un sistema de representacion con normas sencillas:
“los conceptos se representan por nodos a los que se les da una etiqueta por medio de una pa-
labra o una frase corta que indica el concepto, las relaciones se representan por lineas (enla-
ces) que conectan los nodos” (Lanzing, 1998, p. 2).

Nuestra propuesta es utilizar los mapas conceptuales como herramienta para representar
los elementos del campo conceptual y del campo procedimental. Esto evita los inconvenien-
tes presentados para los listados de elementos. El mapa conceptual se puede elaborar a partir
de los diferentes elementos identificados, tratando de establecer relaciones entre los elemen-
tos del campo conceptual, entre los elementos del campo procedimental, y entre unos y otros.
Ademas, este trabajo puede ayudar a identificar nuevos elementos relacionados con el tema
con motivo del esfuerzo que se realiza para organizar la informacion. La descripcion de una
estructura conceptual en uno o mas mapas conceptuales implica tomar decisiones sobre los
elementos de los listados que se incluyen en él. Por razones de espacio, usualmente nos cen-
tramos en establecer los conceptos y procedimientos mas relevantes y relacionarlos entre si.
Los hechos, al ser casos o aspectos particulares de los conceptos, no se representan usual-
mente dentro de los mapas conceptuales. En algunas ocasiones los incluimos como ejemplos
de lo que queremos representar. Por otro lado, la representacion de la estructura conceptual
en los mapas conceptuales no debe restringirse unicamente a los conceptos y sus relaciones.
Debemos identificar también los procedimientos, como representacion de esas relaciones en-
tre los conceptos.



A continuacién presentamos dos ejemplos de la estructura conceptual de dos temas de
las matematicas escolares.

Estructura conceptual de los numeros naturales

En la figura 1, recogemos un ejemplo de mapa conceptual del sistema decimal de numera-
cion, perteneciente a los nimeros naturales. Anteriormente presentamos un listado de ele-
mentos de los nimeros naturales. Este mapa conceptual representa, en realidad, una estructu-
ra matematica y en ¢l se han establecido relaciones entre algunos de los elementos de los
listados producidos anteriormente para una parcela de los nimeros naturales, la del sistema
decimal de numeracién. Con el propdsito de mantener un tamafio del mapa conceptual que se
pueda presentar en unas proporciones considerables no se incluye la mayoria de los términos,
notaciones y convenios propuestos. Al buscar representar el tema, este ejemplo de mapa con-
ceptual se centra en los conceptos y en las relaciones entre los conceptos. Por esa misma ra-
z6n, solamente aparecen algunos de los multiples procedimientos que estan involucrados en
el tema.
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Figura 1. Mapa conceptual del sistema decimal de numeracion
(Rico, Marin, Lupiafiez y Gomez, 2008, p. 7)

Estructura conceptual del teorema de Pitdgoras

A modo de ejemplo, recogemos en la figura 2 un mapa conceptual para el teorema de Pitdgo-
ras. Es frecuente que, en el esfuerzo por establecer relaciones entre elementos del campo
conceptual, surjan nuevos elementos del campo procedimental. Esto hace que los autores ha-
yan enriquecido la estructura conceptual del teorema de Pitdgoras con motivo de las relacio-
nes que han establecido entre los elementos para la elaboracion del mapa conceptual. Marin
(2011) presenta otro mapa conceptual de la estructura conceptual del mismo tema. Podemos
tener diferentes mapas conceptuales del mismo tema, a pesar de haber partido de un listado



de elementos similar. Esto refleja la posibilidad de organizar de distintas formas vélidas la
informacion de la que se dispone. Lo importante es recoger los elementos (tanto del campo
conceptual como del procedimental) que se consideren mas relevantes para el tema y que se
establezcan las relaciones entre ellos de forma adecuada.

Guardia, Montes, Pdez y Schmidt-Kortenbusch (2009) recogen en un mapa conceptual
(véase figura 2) la estructura conceptual del teorema de Pitagoras, con el nivel de detalle que
permite el tamafio de la pagina. A medida que vayamos profundizando en el analisis del tema,
tendremos la necesidad de incluir mas informacién en el mapa conceptual. Este sera el caso,
por ejemplo, cuando busquemos ubicar mas procedimientos o mayor detalle en la descripcion
de los conceptos. Se pueden utilizar varios mapas conceptuales para representar mayor canti-
dad de informacidon que conectamos, de tal forma que podamos presentar la informacion en
un documento. Se puede ver un ejemplo de este esquema de presentacion en Goémez y
Carulla (2001).
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Figura 2. Mapa conceptual de la estructura conceptual del teorema de Pitdgoras (Guardia et.
al., 2009)

4.5. Procedimientos en la estructura conceptual

Los procedimientos son elementos tan importantes como los conceptos en la estructura con-
ceptual. En ocasiones, los mapas conceptuales no permiten recoger todos los procedimientos
que se identifican y que resultan relevantes para un tema de las matemadticas escolares. Es
importante resaltar ciertos procedimientos por su trascendencia para el trabajo de un tema.
Mas adelante se vera que estos procedimientos son claves para otras componentes del anélisis
didactico (por ejemplo, para el andlisis cognitivo). Algunos de los procedimientos mas im-
portantes surgiran una vez que analicemos el tema desde la perspectiva de los sistemas de
representacion y la fenomenologia. Por esa razon, es importante mejorar y complementar



nuestra estructura conceptual original una vez que se hayan hecho los analisis con los otros
conceptos pedagogicos del analisis de contenido.

En el ejemplo del teorema de Pitdgoras, podemos considerar varios procedimientos que
no aparecen en el mapa conceptual de la estructura conceptual (figura 2). Marin (2011) men-
ciona, por ejemplo, el procedimiento para trazar perpendiculares (a partir de las ternas pitago-
ricas y en relacion con la construccion de triangulos rectdngulos), y el uso del teorema de Pi-
tagoras para el calculo de areas, el calculo de longitudes y volimenes, o para la resolucion de
triangulos rectangulos.

4.6. Contraejemplos de elementos de la estructura conceptual
No es facil determinar el campo al que pertenece un determinado elemento y el nivel dentro
de ese campo en el que se debe ubicar. Presentamos a continuacion un ejemplo de elementos
del teorema de Pitagoras que algunos estudiantes que abordaron este tema no ubicaron en el
lugar que les correspondia.

La construccion de ternas pitagdricas no es un concepto, debe ser parte del campo proce-

dimental. Dado un nimero a, se puede construir la terna pitagérica considerando E(a2 -y

1 (. .y
E(a2 +1) como segundo y tercer términos de la terna. Aunque la construccion de la terna se

basa en las relaciones numéricas entre los elementos de la terna, es un elemento del campo
procedimental. Igualmente, demostrar grafica o algebraicamente diferentes propiedades aso-
ciadas al teorema de Pitagoras es parte del campo procedimental (razonamientos) y no del
conceptual.

4.7. Identificacion de temas

En el andlisis de contenido se pueden dar dos situaciones: (a) que se haya identificado un te-
ma desde un comienzo, en cuyo caso es importante comenzar por una descripcion de la es-
tructura matematica en la que se incluye, a través de una descripcion de la estructura concep-
tual més general; o (b) que tengamos una estructura matematica, dentro de la que haya que
identificar temas para realizar el andlisis de contenido. En este subapartado abordamos la
primera situacion; y, en el siguiente, la segunda situacion.

Como identificamos al inicio de este capitulo, en los niveles en el contenido de las ma-
tematicas escolares, los temas constituyen el nivel mas especifico de los contenidos. Los de-
finimos como agrupaciones de elementos de los campos conceptual y procedimental.

El andlisis de contenido proporciona informacion til para el disefio de unidades didacti-
cas si se realiza sobre temas muy concretos. En algunas ocasiones, se realizan analisis de con-
tenido de estructuras matematicas, como es el caso de los nimeros naturales, presentado ante-
riormente. En ese caso, la estructura conceptual corresponde a esa estructura matematica vy,
dentro de ella, se ubican los temas para los que podemos disefiar unidades didacticas. En este
capitulo, nos centramos en el analisis de contenido de un tema.

La identificacion de temas puede partir de considerar una estructura matematica amplia
dentro de la que focalizamos la atencion en alguna de sus parcelas. La concrecion de un tema
debe tener en cuenta el curriculo del nivel educativo en el que se vaya a implementar la uni-
dad didactica. Esto hace que centremos la atencion en los elementos de la estructura matema-
tica que se han de considerar e identifiquemos aquellos que quedaran fuera del tratamiento
que se hace del tema en ese nivel educativo.
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A continuacidn, presentamos algunos ejemplos a los que se ha llegado a través de las dos
aproximaciones presentadas: (a) a partir de la deteccion de nicleos importantes de relaciones
en el mapa conceptual de la estructura matemdtica —numeros naturales y sistemas de ecua-
ciones con dos incognitas— y (b) a través de los contenidos curriculares del nivel educativo
en el que se va a implantar la unidad didactica —teorema de Pitdgoras—. Estas técnicas no
son excluyentes, por lo que su consideracion conjunta puede aportar riqueza al analisis y
permitir justificar la toma de decisiones en la identificacion de temas.

Ejemplo de los numeros naturales

En la figura 3, se delimitan, con diferentes tipos de lineas, diversos temas de los nimeros na-
turales a partir del mapa conceptual de la figura 1. Por ejemplo, el sistema decimal de nume-
racion se considera un tema de los nimeros naturales porque agrupa elementos de los campos
conceptual y procedimental relacionados entre si, y constituye una parte coherente de la es-
tructura matematica.

Figura 3. Temas de los nimeros naturales

Ejemplo de los sistemas de ecuaciones con dos incognitas

Bernal, Castro, Pinzén, Torres y Romero (2014) presentan un mapa conceptual de la estructu-
ra matematica —sistemas de ecuaciones con dos incognitas— en la que se ubica el tema en el
que se centran los autores—método grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
dos variables— (véase figura 4).
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Los autores identifican diferentes temas de esta estructura matematica y abordan uno de ellos

el método grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos variables (véase figu-

ra5).
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Figura 5. Mapa conceptual del método grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con dos variables

4.8. De un tema a la estructura matematica

Cuando abordamos el analisis de contenido partiendo de un tema, el analisis con el concepto
pedagogico de la estructura conceptual implica los dos pasos que acabamos de presentar, pe-
ro en sentido inverso. Debemos (a) construir la estructura conceptual de la estructura mate-
matica de la cual el tema forma parte y (b) construir la estructura conceptual del tema. Con la
primera estructura conceptual, identificamos los principales conceptos involucrados y ubica-
mos el tema como parte coherente de la estructura matematica analizada. Esta primera estruc-
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tura conceptual nos puede proporcionar informacion relevante, por ejemplo, de cara a identi-
ficar conocimientos previos de los estudiantes o temas para los que el tema sera relevante
posteriormente. En la segunda estructura conceptual, podremos describir con detalle los con-
ceptos, procedimientos y sus relaciones con el tema, de cara a los analisis posteriores del ana-
lisis didéctico. En la figura 6, presentamos la estructura conceptual del tema funciéon expo-
nencial propuesta por Henao, Malagén, Melo, Rojas y Gémez (2014).

| Constante | | Proporcional |
[ independiente | [ independiente | i ( Funcién Funlebr?
Invsrsa Logaritmica
t .

Crecimiento

— . Formas
Propiedades dediiiies
General
i | General |
Dominio r——- | Definicién
I
Algebra de s l_i !
Bansch Serie Integral Limite

—»{ Exponencial de niimeros reales |

—»|  Exponencial de niimeros complejos |

—{ Exponencial de niimeros cuaterniénicos |

—»  Exponencial de nimeros transfinitos |

| Exponencial de matrices |
— Exponencial de operadores |
| Exponencial de grupos ciclicos |

Figura 6. Estructura conceptual de la funcién exponencial

Y, en la figura 7, presentamos la estructura conceptual en la que se encuentra el tema de la
funcion exponencial.
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Figura 7. Estructura matematica en la que se ubica el tema funcion exponencial

Por ultimo, vale la pena sefialar que la estructura conceptual de un tema o fendémeno debe en-
focarse en presentar los conceptos y procedimientos. En ocasiones, es comtn que se incluyan
algunos sistemas de representacion en ellos, perdiendo de vista cudles son los conceptos que
se relacionan en dichas representaciones. Por eso, nuestra recomendacion es dedicar otro ma-
pa conceptual para los sistemas de representacion, independiente de la estructura conceptual,
como describimos a continuacion.

5. SISTEMAS DE REPRESENTACION

Los sistemas de representacion constituyen el segundo de los conceptos pedagogicos que ver-
tebran el analisis de contenido. Una de las tradiciones en Educacion Matematica es hablar de
sistemas de representacion para hacer referencia a los sistemas de signos que permiten desig-
nar un concepto. Seguimos el trabajo de Kaput (1992) y consideramos que un sistema de re-
presentacion es “un sistema de reglas para (i) identificar o crear signos, (ii) operar sobre y
con ellos y (iii) determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equivalencia)”
(p. 523). Las reglas a las que hace referencia Kaput determinan (a) como crear un signo que
pertenezca al sistema, (b) como reconocer si un signo dado pertenece a €l y (¢) como trans-
formar unos signos en otros, estableciendo relaciones entre ellos.

La definicion de Kaput subraya el caracter sistémico de la nocion'. Un sistema de repre-
sentacion esta compuesto por signos que se cifien a unas reglas. Estas reglas determinan c6-
mo crear un signo que pertenezca al sistema, como reconocer si un signo dado pertenece a ¢l

! Los siguientes parrafos, hasta la figura 8, han sido tomados literalmente de Gémez (2007, pp.
43-44).
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y cémo transformar unos signos en otros, estableciendo relaciones entre ellos. Para que las
reglas y signos que caracterizan un sistema de representacion adquieran un sentido concreto,
deben referirse a una estructura matematica particular. Por ejemplo, podemos considerar el
plano cartesiano como un sistema de representacion. Su utilizacion implica unas reglas basi-
cas que incluyen, por ejemplo, la disposicion de unos ejes, la determinacion de unas unidades
de medida para ellos y el procedimiento para identificar y caracterizar un punto del plano en
funcion de su posicion con respecto a los ejes. Pero las reglas que determinan qué signos per-
tenecen a dicho sistema dependen de qué estructura matematica pretendamos representar en
¢l, dado que nuestro propoésito es representar los conceptos y procedimientos matematicos
que configuran dicha estructura matematica. Por lo tanto, el sistema de representacion grafico
de las funciones en el plano cartesiano implica un conjunto de reglas (para la creacion y ope-
racion de signos en él) que es diferente del sistema de representacion grafico de los ntimeros
complejos en el plano cartesiano.

Dado que un mismo concepto o estructura matematica se puede representar en diferentes
sistemas de representacion, es posible agrupar y caracterizar, en tres categorias, las operacio-
nes que se pueden realizar sobre los signos que pertenecen a esos sistemas de representacion:

1. Creacion y presentacion de signos o expresiones. Esta operacion permite determinar ex-
presiones validas e invalidas. Por ejemplo, las expresiones f(x) = x2+2x+ 1Yy f(x) =
(x + 1)? son signos de una misma funcion dentro del sistema de representacién simbolico,
mientras que (x)f = 3x% + 2 es un ejemplo de una expresion invélida en el sistema de re-
presentacion simbolico para las funciones. La creacion de signos o expresiones es una de
las principales razones para considerar que, solo en muy contados casos, podemos incluir
el lenguaje verbal como un sistema de representacion. El lenguaje natural, en general, no
tiene reglas (en el sentido de la definicion de Kaput) para la creacion de signos o expresio-
nes de los temas concretos de las matematicas escolares. Lo que si existe, y no se debe
confundir, son convenios de como se leen ciertas expresiones.

2. Transformacion sintactica. Esta operacion se refiere a la transformacion de un signo en
otro, dentro de un mismo sistema de representacion, sin que el concepto o procedimiento
matematico designado por esos signos cambie. Es el caso, por ejemplo, de los procedi-
mientos de completacion de cuadrados, expansion y factorizacion que mostramos en la fi-
gura 9. Otro ejemplo es la representacion tabular, en la que el proceso de ubicar las varia-
bles en dos filas o en dos columnas no modifica la funcion representada.

3. Traduccion entre sistemas de representacion. Esta operacion se refiere al procedimiento
en virtud del cual se establece la relacion entre dos signos que designan un mismo objeto
pero que pertenecen a diferentes sistemas de representacion. Por ejemplo, f(x) = (x + 1)2y
la representacion de la figura 8 son representaciones del mismo concepto en diferentes sis-
temas de representacion (simbolico y grafico, respectivamente).
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Las relaciones entre los pardmetros de las formas simbdlicas de la funcidén cuadratica y sus

representaciones graficas en la parabola de la figura 9 ponen también de manifiesto esta ter-
cera operacion.
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Figura 9. Operaciones en los sistemas de representacion

5.2. Papel de los sistemas de representacion en el analisis de contenido
Dentro del analisis de contenido, los sistemas de representacion como concepto pedagogico
permiten dar respuestas a las siguientes cuestiones.

¢ Qué representaciones hay asociadas al tema?
¢ ,Qué relaciones se pueden establecer entre esas representaciones?

Para dar respuestas a estas preguntas, el profesor puede

¢ determinar los diferentes sistemas de representacion en los que se puede representar el
tema e

4 identificar las relaciones entre esos sistemas de representacion (que, en algunos casos,
seran procedimientos, y que por tanto, se relacionan estrechamente con el campo pro-
cedimental de la estructura conceptual).
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Es importante indicar que en algunos casos lo que se quiere representar no son conceptos sino
procedimientos, atributos, propiedades y/o parametros. Por tanto, los sistemas de representa-
cion estan condicionados por lo que se quiere representar. Por ejemplo, si el tema que se
quiere analizar es el volumen de prismas, esto implicara que, por un lado, se deben represen-
tar los prismas y, por otra parte, su volumen como el atributo que se quiere medir.

Analizar como se expresan los elementos de la estructura conceptual y cudles de esas
formas de expresion constituyen sistemas de representacion puede ayudar a conocer los signi-
ficados del tema desde la perspectiva de los sistemas de representacion. En los siguientes
subapartados presentamos algunos ejemplos de los sistemas de representacion de diferentes
temas de las matematicas escolares.

Aunque los sistemas de representacion permiten “identificar los modos en que el concep-
to se presenta” (Gomez, 2007, p. 455), es importante ser cuidadosos al identificar los siste-
mas de representacion de un tema de las matematicas escolares porque cualquier modo de
expresar un concepto o procedimiento no es un sistema de representacion. Para los propdsitos
de este capitulo, se deben cumplir las condiciones indicadas anteriormente. Usualmente se
consideran los siguientes sistemas de representacion: (a) simbolico, (b) numérico, (c) tabular,
(d) gréfico, (e) geométrico, (f) pictdrico, (g) manipulativo, (h) tabular, (i) ejecutable (relacio-
nado con las TIC) y, en muy contadas ocasiones, (j) verbal.

Dado que los temas matematicos tienen sus propias caracteristicas, no todos los sistemas
de representacion desempenan el mismo papel en todos los temas. Por ejemplo, el sistema de
representacion grafico cumple un papel importante en el tema de la funcion cuadratica (véase
Gomez, 2002). Sin embargo, este sistema de representacion no tiene la misma relevancia en
temas como el teorema de Pitdgoras. A continuacion, presentamos algunos sistemas de repre-
sentacion utilizados para diferentes temas en los que tienen sentido.

5.3. Sistema de representacion simbdlico-numérico
El sistema de numeracion decimal estd compuesto por los simbolos llamados numeros cuya

) . ) 27
representacion numérica es 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 y 9. Las expresiones 9,3+4+2 | ER 3% o

V81 son representaciones numéricas del mismo nimero.

Para el caso de las funciones, dando valores a la variable independiente, podemos obte-
ner pares ordenados. Para la funcion f(x) = (x + 1)%, (0,1), (1,4) o (3,16) son ejemplos de pa-
res ordenados. En este caso, los signos son las parejas de valores numéricos que toman las
variables (independiente y dependiente). Existe un convenio por el que el primer valor del par
es el valor de la variable independiente y el segundo es el valor de la variable dependiente.

5.4. Sistema de representacion simbdlico-algebraico

Las expresiones f(x) = (x + 1)2y f(x) = x? + 2x + 1 pertenecen al sistema de representacion
simbolico. Se puede considerar un sistema de representacion especifico porque tiene sus pro-
pios signos (numeros, letras y simbolos de las operaciones aritméticas), se puede operar con
ellos y existe una relacion entre ellos. Por ejemplo, se puede comprobar que las dos expresio-
nes siguientes son equivalentes (representan la misma funcidn) al utilizar transformaciones
sintacticas: (x +1)? = (x+ D(x+1) = x> +x+x+1=x% +2x + 1.
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5.5. Sistema de representacion tabular

El sistema de representacion tabular estd estrechamente ligado al sistema de representacion
numeérico pero tiene sus propios signos (por ejemplo, lineas horizontales y/o verticales) y re-
glas de combinacién de estos mismos (posicion de las lineas y de los nimeros, por ejemplo).
En la tabla 2, presentamos un ejemplo para algunos valores de la funcién expresada mediante

simbolismo algebraico como f(x)=y = (x+1).

Tabla 2
Valores de f(x)=(x+1)*en el sistema
de representacion tabular

x y=J()
-3 4
2 1
-1 0
0 1
1 4

Las variables (x e y) se sitian como titulos de las columnas. La variable independiente se ubi-
ca a la izquierda. Los valores numéricos de ambas variables se ponen de forma que el valor
de la variable independiente esta en la misma fila del valor de la variable dependiente que se
corresponde con €l. Por tanto, la informacion que se presenta en las filas y las columnas de la
tabla es clave y forma parte de las normas de este sistema de representacion.

5.6. Sistema de representacion grafico

En la figura 8 hemos presentado una representacion grafica de la funcion f(x) = (x + 1)2. En
este caso —el sistema de representacion grafico cartesiano— los valores y las escalas em-
pleadas en los ejes del diagrama y el trazado de la funcion constituyen los signos y existe una
serie de reglas que permiten relacionarlos entre si. Una forma de llegar a esa representacion
grafica es dar valores en la propia funcién a la variable independiente (al pasar por el sistema
de representacion numérico o el sistema de representacion tabular). Otra manera es partir de
la representacion grafica de la parabola principal — f(x) = x>— y, a partir de ella, aplicar las
reglas para llegar a la representacion grafica de f(x) = (x + 1)?, mediante una traslacion hori-
zontal de una unidad hacia la izquierda (figura 10).
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Figura 10. Traslacion horizontal de una parabola

5.7. Sistema de representacion verbal

En el lenguaje natural, el sistema de numeracion decimal tiene unas normas establecidas, tan-
to para los ordinales como para los cardinales. Por ejemplo, 20, 21 y 22 se expresan verbal-
mente como veinte, veintiuno y veintidos, respectivamente. Pero, para 11 y 12, su expresion
verbal tiene otras reglas. Se expresan verbalmente como once y doce, respectivamente, y no
como “dieciuno” y “diecidos”. Lo mismo sucede con los ordinales. La posiciéon 8 se expresa
como octavo y la posicion 18 se expresa como décimo octavo.

El sistema de representacion verbal genera controversias porque no se reduce a la lectura
literal de lo que se expresa de otro modo mediante otros sistemas de representacion. Por
ejemplo, las expresiones verbales “una cantidad por la mitad de esa cantidad” y “equis por
equis medios” son equivalentes pero, sin embargo, ponen de manifiesto diferentes propieda-
des de los elementos matematicos involucrados. En este caso, la segunda expresion se corres-

ponde con la lectura literal de la expresion algebraica x % .

El sistema de representacion verbal tiene sentido, por lo tanto, cuando el lenguaje nos
permite referirnos a los conceptos y procedimientos matematicos que queremos representar.
Es el caso, por ejemplo, de los nimeros naturales para los que el lenguaje natural incluye
términos y convenios que nos permiten referirnos a ellos. Hay temas de las matematicas esco-
lares a los que no nos podemos referir con el lenguaje natural. Esta situacion no debe confun-
dirse con los convenios que se establecen para la lectura de ciertos simbolos.

En algunos temas como la probabilidad y movimientos en plano hemos identificado al-
gunos elementos asociados a este sistema de representacion. Por ejemplo, la probabilidad de
un evento cuenta con signos en el lenguaje natural como evento seguro o evento imposible.
Lo mismo sucede con movimientos como la rotacion al referirnos a ella con “giros en el sen-
tido de las manecillas del reloj” o con “giros en el sentido contrario de las manecillas” o sus
equivalentes “giros horarios” y “giros antihorarios”, respectivamente.

5.8. Sistema de representacion geométrico

El sistema de representacion geométrico es Util para representar la multiplicacion de nimeros
naturales y su resultado. Por ejemplo, para representar la multiplicacion de 4x3, se puede
construir un rectangulo con cuatro unidades de largo y tres de ancho (véase figura 11), que
representa cuatro veces tres. Al contar el nimero total de cuadrados, se tiene el resultado de
la multiplicacion.

20



Figura 11. Representacion geométrica para la multiplicacion 4x3

5.9. Sistema de representacion pictorico

En la figura 12, utilizamos el sistema de representacion pictorico para expresar el cardinal de
un nimero de elementos (circulos) y describir el uso que se hace de la agrupacion para de-
terminar la cardinalidad de un conjunto de 23 circulos. Cada circulo representa cada uno de
los elementos del conjunto. Se hacen tantos grupos de diez como se pueda y finalmente se
cuenta la cantidad de circulos sueltos y la cantidad de grupos de 10 circulos. En el ejemplo,
serian 23 circulos.

OOO

00 o~ -0

C?OOOSOOOO
o~0 O
O—"0

Figura 12. Determinar la cardinalidad por agrupacion

Una forma de contar de cinco en cinco un determinado niimero de elementos es representar
cada nimero por un segmento vertical y se hacen bloques de cinco mediante la representa-
cién de cuatro segmentos verticales y un quinto que los tacha. Finalmente, el cardinal del
conjunto es la cantidad de bloques de cinco segmentos mas los que haya sueltos. En la figura
13, representamos el nimero 13 (5x2 + 3) mediante esta representacion pictorica.

TH. TN (T

Figura 13. Contar de cinco en cinco

En el caso de la probabilidad condicional, el diagrama de arbol es una representacion muy
usada en la solucién de problemas que involucran situaciones aleatorias, pues permite hacer
una lectura del problema en varios niveles. Por ejemplo, en el diagrama de arbol de la figura
14, si leemos de manera vertical, encontramos diferenciados los eventos. Por su parte, la lec-
tura horizontal permite observar que el segundo evento esta condicionado a la ocurrencia del
primero (Diaz, Lépez, Montes, Rodriguez y Mora, 2014).

la. Extraccion 2a. Exiraccion
PRy R)=—2- R,
10
P(B)= 15 Rl
P(13_,[Rl)=1_54 B,
P(Ry|B))=3 R
5
P(Bl) = —15 B 1

o le . 4 B
P(B,|E,)=—— 2
(B, |Bp=—,
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Figura 14. Representacion pictérica de la probabilidad condicional

5.10. Sistema de representacion manipulativo

El sistema de representacion manipulativo presenta dificultades porque, en ocasiones, se con-
funde con los recursos o materiales didacticos que le dan sustento. Conviene ser cautos por-
que son pocos los recursos que se constituyen como verdaderos sistemas de representacion
manipulativos. Como siempre, debemos comprobar que cumplen las caracteristicas para ser
un sistema de representacion. Por ejemplo, el dbaco vertical si es un sistema de representa-
cion para los nimeros naturales porque tiene sus propios elementos (bolitas y varillas) y sus
propias reglas para la construccion de nlimeros. Estas reglas son diferentes de las del sistema
de representacion simbolico, porque, por ejemplo, el dbaco vertical es aditivo y posicional,
pero no es multiplicativo.

5.11. Sistema de representacion ejecutable (relacionado con las TIC)

El sistema de representacion ejecutable estd asociado a programas o applets que cumplen las
caracteristicas requeridas para cualquier sistema de representacion para un tema determinado
de las matematicas escolares. Existen materiales virtuales que imitan a los materiales manipu-
lativos. Si la virtualizaciéon cumple con la existencia de elementos especificos, con unas re-
glas para combinarlos y operar con ellos, se puede considerar un sistema de representacion;
no, en otro caso. Programas de geometria dindmica como el Cabri o el Geogebra se conside-
ran sistemas de representacion para diversos temas de la geometria o el dlgebra porque tienen
elementos propios y sus propias reglas para representar, combinar y operar con esos elemen-
tos. Por ejemplo, una representacion grafica en Geogebra de la funcion f(x) = (x + 1)? tiene
sus propios elementos en el programa (y=(x+1)"2) y, una vez conseguida esa representacion
gréfica, tiene unas caracteristicas diferentes de las del sistema de representacion grafico, co-
mo lo es poder arrastrar la grafica o hacer acercamientos (zoom). En la figura 15, presenta-
mos la representacion de la funcion sefialada con Geogebra, ejemplo de sistema de represen-
tacion ejecutable.

[%] L] (B O, 0[] N e 22|

P Vista Algebraica X| ¥ Vista Grafica X
® cy=x"+2x+1

Entrada: )

Figura 15. Representacion de una parabola en el sistema de representacion ejecutable con
Geogebra
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5.12. Sistemas de representacion de los nimeros naturales

Con base en el trabajo presentado en la estructura conceptual y en una revision historica
(Ifrah, 1997), consideramos seis tipos de sistemas de representacion para los nlimeros natura-
les: (a) numérico, (b) verbal, (¢) pictdrico, (d) tabular, (e) grafico y (f) manipulativo.

Sistema de representacion numérico

En la cultura occidental, los nimeros naturales se representan mediante los signos del 0 al 9.
Existen ademds unas reglas para combinar estos signos y para establecer relaciones entre
ellos, por lo que podemos considerar que esa forma de representacién constituye un sistema
de representacion. En nuestro sistema de numeracion, el nimero representado se obtiene al
multiplicar cada potencia de la base por el valor del simbolo que la precede y sumar los resul-
tados junto con las unidades. Por ejemplo, 461=1x10° +6x10' +4x10° . Por lo tanto, se tra-
ta de un sistema de numeracion posicional, aditivo y multiplicativo. En otras culturas, como
la egipcia, la romana, la babilénica o la china, los nimeros naturales se representan de otro
modo. No entraremos aqui en ese detalle. En general, se suele distinguir entre las siguientes
caracteristicas en los sistemas de numeracion: simple, aditivo, multiplicativo y posicional.

El hecho de expresar un nlimero natural como resultado de operaciones con otros niime-
ros constituye otra forma de representar ese numero y hace necesario mencionar las relacio-
nes aritméticas entre numeros. En el caso de la estructura multiplicativa, el teorema funda-
mental de la aritmética asegura que existe una Unica forma de expresar un nimero en funcion
de sus factores y algunas propiedades multiplicativas. Esto también requiere de una revision
de la estructura conceptual.

Sistema de representacion verbal

En los nimeros naturales, distinguimos la terminologia que se emplea para representar los
nimeros naturales pequefios y las reglas que existen para combinar estos para formar niime-
ros medianos y nimeros grandes. Asi, leemos 101 como “ciento uno” (y no de otras formas
que se nos podrian ocurrir por la forma de descomponerse). Para nimeros grandes, utilizamos
términos como “billon”, “trillon”, “mega” o “tera”. Al tener en cuenta las reglas que se esta-
blecen entre los cardinales y los ordinales, también se puede hablar de un sistema de repre-
sentacion verbal para el caso de los ordinales. Este sistema de representacion hace que, por
ejemplo, expresemos el lugar 42 como “cuadragésimosegundo”.

Sistema de representacion pictorico

Las configuraciones puntuales constituyen un ejemplo de sistema de representacion pictérico
para algunas relaciones entre nimeros naturales. En la figura 16 recogemos los nimeros po-
ligonales de diferente orden.

23



muscuars | TTPO ‘

CUADRADOS

.

%)
-
—
<
4
o
=
—
o
=
»
o
o4
E

NEXAGONALES FENTAGONALES

Figura 16. Nimeros poligonales

Estas representaciones permiten observar propiedades que no son perceptibles en su expre-
sion simbdlica decimal. Por ejemplo, todo numero cuadrado es suma de nimeros impares

consecutivos, o todo numero triangular es la mitad del producto de niumeros consecutivos.

n(n+1)
2

Para un estudio mas detenido de los numeros poligonales, se pueden consultar los trabajos de

la doctora Castro (Castro, 1995; Castro, Rico y Castro, 1995).

Estas propiedades, se expresarian simbdlicamente comon+n+ 1y , respectivamente.

Sistema de representacion tabular
La representacion tabular permite establecer las relaciones numéricas que se observan en los
nameros triangulares mostrados en la figura 16 (véase tabla 3).

Tabla 3
Numeros triangulares
Numero de
n puntos
1 1
2 3
3 6
4 10

Las tablas numéricas constituyen otro sistema de representacion para los nimeros naturales.
Un ejemplo es la tabla 100 (figura 17). Esta tabla se puede usar desde los niveles mas basi-
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cos, para observar la secuencia numérica y hacer operaciones aritméticas de diferente tipo,
hasta para buscar regularidades no evidentes, como presentaremos mas adelante.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 |00
Figura 17. Tabla 100

Dentro de esa tabla, podemos trazar una serie de cuadrados y de otros poligonos que ponen
de manifiesto diferentes propiedades aritméticas entre los numeros que hay en el interior de
esos cuadrados. En la figura 18 mostramos un ejemplo.

30
40
41 492 @ <0
51 852 83 60
61 62 63 70
71 72 73 50
81 82 83 920

21 92 93 100

Figura 18. Cuadrados apoyados sobre un vértice en la tabla 100

En los cuadrados superiores de la figura 18, observamos que la suma de los nimeros que se
encuentran en la linea que delimita el poligono es igual a la suma de los nimeros internos del
poligono. En el cuadrado inferior, la suma de los numeros que hay en los vértices es igual a la
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suma de los numeros interiores excepto el central (56+78+96+74=66+75+77+86). Se
trata de relaciones numéricas que se observan en la tabla 100 y que no se pueden constatar en
el sistema decimal de numeracion.

Sistema de representacion grdfico
Los valores recogidos en la tabla 3 pueden ser expresados a través de un grafico cartesiano,
como se muestra en la figura 19.

10 °
9
8
7
6 °
5
4
3 °
2
1 [
0
0 1 2 3 4

Figura 19. Representacion grafica de los primeros nimeros triangulares

La recta numérica constituye un sistema de representacion grafico para los numeros natura-
les. Podemos partir de una semirrecta y un segmento unidad y, al tomar el extremo de la se-
mirrecta como origen (O), por reiteracion del segmento unidad, se pueden formar las repre-
sentaciones de los restantes nimeros naturales (figura 20).

—  Segmento unidad 0 1 2 3 4 5

o
~1

Figura 20. Recta numérica

La relacion entre este sistema de representacion y el simbolico es claro, ya que se puede de-
ducir que el punto 3 resulta como consecuencia de haber unido por los extremos tres segmen-
tos unidad. Simbolicamente, esto es equivalente a expresar 3=1+1+1.

Sistema de representacion manipulativo
Los siguientes son materiales que se pueden considerar sistemas de representacion para los
numeros naturales, porque cumplen con las condiciones establecidas por Kaput (1992).

¢ Abaco

¢ Regletas Cuissenaire

¢ Material del sistema decimal de numeracion y bloques multibase

¢ Plaquetas de Herbiniére-Lebert

En el esquema de la figura 21, recogemos algunos de los diferentes sistemas de representa-
cion para los nlimeros naturales que hemos presentado en los subapartados previos.
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Figura 21. Sistemas de representacion de los nimeros naturales

5.13. Sistemas de representacion del teorema de Pitagoras

Consideramos los sistemas de representacion simbolico, tabular, ejecutable (TIC), geomé-
trico y manipulativo.

Sistema de representacion simbolico

Usualmente se suele distinguir entre los enunciados simbolico y geométrico del teorema de
Pitagoras. En el sistema de representacion simbolico, si @ y b representan las longitudes de
los catetos de un tridngulo rectdngulo y % su hipotenusa, se cumple que a? + b2 = h2. Con las

relaciones entre a, b y h presentadas, (a, b, h) constituye una representacion simbolica de las

ternas pitagoricas. La generalizacion del teorema y su contra-reciproco también se suelen ex-
presar simbolicamente.

Sistema de representacion numérico

Los ejemplos de ternas pitagoricas se pueden expresar numéricamente: (1, 3, 10), (2,5,29) y
(4, 4, 32) son algunas de ellas.

Sistema de representacion tabular

Las ternas pitagdricas presentadas como ejemplos en el sistema de representacion simbolico
(numérico) se pueden expresar de forma tabular como mostramos en la tabla 4.

Tabla 4

Ejemplos de ternas pitagoricas en el
sistema de representacion tabular
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Tabla 4
Ejemplos de ternas pitagoricas en el
sistema de representacion tabular

a b h
1 3 10
2 5 29
4 4 32

Sistema de representacion geométrico
La version geométrica del teorema de Pitagoras queda expresada en el sistema de representa-
cién geométrico como mostramos en la figura 22.

Figura 22. Representacion geométrica del teorema

El teorema de Pitagoras tiene muchas demostraciones. Algunas de ellas se expresan en el sis-
tema de representacion geométrico. Desde la matematica formal, algunas de estas argumenta-
ciones no son consideradas demostraciones, por lo que podriamos hablar de justificaciones,
ya que no se observa la posibilidad de generalizar el caso particular que representa el dibujo.
En las iméagenes de la figura 23, presentamos una de ellas.

Figura 23. Demostracion geométrica del teorema de Pitagoras

Sistemas de representacion manipulativos

Las regletas Cuissenaire, los Geoplanos o los Tangrams son puzles que constituyen sistemas
de representacion especificos porque tienen sus elementos propios y sus reglas para su com-
binacion. En la figura 24, mostramos un caso de expresion del teorema mediante el Tangram
chino.
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Figura 24. Justificacion® con Tangram chino

Sistemas de representacion ejecutables (TIC)

La representacion en programas de geometria dindmica como el Cabri o el Geogebra de un
triangulo rectdngulo y de los cuadrados que se pueden construir sobre sus tres lados permite
obtener una figura dindmica. Si fijamos los vértices de los cuadrados a los vértices del tridn-
gulo rectangulo, se observa que las relaciones entre las figuras se mantienen aunque se varien
las longitudes del tridngulo rectangulo del que partimos. En la figura 25, presentamos un ma-
pa conceptual general para los sistemas de representacion del teorema de Pitdgoras.

(3,4,5), (5,12,13) —|
Tablas con

ternas
pitagoricas

(a,b,h) Numérico Tabular

AT Sistemas de
Simbolico ”
representacion
a’+b* =h*
Enunciados Manipulativo Geométrico TIC
algebraicos
de teoremas
del coseno y
altura Demostraciones Cabri,
geométricas del Geogebra
Puzzles Geoplano teorema

I I

Figura 25. Sistemas de representacion del teorema de Pitdgoras

De nuevo, insistimos en la importancia de establecer relaciones entre las diferentes formas de
expresar los elementos mostrados en los ejemplos en diferentes sistemas de representacion.
Aunque en la figura 25 no se han trazado todas las lineas que pueden relacionar los seis sis-

2 En este caso, por las caracteristicas del Tangram chino, esta justificacién es valida para trian-
gulos rectangulos isdsceles.
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temas de representacion considerados para el teorema de Pitagoras, estan relacionados a me-
diante la caja central (sistemas de representacion). Por ejemplo, se pueden expresar las ternas
pitagoricas mediante el Geoplano. Estos procedimientos surgen de las relaciones que se esta-
blecen entre sistemas de representacion. Es importante establecer las relaciones entre los dife-
rentes sistemas de representacion o las transformaciones dentro de un mismo sistema de re-
presentacion porque pueden ayudar a enriquecer la estructura conceptual y poner de
manifiesto o sacar a la luz elementos del campo procedimental. En el caso del teorema de Pi-
tagoras, el calculo de areas implica, por un lado, procedimientos graficos de transformacion
que permiten establecer los tridngulos rectangulos implicados y las medidas de sus lados. Por
el otro lado, también implica procedimientos de traduccion entre sistemas de representacion
al expresar simbdlicamente la relacion entre esas medidas con base en el teorema de Pitago-
ras. Estas expresiones simbolicas se transforman dentro del sistema de representacion simbo-
lica de cara a obtener las medidas de las areas.

5.14. Contraejemplos de sistemas de representacion

Como hemos apuntado anteriormente, la distincion entre sistema de representacion y el modo
en que se expresa un determinado elemento genera dificultades. Presentamos a continuacion
algunos ejemplos de propuestas que no son sistemas de representacion y, para ello, nos ba-
samos en la definicion de Kaput (1992) que sirve de referente de sistema de representacion.

Editor de ecuaciones como sistema de representacion de las ecuaciones lineales. El editor de
ecuaciones no es un sistema de representacion porque no existe un conjunto de reglas que
establezcan como se transforman unos elementos en otros. La transformacion de una expre-
sion en otra equivalente en el editor de ecuaciones se rige por las reglas algebraicas, las mis-
mas que seguimos cuando resolvemos una ecuacion lineal con lapiz y papel. Por tanto, como
no existen unas normas propias del editor de ecuaciones para estas transformaciones, no se
puede considerar un sistema de representacion.

Cinta métrica como sistema de representacion de los numeros naturales. La cinta métrica no
es un sistema de representacion, pues se sirve de los elementos existentes en la recta numéri-
ca. En este caso, se trata de un instrumento para medir longitudes expresadas en nimeros na-
turales, pero no de un sistema de representacion.

Semicirculo graduado como sistema de representacion de los angulos. El semicirculo no es
un sistema de representacion, sino una herramienta para medir angulos. Al igual que en los
ejemplos anteriores, no existen unos elementos y unas reglas propias para la relacion entre los
elementos.

La lectura de teoremas o formulas. Hacer la lectura de un teorema, por ejemplo el teorema de
Pitdgoras, o expresar de manera verbal la féormula matematica como “efe de equis igual a
equis al cuadrado” no corresponden a un sistema de representacion verbal. Estos no son sis-
temas de representacion porque no hay reglas en el lenguaje natural para operar sobre ellos.
No se debe confundir con los convenios que se establecen para la lectura de los simbolos.

El papel, el lapiz, la pizarra y la tiza no son sistemas de representacion. Se trata de recursos y
medios para representar determinados elementos. La representacion de una tabla en el papel y
en la pizarra no implica dos sistemas de representacion diferentes. Es un solo sistema de re-
presentacion, puesto que los elementos y las reglas de combinacion son las mismas. Lo Unico
que hacemos es variar el medio en el que la representamos.
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5.15. Procedimientos relacionados con los sistemas de representacion

En los ejemplos que hemos presentado en este apartado hay casos en los que se observan
transformaciones dentro de un mismo sistema de representacion de un mismo elemento
(transformaciones sintacticas) y traducciones que se producen entre diferentes sistemas de
representacion utilizados para representar un mismo elemento.

Por ejemplo, las transformaciones presentadas anteriormente para un mismo elemento
expresado algebraicamente, (x + 1)2 = (x+ D(x+1) = x2+x+x+1=x2+2x+ 1, se produ-
cen en el sistema de representacion algebraico y se consideran transformaciones sintacticas.
Por otro lado, si de la expresion f(x) = (x + 1)? pasamos a su representacion grafica (figura 8),
estamos realizando una traduccion entre dos sistemas de representacion de un mismo elemen-
to.

Es importante analizar las posibles transformaciones sintacticas en los diferentes siste-
mas de representacion y las traducciones entre sistemas de representacion para identificar
procedimientos relacionados con el tema que estemos trabajando. Esta informacion se debe
incluir en la estructura conceptual y se utilizard posteriormente, por ejemplo, en el andlisis
cognitivo.

6. FENOMENOLOGIA

La fenomenologia es el tercer concepto pedagdgico del andlisis de contenido. Este concepto
pedagbgico se apoya en la informacion proveniente de la estructura conceptual y los sistemas
de representacion. Podemos encontrar mas informacion sobre este concepto pedagdgico y
sobre su aprendizaje por parte de profesores en formacion en Gomez y Cafiadas (2011, 2012,
en revision).

En el andlisis fenomenoldgico, se pueden dar dos situaciones: (a) que se haya identifica-
do un tema desde un comienzo, en cuyo caso se deberan identificar los fenomenos que dan
sentido al tema, las subestructuras, los contextos fenomenoldgicos y las situaciones segun
PISA; o (b) que tengamos un fenémeno dentro de las matematicas escolares. En tal caso, se
debera identificar que otros fendémenos comparten caracteristicas estructurales con el selec-
cionado y determinar la subestructura matematica que corresponde dentro de la estructura
conceptual.

Diferentes paises, entre los que se encuentra Colombia (MEN, 2006), estdn promoviendo
una formacion matematica en los escolares que desarrolle sus capacidades para enunciar y
abordar problemas expuestos en contextos no matematicos y resolverlos con el uso de las he-
rramientas matematicas que correspondan. Para ello, los profesores deben “disefiar, analizar y
seleccionar tareas que necesiten el uso de conceptos y procedimientos de las matematicas es-
colares como herramientas para resolver los problemas que se presentan en diferentes contex-
tos y situaciones” (Gomez y Canadas, 2011, p. 78). Utilizamos el trabajo de estos autores
como base para los apuntes sobre este concepto pedagdgico.

En Educaciéon Matematica, la nocion de fenomenologia adquiri6 una particular relevan-
cia con motivo de los trabajos de Freudenthal (1973, 1983). No obstante, y como lo sefala
Puig (1997, pp. 62-63), la relacion entre las ideas de Freudenthal y la tradicion filosofica co-
rrespondiente es débil. Puig llama andlisis fenomenologico, en el contexto del andlisis didac-
tico de un concepto o estructura matematica, a la descripcion de los fenémenos para los que
es el medio de organizacion y de la relacion que el concepto o la estructura tiene con esos
fenémenos (p. 63). Consideramos que la fenomenologia es un “elemento constitutivo del sig-
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nificado de un concepto [que surge] de una vision funcional del curriculo, en virtud de la cual
los sentidos en los que se usa un término conceptual matematico también incluyen los feno-
menos que sustentan el concepto” (Gomez, 2007, p. 50). Por esta razdn, la fenomenologia y
la vision funcional del curriculo son elementos centrales de la nocion de alfabetizacion ma-
tematica propuesta en PISA 2012 (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2013).

Desde la perspectiva de la planificacion local en la que se sitlia este libro, el problema se
centra en dar un sentido practico al propdsito de establecer una relacion entre una estructura
matematica y los grupos de fendmenos asociados a ella. Estas relaciones entre estructura ma-
tematica y fendmenos se expresan, por parte de los escolares y a la hora de abordar una tarea,
en el proceso de modelizacion y en las destrezas, los razonamientos y las estrategias que ellos
deben desarrollar para identificar el modelo matematico que corresponde a un fenémeno (o a
un problema que se refiere a un fenémeno). Este procedimiento implica expresar ese feno-
meno o problema en términos de uno o mas sistemas de representacion, resolver el problema
o interpretar el fenomeno dentro de esos sistemas de representacion, traducir la solucion o la
interpretacion en términos del fenomeno, y verificar esa solucion o interpretacion (Gomez,
2007, pp. 87-88).

La fenomenologia, como concepto pedagogico, permite dar respuesta a las siguientes
cuestiones.

¢ ;Qué fenomenos dan sentido a mi tema? (fendmenos)

¢ Qué¢ subestructuras permiten organizar los fenomenos que dan sentido a mi tema?

(subestructuras)

¢ Para qué se utiliza mi tema? ;A qué problemas da respuesta? (contextos fenomeno-

logicos)

¢ ;Qué caracteristicas comparten los fenomenos que dan sentido al tema? ;Qué subes-

tructuras se relacionan con qué contextos fenomenoldgicos? (caracteristicas estructu-
rales y relacion entre subestructuras y contextos fenomenologicos)

¢ En qué situaciones esta presente mi tema? (contextos PISA 2012)

Como hemos recogido entre paréntesis, las subestructuras, los contextos fenomenoldgicos,
las caracteristicas estructurales y los contextos PISA 2012 se suman a los fendmenos como
ideas clave de la fenomenologia como concepto pedagogico. Introducimos estas ideas en los
siguientes subapartados.

6.2. Fenomenos

La identificacion de fendmenos adecuados para un tema constituye el primer paso del analisis
fenomenoldgico. Suele resultar til comenzar por la elaboracion de un listado de fendmenos.
En ocasiones, preguntarse sobre los usos del tema y problemas donde se utiliza el tema con-
tribuye a la elaboracion del listado. Estos fendmenos, a través del andlisis fenomenologico, se
podran organizar segun diferentes criterios: (a) contextos fenomenologicos, (b) subestructu-
ras y (c) contextos (OCDE, 2013).

6.3. Contextos fenomenologicos

Rico y sus colaboradores utilizan la nociéon de contexto matematico para referirse “al modo
en que se usan los conceptos en una o varias situaciones” (Rico et al., 2008, p. 11). Con base
en estas ideas y las de PISA (OCDE, 2013), hablaremos de contexto fenomenologico. Nuestra
propuesta para este término es una ampliacion de la idea inicial de Rico et al., al incluir tam-
bién la idea de organizar esos fendmenos a partir de una caracteristica estructural.
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Nuestra experiencia en formacion de profesores muestra que puede ser util abordar el
analisis fenomenoldgico para dar respuesta a dos preguntas:

¢ | para qué se usa el tema matematico? y

¢ a qué problemas da respuesta el tema?

Los fenémenos se agrupan de acuerdo con sus caracteristicas estructurales —“aquellas carac-
teristicas del fenomeno (o de una situacion o cuestion relacionada con el fendmeno) que son
relevantes desde el punto de vista matematico” (Gomez, 2007, p. 54)— y esas agrupaciones
configuran los contextos fenomenologicos. Al abordar estas preguntas, se espera (a) identifi-
car fendmenos asociados al tema en cuestion y (b) establecer relaciones entre esos fendme-
nos.

Una vez identificado un listado de fendomenos, el siguiente paso puede ser la identifica-
cién de contextos fenomenologicos. Entre un listado de fendmenos, encontraremos algunos
de ellos que tienen caracteristicas estructurales comunes. Extendemos la idea de contexto fe-
nomenologico para referirnos a esos grupos de fenomenos. Usamos entonces el término con-
texto fenomenologico de un tema de las matematicas escolares para referirnos a la agrupacion
de todos los fendmenos que comparten una misma caracteristica estructural (Gémez, 2007, p.
55). Organizar los fendémenos asociados a un tema implica identificar lo que los relaciona y
lo que los diferencia, desde la estructura conceptual del tema, y agruparlos de acuerdo con
esas semejanzas y diferencias para establecer los contextos fenomenoldgicos correspondien-
tes. Esta organizacion de los fendmenos no se da en funcién del campo de aplicacion o disci-
plina en la que se enmarca. Como veremos en el ejemplo de los nimeros naturales, fenéme-
nos de areas muy diversas pueden compartir caracteristicas estructurales que permiten
agruparlos en un mismo contexto fenomenolégico.

En resumen, con la aproximacion de identificacion de contextos fenomenoldgicos espe-
ramos organizar los fendmenos asociados por medio de contextos fenomenoldgicos de acuer-
do con las caracteristicas estructurales que comparten.

Ejemplo de identificacion de contextos fenomenologicos en los numeros naturales

En su ejemplo sobre los numeros naturales, Rico et al. (2008, pp. 13-14) muestran cémo, al
trabajar con los nimeros naturales y pensar para qué se utiliza esta estructura matematica, es
posible identificar una variedad de fendémenos asociados a ella. Contar lapices, expresar el
nimero de pendientes, expresar el nimero de farolas, contar electrones, expresar el numero
de estudiantes, medir mi altura, contar camisetas, medir el peso atomico de un elemento en el
laboratorio, decir cudl es mi lugar en la cola de la carniceria, en qué posicion llegué en la ca-
rrera de atletismo, expresar la solucion de 3+5, mi documento de identidad, medir el area de
mi habitacion o el codigo de barras de un cartén de leche son algunos de los fendémenos. No
obstante, un listado de fenomenos no es suficiente, dado que el propdsito del analisis feno-
menologico es establecer de qué manera el tema organiza esos fendomenos. Los contextos fe-
nomenologicos proporcionan una forma de organizar los fendmenos cuando exploramos las
caracteristicas estructurales que comparten entre ellos.

Por ejemplo, contar lapices y contar electrones comparten la misma caracteristica estruc-
tural: son circunstancias en las que los numeros naturales se usan para contar. Lo mismo su-
cede con medir mi altura y medir el 4rea de mi habitacion. En este caso, los nlimeros natura-
les se usan para medir y comparten una misma caracteristica estructural que es diferente de
aquella en la que los nimeros naturales se usan para contar. En la tabla 5, mostramos como
los fendmenos asociados a los nimeros naturales se organizan en diferentes contextos feno-
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menologicos, porque comparten caracteristicas estructurales que se pueden identificar, en es-
te caso, estudiando los problemas a los que dan respuesta.

Tabla 5

Fenomenos, problemas y contextos fenomenologicos

Problema al Contexto
Fendmenos que responde fenomenoldgico

Contar lapices, contar electrones, contar camisetas Contar Conteo
Expresar el nimero de farolas, expresar el nimero de (Cuantos hay? Cardinal
estudiantes
Medir mi altura, medir el peso atdmico de un elemento  ;Cuanto mide? Medida
en el laboratorio, medir el drea de mi habitacion
Decir cual es mi lugar en la cola del bus, en qué (Qué lugar ocupa? Ordinal
posicion llegué en la carrera de atletismo
Expresar la solucion de una operacion aritmética (Cual es el resultado? Operacional
Mi documento de identidad, el codigo de barras deun  ;Cuaél es el codigo? Simbdlico

carton de leche

Caracteristicas estructurales

El analisis fenomenologico no consiste unicamente en identificar y enumerar fendmenos vin-
culados con un concepto, establecer la relacion entre subestructuras y fenomenos y clasificar
los fenémenos de acuerdo con las subestructuras con las que estan relacionados. En el anali-
sis fenomenologico, se debe también describir esas relaciones. En esta descripcion, se deben
caracterizar los aspectos relevantes del fendmeno (o del interrogante que da lugar a un pro-
blema cuya solucién se puede obtener mediante el modelo) que pueden asociarse con elemen-
tos y propiedades especificas de la estructura matematica. Aunque hemos venido trabajando
con los nimeros naturales, ejemplificamos la idea de caracteristica estructural con el tema de
la funcion cuadratica. En el caso de los reflectores parabdlicos, se pone en juego una propie-
dad de la parabola, por un lado, y un principio de la fisica, por el otro (véase figura 26). La
propiedad de la pardbola establece que la tangente en cualquier punto de la parabola forma
angulos iguales con el segmento que une el punto con el foco y con la recta que pasa por el
punto y es paralela al eje de simetria de la parabola. El principio de la fisica afirma que cuan-
do un rayo choca con una superficie reflectora, el d&ngulo de incidencia es igual al angulo de
reflexion.
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Figura 26. Propiedad oOptica de la parabola y principio de la fisica

Por tanto, fendmenos como las antenas parabolicas, los lentes y las farolas de los carros, entre
otros, pueden agruparse en mismo contexto fenomenologico de la funcidon cuadratica al com-
partir la misma caracteristica estructural de este principio fisico.

En resumen, los contextos fenomenoldgicos deben dar cuenta de la caracteristica estruc-
tural que organiza los fendmenos; es decir, de la cualidad o propiedad, no necesariamente
restringida a las matematicas, que define al conjunto de fenémenos.

6.4. Subestructuras

La segunda forma en la que el profesor puede aproximarse al andlisis fenomenoldgico de un
tema consiste en la identificacion de subestructuras. La identificacion de subestructuras con-
siste en considerar la estructura conceptual del tema, identificar subestructuras de esa estruc-
tura conceptual y explorar si algunas de esas subestructuras organizan grupos de fendmenos.
Utilizamos el término subestructura de una manera informal, en contraste con la nociéon ma-
tematica formal de estructura matematica. Una subestructura puede ser una “porcion” de la
estructura conceptual que, a los ojos del profesor, tenga identidad propia. En algunos casos,
estas subestructuras surgen de clasificaciones por tipos. Por ejemplo, los principales tipos de
simetrias o los tipos de funciones o ecuaciones. En otros casos, pueden surgir por la identifi-
cacion de propiedades de los conceptos involucrados en el tema —p. ¢j., propiedades del foco
de la parabola o propiedades de las ternas pitagéricas—. En nuestra experiencia en formacion
de profesores de matematicas hemos visto que la estrategia de identificacion de subestructu-
ras es eficiente: ayuda a desbloquear la reflexion sobre qué fendmenos estan relacionados con
el tema y de qué manera ese tema organiza esos fenomenos.

Motivados por el trabajo de Arco, Ramirez, Garcia y Nogales (2010) sobre transforma-
ciones en el plano, utilizamos el tema de la simetria para ejemplificar esta aproximacion. Po-
demos distinguir diferentes tipos de simetrias (p. ¢j., axial, de rotacion, pentagonal o hexago-
nal). Los fendémenos asociados a la simetria se pueden organizar de acuerdo con los tipos de
simetria. Por ejemplo, los terrenos de juego en los que participan dos equipos —como es el
caso de los campos de futbol, donde uno de los ejes de simetria es la linea de medio campo—
pertenecen al grupo de fendmenos organizados por la simetria axial (figura 27).
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Figura 27. Campo de futbol

Este mismo ejercicio se puede realizar con otros tipos de simetria: central —moléculas inor-
génicas, cinturones de radiacion—, pentagonal —estrellas de mar, algunas flores, carambo-
lo— o hexagonal —agua congelada—.

6.5. Relacion entre contextos fenomenologicos y subestructuras

En el ejemplo de la simetria, los profesores pueden producir un listado de fendémenos y esta-
blecer como esos fendmenos se agrupan en contextos fenomenoldgicos porque comparten las
mismas caracteristicas estructurales. Por otro lado, también pueden identificar las subestruc-
turas del tema (los diferentes tipos de simetrias) y establecer a qué subestructura corresponde
cada fenémeno. De esa manera, se establecen dos formas de organizar los fendmenos: por
contextos fenomenoldgicos y subestructuras. Estas dos aproximaciones estan relacionadas
como se muestra en la figura 28.
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Tipos de simetria Fendémenos

o< Terrenos de juego
o< Construcciones
. @<—— Seres vivos
Axial
@c——— Moléculas
@<——+ Reflexion luz
@<—— Moléculas
Central @®<«<———— Condensadores
@<——1 Radiacion
ik . Y
Pentagonal > o< F‘l‘"""
@<——— Estrella de mar
Hexagonal o< Agua congelada
Otros tipos Otros fenémenos

Figura 28. Fendmenos organizados por contextos fenomenoldgicos y subestructuras en las
simetrias

Aunque presentamos las dos aproximaciones al andlisis fenomenoldgico como complementa-
rias (identificacién de contextos fenomenologicos e identificacion de subestructuras), una vez
que se han intentado usar para un tema, es importante establecer su relacion. Rico et al.
(2008) describen con detalle esta relacion entre subestructuras y contextos fenomenologicos
para el caso de los numeros naturales.

En el caso de las simetrias, observamos que el campo de ftbol es un ejemplo del grupo
de fenomenos relativos a deportes o juegos en los que hay dos equipos o personas y en los
que la delimitacion del terreno debe ser tal que las condiciones sean las mismas para los dos
contrincantes. Esta caracteristica estructural (tener el campo de juego dividido en dos partes
iguales) la comparten los juegos y deportes en los que participan dos personas o dos equipos
que defienden y atacan simultdneamente. En el caso de los espejos, la simetria axial surge de
una caracteristica estructural semejante: las propiedades de la reflexion de la luz. En este caso,
el espejo “separa” en partes iguales la imagen y el objeto de tal forma que las dos partes en
las que se separa el objeto son iguales (figura 29).

37



Figura 29. Simetria axial en espejos

Un razonamiento similar a los ejemplos de los juegos o deportes y al de los espejos permite
identificar otros grupos de fendmenos que comparten caracteristicas estructurales que gene-
ran la simetria axial (p. ¢j., en la morfologia de los organismos vivos, los condensadores eléc-
tricos, estructuras de reparto de cargas, moléculas orgéanicas y arquitectura). Todos estos fe-
ndémenos se agrupan en un mismo contexto fenomenoldgico que corresponde a la
subestructura que conocemos como simetria axial. Es posible realizar este mismo trabajo para
los otros tipos de simetria: buscar las caracteristicas que comparten los fendmenos, organizar-
los en contextos fenomenoldgicos y establecer la relacion de estos contextos fenomenoldgi-
cos con las subestructuras que establecen los diferentes tipos de simetria (figura 28).

Otro ejemplo que nos puede ilustrar la relacion entre subestructuras y contextos fenome-
nologicos es el trabajo realizado con el tema de funcion exponencial (Henao, Malagén, Melo,
Rojas y Gomez, 2014, p. 7). En la tabla 6, podemos observar la correspondencia entre cuatro
subestructuras y sus respectivos contextos fenomenologicos. Esta tabla incluye la descripcion
de los fenomenos que son organizados por la pareja subestructura-contexto fenomenologico y
un ejemplo de un fendmeno especifico para cada caso.

Tabla 6
Subestructuras, contextos fenomenologicos y fenomenos
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Subestructura

Contexto
fenomenoldgico

Fenémeno

Ejemplos

f(x) = ka™*" + b,
bER

1.k>0,a>1,m>0

f(x) =ka™*" +bp,
b€eR
2. k>0a>1m<0

f(x) = ka™*" + b,
bER

3. k<0,a>1m<0

f(x) = ka™*" + b,
b€ER

4. k<0,a>1m>0

Crecimiento al
infinito

Decrecimiento
acotado

Crecimiento
acotado

Decrecimiento
al infinito

Acumulacion de capital,
escala Richter, ventas,
interés continuo, curva de
aprendizaje, poblacion e
intensidad del sonido

Presion atmosférica,
corriente eléctrica,
carbono 14, escala pH,
equilibrio de venta,
depreciacion, corriente en
condensador de circuito
RC y voltaje en el
inductor de circuito RL

Difusién de un gas,
aprendizaje de palabras,
corriente en inductor
circuito RL y voltaje en
condensador de circuito
RC

Deuda de dinero,
consumo de sustrato por
microorganismos

L
-
—
=

Contextos fenomenoldgicos y subestructuras estan relacionados y configuran la base con la
que un tema matematico organiza los fendmenos asociados a ¢l. Los contextos fenomenolo-
gicos se delimitan en virtud de principios naturales, sociales o matematicos —situaciones
equivalentes para los dos equipos en el caso de un campo de fltbol o las propiedades de la
reflexion de la luz, para la simetria— y las subestructuras organizan los fendmenos en virtud
de sus elementos, relaciones y propiedades matematicas (figura 30).
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Estructura
Problema en

matematica
Contexto N
fenomenologico: Subestructura
grupos de fenomenos
Principios
Naturales
Sociales
o v
Matematicos o Elementos,
Caracteristicas )
> relaciones
estructurales .
y propiedades

Figura 30. Anélisis fenomenoldgico (Gémez, 2007, p. 55)

El analisis fenomenoldgico implica identificar el listado de fendmenos que se asocia al tema
de las matematicas escolares que estamos trabajando, indistintamente del campo de aplica-
cion o area del conocimiento al que corresponda, y establecer como el tema organiza ese lis-
tado. La estructura matematica organiza los fendmenos de acuerdo con subestructuras que se
relacionan biunivocamente con los contextos fenomenoldgicos en los que los fenomenos se
agrupan porque comparten las mismas caracteristicas estructurales. Las subestructuras son
parte de la estructura conceptual del tema y cada una de ellas debe permitir organizar un de-
terminado tipo de fendmenos. Cada contexto fenomenologico debe permitir organizar un tipo
de fendmenos, de acuerdo con las caracteristicas estructurales que comparten entre ellos. Es-
tas caracteristicas estructurales se corresponden con elementos, relaciones y propiedades de
la subestructura correspondiente. Por tanto, cada contexto fenomenoldgico se debe corres-
ponder con una Unica subestructura, y viceversa.

6.6. Contextos PISA 2012 y situaciones
A la hora de disefiar y seleccionar tareas para la instruccion, los profesores deben tener en
cuenta los propdsitos de esas tareas. En algunos casos, por ejemplo, se puede buscar motivar
a los escolares mediante tareas cercanas a ellos o a su entorno. En otros casos, se puede bus-
car proponer tareas que relacionen las matematicas con otras areas cientificas. Para estos pro-
positos, resulta relevante agrupar los fendémenos de acuerdo con otra clasificacion: las situa-
ciones. Por ejemplo, en versiones del estudio PISA previas a 2012, las situaciones se
clasificaron en personales, educativas o laborales, publicas y cientificas (OCDE, 2005, pp. 41-
42). En la prueba piSA de 2012 se abandond el concepto de situacion para hablar exclusiva-
mente de contextos, entendido como aquel aspecto del mundo del individuo en el cual se en-
cuentran situados los problemas (Ministerio de Educacion y Cultura, 2013, p. 23). Esta no-
cion de contexto es diferente de la nocidén de contexto fenomenoldgico que presentamos en
los apartados anteriores. La nueva clasificacion de contextos corresponde a personales, profe-
sionales, sociales y cientificos.

En todo caso, el profesor puede decidir, con base en sus propdsitos y de las tareas que
pretenda proponer a los escolares, a qué tipo de situacion pertenece un fenomeno dado. Por
ejemplo, puede considerar las flores como un fenémeno personal, al presentarlo en un con-
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texto de motivacion; y considerar la estrella de mar en una situacion cientifica, al introducirlo
dentro de una tarea interdisciplinar con el drea de biologia. En la figura 31 (Gémez y Canadas,
2011, p. 85), presentamos una forma de organizar los fenomenos relacionados con las sime-
trias en subestructuras y situaciones (version PISA 2003).

Educativa
Tipos de simetria Personal  Laboral Publica Cientifica
o< Terrenos de juego
o<— Construcciones
. @<<—+ Seres vivos
Axial > :
oc——— Moléculas
@<——+ Reflexion luz
: ‘ @<——+ Moléculas
Central > : . @<€————+ Condensadores
@<——+ Radiacion
<. 2 2 Narec
Pentagonal > o< : : . Flores
@<— Estrella de mar
Hexagonal : o< - . Agua congelada
Otros tipos : Otros fenGmenos

Figura 31. Fendmenos, contextos fenomenoldgicos, subestructuras y situaciones en las
simetrias

6.7. Dificultades en el analisis fenomenologico

La fenomenologia es el concepto pedagogico que usualmente genera mas dificultades a los
profesores en formacion. En este apartado abordamos algunas de estas dificultades y los erro-
res que se pueden presentar.

Relacion con otros conceptos pedagogicos
El concepto pedagdgico fenomenologia se nutre de los conceptos pedagdgicos estructura
conceptual y sistemas de representacion. No hacerlo asi puede llevar a errores. Por ejemplo,
para la determinacion de subestructuras matematicas de un tema es importante tener en cuen-
ta la estructura conceptual. Encontramos que la identificacion de las funciones y las sucesio-
nes como subestructuras de un tema matematico (como se ha identificado en algunos trabajos
de profesores en formacion) es un error porque las sucesiones son un tipo especifico de fun-
ciones.

Un error identificado en relacion con la fenomenologia puede ser confundir ideas rela-
cionadas con los sistemas de representacion. Por ejemplo un error en los trabajos de profeso-
res en formacion ha sido plantear las expresiones algebraicas como subestructura matematica.
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Esto no es adecuado porque hace referencia a un sistema de representacion (simbolismo al-
gebraico) del tema de las matematicas escolares y no a una parte de la estructura conceptual.

Otro error muy comun es asociar los contextos fenomenologicos con los campos de apli-
cacion en los que se encuentran los fendmenos. Este lleva a que se agrupen de forma errada
los fenémenos (en, por ejemplo, fisicos, biologicos, arquitectonicos), sin que en realidad se
haya identificado una caracteristica estructural que los agrupe independiente del campo al
que pertenecen.

Ideas clave

La fenomenologia suele ser un concepto pedagogico dificil de abordar, tanto por el numero
de ideas que comporta (fendmenos, subestructuras, contextos fenomenologicos, caracteristi-
cas estructurales y contextos, PISA, 2012) como por las relaciones que se deben establecer
entre ellas (Gémez y Cafadas, 2012). En ocasiones, se pueden confundir los términos contex-
tos (definidos en el marco PISA) y contextos fenomenoldgicos (como lo hemos definido aqui)
debido al significado que tienen ambos en el lenguaje cotidiano. Por ello, es importante reco-
nocer a qué hace referencia cada término. Las caracteristicas estructurales permiten justificar
las relaciones entre algunos fendémenos y permiten englobarlos dentro del mismo contexto
fenomenoldgico. En ocasiones, es una idea clave que cae en el olvido. Por ello, sugerimos
que cuando se etiquete un contexto fenomenoldgico se haga referencia a la caracteristica que
los agrupa: contar, medir, ordenar... —en el caso de los nimeros naturales—; crecimiento al
infinito, crecimiento acotado... —en el caso de la funciéon exponencial—.

Aunque hemos insistido en la relacién biunivoca entre contextos fenomenologicos y
subestructuras, en trabajos previos se identifican relaciones que no cumplen esta caracteristi-
ca. Tanto subestructuras como contextos fenomenoldgicos deben permitir cubrir el tema ma-
tematico que se esté trabajando. Por ejemplo, en el tema principio de multiplicacion, a partir
del analisis fenomenolégico, Avila, Barreto, Olarte, Pachén y Becerra (2017, p. 8) identifica-
ron las diferentes relaciones entre fendémenos, contextos fenomenoldgicos y subestructuras, al
atender a las caracteristicas de los cardinales y al nimero de conjuntos relacionados. En la
figura 32, presentamos estas relaciones.
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Figura 32. Andlisis fenomenologico del principio de multiplicacion

El mapa presentado en la figura 32 permite evidenciar dos subestructuras que estan relacio-
nadas con las caracteristicas de los cardinales de los conjuntos y dos subestructuras que
atienden a las relaciones de los elementos de un solo conjunto. Estas, a su vez, se relacionan,
de forma biunivoca, con cuatro contextos fenomenolégicos que se usan para dar solucion a
problemas particulares de conteo y que dan muestra de la caracteristica estructural que los
agrupa: calcular el producto, hallar la potencia, cantidad de arreglos y productos de cardinales
consecutivos y secuenciales.
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/. HISTORIA

Como se indico en la primera parte, la historia es transversal a los tres conceptos pedagogicos
y su papel dentro del analisis de contenido es identificar elementos en el desarrollo histdrico
del tema que complementen la informacion para los otros tres conceptos pedagogicos. Al
respecto, presentamos, como ejemplo, la sintesis historica realizada para el tema funcion ex-
ponencial por Henao et al. (2014). En esta sintesis, los autores identifican algunos sistemas de
representacion y problemas a los que dio solucion la funcidon exponencial en la historia.

7.1. Sintesis historica de la funcion exponencial
La estructura conceptual de la funcion exponencial empieza a construirse desde el siglo XVII,
cuando, a la curva logaritmica, que relaciona progresiones aritméticas y geométricas, se le
denomin6d exponencial. Asi mismo, los sistemas de representacion cobraron importancia a
partir de Johan Bernoulli, a quien se le atribuye el célculo exponencial, porque estudid tanto
las curvas exponenciales simples y = a* como las exponenciales generales y = x*.

Por otra parte, la fenomenoldgica de la funcién exponencial se reconoce con Thomas
Malhtus (1798), quien afirma que la tasa de crecimiento poblacional aumenta de forma expo-

. . dpP . -
nencial, ol kP. Y, la ley empirica de Newton sobre enfriamiento de los cuerpos,
dr

L= —k(T - T).

8. BALANCE DEL ANALISIS DE CONTENIDO

Como hemos mencionado a lo largo de este capitulo, las relaciones entre los elementos den-
tro de un mismo concepto pedagdgico (conceptos, procedimientos y relaciones entre ellos;
sistemas de representacion y relaciones entre ellos; e ideas clave de la fenomenologia y rela-
ciones entre ellas) y entre diferentes conceptos pedagdgicos son importantes. Ademas, el
concepto pedagogico historia debe aportar informacion a lo largo del analisis de contenido.

En los apartados anteriores, hemos hecho hincapié en las relaciones dentro de cada uno
de los tres conceptos pedagogicos presentados y se espera que se explique el papel desempe-
flado por el concepto pedagdgico historia. Sin embargo, para mostrar las relaciones y como
un concepto pedagdgico se relaciona con los otros, es necesario dar un paso mas. Es necesa-
rio hacer un esfuerzo por sintetizar toda la informacion para el fendmeno o tema que estemos
trabajando. Esto se puede hacer de diferentes formas. Una de ellas es mediante un conjunto
de mapas conceptuales que den cuenta de la relacion que se ha establecido para la informa-
cion producida con los conceptos pedagdgicos estructura conceptual, sistemas de representa-
cion y fenomenologia. En Gémez y Carulla (2001), se encuentra un ejemplo de este tipo de
mapas conceptuales para el caso de la funcion cuadratica.

Las relaciones entre la estructura conceptual y los sistemas de representacion surgen de
diferentes maneras. Cada concepto de la estructura conceptual puede representarse en dife-
rentes sistemas de representacion. Esta situacion da lugar a la traduccion entre sistemas de
representacion y sugiere un tipo de procedimiento que se debe incluir en la estructura concep-
tual. Por otro lado, las normas que rigen un sistema de representacion dan lugar a que un
elemento de la estructura conceptual tenga diferentes formas equivalentes de ser representado
en un mismo sistema de representacion (transformaciones sintacticas dentro de un sistema de
representacion). Estas transformaciones sintacticas dan lugar a otros tipos de procedimientos
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que también deben incluirse en la estructura conceptual. Por consiguiente, el andlisis de la
relacion entre la estructura conceptual y los sistemas de representacion es importante: da lu-
gar a identificar buena parte de los procedimientos que deben incluirse en la estructura con-
ceptual y permiten caracterizar con mayor detalle el papel de los sistemas de representacion
en la descripcion del tema.

La relacion entre la estructura conceptual y la fenomenologia se describid con detalle en
los apartados anteriores: hay una relacion biunivoca entre subestructuras y contextos fenome-
nologicos. Los fendmenos se organizan en contextos fenomenoldgicos (al compartir caracte-
risticas estructurales). Cada contexto fenomenologico se relaciona con una subestructura de
la estructura conceptual porque se establece una relacion entre los elementos, relaciones y
propiedades de esa subestructura con las caracteristicas estructurales que comparten los fe-
ndémenos que pertenecen al contexto fenomenologico.

Finalmente, la relacion entre la fenomenologia, los sistemas de representacion y la es-
tructura conceptual asume gran importancia a la hora de considerar los procesos de modeliza-
cion que se estudiaran en el capitulo 3. En el analisis fenomenologico, se ha insinuado la idea
de modelo como una relacion biunivoca entre elementos y propiedades de una subestructura
de la estructura matematica y caracteristicas estructurales de los fendmenos. Estas relaciones
entre estructura matematica y fenomenos se expresan en el proceso en virtud del cual se iden-
tifica el modelo matematico (la subestructura) que corresponde a un fenémeno (o a un pro-
blema que se refiere a un fenémeno). De esta forma, ese fendmeno o problema se expresa en
términos de uno o mas sistemas de representacion (Gomez, 2007, pp. 87-88). En la figura 33
observamos un ejemplo del balance general del analisis de contenido para el tema de princi-
pio de multiplicacion (Avila et al., 2017).
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Figura 33. Balance general del tema principio de multiplicacion
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