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La adaptacion de la educacién superior al marco de convergencia europea ha obligado a
hacer una profunda reflexién en las distintas dimensiones y niveles de los curriculos
universitarios. Este proceso de ajuste ha derivado en unos planes de estudios
universitarios basados en la nocion de competencia. En el caso de la Titulacién en
Maestro de Educacién Primaria, la orden ECI1/3857/2007 (MEC, 2007) establece que el
plan de estudios ha de incluir como minimo un mdédulo relativo al &rea didéctico y
disciplinar de la matematica en el que los estudiantes puedan adquirir, entre otras,
competencias matematicas® basicas, tales como plantear y resolver problemas
vinculados con la vida cotidiana.

Compartimos la vision expuesta por Rico y Lupiafiez (2008, p.164) quienes plantean
que el desarrollo de la competencia matematica en estudiantes de cualquier nivel
constituye una tarea compleja dado que no existen directrices especificas sobre como
abordarla. De aqui que consideremos que la investigacion ha de proporcionar materiales
contrastados, con indicios de calidad de los mismos (sobre tareas, metodologias de
trabajo en aula, entre otros), que contribuyan a clarificar y facilitar el desempefio de
formar en competencia matematica. Estas consideraciones motivaron la investigacion a
la que aqui aludimos y que responde a un experimento de ensefianza (Cobb y
Gravemeijer, 2008). En dicho experimento interviene la primera autora de este trabajo
como docente, los alumnos son maestros de primaria en formacion inicial y el contenido
esta centrado en las nociones de razon y proporcionalidad. En diferentes momentos del
experimento se ha utilizado el analisis didactico como herramienta que ha permitido
realizar ciertas acciones de manera organizada y justificada. En este capitulo centramos
nuestra atencion en el analisis didactico realizado, detallando el papel que ha jugado en
la investigacion y mostrando el ensamblaje de sus diferentes componentes con el
experimento de ensefianza.

SOBRE LA INVESTIGACION REALIZADA

La investigacion que llevamos a cabo trata de responder a las inquietudes surgidas de la
reflexién en torno a la competencia matematica que sobre la razon y proporcionalidad
muestran futuros maestros y a la posibilidad de trabajar dicha competencia a través de
una propuesta de trabajo en el aula. Detallamos seguidamente aspectos generales de la
misma.

Objetivos Generales de la Investigacion

La situacion descrita condujo al planteamiento de los siguientes objetivos generales de
investigacion.

1. Estudiar el proceso de elaboracion, puesta en practica y analisis de una “secuencia de
trabajo en el aula” que aborda la revision y (0) reconstruccion de conocimientos
asociados a la razén y la proporcionalidad.

2. Investigar como contribuye la secuencia de trabajo en el aula en el proceso de
desarrollo de la competencia matematica de futuros maestros de primaria,

L Ver definicion de competencia matematica en Rico y Lupiafiez (2008).
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resolviendo problemas elaborados para el caso y utilizando una metodologia de
trabajo colaborativo.

Para abordar el primero de dichos objetivos nos enfrentamos al reto de elaborar una
intervencion de ensefianza, fundamentada tedrica y empiricamente, que nos permitiera
promover el desarrollo de conocimiento matematico y de competencias en los futuros
maestros y estudiar, a la vez, dicho desarrollo. Para ello decidimos realizar un
experimento de ensefianza en el marco de la investigacion de disefio, dado que este tipo
de estudios persiguen comprender y mejorar la realidad educativa a través de la
consideracion de contextos naturales en toda su complejidad y del desarrollo y anélisis
paralelo de un disefio instruccional especifico (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).

El contenido tomado para tal experimento, las nociones de razon y proporcionalidad, se
ha elegido, entre otros, por los siguientes motivos:

a) Ambas nociones matematicas estan asociadas a multiples situaciones del entorno, lo
gue permite poner en practica un acercamiento de la matematica a la vida cotidiana.

b) La nocién de razén posee una riqueza didactica y una entidad matematica que
amerita ser discutida en la formacion de maestros. Freudenthal (1983) plantea que dicha
nocion posee una entidad propia ajena a la de fraccion.

c) Es importante complementar los conocimientos de los estudiantes de magisterio
relativos a los subconstructos del ndmero racional pues los maestros han de plantear
secuencias de ensefianza no centradas Unicamente en el significado parte-todo del
namero racional (Llinares y Sanchez, 1988), como ha prevalecido en la ensefianza de la
matematica escolar. Esto demanda de los futuros maestros una mayor comprension de
todos los subconstructos del nimero racional.

Pero quiza el argumento mas poderoso sea que la proporcionalidad es considerada uno
de los temas mas sugerentes en la ensefianza de las matematicas ya que es un contenido
que impregna al curriculo de matematicas de primaria, secundaria e incluso de niveles
superiores que mantiene multiples relaciones con otros conceptos matematicos y
conexiones con otras areas de conocimiento (Ben-Chaim, Keret e llany, 2007; A.
Fernandez, 2001; Lamon, 2007).

Participantes y Tipo de Investigacion

En este estudio han participado estudiantes pertenecientes a dos grupos, de 136 y 74
estudiantes respectivamente, que cursaron la asignatura Matematicas y su Didactica? de
la especialidad de Educacion Primaria de la Diplomatura de Maestro de la Universidad
de Granada, durante el curso académico 2009-2010. La guia docente de la asignatura
incluye entre los contenidos un tema referido a NUmeros Racionales que incluye el
estudio del concepto de fraccidn y sus significados, entre ellos el de razén.

Como se ha sefialado previamente la investigacion realizada es un experimento de
ensefianza dentro del paradigma de la investigacion de disefio. La ejecucion de este tipo
de estudios requiere del desarrollo de tres fases:

I. Preparacion: contempla la definicién del problema y objetivos de investigacion,
identificacion de los contenidos y objetivos instrucciones, seleccion de la metodologia
de ensefianza y disefio de la secuencia de intervenciones, entre otras acciones.

2 Asignatura troncal del plan antiguo de la diplomatura de Maestro especialidad de Educacion Primaria,
ubicada en el 1° curso y de duracidn anual, con 9 créditos (4,5 teoricos y 4,5 practicos).



Il. Experimentacion: puesta en practica de la propuesta de ensefianza preparada, con
revisiones del disefio de cada sesion, previas a la intervencion, a la vista de los datos
recogidos en la sesion previa.
I11. Analisis retrospectivo de los datos: organizacion y analisis de toda la informacion
recogida (Molina et al., 2011).

Estas tres fases nos sirven de guia para estructurar este capitulo que queda establecido
en tres apartados principales. Al final de cada uno de ellos se hace una reflexion sobre la
mediacion del analisis didactico en cada caso.

FASE I. PREPARACION DEL EXPERIMENTO

La primera fase del experimento comprende todos los elementos de la investigacion
necesarios y previos a la intervencion en el aula. En esta fase se realizaron distintas
acciones; recogemos aqui las relativas al analisis didactico: andlisis de contenido de la
razon y la proporcionalidad, analisis cognitivo de las mismas nociones y analisis de
instruccion.

Andlisis de Contenido sobre Razén y Proporcionalidad

En nuestro experimento de ensefianza, y desempefiando el papel de docente, hemos
realizado un analisis de contenido (Gémez, 2009) sobre la razén y la proporcionalidad.
Con tal propdsito, hemos explorado las tres dimensiones del significado de un concepto
matematico: la referencia formal dada por la estructura conceptual, los sistemas de
representacion que se utilizan, y el sentido con que se usan los diversos conceptos o
fenomenologia. Previo a ello, delimitamos los conceptos a partir del tratamiento
curricular que de los mismos se hace atendiendo a los estudiantes para los que va
dirigida dicha materia. Lo hacemos desde los lineamientos establecidos en la guia
docente de la asignatura, estudios previos y con base en la revision de textos de
Didactica de la Matematica. Dichos textos se incluyen en la bibliografia recomendada a
los estudiantes para el trabajo de los temas “Numeros Racionales” y “Magnitudes y su
Medida” (ej., Garcia y Bertran, 1993; Godino, 2004; Llinares y Sanchez, 1988), y otros
que, a partir de la experiencia de las investigadoras, son relevantes en el campo de
investigacion de la razon y la proporcionalidad (ej., Cai y Sun, 2002; A. Fernandez,
2001; Freudenthal, 1983; Vergnaud, 1988).

Esta delimitacion nos ha permitido: identificar distintos acercamientos a las definiciones
de razon, proporcién y proporcionalidad; detectar y clasificar conocimientos
conceptuales y procedimentales relativos a los contenidos; e identificar los focos
prioritarios sobre los cuales se centra el aprendizaje, las representaciones mediante las
cuales tales nociones se ponen de manifiesto y las situaciones en las cuales estan
implicadas.

Acercamientos a la Nocion de Razén

La revision de los textos y estudios sefialados en el apartado anterior nos ha permitido
recoger distintas aproximaciones de los conceptos basicos objeto de nuestro estudio:
razén y proporcionalidad. Mostramos aqui una sintesis de aquellas relativas a la razon.

Uno de los acercamientos considera que la razon se establece entre dos cantidades de
magnitud y es el cociente de las medidas de dichas cantidades considerando la misma
unidad; en el cociente el dividendo es la mayor de las medidas (F. Fernandez, 2001,
Grupo Beta, 1990). Este posicionamiento tiene dos implicaciones: las cantidades han de
ser homogeneas (es decir, pertenecer a la misma magnitud) y la razén es un namero real
mayor que 1. Algunos autores toman la razon como una funcion o aplicacion de un par



ordenado de nimeros o cantidades de magnitud (Freudenthal, 1983; A. Fernandez,
2001). Este ultimo autor restringe los elementos del dominio de la funcidn a cantidades
de la misma magnitud y el &mbito de la funcion al conjunto (1,+oo). Freudenthal (1983)

también plantea que la razén es una relacion de equivalencia en el conjunto de pares
ordenados de numeros (o valores de magnitud), establecida formalmente por
a:b=c:d siel par (a,b)es equivalente al par (c,d). Esta consideracion conlleva

implicaciones relativas al estatus l6gico de la razon cuyo significado propio es hablar
sobre igualdad (o desigualdad) de razones sin conocer el tamafio de la razén. Esta
perspectiva se opone a aquellas que consideran la razn como un cociente.

Otro acercamiento a esta nocion surge a partir de la consideracion de la razén como una
de las posibles interpretaciones del nimero racional (ej., F. Fernandez, 2001; Llinares y
Sanchez, 1988). Tales autores plantean que en algunas ocasiones las fracciones son
usadas como “indice comparativo” entre dos cantidades de igual o diferente magnitud.
La posibilidad de considerar la razon como relacién entre una o dos magnitudes, que
hace posible establecer comparaciones del tipo parte-parte y parte-todo, da lugar a
diferentes tipos de fendmenos organizados por la razon.

Estructura Conceptual de la Razon

La clasificacién que hacen Rico y Lupidfiez (2008), entre tipos de conocimiento
matematico escolar, se ha aplicado a las nociones de razon y proporcionalidad. En la
Tabla 1 aportamos ejemplos de la clasificacion que hemos realizado de los tipos de
conocimientos vinculados a tales nociones.

Tabla 1. Clasificacion cognitiva de los contenidos razon y proporcionalidad

Términos: Razoén, relacion, antecedente, consecuente, cociente, razoénm inversa,
proporcion, medios, extremos, equivalente, alicuota, tasa...
Notaciones: z-5. 2, %,a —=b.x% 2_°. a:bucid. y=f(x)=hx. f(x):f—c

b b d X
Convenios de lectura: q:5 selee “a”es a“b”; q: b= c:d selee “a” esa“b” como “c”
es a “d”. El valor de la razon es un nimero mayor que 1. En las escalas a:b,a < b...
Resultados: Propiedades de las razones vy de las proporciones. Tipos de razones v
proporciones...
Conceptos: Razon como relacion e indice comparativo. Equivalencia de razones,
proporcién. Semejanza de figuras y objetos. Funcién lineal, constante de
proporcionalidad. ..
Estructuras: Sistema multiplicativo de los niimeros reales positivos: subestructura

R”, x)

Conocimiento Conceptual

Destrezas: Aplicar procedimientos para obtener razones equivalentes. Multiplicacion
y division de nimeros racionales. Uso de la razon unitaria. Regla de tres directa e
inversa. Calculo de porcentajes...

Razonamientos

Inductivo: busqueda de patrones en secuencias numeéricas
proporcionales...Deductivo: aplicacién de las propiedades de la razon o de las
relaciones de proporcionalidad. Analégico: razonamientos en situaciones
proporcionales particulares a partir de otros casos particulares...

Estrategias propias del razonamiento proporcional: reconocimiento de aspectos
estructurales de las proporciones directas e inversas (relacién funcional vy escalar)
Estrategias usadasenla comparacion de razones. Estimacion. ..

Conocimiento Procedimental




De acuerdo con los documentos curriculares de la asignatura, los textos revisados y las
descripciones aportadas sobre indicadores del  razonamiento proporcional en
investigaciones relevantes (Ben-Chaim, Keret e llany, 2007; Freudenthal, 1983; Lamon,
2007; Vergnaud, 1988, entre otros), llegamos a distinguir cuatro prioridades o focos
para el aprendizaje general de los contenidos razén y proporcionalidad en la formacion
de maestros de primaria:

1. Profundizacion en el estudio de significados y usos de la razon.
2. Estudio de las relaciones de proporcionalidad directa e inversa.

3. Aplicacién de los conocimientos asociados a la proporcionalidad directa en
situaciones geométricas.

4. Interpretacion y resolucion de situaciones que impliquen la nocion de porcentaje.

Tomando de base cada uno de los focos indicados procedimos a organizar los tipos de
conocimientos considerados en la clasificacion cognitiva segun se diera su presencia en
cada uno. Obtuvimos de este modo un listado de contenidos, de los temas razon y
proporcionalidad, organizados por focos.

Organizamos la informacion relativa a los focos de aprendizaje en mapas conceptuales
con el objetivo de destacar las relaciones entre distintos significados de un concepto,
elementos del mismo, representaciones y situaciones en las que esta implicado. Cada
mapa nos permite visualizar la red o entramado de conocimientos que se requieren en la
comprension de éste. En la Figura 1 aparece el mapa conceptual relativo al Foco 1
centrado en la nocion de razon.
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Figura 1. Mapa conceptual relativo al foco 1 “Razon: significados y usos”

Sistemas de Representacion

En el caso de la raz6on y la proporcionalidad identificamos siete tipos de
representaciones que clasificamos en dos sistemas de representacion: simbolicos



(representacion con dos puntos o flechas, representacion fraccionaria, expresion
decimal, porcentajes, verbal, algebraica-funcional y cartesiana) y gréaficos
(representacion grafica funcional —lineal e hiperbdlica—, tabular, iconos y diagramas).

| REPRESENTACIONES DE LA RAZON Y PROPORCION |
|
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Figura 2. Representaciones de la Razon y Proporcion

Cada uno de los sistemas de representacion permite resaltar aspectos particulares de
esos conceptos y de sus relaciones, y oculta otros (Castro y Castro, 1997; Rico,
Lupiafiez, Marin y Gomez, 2008). Asi en nuestro caso, las expresiones algebraicas
explicitas de las relaciones de proporcionalidad, directa e inversa, f(x)=kx y f(x):K,
X
representan el procedimiento que permite generar pares de cantidades de las magnitudes
proporcionales. Mediante una tabla es posible representar la relacion de
proporcionalidad existente entre las cantidades de dos magnitudes, lo que facilita la
visualizacion de las relaciones funcional y escalar entre las cantidades. La
representacion grafica de la proporcionalidad directa permite visualizar el sentido de
covariacién de las magnitudes a través de la monotonia. Las caracteristicas de la
proporcionalidad que las representaciones gréficas expresan son limitadas, por lo que en
los procesos de ensefianza es preciso utilizar otras representaciones que permitan
visualizar las propiedades estructurales de la relacién de proporcion que se da entre las
magnitudes.

Fenomenologia

En nuestro estudio hemos seguido la propuesta de analisis fenomenoldgico descrita por
Rico, Lupiafiez, Marin y Gomez (2008). En la misma se vincula la fenomenologia con
el planteamiento funcional de las matematicas escolares.

Hemos detectado una variedad de situaciones en las cuales estan implicadas las
nociones de razén y proporcionalidad, éstas se han clasificado de acuerdo a la variable
tipo de situacion del estudio PISA (OCDE, 2004), cuyos valores son: personales,
educativas o laborales, publicas y cientificas, y que en nuestra investigacion no hemos
considerado de caracter excluyente. Ejemplos de situaciones personales corresponden al
consumo del automdvil, uso de porcentajes o recetas de cocina. Entre las situaciones
educativas o laborales se encuentra las relativas a la relacion entre tiempo y nimero de
personas que realizan cierto trabajo, cambio de unidades de medida, cambio de divisas.
Algunas situaciones publicas son la densidad de poblacion, tasa de natalidad o
mortalidad, descuentos, entre otras. En las situaciones cientificas se tiene por ejemplo



ley de proporciones de la materia, densidad, mezclas, probabilidades, Leyes de Kepler,
cambio de unidades de medida, semejanza en el plano y el espacio, entre otras.

Con el proposito de delimitar los contextos de la razon y la proporcionalidad nos
planteamos la pregunta ¢para qué sirven o se utilizan estas nociones en las diversas
situaciones en las que estan implicadas? Obtuvimos las cuestiones y respuestas
presentadas en la Tabla 2.

Tabla 2. Contextos de la razén y proporcionalidad
Preguntas que Contempla Modo de Uso
Razon

(Cuantas veces?
(Cual situacion es mas favorable?
;Que¢ tan probable es?

Indice comparativo

;Por cada “x”, cuantos “y” hay? Relacion: distribucion de las cantidades
Proporcionalidad

,“a” es a “b” como “c” es a “d”? Relacion: entre indices comparativos

;Que tipo de relacion hay entre dos Relacion: tipo de covariacion de las

magnitudes? cantidades

;Cuantos hay aproximadamente? Estimacion

;Qu¢ cantidad corresponde a cada uno? Relacion: reparto, distribucion de las
cantidades

i Tienen la misma forma? Semejanza

(Cual es la medida? Medicion indirecta

;Cual es el porcentaje? Indice comparativo estandarizado

Andlisis Cognitivo

En el analisis cognitivo recogemos la descripcion de los objetivos especificos que se
pretenden promover en el aula y la contribucion de los mismos a la formacion
matematica general de los estudiantes, expresada en términos de las competencias que
establece el Proyecto PISA 2003 para caracterizar la Alfabetizacion Matematica®
(OCDE, 2004; Rico, 2007). Posteriormente, como parte de este analisis, presentamos la
descripcion de posibles errores y dificultades asociadas a los contenidos.

Expectativas de Aprendizaje sobre la Razon y Proporcionalidad

Para cada uno de los focos conceptuales prioritarios identificados en el andlisis de
contenido, enunciamos objetivos instruccionales especificos y, siguiendo la propuesta
de organizacion y vinculacion de expectativas descritas por Rico y Lupiéfiez (2008, p.
309), relacionamos ambos niveles. La Tabla 3 recoge algunos de los objetivos que
hemos enunciado para el Foco 1.

3 Aungue no se han concebido en el contexto de la formacion de maestros, se ha utilizado el marco de
competencias enunciadas en el estudio PISA debido a la coherencia que guardan con el planteamiento
funcional del curriculo de matematicas (Rico y Lupiafiez, 2008), ademas tal decision obedece a la
limitada descripcion de la competencia matematica que se desprende de los documentos curriculares
revisados.



Tabla 3. Objetivos especificos relativos al foco prioritario 1 y relacion con las
competencias matemdticas

1. Profundizar en el estudio de significados y usos de la | Competencias Matem:ticas
razon. PR/AJ|C|M|RP |R|LS
1. Reconocer los significados de las fracciones cuando éstas | * *
representan a un namero racional (parte-todo, operador,
cociente y razon).

2. Describir comparaciones parte-parte y parte-todo, | * * | %
utilizando los subconstructos y representaciones del niimero
racional.

3. Comparar cantidades aditiva y multiplicativamente.

4. Interpretar el significado de la razén en distintas *

situaciones.

5. Describir el significado de los elementos de una razon, * *
antecedente y consecuente en una situacion cualquiera.

6. Justificar las propiedades de las razones. *

7. Aplicar las propiedades de las razones en la resolucién de ¥ |k * *

tareas.
Abreviaturas: Pensar y razonar (PR), argumentar y justificar (AJ), comunicar (C), modelizar (M),
plantear y resolver problemas (RP), representar (R) y utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico de
las operaciones (LS).

Nota: No incluimos la competencia emplear soportes y herramientas tecnoldgicas debido a que el uso de
tales dispositivos no form¢ parte de nuestro experimento de ensefianza.

Errores y Dificultades Asociadas al Estudio de la Razon y Proporcionalidad

Segun investigaciones consultadas la estrategia errénea mas documentada corresponde a
la “estrategia aditiva” o de “diferencia constante” (A. Fernandez, 2001); se trata de
relacionar los términos de una razon aditivamente, cuantificarlos por sustraccion entre
los términos, y aplicar esta diferencia a la segunda razén. Ricco (citado en A.
Fernandez, 2001) describe dos actuaciones relativas al mal uso del método de reduccién
a la unidad, una posibilidad es usar un valor arbitrario como unidad para resolver el
problema y la otra es usar el primer dato del problema como valor unitario. Uno de los
errores mas frecuentemente descritos en estudios relativos a la razon y proporcionalidad
se conoce como ilusién de linealidad que corresponde a la tendencia a aplicar modelos
lineales en situaciones no propicias para que éstos puedan ser aplicados. Constituye asi
una estrategia incorrecta para abordar situaciones problematicas en donde las cantidades
no mantienen una relacion de proporcionalidad simple directa (Modestou y Gagatsis,
2007; Van Dooren, De Bock, Janssens y Verschaffel, 2005).

Andlisis de Instruccion

Este es un aspecto crucial dentro del proceso de disefio del experimento de ensefianza,
en tanto que el logro de los objetivos especificos asociados a un contenido se
evidenciara en las actuaciones de los estudiantes en tareas que requieran la puesta en
marcha de su conocimiento acerca de dicho contenido. Ademas, como proceso en
cadena, el mayor o menor alcance de tales objetivos aporta informacién sobre aquellas
competencias matematicas que podrian verse estimuladas. En el proceso de disefio y
seleccion de las tareas hemos seguido los criterios descritos por Rico y Lupiafiez (2008,
p. 314).

Seleccién de las Tareas

En la planificacion de nuestro experimento de ensefianza se recogieron un total de 146
tareas procedentes de investigaciones previas (Ben-Chaim, Keret e Ilany, 2007; A.



Fernandez, 2001; Lamon, 2007), de estudios como PISA (INECSE, 2005) o TIMSS
(IEA, 2001) y de los textos indicados en el apartado anterior “Acercamientos a las
nocion de razon”.

Se realiz6 un proceso de seleccidn inicial basandonos en el tipo de tarea, el formato de
la misma (preferentemente de desarrollo), la situacion implicada (de interés
considerando la edad y caracteristicas de los estudiantes) y procurando que las
cuestiones que formaran parte de la tarea tuviesen potencial para promover la discusion.
Aplicando estos criterios y las variables de tarea que a continuacion se relacionan, la
bateria de tareas quedd reducida a 13. Las variables de tarea consideradas fueron:

a) Tipo de problema: valor ausente, comparacion de razones o tasas, porcentajes y
escala.

b) Tipo de relacién entre las cantidades: proporcionalidad directa o inversa.
c¢) Tipos de magnitudes: discreta o continua.

d) Representacion de la razén o de la proporcion: simbélica (convencional, funcional,
fraccionaria, porcentaje), verbal, grafica, icdnica, tabular.

e) Situaciones: personales, laborales o educativas, cientificas y publicas.
f) Cantidades de la misma o diferente magnitud.

Finalmente, después de las decisiones tomadas tras los anélisis realizados entre una y
otra sesion, fueron siete las tareas que se aplicaron en el aula, las cuales abarcan los
cuatro focos prioritarios producto del analisis de contenido y distintos valores de las
variables previamente mencionadas. Asi, por ejemplo, en la tarea 1 los datos aparecen
representados graficamente, las cantidades pertenecen a una magnitud continua, se
centra en comparaciones del tipo parte-parte, la razon es entera e implica una situacion
publica. La tarea 2 (Figura 3) incluye una comparacion del tipo parte-parte, el todo no
se conoce, la razon se representa verbalmente, la situacion es publica, las cantidades son
de una misma magnitud discreta e incluye dos razones equivalentes.

Tarea 2: Preferencia en el Refresco de Cola

@ (BOLA-COLA O COLA-NOLA? I i

Las siguientes afirmaciones podrian ser parte de los resultados de una encuesta de
preferencia entre la Bola Cola y la Cola Nola:

- La razon entre quienes prefieren Bola Cola y los que prefieren Cola Nola es de
3a2

- El niimero de personas que prefieren Bola Cola en lugar de Cola Nola estdn
enlarazénde 17139 a 11426.

- 5713 mads participantes prefieren Bola Cola en lugar de Cola Nola.

a. Decide si las tres afirmaciones anteriores hacen referencia a resultados de la misma
encuesta. Explica.

b. Elije la afirmacién que describe mas adecuadamente los resultados de la comparacién
entre Bola Cola y Cola Nola, explica por qué crees que esa afirmacion es mas
pertinente.

c. Si necesitaras divulgar los resultados en un anuncio publicitario, jcual afirmacion
podria ser méas efectiva? ;Por qué?

d. Sugiere otras posibles maneras de comparar los resultados de popularidad de los dos
tipos de cola.

Figura 3. Tarea 2 “Preferencia en el Refresco de Cola”
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En términos mas generales la tarea 3 es un problema de porcentajes cuya situacion es de
tipo cientifica. La tarea 4 es de proporcionalidad directa, esta orientada principalmente a
caracterizar grafica y simbdlicamente la relacion de proporcionalidad. La tarea 5 esta
orientada al estudio de la proporcionalidad inversa. La tarea 6 implica una situacion
personal, es un problema de comparacién de razones que tienen la cualidad de que los
términos se relacionan aditivamente de la misma manera. La tarea 7 atiende a ideas
asociadas a los conceptos de escala y semejanza, las cantidades pertenecen a las
distintas magnitudes (longitud, superficie, volumen).

Estudio y Toma de Decision sobre la Gestion de la Clase

Nuestro experimento se sitta en el marco curricular basado en la nocion de competencia
matematica propuesta en el estudio PISA (OCDE, 2004). Adoptamos el modelo
funcional sobre el aprendizaje de las matematicas que sugiere dicho estudio, lo que ha
originado que la propuesta de ensefianza disefiada esté basada en problemas de
situaciones cotidianas, en los que el conocimiento matematico puesto en
funcionamiento se presenta en una variedad de contextos, y potencie medios reflexivos
correspondientes a diferentes procesos cognitivos de aprendizaje. Parafraseando la
definicion de alfabetizacion o competencia matematica del proyecto PISA y centrandola
en los contenidos razén y proporcionalidad, el objetivo instruccional del experimento de
ensefianza realizado es fomentar, en el trabajo en el aula sobre razon vy
proporcionalidad, las capacidades de pensar y razonar, argumentar, comunicar, resolver
problemas, representar ideas sobre razén y proporcionalidad, utilizar lenguaje
simbolico, formal y técnico, y las operaciones sobre dichas nociones.

La intencionalidad de fomentar las capacidades sefialadas exigié una metodologia de
trabajo en el aula adecuada. Optamos por una adaptacion de la metodologia
ACODESA* la cual esta basada en el aprendizaje colaborativo, el debate cientifico y la
auto-reflexién. Tiene un enfoque de tipo socio-constructivista (Hitt, 2007). En nuestra
investigacion la metodologia de trabajo en aula se desarroll6 en cuatro etapas: (1)
trabajo individual, (2) trabajo colaborativo, (3) puesta en comun y (4) reconstruccion
individual de la resolucion de las tareas fuera de clase. El trabajo individual inicial hace
posible que los estudiantes activen razonamientos que podran compartir posteriormente
en los equipos de trabajo. La etapa de trabajo colaborativo y la puesta en comun tienen
por objetivo integrar a los estudiantes en un planteamiento activo de cuestionamiento de
los conceptos y de construccion critica de sus propios conocimientos, incitdndoles a
proponer sus propias conjeturas y propuestas de resolucion. La reconstruccion
individual procura promover una reflexion sobre lo realizado en las etapas previas. El
trabajo se realiza sobre tareas abiertas, complejas o no tradicionales, que favorecen la
reflexion y el debate, lo cual responde a nuestro interés por estudiar cobmo se reelabora
un concepto a partir de la experiencia colaborativa.

Analisis Didéactico en la Fase de Preparacion del Experimento

Tras describir el analisis de contenido, cognitivo e instruccional realizado en la primera
fase del experimento de ensefianza, precisamos la funcidn de estos anélisis en esta fase
en la que se disefian las intervenciones a realizar en el aula.

La revisién curricular nos permitié detectar los contenidos y expectativas de aprendizaje
relacionados con la razon y la proporcionalidad contemplados en la formacion de
maestros. La consulta de los textos sefialados hizo posible la identificacion de distintos
significados vinculados a estas nociones.

4 Siglas referentes a Apprentissage Collaboratif, Débat Scientifique y Auto-réflexion.
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En el andlisis de contenido delimitamos los tipos de conocimientos conceptuales y
procedimentales relacionados con en la razon y la proporcionalidad, establecimos las
relaciones y prioridades de ensefianza entre conceptos y procedimientos asociados a la
razon y proporcionalidad, y decidimos cuales abordar en el experimento de ensefianza.
Identificados los 4 focos conceptuales prioritarios y decidimos seleccionar tareas que
los abarcaran. Esta decision obedecid a nuestro objetivo investigador referente a recoger
informacién sobre las actuaciones de los futuros maestros en relacién con distintos
aspectos de la razon y la proporcionalidad.

El estudio de las representaciones asociadas a la razén y la proporcionalidad permitid
clarificar las potencialidades de cada uno de los sistemas de representacion para estas
nociones, es decir, se logrd identificar las caracteristicas de las nociones que se
evidenciaban con maéas fuerza en cada representacion. Asi mismo el analisis
fenomenoldgico permitié detectar situaciones donde se usan la razon y la
proporcionalidad. Como resultado, el tipo de representacion y las situaciones se
constituyeron en una variable para elegir las tareas que se trabajarian en el aula.

El catdlogo de errores elaborado dentro del analisis cognitivo fue otra de las variables
consideradas al contemplar que las tareas permitieran trabajar sobre alguna de las
dificultades que presentan los estudiantes. El analisis cognitivo, en esta fase, ha
posibilitado vincular los objetivos especificos y las competencias, y relacionar la
planificacién del trabajo concreto de aula con las expectativas generales descritas en la
programacion de la asignatura. Asi mismo ha sido clave para identificar la mayoria de
las variables de tarea.

En sintesis, la programacién de las sesiones se describié en términos de: (a) las
expectativas de aprendizaje del estudiante, (b) contenidos instruccionales, (c) un analisis
detallado de las tareas que se complement6 con el enunciado de conjeturas relativas al
posible desempefio de los estudiantes en la resolucion de las mismas asi como de
errores potenciales asociados a las tareas, y (d) objetivos de investigacion para cada
sesion, los cuales son concreciones de los dos objetivos generales del estudio.

FASE Il. EXPERIMENTACION

Para describir la fase de experimentacion de la investigacion, nos centramos en el
trabajo realizado en el aula y en las reflexiones efectuadas sobre la informacién
recogida en cada sesion, que son previas y permiten tomar decisiones para la siguiente
intervencion.

Desarrollo de las Sesiones

La experimentacion tuvo lugar durante el curso académico 2009-2010°. La recogida de
datos se realizo en el contexto natural de desarrollo de la asignatura. Se recogieron las
hojas de trabajo de los estudiantes, se grabaron en audio las conversaciones que se
desarrollaron en los pequefios grupos, y se grabaron en video las puestas en comun y el
trabajo de algunos pequefios grupos. Los datos recogidos informan sobre las
capacidades matematicas que el alumnado pone en juego y algun posible cambio en las
mismas a lo largo de las sesiones, en relacion con distintos componentes de la razon y la
proporcionalidad.

5 Ver las caracteristicas generales de la misma en la Tabla 4.



12

Tabla 4. Caracteristicas generales de la experimentacion

Gl G2 Tareas Foco Prioritario

1 Sesion 48 27 Fraccion, razén y F1. Razén: concepto, caracterizacion
25-01-10 (2 h) porcentaje y tipos

Preferencia en el

refresco de cola
22 Sesion 21 25 Los niveles de CO, F4. Porcentajes: significados y usos
28-01-10 (1h)
3% Sesidn 62 28 Crecimiento de F2. Relacién de proporcionalidad:
19-04-10 (2h) bacterias caracterizacion y representaciones

Permanencia activa

de un farmaco
4* Sesién 67 39 Compartiendo pizza F1. Razon: concepto, caracterizacion
17-05-10 (2h) El palacio real de la y upos

Alhambra F3. Proporcionalidad geométrica

G1: Asistencia en el Grupo 1
G2: Asistencia en el Grupo 2

Después de cada una de las sesiones se hizo un balance de lo sucedido en la misma,
siguiendo el proceso que se describe en la Figura 4. Este balance condujo a la toma de
una serie de decisiones orientada a la reelaboracion del disefio y la mejora de la
siguiente sesion. Ademas implico la revision de las conjeturas planteadas para dicha
sesion y la siguiente.

Observacion del
Video del Trabajo
de un Equipo

Escucha de
Grabaciones de
Trabajo en Equipo

Observacion de

las producciones
Individuales

Observacion de las
Notas Tomadas en
la Sesién

Observacion del
Video de la
Puesta en Commin

\\/

[ Toma de Decisiones Orientadas a la ]

Reelaboracion del Disefio

Figura 4. Acciones seguidas en el andlisis entre sesiones
Andlisis Didéactico en la Fase de Experimentacion

Tanto el analisis de contenido como el andlisis cognitivo nos proporcionaron pautas
para el examen y revision de la informacion obtenida en las sesiones. La informacion
procedente de tales analisis se utiliza en esta fase como referente a partir del cual
interpretamos las actuaciones de los estudiantes. Nos aportan un marco desde el cual
actuar ante determinadas reacciones de los estudiantes. Por ejemplo, durante la primera
sesion con el grupo 1 los estudiantes no lograron establecer el tipo de comparacion
esperada (parte-parte) y mostraron desconocimiento de la nocién de razon. Este tipo de
situaciones motivo a la investigadora-docente a recurrir a conocimientos obtenidos en el
analisis didactico, para solventar las deficiencias mostradas e intentar llevar a los
estudiantes al logro del objetivo instruccional propuesto inicialmente. La observacion de
la informacion recogida en cada sesion llevo a tomar decisiones sobre el disefio de la
siguiente sesion, justificadas a partir de conocimiento aportado por el analisis de
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contenido o cognitivo. Por ejemplo, después de la primera sesion en el grupo 1
constatamos que los estudiantes no mostraron comprension sobre aspectos bésicos de la
nocion de razon y aunque para la siguiente sesion se habia planificado trabajar sobre el
porcentaje decidimos, basandonos en el andlisis de contenido, definirlo como un tipo
particular de razon, asi desde esta perspectiva podriamos retomar y recalcar algunas
caracteristicas de la razon y vincular directamente las dos nociones.

FASE I11. ANALISIS RETROSPECTIVO DE LO ACONTECIDO

La tercera fase del experimento de ensefianza consiste en realizar un analisis de todo lo
acontecido en las dos fases anteriores, si bien cobra més peso el analisis particular de los
datos obtenidos en la fase Il. Las acciones a realizar, en esta fase, estan guiadas por los
objetivos de investigacion del estudio. En nuestro caso, y debido a la metodologia
utilizada, el andlisis retrospectivo se focaliza en tres unidades de estudio: de gran grupo
(analisis de las sesiones grabadas y transcritas), pequefios grupos (trabajo mostrado por
los equipos de alumnos en sus grabaciones y protocolos) y casos individuales de
estudiantes (trabajo mostrado en las hojas de trabajo individual del alumnado). En todos
los casos se trata de un andlisis cualitativo de corte interpretativo.

El objetivo del andlisis retrospectivo del gran grupo es profundizar en la situacion
ocurrida durante la intervencion en el aula, aportando marcos explicativos para las
actuaciones de los estudiantes y conjeturas sobre posibles formas de abordar las
dificultades detectadas en nuevas circunstancias. Con ello se busca proveer
“conocimiento” que amplie los resultados recogidos en el campo de investigacion
relativo al proceso de ensefianza-aprendizaje de la razon y proporcionalidad,
especificamente en el contexto de la formacion de maestros de primaria. Destacamos
que el anélisis retrospectivo del gran grupo persigue ademas detectar las debilidades y
fortalezas de la dindmica de aula y de las tareas aplicadas, asi como estudiar el papel del
investigador durante la experimentacion. El objetivo del andlisis retrospectivo del
pequefio grupo y de casos individuales se interesa por determinar el grado de
consecucion de las expectativas de aprendizaje propuestas en términos de los objetivos
especificos y de las competencias matematicas asociadas. El analisis retrospectivo
global de cada sesion (gran y pequefio grupo) pretende dar informacion sobre el grado
en que se han logrado los objetivos de investigacion en cada sesion, asi como hacer una
revision de las conjeturas planteadas para la misma. La informacion procedente de ésta
revision constituye la base que fundamenta la valoracion de la sesion. En el caso, por
ejemplo, de la sesion 1, hemos buscado evidencias del logro de los objetivos de
investigacion para dicha sesion en el trabajo colaborativo y la puesta en comdn de la
resolucion de la tarea (ver Figura 5). Se ha seguido el mismo proceso para cada una de
las tareas y sesiones.

Tarea 1. Trabajo Colaborativo \ Logro del objetivo 1
_— en la Tarea 1 \
Puesta en Comun Logro del
objetivo 1 en
la Sesién 1
»| Trabajo Colaborativo \ Logro del objetivo 1 /
fareaz la Tarea 2
en
Puesta en Comun | —

Figura 5. Esquema del estudio de los objetivos de investigacion para la sesion 1

A continuacién, con el fin de ejemplificar el trabajo realizado, mostramos resultados
procedentes del estudio realizado sobre el objetivo 1 basdndonos en la informacién
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procedente de las actuaciones de los estudiantes en la tarea 2, trabajada en la sesion 1
(ver Figura 3).

Logro del Objetivo 1 de Investigacion® en la Pregunta 4 de la Tarea 2

Mostramos como ejemplo el andlisis sobre el logro de este objetivo debido a la relacion
que guarda con el analisis de actuacién, no obstante indicamos que los objetivos de
investigacion para la sesidn consideran también otros aspectos relativos a la dinamica de
clase y a la valoracion de las tareas.

En la primera sesion se trabajaron dos tareas, nos centramos aqui en los resultados
procedentes del analisis de la resolucion de una de las preguntas (la 4%) de la tarea 2
(Figura 3). El estudio de las respuestas dadas a dicha cuestion nos aporta informacion
acerca de los conocimientos de estos estudiantes en relacion con formas de representar
la razoén “3 a 2”. En la Tabla 5 recogemos las manifestaciones expresadas en cada uno
de los pequefios grupos.

Tabla 5. Logro del objetivo 1 en la pregunta 4 de la tarea 2, Grupo 1

Otras Formas de Representar la Relacion “3 a 27

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 EI0 EIll El12
Repl * * *
Rep2 * ok * * ok * %
Rep3 ® % I *
Rep4 * ok Xk *

Repl: Una razén equivalente a 3:2
Rep2: Porcentajes 60% y 40%2 3
Rep3: Fracciones parte-todo 573
Rep4: Descripcidn verbal parte-todo

Como se recoge en la Tabla 5, tres de los equipos (E1, E2 y E12) aportaron una razén
equivalente a “3 a 2”. En todos los equipos expresaron la razén “6 a 4 como alternativa
para expresar la comparacion de la preferencia de refresco, tal y como lo
ejemplificamos con un fragmento del trabajo del equipo El: “y la ultima que dice...,
eh... pues seria por ejemplo... pon si la relacion es tres a dos es igual que seis a cuatro
de cada diez eh..."”.

La representacion méas frecuente que mencionaron los estudiantes es el porcentaje. En
total 7 de los 12 equipos manifestaron que 60% y 40% era otra forma de expresar la
relacion de “3 a 2”. Este hecho evidencia que estos estudiantes reconocen al menos
intuitivamente la relacion que hay entre la razon y el porcentaje. El fragmento que
mostramos procede del equipo E3, en el cual adicionalmente se mostré un razonamiento
que indica una comprension de la relacion entre razén y porcentaje:

“porque ta dices tres y dos, eso quiere decir que habria cinco... divides cien entre
cinco... el total como si fueran cinco personas... cada persona representa el veinte por
ciento, equis es veinte... ah... pues directamente da (varios le responden jclaro!), el
sesenta por ciento de lo que prefieren una y ahora el cuarenta por ciento quieren otro,
yo lo que queria hacer es dividir cien en cinco partes cada parte es el veinte por ciento
y tres pues sesenta...”’

& Conocer las concepciones que muestran los estudiantes en torno a la razén, fraccién y porcentaje asi
como sobre la relacion entre estas nociones.
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La representacion de la razon “3 a 2” empleando la nocion de fraccion parte-todo se
evidencio en el trabajo de cuatro equipos (E2, E6, E7 y E10). En el equipo E2 esta
manera de representar se conjugd con la idea de que el total de elementos se
correspondia con la suma de los elementos de la razon, asi que “el todo” considerado en
la fracciones mencionadas en estos equipos fue cinco, o 28565 (suma de los elementos
de larazon de la 22 afirmacion) en el caso del equipo E2.

En los equipos E4, E5, E6 y E11 se expreso una descripcion verbal de la relacion parte-
todo determinada por la cantidad de personas que preferian un refresco (la Bola Cola)
respecto al total de 5 personas. Asi ocurre en el equipo El1: “tres de cada cinco
personas prefieren la Bola Cola porque a la hora de transmitirselo a la gente es mas
claro, ¢no?...".

Las actuaciones Repl y Rep2 corresponden a la representacion de la razon como una
relacion parte-parte, mientras que las actuaciones Rep3 y Rep4 son representaciones de
la razén como relacion parte-todo. De la Tabla 5 se desprende que los estudiantes
reconocieron estos dos significados de la razon.

Analisis Didéactico en la Fase de Andlisis Retrospectivo

Utilizamos los aportes teodricos derivados del analisis de contenido, cognitivo y de
instruccion, para enmarcar e interpretar las actuaciones de los estudiantes. Por ejemplo
en el estudio del logro del objetivo 1 de investigacion para la sesion, al examinar las
representaciones mostradas por los equipos para expresar la relacion de “3 a 2” (Tabla
5), contrastamos los aportes de los estudiantes con las representaciones que se habian
recogido en el anélisis de contenido. De este modo llegamos a determinar que de las
siete representaciones recogidas, los estudiantes mostraron cuatro de tipo simbolico. En
el grupo 1 no dieron muestra del uso de las representaciones gréficas para expresar la
razén.

Los objetivos especificos instruccionales y las competencias matematicas asociadas,
procedentes del analisis cognitivo, han sido utilizados en el anlisis retrospectivo como
“lentes” para observar las producciones de los equipos. Particularmente en relacion con
el objetivo instruccional especifico centrado en que el estudiante llegue a expresar una
razon mediante distintas representaciones, observamos que 6 de los 12 equipos,
lograron expresar al menos dos representaciones distintas para la relacion “3 a 2”. Los
equipos E1, E2 y E6 mostraron tres formas distintas de expresarla, lo cual es evidencia
de un mayor logro de las expectativas de aprendizaje en relacion con otros equipos
como E3, E4 o E5. En consecuencia, basandonos en la relacion previa entre objetivos
especificos y competencias matematicas, observamos que el trabajo de los equipos E1,
E2 y E6 da mas informacion sobre como se han estimulado sus competencias
matematicas de comunicar y representar.

Por otra parte consideramos que la descripcion de las tareas en términos de distintas
variables realizada en el analisis de instruccion facilita la valoracion de las tareas que se
realiza en el anélisis retrospectivo. Asi en la tarea 2 y particularmente respecto a la
variable tipo de razdn (entera-no entera) sefialamos que de acuerdo con las actuaciones
y conocimientos matematicos puestos de manifiesto por los estudiantes de este grupo
(no descrito en este capitulo), podria resultar mas productivo proponer inicialmente una
razon entera y posteriormente discutir lo que sucede con una razon no entera como lo es
3:2. Por otro lado, el caracter abierto de la tarea resultd ser una fortaleza debido a que
constituyd una oportunidad para conocer cualitativamente las ideas iniciales de los
estudiantes en torno a la razon. Este caracter abierto también suscitd conversaciones
productivas durante el trabajo colaborativo.



16

CONCLUSION

Con este trabajo se ha mostrado la utilidad del anélisis didactico en el marco de un
experimento de ensefianza, se ha ejemplificado el desempefio de las tres primeras fases
del anélisis didactico para el caso concreto de la razén y la proporcionalidad y se han
vinculado elementos de la metodologia de investigacion utilizada y del analisis
didactico.

El analisis didactico ha constituido un marco que ha permitido organizar y fundamentar
muchos de los conocimientos que eran necesarios en el desarrollo del experimento de
ensefianza. Se ha descrito el empleo del mismo en el disefio, redisefio y puesta en
practica de la propuesta de ensefianza. Esta aplicacion se ha plasmado en las decisiones
que la profesora-investigadora ha tomado en relaciébn con el aprendizaje de los
estudiantes después de cada intervencién y se ha utilizado como referente que permite
estudiar los procesos de resolucion manifestados por los estudiantes en las tareas de
razon y proporcionalidad consideradas en la experimentacion.

En nuestra investigacion también hemos utilizado las herramientas de exploracion,
organizacion y estudio de la informacion propuestas en el analisis didactico, entre las
cuales estan los mapas conceptuales y las tablas de vinculacion entre las expectativas de
aprendizaje (Rico y Lupiafiez, 2008). Las mismas han resultado eficaces para visualizar
las relaciones entre los componentes del analisis del contenido asi como para mostrar la
articulacion entre los objetivos de instruccién y competencias matematicas globales que
se pretendian estimular en el experimento de ensefianza.
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